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Optimisation à partir de TSP
• . . . en fixant un tour
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Conclusion ?
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1 - Introduction - kSTSP
Définition du problème

• k constante universelle⇒ k containers de capacité illimitée

• Instance :(n ; d1, d2 : {0} ∪ [n] → N)

• Solution :(T 1, T 2,P) compatible de valeurd(T 1) + d(T 2)

• T 1 tour de collecte sur(Kn+1, d
1)

• T 2 tour de livraison sur(Kn+1, d
2)

• P = (P 1, . . . , P k) partitionnement ordonné de[n]
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Complexité du voyageur de commerce multi-containers,kSTSP – p. 3/14



1 - Introduction - kSTSP
Définition du problème

• k constante universelle⇒ k containers de capacité illimitée

• Instance :(n ; d1, d2 : {0} ∪ [n] → N)

• Solution :(T 1, T 2,P) compatible de valeurd(T 1) + d(T 2)

• T 1 tour de collecte sur(Kn+1, d
1)

• T 2 tour de livraison sur(Kn+1, d
2)

• P = (P 1, . . . , P k) partitionnement ordonné de[n]

d

1 2

3

4

5

T 1

d

1 2

3

4

5

T 2P 1 P 2
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1 - Introduction - propriétés
Relations d’ordre strict
T 1 ⇒ <1 : u <1 v ssiu collecté avantv

T 2 ⇒ <2 : u <2 v ssiu livré avantv

P ⇒ <3 : u <3 v ssiu empilé avantv dans une même pileP `

<1, <2 complets,<3 partiel

Propriétés

(T 1, T 2,P) réalisable⇔







∀u 6= v ∈ [n], u <1 v ⇒ ¬
(

u >3 v
)

∀u 6= v ∈ [n], u <2 v ⇒ ¬
(

u <3 v
)

Classification :kSTSP estNP− h

• TSP∝ kSTSP

• (T 1, T 2,P) réalisable vérifiable en temps polyomial
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2 - Complexité - tours fixés
Sous-problème de décisionDecP

• Entrée : deux toursT 1 etT 2

• Question :∃ P compatible ?

Proposition :DecP estP
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Complexité du voyageur de commerce multi-containers,kSTSP – p. 5/14



2 - Complexité - tours fixés
Sous-problème de décisionDecP

• Entrée : deux toursT 1 etT 2

• Question :∃ P compatible ?

Proposition :DecP estP

Preuve :DecP ∝ k-coloration dans graphe de comparabilité
• Graphe de discordanceG6= = ([n], E 6=)

{u, v} ∈ E 6= ssiu <1 v ∧ u <2 v

• (T 1, T 2) réalisablessiG6= k-colorable

u <1 v etu <2 v ⇒ u, v dans deux piles différentes

• G6= graphe de comparabilité

u <1 v <1 w etu <2 v <2 w ⇒ u <1 w etu <2 w

⇒ parfait, colorable en temps polynomial, [4]
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2 - Tours fixés - illustration
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2 - Complexité - piles fixées
Sous-problème d’optimisationOptT

• Entrée : un partitionnement ordonnéP = P 1, . . . , P k

• Question :(T 1, T 2) optimal sachantP ?

Proposition :OptT estP
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été dépilés dansP 1, . . . , P k

• L’état des piles est donné par le vecteur

e = (e1, . . . , e`) ∈ ×k
`=1[q

` + 1] de leur sommet courant

⇒ T 2 est l’enchaînement den + 1 étatse0, e1, . . . , en tq. :

•
∥

∥ei+1
∥

∥ =
∥

∥ei
∥

∥ + 1 (où‖e‖ =
∑k

`=1 e`)
• e0 = I = (1, . . . , 1) eten = F = (q1 + 1, . . . , qk + 1)
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2 - Piles fixées - preuve
États

• nombre polynomialΠk
`=1(q

` + 1) = O(nk)

• k précécesseursp(e, 1), . . . , p(e, k) possibles pour un étate
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2 - Programmation dynamique
États

• S = ×k
`=1[q

` + 1]

• I = (1, . . . , 1), F = (q1 + 1, . . . , qk + 1), I` = (1, . . . , 1, 2, 1 . . . , 1)∀`

• k précécesseursp(e, 1), . . . , p(e, k) possibles pour un étate
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• S = ×k
`=1[q

` + 1]

• I = (1, . . . , 1), F = (q1 + 1, . . . , qk + 1), I` = (1, . . . , 1, 2, 1 . . . , 1)∀`

• k précécesseursp(e, 1), . . . , p(e, k) possibles pour un étate

Étiquettes
• E(e, `) meilleur coût pour aller deI àe en arrivant parp(e, `)

• conditions initiales :

e` = 1 ⇒ E(e, `) = +∞, e = I` ⇒ E(e, `) = d2(0, u`
1)

• condition finale :

E(F, `) = mink
`′=1{E(p(F, `), `′) + d2(v`′

p(F,`)`′
, v`

q`) + d2(v`
q` , 0)}

• récurrence :

E(e, `) = mink
`′=1{E(p(e, `), `′) + d2(v`′

p(e,`)`′
, v`

e`)}
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Algorithm 1 : LIVRAISON OPTIMALE(P)
Entr ées: d2 : {0} ∪ [n]→ N, P k-partitionnement ordonné.

Sorties: T 2 tour de livraison optimal pourP.

// Initialisation

pour e ∈ S, ` ∈ [k] tq. e` = 1 faire E(e, `)←− +∞;

pour ` ∈ [k] faire E(f(`), `)←− d1(0, v`
1);

// R écurrence (hyp. aucune pile vide)

pour p = k + 2 à n + k − 1 faire
pour e ∈ S tq. ‖e‖ = p faire

pour ` = 1 to k tq. e` ≥ 2 faire
E(e, `)←− mink

`′=1
{E(p(e, `), `′) + d1(v`′

p(e,`)`′
, v`

e`
)|p(e, `)`′ ≥ 2};

// Terminaison

pour ` = 1 to k tq. F ` ≥ 2 faire

E(F, `)←−
k

min
`′=1
{E(p(F, `), `′) + d1(v`′

p(F,`)`′
, v`

F `
) + d1(v`

F `
, 0)|p(F, `)`′ ≥

2};

return T 2 le tour associé à l’étiquettearg min{E(F, q`) | ` = 1, . . . , k};

Complexité :O((n + 1)k)
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2 - Complexité - conséquences
Problèmes polynomiaux

• TSP avec contraintes de précédence,

• ordonnancement avec contraintes de précédence et

temps/coût de transtion, temps/coût de complétion. . .

• . . . pourC induisant un ordre strict partiel en au plusk

ensembles ordonnés

Perspectives de résolution exacte

• décompostion sur les contraintes (type Benders)
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3 - Optimisation à partir de TSP
Meilleure solution(T 1, T 2,P) sachantT 1 : instancesIn

d1
n(u, v) =







1 if v = u + 1

1 + ε otherwise
d2

n(u, v) =







1 si v = u + 1

n sinon

0

1 2 n/2

n/2 + 1n− 1n

d1
n, d2

n: arcs de distance1

P 1
n : n − 1 n − 3 3 1

P 2
n : n n − 2 4 2

0

0

0

0

Les tours optimaux :
T 1

n en trait pleine,T 2
n en trait hachuré

• Tours optimaux pour TSP de valeurn + 1 pourd1 comme pourd2

• En fixantT 1 = (0, 1, 2, . . . , n, 0), le meilleurT 2 fait plus quen2/2

• Tandis que la valeur optimale 2STSP∼ (2 + ε)n
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3 - Optimisation à partir de TSP
Meilleure solution(T, T,P) pourd = 1/2d1 + 1/2d2

condition d1
n(u, v) d2

n(u, v) d1
n + d2

n

si v = u ± 1 1 n n + 1

sinon si v = u ± 2 1 n + 1 n + 2

sinon si u + v ∈ {n + 1, n + 3} n + 1 1 n + 2

sinon n + 1 n + 1 2n + 2

• Tours optimaux pour 2STSP de valeurd1
n(T 1,∗

n ) = n + 1 et

d2
n(T 2,∗

n ) ∼ 7n

• Tandis que l’optimumT ∗
n,1/2 = (0, 1, 2, . . . , n, 0) vaut(n + 1)2
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4 - Conclusion
“Reste” à faire. . .

• Résolution exacte : décompostion

• Contraintes de précédence : caractérisation instancesP

• Résolution approchée : approximation (1/2 différentielle?)
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