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Avant-propos

La résolution des problémes difficiles d’optimisation combinatoire repose trés sou-
vent sur des méthodes dites « approchées ». Elles visent non pas a résoudre un pro-
bléme de fagon optimale, une telle tentative sur un probléme de taille méme modeste
pouvant mettre des heures, des mois, des années voire des siéclesl, mais de telle fagon
qu’une solution réalisable du probléme en question soit calculée en temps polynomial,
c’est-a-dire en un temps majoré par un polynéme en la taille de I’instance que I'on a a
résoudre. La plupart des problémes réels sont tels : leurs meilleurs (plus rapides) algo-
rithmes connus sont de complexité exponentielle. Dans leur grande majorité ces pro-
blémes sont formellement classés comme « intrinsequement difficiles » (problemes
NP-difficiles — NP-hard). C’est notamment le cas de la plupart des problémes non
triviaux d’ordonnancement, des problémes de routage (exemple notoire et paradigma-
tique pour la recherche opérationnelle et I’informatique fondamentale : le voyageur
de commerce) ou encore des problémes de couverture et de partitionnement. La re-
cherche d’algorithmes approchés est une démarche principalement adressée & cette
classe de problémes. Pour les problemes NP-difficiles, méme si un tel fait n’est pas
formellement démontré (et peut ne jamais I’étre), il y a de trés fortes présomptions
de penser qu’ils ne seront jamais solubles par des algorithmes polynomiaux : ceci est
la fameuse, et fondamentale pour I’informatique, conjecture P # NP). Les algo-
rithmes approchés pour la résolution de problémes d’optimisation combinatoire ont
été trés souvent utilisés dans I’histoire de I’informatique et surtout des le début du
développement de la recherche opérationnelle. Dans ce livre, nous nous sommes inté-
ressés a une classe bien particuliére de méthodes approchées, celles qui garantissent
la qualité de leurs solutions, c’est-a-dire capables de calculer des solutions dont la
distance en valeur a la solution optimale est « petite » ou dont le positionnement en

1. Considérons un algorithme de complexité exponentielle, par exemple d’ordre 2™ (n étant la
taille du probléeme) ; pour n = 100 (une taille bien modeste pour un probléme industriel), le
nombre 21°° est plus grand que le nombre de milliardiémes de secondes qui se sont écoulées
depuis le big-bang jusqu’a aujourd’hui [PAP 00].

11



12 Optima locaux et rapport différentiel

termes de valeur objective dans le rang des valeurs objectives réalisables possibles est
« assez proche » de la valeur optimale et « assez loin » de la pire valeur réalisable.
Ces deux criteres de qualité des solutions approchées désignent deux théories de la
mesure de la qualité d’un algorithme approché, théories qui seront appelées, respecti-
vement, approximation standard ou classique et approximation différentielle2. Doré-
navant, quand nous parlerons d’algorithmes approchés, nous entendrons algorithmes
approchés avec garantie de performance.

Aussi nous adoptons le cadre d’évaluation appelé « au pire des cas » : quand on
mesure la performance (soit en complexité, soit en la qualité des solutions approchées
qu’il fournit) d’un algorithme, on I’évalue par rapport a la « pire instance », c’est-a-
dire par rapport a I’instance pour laquelle ses performances sont les plus mauvaises,
soit ol le coQt de son application est le plus élevé (si I’on mesure sa complexité), ou la
mesure d’approximation des solutions qu’il calcule est la plus mauvaise (si I’on évalue
sa capacité a trouver des bonnes solutions approchées).

La conception d’algorithmes approchés peut étre envisagée sous deux angles :

1) soit I’on concoit un algorithme approché particulier pour un probléme particu-
lier,

2) soit I’on essaie de concevoir des algorithmes ou des classes d’algorithmes qui
s’adressent & une classe entiére de problémes.

Dans le second cas, il faut d’abord comprendre les caractéristiques structurelles
des instances des problémes de la classe qui nous concerne, puis essayer de dégager
des techniques et des mécanismes généraux sur lesquels notre conception s’appuiera.

Nous nous sommes orientés dans ce livre vers ce dernier angle (point (ii)) et plus
particulierement vers les méthodes de recherche et d’amélioration locale. Le concept
d’amélioration locale est assez simple et surtout trés intuitif. Une caractéristique de
base des problemes NP-difficiles est qu’une solution réalisable pour chacun de ces
problémes peut étre calculée en temps polynomial. L’amélioration locale est donc ba-
sée sur I’idée suivante :

— on calcule en temps polynomial une solution réalisable initiale ;

— partant de cette solution, on essaie de I’améliorer, tant que faire se peut, par des
transformations locales, c’est-a-dire en remplacant quelques éléments de la solution

2. Pourquoi cette désignation évocatrice pour la premiere ? Tout simplement par respect vis-a-
vis de I’évolution historique de la théorie de I’approximation polynomiale a garantie de per-
formance : cette évolution s’est construite sur la théorie appelée ici « classique », théorie qui
a donc été plus souvent exploitée (a tort pensons-nous) que la théorie différentielle ; cette der-
niere, bien qu’ayant donné lieu a quelques résultats ponctuels depuis la fin des années 1970
(voir par exemple [AUS 80, HSU 79], etc.), n’a été réellement formalisée et systématiquement
utilisée que depuis 1993 [DEM 93, DEM 96].
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courante par d’autres, de telle fagon que la nouvelle solution obtenue reste réalisable
et ait une valeur objective meilleure que la solution précédente ;

—dés lors qu’une telle amélioration n’est plus possible (on a atteint un opti-
mum local), I’algorithme s’arréte et renvoie la derniere solution construite (qui est
la meilleure, au sens de I’objectif, de toutes celles considérées).

Cette technique d’amélioration locale peut avoir des variantes polynomiales ou ex-
ponentielles. Si, par exemple, nous choisissons de changer peu d’éléments (un nombre
constant) lors du passage d’une solution a une autre, la convergence vers un optimum
local peut se faire en temps polynomial. Si en revanche on décide de changer beaucoup
d’éléments lors de ce passage (par exemple un nombre fonction croissante de la taille
de I’instance du probléme), alors le nombre d’étapes a parcourir avant d’atteindre un
optimum local sera, au pire des cas, exponentiel.

L’amélioration locale est historiquement parmi les premiéres méthodes utilisées
pour la résolution des problémes combinatoires (voir, par exemple, ses diverses ap-
plications a la résolution du probléme du voyageur de commerce) et reste toujours
d’actualité (la plupart des métaheuristiques — recuit simulé, tabou, etc. — sont des im-
plémentations particuliéres de cette méthode). Exception faite des métaheuristiques
qui ne nous concernent pas dans ce livre, I’ utilisation de la recherche locale et surtout
de sa variante polynomiale fut jusqu’ici ponctuelle et surtout liée a I’angle (i), c’est-a-
dire & la conception d’une telle méthode pour un probléme particulier pour lequel les
présomptions sont fortes de penser que la méthode marcherait. Ici, nous adoptons une
démarche compatible avec I’angle (ii) : nous considérons des algorithmes approchés
s’adressant a des classes de problémes et essayons de désigner des caractéristiques
plus ou moins globales pour la conception de tels algorithmes. Nous traitons la re-
cherche locale de cette facon et méme, nous exigeons d’elle quelque chose de plus
strict encore : que tout optimum local respecte une certaine garantie de performance
(que ce soit la garantie classique ou différentielle).

Donc, le but de cet ouvrage n’est pas de parler de I’approximation polynomiale
en général (quoiqu’un tel ouvrage manque a la littérature scientifique francophone).
Pour ceci, le lecteur intéressé est invité a se référer a [AUS 99, HOC 97], mais aussi
a [[GAR 79] chapitre 6], ou encore a [[PAP 81] chapitre 17] pour ce qui concerne
I’approximation classique. Notre objectif est ici de lier I’approximation polynomiale
a I’amélioration locale qui garantit les performances de ses optima locaux ; cette ga-
rantie étant indifféeremment la garantie classique ou la garantie différentielle, avec tout
de méme une orientation plus marquée vers la seconde. Par la méme occasion, nous
faisons une présentation rapide mais assez formelle de ces deux théories d’approxi-
mation polynomiale, de leurs fondements et de leur complémentarité. Nous mettons
en évidence le fait que I’utilisation conjointe des deux théories peut contribuer formi-
dablement a une meilleure compréhension de la difficulté intrinseque des problémes
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NP-difficiles et notamment des mécanismes de leur résolution approchée par des mé-
thodes de recherche locale.

Dans ce livre, nous présentons a la fois des résultats positifs (affirmant qu’un tel
probleme ou que telle classe de problémes sont solubles par des algorithmes d’ame-
lioration locale garantissant la qualité de tous les optima locaux) et négatifs (affirmant
que pour tel ou tel probléme, aucun algorithme d’amélioration locale ne peut garantir
des optima locaux vérifiant un tel critére de qualité d’approximation). Nous pensons
que les deux types de résultats sont indispensables et ont beaucoup a nous apprendre.
Une grande ironie de I’histoire de la théorie de la complexité est que trés souvent, on
enrichit plus la connaissance par des preuves d’impossibilité que par des preuves de
possibilité, méme si ces premiéres induisent un certain degré de pessimisme.

« Quand on voit les choses de fagon exclusivement positive, trés souvent on
laisse nous échapper des approches fines et efficaces, on ignore et I’on ne voit
pas des avenues entiéres qui menent a de nouveaux champs et qui ouvrent de
nombreuses possibilités nouvelles. Quand on essaie de prouver I’impossible, il
faut d’abord appréhender le spectre complet du possible » (une legcon du pro-
gramme TURING ; [PAP 00]).

Ici, méme si nous sommes résolument tournés vers I’optimisme (en tentant de
prouver de bons comportements pour les algorithmes, de bonnes propriétés d’approxi-
mabilité pour les problémes), nous essayons de ne pas perdre de vue les limites de ce
que nous faisons, et de comprendre pourquoi de telles limites existent.

Le contenu de ce livre est organisé de la facon suivante. Dans le chapitre 2 nous
présentons les fondements de la théorie de I’approximation polynomiale qui vont de la
définition de critéres d’évaluation de la performance des algorithmes approchés a celle
des classes d’approximabilité des problémes (nous pouvons voir ces classes comme
des couches successives qui affinent la simple dichotomie P/NP-difficiles de la classe
NP), en passant (obligatoirement puisque I’on parle de classes de complexité) par des
notions de réductions conservant I’approximabilité.

Dans le chapitre 3, nous présentons la recherche locale et précisons nos exigences
de garantie quant a la qualité des optima locaux. Nous définissons ainsi la classe GLO
des problemes dont la qualité de tout optimum local est garantie pour des types parti-
culiers de voisinages3. Ayant défini la classe GLO (qui deviendra alors notre classe de
référence), nous définirons des réductions préservant I’approximation par recherche
locale.

3. Le voisinage est un ensemble de solutions qui peuvent étre obtenues par un type de trans-
formation opérée sur une solution donnée ; il dépend donc de celle-ci. C’est dans le voisinage
d’une solution que I’on cherche notre prochaine (meilleure) solution.
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Dans le chapitre 4, nous présentons des résultats (positifs et négatifs) d’apparte-
nance de problemes a GLO. Ces résultats, leurs liens avec I’amélioration locale mis a
part, sont intéressants par eux-mémes puisque plusieurs d’entre eux sont des nouveaux
résultats d’approximation. Ils ont aussi une importance supplémentaire : ils mettent en
évidence des problémes dont le comportement en approximation change radicalement
(dans le bon ou dans le mauvais sens) d’une théorie d’approximation & I’autre. En-
fin, nous positionnons la classe GLO dans le paysage des classes d’approximabilité
présentées au chapitre 2.

Le chapitre 5 est dédié a I’étude de la qualité des optima locaux pour la classe
des problémes de satisfaisabilité. Encore une fois, les résultats présentés concernent
les deux cadres classique et différentiel. Le choix de la satisfaisabilité comme appli-
cation principale de notre étude n’est nullement aléatoire : la satisfaisabilité est un
probleme-paradigme. Il est le premier probleme NP-complet démontré comme tel par
une réduction directe a partir du concept de machine de Turing (voir [LEW 81] pour
plus d’information sur ce formidable outil que sont ces machines). De plus, diverses
variantes de la satisfaisabilité sont les premiers problémes démontrés complets pour
les diverses classes d’approximabilité (en classique) présentées au chapitre 2. Aussi,
les problémes de satisfaisabilité étudiés au chapitre 5 se comportent-ils tres différem-
ment eu égard aux deux théories d’approximation. Last but not least, quelques-uns de
ces problémes ont, comme nous allons le voir, un statut tout particulier pour I’approxi-
mation différentielle : le rapport différentiel de tout algorithme approché est ici égal
a zéro. Ceci représente le pire des résultats négatifs en approximation. Les problémes
pour lesquels un tel résultat est vrai sont, en quelque sorte, intrinséquement les plus
difficiles pour I’approximation considérée.

Ayant défini au chapitre 2 des réductions préservant I’approximation par amélio-
ration locale, nous donnons au chapitre 6 de telles réductions. Comme nous allons le
voir, plusieurs réductions congues dans des contextes différents possédent des proprié-
tés (éventuellement non remarquées par leurs auteurs) qui font d’elles des réductions
préservant I’approximation par amélioration locale. Ceci, a notre avis, montre une fois
encore que la recherche locale est une idée trés adaptée a I’optimisation combinatoire.

Au chapitre 7 nous regardons au-dela de GLO. On ne s’intéresse plus a la qualité
des optima locaux mais a la détermination méme de telles solutions. La question que
nous nous posons ici est : « sur quel probleme et pour quel type de voisinage, un algo-
rithme d’amélioration locale pourra-t-il déterminer un optimum local relativement a ce
voisinage en temps polynomial » ? Ceci nous améne a nous intéresser a la classe PLS
et aux problémes radiaux. Notre motivation est ici de mieux cerner (sans prétendre a
I’exhaustivité) le champ de recherches et de difficultés posées par les optima locaux
en approximation polynomiale.
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Figure 1. Les lectures alternatives de ce livre

Notre souci a la rédaction de ce livre fut qu’il soit lisible de fagon autonome. Pour
ceci, figurent dans I’annexe A tous les problémes dont il aura été question aux cha-
pitres précédents ; pour chacun de ces problémes nous avons noté toutes les informa-
tions pertinentes au sujet de leur approximabilité. Par ailleurs nous avons en annexe B
repris les définitions utilisées au long de cet ouvrage.

Cette monographie suppose que les notions de base en (i) algorithmique et analyse
des algorithmes, (ii) théorie des graphes et des hypergraphes et (iii) programmation
linéaire sont familiéres au lecteur. Si ce n’est pas le cas, il peut se référer par exemple
a [AHO 75, PAP 81] pour le point (i), a [CHV 83, MIN 83] pour le point (ii) et &
[BER 73] pour le point (iii). Au-dela ce ces notions, la présentation des bases de la
théorie de I’approximation polynomiale faite au chapitre 2 est suffisante pour appré-
hender ce document.

La lecture de cet ouvrage peut se faire, selon les godts et les intéréts particuliers
du lecteur, de quatre fagons différentes, la premiére étant naturellement sa lecture
compléte et linéaire. Cependant, celui qui s’intéresse plus particulierement au cadre
général de I’approximation par amélioration locale a optimum local garanti, mais qui
recherche avant tout des exemples concrets, pourra omettre le chapitre 5. Ce procédé
a d’ailleurs une alternative simplifiée par I’omission du chapitre (plus conceptuel) 7.
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Finalement, il existe une lecture encore plus réaliste, dans le sens orientée vers les
résultats positifs, qui comprend les chapitres 1, 2 (a la rigueur les sections 2.1 a 2.4),
le chapitre 3, le chapitre 4 (a la rigueur la section 4.1 et le paragraphe 4.2.2), le cha-
pitre 6 (& la rigueur, si le lecteur n’est pas intéressé par les problémes de logique et/ou
d’arithmétique, la section 6.1). Ces quatre schémas de lecture sont illustrés par la fi-
gure 1.



Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce travail est I’étude des problemes de NPO, ou plutt une tentative
de résolution approchée de certains de ces problemes. Ce sont des problémes d’op-
timisation combinatoire difficiles que I’on ne sait résoudre efficacement en un temps
raisonnable.

Ils nous entourent pourtant, provenant de domaines fort divers : des problémes tels
le voyageur de commerce, la conception d’emplois du temps, I’ordonnancement de
taches etc., peuvent se poser sur la route de quiconque meéne une activité, quelle qu’en
soit la nature.

Dans le domaine de la recherche opérationnelle, certains cherchent a résoudre,
malgré leur résistance, ces problemes de fagon exacte (méthodes arborescentes), ou
approchée (métaheuristiques de type tabou, recuit simulé, algorithmes génétiques).
L approximation polynomiale se donne pour objectif de trouver des algorithmes pour
ces problémes en s’imposant la double contrainte d’une exécution rapide et de I’assu-
rance d’un seuil de qualité qui devra étre vérifié par toute solution donnée par I’algo-
rithme.

Nous axons cet ouvrage autour de deux thémes. Le premier, I’optimalité locale,
concerne le type de solutions que nous allons considérer ; le second, le rapport diffé-
rentiel, se rapporte a I’évaluation des solutions proposées. Bien que ces deux themes
soient les essentiels points d’ancrage des réflexions menées ici, ce travail s’inscrit
dans le cadre plus général de I’approximation polynomiale. L’intérét essentiel de I’ap-
proche locale se situe du point de vue méthodologique, puisqu’il s’agit d’étudier la
diversité de comportement des problémes de NPO vis-a-vis d’un méme type de ré-
solution. La notion d’optimalité locale, tout a la fois conceptuellement simple, d’une
mise en ceuvre aisée et d’utilisation rapide, a été longuement étudiée et exploitée tant
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H ‘ Probléme de maximisation ‘ Probléme de minimisation H

En classique A= A< 8
En différentiel] A > (1 —r)w+rp A< -rw+rp

Tableau 1.1. Mesure d’approximation Ry > r, r € [0, 1]

par les chercheurs que par les opérationnels. Citons pour illustration une fameuse sous-
famille d’optima locaux formée des solutions maximales et minimales : une solution
maximale (resp., minimale) est un plus grand (resp., plus petit) ensemble vis-a-vis
de I’inclusion respectant une certaine propriété. Cependant, la notion de recherche
locale est plus riche qu’il n’y parait, puisqu’elle a donné lieu a différents types de
résolutions (métaheuristiques, algorithmes polynomiaux d’approximation) ainsi qu’a
différentes définitions de ce que sont, d’une part, un voisinage sur un ensemble de
solutions (notion de localité), d’autre part, la méthode d’évaluation de ces solutions
(notion d’optimalité).

Nos travaux sur les optima locaux s’intéressent autant a la compréhension de pro-
blémes de NPO qu’a leur résolution puisque nous cherchons a déceler des situations
dans lesquelles le moins bon des optima locaux serait déja une bonne solution au sens
de I’approximation. Il s’agit donc d’une approche structurelle dans le sens ou il est
dans la nature d’un probléme de garantir ou non la qualité de ses optima locaux, indé-
pendamment du comportement d’optima locaux remarquables : nous n’utilisons pas
I’optimalité locale pour la construction de bons algorithmes approchés mais comme
outil de caractérisation des problémes de NPO. Pour évaluer la qualité des solutions
déterminées par les algorithmes mis au point, la communauté scientifique s’est una-
nimement ralliée autour du rapport classique, mesure simple qui consiste a comparer
la valeur de la solution approchée a celle de I’optimum. Ce rapport, & I’origine de
I’approximation polynomiale, est I’outil qui a permis de construire la riche typologie
de NPO que I’on connait aujourd’hui.

Parallélement, certains chercheurs se sont intéressés, dans les années 1980 puis
plus récemment, & un autre rapport, tout aussi simple mais parfois plus cohérent, qui
prend en compte comme référence supplémentaire la valeur de la pire solution. Ce
rapport traduit la volonté de savoir ou I’on se trouve sur I’amplitude des valeurs pos-
sibles : en différentiel, on ne cherche pas seulement & approcher la meilleure solution,
mais aussi a s’éloigner de la pire solution. Le rapport classique situe la valeur A d’une
solution relativement a la valeur 3 d’une solution optimale, le rapport différentiel situe
la valeur A d’une solution sur I’intervalle [w, 5] ou w est la valeur d’une pire solution
et G celle d’une solution optimale (voir tableau 1.1).
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Il est certains problémes pour lesquels la pertinence de ce rapport s’impose natu-
rellement. Citons pour exemple le probléme de couverture de sommets, MinVC, qui
consiste dans un graphe simple & déterminer un sous-ensemble de sommets adjacent
a toute aréte du graphe qui soit de taille minimum. Le premier (et le plus connu)
algorithme approché a rapport constant pour ce probleme, en proposant comme cou-
verture les sommets extrémités des arétes d’un couplage maximal, assure de don-
ner une solution au plus deux fois plus grande que I’optimum. Or, Bollobas montre
que presque tout graphe, méme « relativement creux », admet un couplage parfait,
c’est-a-dire que la probabilité qu’un graphe a n sommets contienne un couplage de
taille |n/2] tend presque sGrement vers 1 (un couplage parfait étant un ensemble
d’arétes deux & deux non adjacentes qui recouvre tous les sommets du graphe). En ce
cas, prendre les sommets d’un couplage maximal, c’est, au pire, prendre un couplage
maximum soit presque slirement prendre une pire solution : ainsi pour la mesure clas-
sique, méme une pire solution peut étre considérée comme une bonne solution. Cet
exemple illustre comment la précision supplémentaire intégrée dans le rapport diffé-
rentiel peut, pour certains problémes, rendre celui-ci plus sélectif dans le sens ou I’ap-
proximation différentielle sera plus difficile a obtenir que I’approximation classique :
le probléme de couverture de sommets n’est pas méme approximable & |V|~1/2+¢
pour tout ¢ strictement positif pour le rapport différentiel, & moins que P ne coincide
avec NP. Mais ce n’est pas une régle puisqu’a I’inverse, des problémes qui sont non
approximables en classique peuvent le devenir en différentiel, toujours du fait de la
référence a la pire solution : le probléme de coloration minimum (MinC) fait partie
de ceux-ci. Il s’agit de trouver une partition de taille minimum des sommets V' d’un
graphe G(V, E), de sorte que les sommets de chacun des sous-ensembles de la parti-
tion soient deux-a-deux non adjacents : on dit qu’ils forment un stable. En différentiel,
MinC est approximable a 360/289, quand il n’est, en classique, pas approximable a
mieux de |V'|*~/7 pour tout ¢ > 0; il existe méme un algorithme de coloration de
rapport différentiel asymptotique 1 dans les graphes 3-colorables quand la meilleure
approximation classique connue a ce jour est un polyndme en le nombre |V'| des som-
mets du graphe O(1/(]V[3/*10g®™M) |V|)). Cette apparente facilité relative provient
du fait qu’en différentiel, il est tout aussi important de s’éloigner de la valeur w d’une
pire solution que de s’approcher de la valeur 3 d’une solution optimale ; ainsi, dans
le cadre particulier d’un probléme de minimisation, on obtient un résultat d’approxi-
mation différentielle dés lors qu’il est possible de s’éloigner de la valeur w d’une pire
solution par un facteur constant » < 1, la valeur optimale étant toujours minorée par 0 :

A< rw

3>0 }:>)\<rw+(1—r)ﬁ

En somme, la non-référence a la pire solution avantage le résultat classique pour un
probléme de maximisation, le résultat différentiel pour un probléme de minimisation.
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Toujours sur I’exemple du probleme de coloration, MinC en différentiel est équi-
valent, du point de vue de I’approximation, au probleme MaxUC (Max Unused Colo-
ring problem) en classique dont I’objectif est de déterminer une coloration qui maxi-
mise le nombre de couleurs inutilisées; cette version maximisation du probléme de
coloration est de fait approximable a rapport classique constant. L’apport de la me-
sure différentielle, c’est la disparition de I’asymétrie quelque peu artificielle souvent
introduite en classique lors du passage d’un probléme de maximisation a sa version
minimisation, ou plus généralement entre deux versions fortement semblables d’un
méme probléme. L’origine de ce rapport a justement été motivée par la stabilité sous
transformation affine de la fonction a optimiser : en classique, une simple transla-
tion de la fonction objectif suffit parfois a transformer un probléme approximable a
rapport constant en un probléme dont I’approximation elle-méme est NP-difficile !
Citons pour exemple le probléme de voyageur de commerce, MinTSP, dont le cas mé-
trique (distances vérifiant I’inégalité triangulaire) admet un algorithme approché a 2/3
alors que le cas général n’est pas approximable a 1/27(™) pour tout polyndme p si
P # NP. Citons encore les problemes MinVC de couverture de sommets de taille
minimum et MaxIS d’ensemble stable de taille maximum, qui, bien que liés entre
eux par une transformation affine de leur fonction objectif (le complémentaire de tout
stable est une couverture et vice versa), ont un comportement antagoniste vis-a-vis de
I’approximation puisque MaxIS n’est pas approximable a [V|~'/2*¢ pour tout ¢ stric-
tement positif sous I’hypothése P # NP. La mesure différentielle n’est cependant pas
toujours pertinente et la coexistence des deux rapports est une source supplémentaire
de richesse par la possibilité qu’elle offre d’observer la classe NPO sous deux angles
différents.

Méme si nous travaillons essentiellement avec la mesure différentielle, ce docu-
ment expose alternativement des résultats relatifs a 1’un et a I’autre rapport; aussi
attirons-nous I’attention du lecteur sur ce point, car il devra se montrer prudent quant
a I’interprétation des résultats en fonction qu’ils soient énoncés pour une mesure ou
pour I"autre.



Chapitre 2

L’approximation polynomiale
en quelques pages

2.1. Les problémes
2.1.1. Qu’est-ce qu’un probléme de NPO ?

Les problemes d’optimisation que I’on s’attache a résoudre sont le pendant opti-
misation des problemes de décision de NP. Un probléme II est caractérisé par I’en-
semble I1; de ses instances, I’union Sol;y = Ujer, Solir(Z) des ensembles des so-
lutions réalisables associés aux instances I, de la fonction a optimiser mp sur ces
ensembles et du sens opt; de I’optimisation (maximisation ou minimisation). Par la
suite, on notera | 7| la taille de I’instance I.

DEFINITION 2.1.— Un probléme IT appartenant a la classe NPO est un quadruplet
(I1, Solrr, my, optyy) qui Vérifie :

1) Iy est reconnaissable en temps polynomial en || ;

2) 3 pr polyndéme t.q. VI € Iy, Vs € Soln(1), |s| < pu(|1]);
3) V1, Vs, on sait décider en temps polynomial en || si s est réalisable pour I ;
4) my : It x Solip — N est calculable en temps polynomial en |7];

5) opty; € {min, max}.

Une instance d’un probléme est caractérisée par des objets d’une certaine struc-
ture en relation entre eux et des valeurs numériques; on notera X I’ensemble des
objets, R(X) I’ensemble des relations sur ces objets et D I’ensemble des valeurs nu-
mériques. Prenons pour exemple le probléme de stable maximum pondéré, MaxWIS.
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Une instance I = (G(V, E), d) de MaxWIS a pour ensemble d’objets I’ensemble des
sommets X = V', comme relation sur ces objets I’ensemble des arétes R(X) = {E}
et comme ensemble de valeurs numériques le vecteur d des valuations des sommets
D= {du}ueV-

A la définition précédente nous apportons deux modifications couramment faites
dans la littérature. D’une part, il est toujours possible de supposer qu’il existe un
codage binaire des données du probléme qui soit raisonnable et de fait, que les va-
riables du probléme soient a valeur dans {0, 1} ; c’est ce que nous ferons, pour une
plus grande clarté des concepts manipulés. La taille || d’une instance I, qui n’est
autre que I’espace mémoire nécessaire au stockage des données avec un ordinateur
usuel, est ainsi donnée, & un coefficient constant pres, par | X | +log(dmax) OU dimax =
maxgep{|d|}. Le codage de I nécessite effectivement O(| X |) espaces élémentaires
pour les objets (toute structure est de taille finie) et O(log(|d|)) espaces pour chaque
donnée numérique d en codage binaire par exemple. Toutefois, on omet souvent, et
nous le ferons également dans ce document, de mentionner d .. lorsque I’on évoque
la taille de I’instance ; c’est que I’on fait alors I’hypothése implicite que la complexité
est donnée par le nombre d’objets, soit que le nombre d’objets est d’ordre supérieur au
logarithme de la plus grande constante : d,,.,c = O(exp?IXD) ol p est un polyndme.

D’autre part, on s’attache a résoudre des problemes certes difficiles mais on se
limitera tout de méme aux problémes pour lesquels on sait au moins déterminer une
solution réalisable en temps polynomial ! Cette solution sera appelée solution triviale
et notée trivyy (/) pour toute instance I d’un probléme II.

Cela nous améne a la définition alternative suivante de NPO [GAR 79], qui aura
cours dorénavant dans ce livre.

DEFINITION 2.2.— Un probléme IT de NPO est un quadruplet (117, Solr, mr, opty)
qui vérifie :

1) les conditions (1), (3), (4) et (5) de la définition 2.1;

2) 3 pr polyndéme t.q. VI € Iy, Soly (1) € {0, 1}l ;

3) VI € Iy, on sait déterminer une solution triv (1) en temps polynomial en |1].

La condition (2), par la spécification qu’elle propose de la forme des solutions,
permet une expression a la fois simple et claire des concepts a définir, des propriétés
a mettre en évidence. L’exigence d’une solution en temps polynomial se justifie par le
fait que I’on s’intéresse a des problémes potentiellement approximables, c’est-a-dire
dont on ne peut affirmer a priori qu’ils ne le soient pas !

Reprenant I’exemple précédent et conformément & la définition 2.2, le probléme
MaxWIS revient a indiquer pour chaque sommet par un opérateur binaire s’il est ou
non intégré a la solution (Solwis(I) = {0,1}!V!) et une affection s est réalisable si
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deux sommets pris dans la solution ne sont pas adjacents, soit si le vecteur s vérifie
«s;.85 = 1 = s;8; ¢ E », cequi peut se vérifier en temps |V|2. Quant a la valeur
d’une solution, donnée par mwis(1, s) = d-s, elle se calcule en un temps au plus |V | x
log dmax. Enfin, I’ensemble vide constitue une solution triviale pour toute instance du
probléme.

2.1.2. Définitions indispensables

Nous I’avons évoqué en introduction, étant donnée une instance I d’un probléme,
deux valeurs particulieres nous intéressent pour la résolution de I : les valeurs de la
meilleure et de la pire solution.

DEFINITION 2.3.— Soient IT un probléeme de NPO et I une instance de II, on définit
les valeurs S (1) et wrr(I) par S (I) = optp{mn(l,s) : s € Solp(I)} etwr (1) =

optp{mmn(Z,s) : s € Soln(I)}, ou VII € NPO, opt;; = max = opty; = min et
opty; = min = opty = max.

Définissons encore deux notions fort utiles dans le cadre de I’approximation, celles
de support et de diamétre sur une instance d’un probléme.

DEFINITION 2.4.— Soit IT un probléeme de NPO. Le support supp;(I) d’une ins-
tance I de IT mesure le nombre de valeurs que peuvent prendre les solutions de I :
supp(I) = |[{mn(I,s) : s € Soln(I)}|. Le diamétre diam(I) d’une instance 7
de IT mesure I’amplitude des valeurs possibles : diamy (1) = |wn (1) — Bu(1)].

Enfin, nous introduisons la classe NPO-PB des problémes polynomialement bor-
nés de NP, famille & laquelle il est fréquent de se restreindre : c’est notamment le cas
des classes GLO (voir section 3.2) et MaxNP, (voir section 2.5) dans lesquelles ce
travail puise nombre des problemes qu’il traite. La définition suivante généralise celle
de [KAN 94] en prenant en compte des bornes sur la valeur de la pire solution.

DEFINITION 2.5.-VIT € NPO, IT € NPO-PB si et seulement si J¢qr; polynéme tel
que VI € Iy, max{wH(I),ﬁn(I)} < QH(‘ID

2.2. Leur résolution

L’idéal serait de savoir résoudre les problemes de NPO en temps polynomial ; mal-
heureusement, la présomption est forte de penser que P # NP ou encore PO # NPO
ou PO, version optimisation de la classe P, désigne I’ensemble des problémes de
NPO que I’on sait résoudre en temps polynomial. C’est pourquoi on essaie d’appro-
cher seulement, mais au mieux, ces problémes difficiles.

EXEMPLE 2.1.— Nous allons présenter un algorithme exacte pour le probléme du
sac-a-dos, connu comme étant NP-difficile [GAR 79]; aussi I’algorithme proposé ne
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peut-il étre, sous notre hypothése de travail P # NP, de complexité polynomiale.
Il est en fait de complexité dite pseudo-polynomiale, c’est-a-dire qu’il se déroule en
un temps qui est polynomial en la taille des objets a stocker et en la valeur du plus
grand entier issu des données. Cet algorithme e(t été polynomial si la place néces-
saire au codage des données avaient elle-méme été polynomiale en la taille des objets
et en le logarithme du plus grand nombre (on rappelle en effet que le codage d’un
nombre A nécessite un nombre de bits de I’ordre de [log A]); son déroulement de-
vient par exemple polynomial lorsque I’on se limite a des données numériques n’ex-
cédant pas n* si n désigne I’ordre des vecteurs considérés, et ce pour toute constante
universelle k.

Le probleme qui nous intéresse est celui du sac-a-dos, noté MaxKS. Il est dé-
crit de la maniére suivante : étant donnés un colt maximum b et n objets {1,...,n}
d’utilité et de codt respectivement a; et ¢;, on souhaite trouver un sous-ensemble d’ob-
jets qui maximise la somme de ces utilités, sans toutefois que la somme de ces colts
n’excéde b. En d’autres termes, I = ((a;, ¢;)i=1,...n,0) € IMaxks OU les nombres
sont tous des entiers strictement positifs et vérifient : ¢; < bpourtouti = 1,...,n,
SOlMaxKS(I) = {J Q {1, e ,n} . ZieJ C; < b}, TnMaxKS(L J) = ZieJ ;.

Ce probléme est bien dans NPO et I’on voit facilement : triv(l) = w(I) = 0.
En revanche, ce probléme n’est pas dans la classe NPO-PB (les valeurs numériques
pouvant étre rendues arbitrairement grandes : considérer par exemple le cas ou I’on
multiplie toutes les valeurs a; par 2m).

L’algorithme que nous proposons s’appuie sur la programmation dynamique. Cette
méthode est assez simple et repose essentiellement sur le principe de sous-optimalité
qui fut mis pour la premiére fois en évidence par R. Bellman dans le cadre de la
recherche de plus courts chemins dans les graphes. Ce principe peut s’exprimer de
la maniére suivante : « Dans une séquence optimale de décisions, quelle que soit la
premiére décision prise, les décisions subséquentes forment une sous-séquence opti-
male, compte tenu des résultats de la premiére décision ». Pour I’exploiter, il s’agit
de décomposer le probléme considéré en une famille de sous-problémes emboités qui
seront résolus étape par étape, de maniere récursive. Cet exemple offre une illustration
de ce principe par la résolution du probléme du sac-a-dos.

Nous allons construire deux tableaux de . lignes et >°" | a; + 1 colonnes :

— le premier, noté Bool, est a valeurs booléennes et la case Boolls, j] est vraie si et
seulement s’il existe un sous-ensemble J C {1,... i} telque >, ;a1 = j;

— le second, noté Cout, est & valeurs entiéres et la case Coutl[i, j] vaut le colt
minimum d’un sous-ensemble Vvérifiant la condition Bool[i, j] avec la convention que
cette valeur vaut I’infini lorsque Bool[i, j] est faux.

Ces tableaux se remplissent itérativement ligne par ligne (par famille {1,...,:} des
premiers éléments autorisés a participer a une solution).
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Pour le tableau Bool, I’initialisation se fait de la fagon suivante :

. [1 j=0ouj=a
Bool[l,j] = { 0 sinon
Bool[i,j] = (Bool[i —1,5] V Boolli — 1,5 — a;])

Cette procédure répond clairement a la question posée : il existe J C {1,...,i} tel
que >, a; = jssi,soiti ¢ Jetdanscecas J C {1,...,i— 1}, soiti € J
etalors J' = J\ {i} verifie J* C {1,...,i — 1} et > ., a; = j — a;. De plus,
cette construction se fait en un temps O(n > " | a;) = O(N%amax) OU Gax =
max;<n{a;}.

On procede de fagon similaire pour la construction du tableau Cout :

. 0 7=0
Cout[L,j] = { c1 j =a
Coutfi,j] = 40

Ensuite, pour ¢ > 1, on pose : Coutl[i, j] = +o0 si Bool[i, j] = 0et:

Bool[i — 1, §] = 1 o o
Boolli —1,j —a;] = 0 = Coutli, j] = Coutli — 1, j]
Bool[i — 1,5 —a;] =

(1)} = Coutli, j] = Cout [i — 1,j — ai] +¢;

Bool[i — 1, §]
Pour tous les autres cas on pose : Cout[i, j] = min{Cout[i — 1, j — a;] + ¢;, Cout[i —

On démontre que Coutli, j| = min,{zleJcl P2 esm =jten suiyan} une de-
marche identique a celle de la preuve précédente (aussi la preuve est-elle laissée au lec-
teur). Finalement, la complexité en temps pour construire ce tableau est sensiblement
la méme que précédemment, & savoir O (n2amax 10g Cmax) OU Cmax = max;<n{c;}.

Ces deux tableaux remplis, I’obtention de la valeur optimale est immédiate : il
suffit de parcourir simultanément la derniere ligne des deux tableaux a la recherche
du plus grand j tel que Bool[n, j| = vrai et Cout[n,j] < b. Cette valeur j, per-
met ensuite, par une méthode de retours en arriére successifs, de reconstituer la solu-
tion optimale qui a permis d’avérer Bool[n, jo]. Soit S* une solution optimale ayant
la valeur ), . c; la plus petite possible parmi les solutions optimales, elle vérifie
donc fAuaxks(f) = > cg+ai = jo et Cout[n, jo] = > ;. g- ci. On va deécider si
I’objet n est dans la solution S* par I’application des régles suivantes :

—si Bool[n — 1,j9] = 0, alors n € S* (toute solution de valeur j, comporte
I’objet n) ;

—si Bool[n — 1,jo — a,] = 0 alors n ¢ S* (aucune solution de valeur j, ne
contient n) ;
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—sinon, si Cout[n, jo] # Cout[n — 1, jol, alors n € S* (Coutn, jo] étant le
minimum des valeurs Cout[n — 1, jo] et Cout[n — 1, jo — an] + ¢, Si les deux valeurs
différent, c’est que toute solution de valeur j, de méme poids que S* contient n) ;

— finalement, si Cout[n, jo] = Cout[n — 1, jo|, alors n ¢ S*.

Plus généralement, supposons que I’on sache parmi les & derniers objets lesquels sont
dans S*; I’ensemble S} = S* N {n — k + 1,...,n} étant supposé connu, on va
décider de placer ou non I’objet n — k dans S* (pour peu que jo — Zies;; a; > 0) de
la maniére suivante :

—siBoolln —k—1,j — Zz‘esg a;] =0,alorsn —k € S*;

—siBool[n —k —1,j0 > ;cr @i — an—k] = 0,alorsn — k ¢ 5*;

—sinon, n — k € S* lorsque Cout[n — k, jo — Eiesg a;] # Cout[n —k —1,jo —

Zies;; ail.

Cette derniere procédure de reconstitution d’une solution optimale se déroule en
un temps O(n) ; ainsi, en une complexité d’ordre O (n2amax 10g cmax ), Cet algorithme
permet de déterminer une solution optimale pour le probléme du sac-a-dos.

Cet exemple introduit la problématique posée par la résolution des problemes
de NP. On est en mesure de les résoudre tous : il suffit pour cela de parcourir I’en-
semble de solutions et de conserver la meilleure. On concoit cependant des algo-
rithmes plus raffinés qui, du moins I’espere-t-on, permettent de converger plus vite
vers la solution (et cela est peut-&tre vrai en moyenne) ; le probléme est que, au pire
des cas, ces algorithmes raffinés ne nous garantissent absolument pas d’aller plus vite
que I’exploration exhaustive de I’ensemble des solutions. Or, le temps est un luxe que
I’on ne peut pas toujours s’offrir, il est de nombreux problemes qu’il faut résoudre en
temps réel (ajustement des feux pour le trafic routier, routage sur les lignes télépho-
niques. .. ). Cette difficulté incontournable a offrir I’optimum en temps raisonnable a
donné naissance & des stratégies de résolution alternatives, dont fait partie I’approxi-
mation polynomiale.

2.2.1. La mission de I’approximation polynomiale

L’approximation polynomiale a pour mission de résoudre les problémes selon les
deux exigences :

— en termes de temps, de garantie d’une exécution rapide (complexité polynomiale
des algorithmes) ;

— en termes de performance, de garantie d’un certain niveau d’approximation.

Car si I’on s’affranchit de la contrainte d’optimalité, on veut tout de méme étre cer-
tain de la qualité des solutions offertes. Pour répondre a ces exigences, deux types
d’actions sont menés :
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— la conception d’algorithmes pertinents vis-a-vis de la mesure d’approximation
pour obtenir de bonnes solutions approchées ;

— I’analyse de tels algorithmes approchés.

Le travail se situe effectivement tant au niveau de la construction qu’a celui de I’ana-
lyse de ce que I’on construit et cette analyse réside essentiellement en I’étude des
propriétés structurelles des problémes que I’on traite : c’est la le ceeur de notre disci-
pline.

2.2.2. Son arme

Un algorithme approché n’est ni plus ni moins qu’un algorithme qui donne une
solution réalisable au probleme posé. Un tel algorithme est polynomial s’il se déroule
pour toute instance en un temps polynomial en la taille de I’instance.

DEFINITION 2.6.— Un algorithme .4 est polynomial approché pour le probléme II s’il
existe un polyndme p 4 tel que A produit pour toute instance I de IT une solution A(I)
en un temps au plus p4(|71).

2.3. L’évaluation de leurs algorithmes
2.3.1. Fer de lance de I’approximation polynomiale : le rapport classique

L’estimation de la qualité d’un algorithme est faite a I’aide de rapports d’approxi-
mation. Le rapport classique, qui est celui sur lequel se fonde I’essentiel de la théorie
de I’approximation polynomiale, est assez intuitif : il consiste & comparer la valeur de
la solution donnée par I’algorithme & la valeur de I’optimum. 1l s’agit bien d’une esti-
mation de ce rapport, puisque I’optimum n’est pas connu a priori. Conformément a la
philosophie de I’approximation polynomiale au pire des cas, qui se donne pour mis-
sion d’établir des garanties absolues sur la qualité des solutions fournies, I’algorithme
sera jugé sur sa plus mauvaise performance.

Soit IT un probléme de NPO et A un algorithme approché pour II, on notera res-
pectivement pour une instance I de ce probléme A 4(I), Su(I) et wn (1) les valeurs
de la solution donnée par I’algorithme A, de I’optimum et de la pire solution sur 1.
La qualité d’une solution approchée, en approximation classique, serait donc donnée
par I’estimation du rapport p7;(I) = Aa(I)/Bu(I). Pour un probléme de minimi-
sation, on a pi}(I) € [1,+oo[ (Aa(I) = Bu(I)), tandis que pour un probléme de
maximisation, py(I) est & valeur dans I’intervalle [0, 1] (A4 (I) < S (1)). Dans tous
les cas, plus on se rapproche de I’optimum et plus le rapport se rapproche de 1. Il est
cependant préférable par soucis d’homogénéité de ramener tous les rapports dans un
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intervalle [0, 1] : on prendra ainsi pour les problémes de minimisation I’inverse de ce
rapport.

DEFINITION 2.7.— CfSoient IT un probleme de NPO et .A un algorithme approché
pour II. La performance de .A sur une instance I est donnée par :

Aa(l

A _ Bu (I
P11 (I) = { B (I
XAl

—

si IT est un probléme de maximisation,

N~ —

y si IT est un probléme de minimisation,

et la performance de A pour IT par : pf; = infres, {p7i (I)}. Le rapport asymptotique
classique de A est donné par : pé"o = limy oo inf7 g (nsr{pft (1)}

Si pfi > r, on dira que I’algorithme A est r-approché pour IT au sens de la mesure
classique. La difficulté est de trouver, pour un algorithme donné, un majorant r le plus
fin possible du rapport d’approximation : c’est le travail d’analyse des algorithmes
proposés.

Le rapport asymptotique ne s’intéresse qu’aux instances dont la valeur optimale
est (arbitrairement) grande ; I’idée sous-jacente a cette nouvelle démarche pour I’esti-
mation des algorithmes approchés est d’identifier comme « difficiles » ces seules ins-
tances. Mais considérer comme seules pertinentes les instances vérifiant S (1) > k
suppose que les autres instances (celles qui vérifient Sr1(I) < k) soient solubles en
temps polynomial. Or, il se trouve effectivement que la majeure partie des problémes
vérifie cette propriété : ce sont les problémes simples [PAZ 81]. Certains problémes
néanmoins violent cette propriété. L’exemple du bin-packing, notamment, est pour
le moins éloquent : déterminer I’optimum quand S (1) < 2 reste un probléme NP-
difficile tandis que I’on peut obtenir polynomialement une valeur aussi proche que
I’on souhaite de Gr(Z) lorsque cette quantité est arbitrairement grande [KAR 82].
Cette exception pose de nouveau, non plus du point de vue de sa valeur mais de celui
de son ordre, la question de la pertinence de la simple prise en compte de I’optimum.

2.3.2. Une alternative : le rapport différentiel

Le rapport différentiel, moins communément usité mais qui a déja donné lieu a des
résultats convaincants, se référe a deux points de repére : I’optimum, mais aussi la pire
des solutions. La valeur A de toute solution, comprise sur I’intervalle [ (1), wr (1)),
est la combinaison convexe des deux valeurs wr(I) et Su(I) : il y a toujours un
réel 6 € [0,1] tel que A = 60 (I) + (1 — 0)wn (). Le but de I’approximation diffé-
rentielle, c’est naturellement de se rapprocher au maximum de G (Z) ou de s’éloi-
gner au maximum de wrr(7), avec un coefficient 6 le plus proche de 1 possible.
Ainsi, on ne compare pas la valeur de la solution & celle de I’optimum, mais le che-
min déja parcouru depuis la pire solution a I’étendue des valeurs possibles, donnée
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par le diamétre diamp(I) = |Ou(l) — wn({)|. La qualité d’une solution appro-
chée A(I), en approximation différentielle, serait donc donnée par I’estimation du
rapport 61 (1) = (wr(I) — Aa(1))/(wn(I) — Bu(I)). Du point de vue méthodo-
logique, ce rapport se justifie de lui-méme : c’est, comme pour le rapport classique,
une mesure assez intuitive. L’ intérét que les chercheurs ont porté a ce rapport n’est ce-
pendant pas innocent mais motivé puisqu’il répond, comme nous I’avons annoncé en
introduction, a certaines exigences de stabilité du rapport de performance sous trans-
formation affine de la fonction objectif : c’est ce que nous présentons a la section 2.7.

DEFINITION 2.8.— Soit IT un probléeme de NPO et A un algorithme approché pour II.
La performance de .4 sur une instance I est donnée par le rapport :

_ Jen() = Aa(D)]
|lwn (1) = Br(1)]

et la performance de A pour IT par : 67} = inf;cr, {67 (I)}. Le rapport asymptotique
différentiel de A est donné par : 67" = limy, o inf7 supp, 1>k {07 (1) }-

5t (1)

Si 6t > r, on dira que I’algorithme A est r-approché pour IT au sens de la mesure
différentielle.

Répondant aux mémes motivations que dans le cadre classique, un rapport asymp-
totique différentiel est défini dans [DEM 99b] ; ici encore on cherchera a se concen-
trer sur les instances « difficiles », qui renferment réellement la combinatoire du pro-
bléme. Dans le cadre différentiel, le critere de difficulté des instances ne porte plus sur
I’ordre de grandeur des solutions mais sur le nombre de valeurs prises par les solu-
tions de I’instance. On s’intéresse donc aux instances de support arbitrairement grand
(supp(I) > k), c’est-a-dire dont les solutions offrent un large éventail de valeurs
possibles. De méme que pour les problemes simples, le cas d’instances qui ont une
faible amplitude de valeurs est, en général, bien résolu ; de tels problémes sont qua-
lifiés de d-simples. Attention cependant, si une instance de grand support induit un
fort diamétre, un petit support n’induit en revanche pas nécessairement un petit dia-
meétre. En éludant les instances de petit support, on restreint donc plus que dans le
cadre classique I’ensemble des instances sur lesquelles portera I’estimation du rapport
asymptotique.

2.3.3. L’erreur

Plutdt que les rapports d’approximation dont on vient de discourir, il peut parfois
étre intéressant de considérer I’erreur relative, qui rapporte la distance a I’optimum
a la valeur optimale en théorie classique, la distance a I’optimum au diametre dans
le cadre différentiel : en classiqgue comme en différentiel, le rapport et I’erreur sont
deux facons différentes de mesurer la méme chose. Le rapport traduit la volonté de
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maximiser le gain (valeur de la solution ou distance a la pire solution) tandis que
I’erreur fait référence a la minimisation de la perte (distance a I’optimum). Le but est
donc de trouver des algorithmes garantissant un rapport le plus proche de 1, une erreur
la plus proche de 0 possible.

DEFINITION 2.9.— Soient II un probléme de NPO et A un algorithme approché
pour II. Alors, I’erreur relative de A sur une instance I, respectivement pour la me-
sure classique et la mesure différentielle, est donnée par les rapports :

BuD)—=Aa(l)

tp = max
Py A a) P
el = 1= = ¢ Lwosewn
A Oopt = min
Aa(l)— I
ml) = 1-6i0) = BAREH

Pour les deux rapports, I’erreur est toujours a valeur dans I’intervalle [0, 1].

Avec ces algorithmes approchés et I’évaluation de leur comportement sur diffé-
rents problémes, ont naturellement émergé des classes d’approximation qui regroupent
les problémes de NPO selon leur degré d’approximabilité : c’est ce que nous propo-
sons d’évoquer a présent.

2.4. Degrés d’approximation

Par la suite, R désignera un rapport d’approximation, classique ou différentiel.
Notons cependant que la hiérarchie et le sens des classes définies ci-apres sont indé-
pendants de I’évaluation choisie, rapport ou toute autre mesure de la performance des
algorithmes.

2.4.1. Approximation a rapport constant rq

Un probléme IT est dans APX[R] (la classe des problémes approximables a rapport
constant) s’il existe un algorithme polynomial approché A pour II et une constante r
dans ]0, 1] tels que Ry} > ro. Par convention, on note APX I’ensemble des problémes
approximables & rapport constant pour le rapport classique et APX[d] I’ensemble des
problemes approximables a rapport constant pour le rapport différentiel. C’est a I’in-
térieur de ces deux classes que se situera I’essentiel de notre travail.

EXEMPLE 2.2.— Nous présentons un algorithme qui fait la preuve de I’appartenance
du probleme de plus petit majorant, noté MinSubsetSum, a la classe APX; ce pro-
bléme, est défini pour un nombre n d’entiers a; et un entier b donnés tels que

iai 2 b
i=1
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par: I = ((a;)i=1,...n,0), Sol(f) = {J C{1,...,n}: >, a; = b},

icJ

Le but est de minimiser la somme des éléments a; pour que celle-ci soit au moins
égale a b.

De maniére évidente, la pire solution consiste a choisir tout I’ensemble et est de
valeur wyinsubsetsum (I) = Y_;—, a;. Ce probleme est trés proche du probléme de
sac-a-dos traité dans I’exemple 2.1 : il en est en quelque sorte le « dual » (pour autant
que I’on puisse parler de dualité dans un monde discret), dans le cas particulier ou les
vecteurs a; et ¢; coincident. Il s’agit toujours d’un probléme de NPO, toujours pas
cependant d’un probléme de NPO-PB (les données numériques pouvant de nouveau
étre rendues arbitrairement grandes).

On peut, sans perte de généralité, toujours supposer que a; < b pour tout i < n.
Effectivement, supposons que ce ne soit pas le cas et considérons I’ensemble Jy =
{i : a; > b} des majorants de b, ainsi que I’instance I’ déduite de I en omettant les
éléments de Jo, soit I’ = ((a;)ig s, b); si 1" estvide, ousi 3, ;< b, alors [ est
polynomiale (il n’y a qu’a choisir le plus petit a; pour avoir I’optimum) et sinon, on
peut se limiter aux solutions réalisables J' = argmin{m(I’, J) : min{a; : i € Jy}}
ou .J est une solution réalisable quelconque de I’, et donc a I’instance I’. Or, celle-ci
vérifie bien cette fois a; < b pourtouti =1,...,n.

DEBUT
J—{1,...,n};
TANTQUE 3j € J:) ,.;a; —aj; >b FAIRE
33\ {j};
FIN TANT QUE
FIN

Figure 2.1. L’algorithme SOLMIN

L’algorithme SOLMIN est de complexité O(n?) ; nous allons montrer qu’il garantit
un rapport d’approximation classique constant de 2, c.-a-d., que toute solution don-
née par I’algorithme sur toute instance de MinSubsetSum ne sera jamais plus que
deux fois plus grand que la valeur de I’optimum. Nous allons maintenant démontrer
que I’algorithme SOLMIN est une 2-approximation classique pour MinSubsetSum.
Notons J la solution proposée par I’algorithme ; d’aprées la remarque précédente, on
a |J| > 2. Par ailleurs, on a par construction, pour tout 5 € J, I’inégalité :

> ai <b+a; [2.1]

ieJ
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Qui donne en sommant les inégalités [2.1] pour tout j € J :

1> ai = ai <|J|b [2.2]

i€J i€J

Sachant que J contient au moins deux éléments, nous déduisons de I’inégalité [2.2]
le résultat : Asormin(I) = > ;e a0 < (J|/[J] = 1)b < (|J|/|J| = 1)B < 26,
c’est-a-dire A/ < 2, ou 3 est la valeur de la solution optimale pour MinSubsetSum.

2.4.2. Approximation a r, r aussi proche de 1 que I’on veut

Un schéma d’approximation pour un probléme II est une famille d’algorithmes
polynomiaux d’approximation S, = (A, )o<r<1 qui Vérifie Vr € [0,1], R;" > .
Un probléme II est dans la classe PTAS[R] s’il admet un schéma d’approxima-
tion S, dont la complexité C vérifie VI, Vr, C(A,(I)) = pr(|]) (le degré de p,
dépend de r). La famille (A, )o<r<1 constitue alors un schéma d’approximation po-
lynomial. Les classes PTAS et PTAS[4] regroupent respectivement les problémes
qui admettent un schéma d’approximation polynomial pour les rapports classique et
différentiel. Par ailleurs, un probléme IT est dans la classe FPTAS[R] s’il admet
un schéma d’approximation polynomial (A, )o<r<1 de complexité C' vérifiant VI et
Vr, C(A-(I)) = p(I|,1/(1 — r)) (p est polynomial en |I| et en 1/(1 — r)). La
famille (A, )o<r<1 constitue alors un schéma d’approximation complétement poly-
nomial. Les classes FPTAS et FPTASI[4] désignent respectivement les classes des
problémes qui admettent un schéma d’approximation complétement polynomial pour
les rapports classique et différentiel.

EXEMPLE 2.3.— Nous allons présenter ici un résultat issu des travaux de [SAH 75]
concernant le probleme du sac-a-dos. Toutefois, afin de faciliter la compréhension
de la preuve, nous ne I’appliquerons non pas au sac-a-dos mais au MinSubsetSum
déja abordé lors de I’exemple précédent. Nous allons mettre en évidence pour ce pro-
bléme un schéma d’approximation polynomial classique : cela signifie que le pro-
bléme pourra étre approché aussi bien que I’on veut, mais au dépend de la complexité
puisque pour approcher I’optimum a e prés, I’algorithme aura un déroulement d’une
complexité de I’ordre de n'/.

L’algorithme SCHEMA renvoie bien une solution réalisable : pour le cas particu-
lier J/ = (), il ajoutera un objet parmi la famille compléte d’objets {1,...,n} jusqu’a
obtention d’une solution réalisable (au pire J’ = {1,...,n}), sinon I’instance n’est
pas réalisable ! De plus, sa complexité en temps est d’ordre O(n'/€) (nombre de sous-
ensembles de taille au plus [1/€]) puisque la boucle « pour tout » est prédominante ;
notons que cette complexité « explose » lorsque e tend arbitrairement vers zéro, ce qui
rend cette résolution non utilisable en pratique.

Nous montrons maintenant que I’algorithme SCHEMA est une 1 + e-approximation
classique pour MinSubsetSum. Soit J* une solution optimale pour une instance I =
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DEBUT
trier les indices {1,...,n} par poids décroissants ;
POUR TOUT J' C {1,...,n} tel que |J| < [1/¢] FAIRE
SI J' # () ALORS ip.y « max{i:ie€ J'}
SINON ipay < O
TANT QUE 3j € {inax +1,...,0}: ) .5 a; <b—a; FAIRE
J = JU{5};
FIN TANT QUE
FIN POUR TOUT
J « argmin{m(I,J): > ;. a; > b};
FIN

Figure 2.2. L’algorithme SCHENA

((ai)i=1,...n,b); si |J*| < [1/e] alors I’algorithme SCHEMA calcule une solution
optimale : puisqu’il teste, notamment, la solution J*, la valeur de la solution ren-
voyee verifiera A(1) < >, ;- a; = B(I)! Aussi supposons-nous dorénavant |.J*| >
[1/€]; trions alors les indices de J* par poids décroissants et notons par Jy les p =
[1/€] premiers indices. Focalisons-nous maintenant sur I’itération ou I’algorithme
teste Jy et retourne la solution J’; puisque par construction J, C J*, I’algorithme
retournera une solution réalisable ; par ailleurs, il existe j € J\ Jy (le dernier élément
pris) tel que :

> ai<b—a; [2.3]
icJ
D’un autre coté, puisque j > p, on a également a; < a; pour i € Jy et:
pa; < Z a; < Z a; = B(I) [2.4]
i€Jo ieJ*
Finalement, grace aux inégalités [2.3] et [2.4], nous déduisons :

AI) < Zai < b+a;
ieJ’

< B +a; < B (1+;)
< (1+98()

En réalité, ces problémes de sac-a-dos et de plus petit minorant s’approchent en-
core mieux que cela puisqu’ils admettent un schéma complétement polynomial, c’est-
a-dire qu’il existe une famille d’algorithmes qui non seulement permet d’approcher
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I’optimum & e prés, mais de surcroit permet de le faire en temps polynomial en (1/¢) ;
c’est ce que propose de montrer I’exemple suivant pour le probléme de sac-a-dos.

EXEMPLE 2.4.— Nous allons présenter un schéma d’approximation complétement po-
lynomial pour le probléme de sac-a-dos pour lequel nous avions, dans I’exemple 2.1,
proposé une résolution en temps pseudo-polynomial. Cet exemple provient des tra-
vaux de [IBA 75]. Le procédé utilisé est dicté par la technique d’échelonnage et d’ar-
rondil qui consiste a ramener les poids des éléments d’une instance a des grandeurs
d’ordre polynomial : I’application de seuils sur les données numériques permet ainsi
de ramener la complexité d’un algorithme d’un temps pseudo-polynomiale & un temps
polynomial.

Partant d’une instance I = ((a;, ¢;)i=1,... n, b) de sac-a-dos, on construit I’instance
I' = ((a},¢;)i=1,..n,b) en opérant sur les poids la transformation suivante : a; =
|a;n/(amaxe)]. Une solution optimale S"* de I’ obtenue par le biais de I’algorithme
de I’exemple 2.1 se construit en O(n2al,,. 10g cmax) = O((n310g cmax)/€) ; OF, CE
temps est polynomial relativement aux données de I et a la quantité 1 /e.

Considérons alors cette solution J"* optimale pour I’ comme solution approchée
de I’instance I ; puisque les deux instances ont mémes contraintes, J'* est réalisable
pour les deux instances. Formellement, notre démarche revient a dérouler I’algorithme
2.4.

DEBUT
construire I’ = ((a},ci)i=1,...n,b) avec aj = |ain/(amax€)] ;
J <+ la solution retournée par 1l’algorithme
de 1’exemple 2.1 sur 1l’instance I’;
FIN

Figure 2.3. L’algorithme SCHEMACOMPLET

Nous démontrons que I’algorithme SCHEMACOMPLET est une 1 + e-approxi-
mation classique pour MaxKS. Soit J* une solution optimale pour une instance I de
MaxKS ; cette solution est réalisable pour I’instance I’ et en posant ¢ = aax€/n, ON

a:

t t
ieJx ieJx

Inégalité d’ou découle, puisque |J*| < n:

t3(I') = B(I) —nt [2.5]

1. Traduction des termes rounding and scaling technics voir [GAR 79].
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Par ailleurs, I’objet o de valeur an,ax est réalisable; ainsi 3(1) = >, q. a; >
amax, autrement dit (en multipliant les membres de I’inégalité par ¢) :

nt = amax€e < €4(1) [2.6]

Finalement, en regroupant les inégalités [2.5] et [2.6], on obtient le résultat :
MI) = ie g ai > tA(I') > B(I) —nt > (1 - )B(I).

PO

FPTAS ,"

.

APX

NPO
Figure 2.4. Classes d’approximabilité (sous I’hypothése P £ NP)

La figure 2.4 illustre les différentes classes vues jusqu’ici et leurs inclusions mu-
tuelles (sous I’hypothese P = NP). La classe NPO \ APX contient des problémes qui
sont approximables a rapport dépendant d’un ou plusieurs parametres de leurs ins-
tances (par exemple, le degré du graphe ou son ordre? s’il s’agit de problémes définis
dans les graphes, etc.).

2.5. Définition logique

Un nouvel angle est choisi par [PAP 91], celui du formalisme logique, pour étudier
les qualités d’approximation des problémes de NPO : c’est la naissance des classes
MaxNP et MaxSNP. Ce formalisme s’appuie sur la définition syntaxique de NP
proposée par [FAG 74]. Nous donnons ici la définition de ces classes, sans vraiment
approfondir les aspects logiques; aussi conseillons-nous vivement au lecteur de se
référer aux ouvrages précités.

2. Le nombre de ses sommets.
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2.5.1. Les classes MaxNP et MaxSNP

Un type similaire fini 7 est la donnée d’un k-uplet (nq,...,n;,...,n;) € NF
pour k fini. Une structure finie S = (U; R) sur un type similaire fini S = (ny,...,nk)
est la donnée d’un ensemble fini U appelé univers et d’un ensemble R = (rq, ..., k)

de k relations sur U vérifiant pour tout ¢ : »; C U™. S est qualifiée de S-structure
finie.

EXEMPLE 2.5.— Un graphe G(V, E) est une structure finie sur le type similaire fini
S = (2), ayant pour univers I’ensemble V' et pour seule relation I’ensemble E sur V2.

Un probléme II de maximisation de NP est dans la classe MaxNP s’il existe
deux types similaires finis Z et S, une formule ¢ du premier ordre sans quantificateur
et deux constantes k et £, tels que les optima de I peuvent étre exprimés sous la forme :
Bu(l) = maxg |{z € U* : 3y € U*, ¢(I,S,z,y)}| ol I est une Z-structure finie
d’univers U et S une S-structure finie de méme univers U. La structure I décrit les
instances du probléme 11, la structure S les solutions sur I, la formule ¢ les conditions
de réalisabilité des solutions du probléme.

EXEMPLE 2.6.— Une instance I = (X, C) du probléme de satisfaisabilité maxi-

mum, MaxSat est la donnée d’un ensemble X = {z,xo,...,x,} de variables bi-
naires et d’un ensemble C = {c;,ca,...,c,} de clauses disjonctives construites
sur I’ensemble L = {x1,za,...,2,} U {Z1, Za,..., T, } des littéraux. Une solution

est une affectation 7" des variables x; a 0 ou a 1 et le probléme consiste a détermi-
ner une telle affectation qui satisfasse un nombre maximum de clauses : G (I) =
maxre(o,13» [{4 = 1,...,m : T valide c; }|. Associons aux ensembles X et C' les
ensembles de variables Ux et U et considérons I’univers fini U = Ux U Uc. Toute
instance I peut étre décrite de facon synthétique par les relations binaires p et n
sur Ux x Uq définies par « p(z,c) < = € e» et « n(x,c) & T € ¢ » qui traduisent
la présence des littéraux dans les clauses ; quant aux solutions 7', elle ne sont rien de
plus qu’une relation unaire sur Ux. Ainsi, pour les types similaires finis Z = (2,2)
et S = (1), tout optimum de MaxSat peut s’écrire de la fagon suivante :

B(U;p,n) = mjgx|{c eU:3x el (pl,e) NT(z))V (n(z,c) N =T (x))}

REMARQUE.— Telle qu’elle est définie, la classe MaxNP regroupe naturellement des
problémes polynomialement bornés de NPO : MaxNPy, C NPO-PB.

Un probléme IT de maximisation de NPO est dans la classe MaxSNP, s’il existe
deux types similaires finis Z et S, une formule ¢ du premier ordre sans quantificateur
et une constante k, tels que les optima de II peuvent étre exprimés sous la forme :
Br(l) = maxg |[{x € U* : ¢(I,S,x)}| ol I et S sont respectivement une Z et une
S-structures finies d’univers U.
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EXEMPLE 2.7.— Le probléme MaxIS- B est la restriction du probléme de stable maxi-
mum a des graphes de degré borné par B, c’est-a-dire que tout sommet aura au plus B
voisins. Dans le cas général, décrivant un graphe G par son ensemble d’arétes, la pro-
bléme de stabilité maximum peut s’écrire :

B(V;E) = max HweV:W(w)A M eV, E(v,w) = -W(v))}

ou V désigne I’ensemble des sommets de G. Cette formulation faisant intervenir un
quantificateur dans le prédicat, elle ne permet pas d’établir I’appartenance de MaxIS
a MaxSNP, et d’ailleurs le probléme de stabilité maximum n’appartient méme pas a
la classe MaxNP. En revanche, dans le cas de degrés bornés par B, il devient pos-
sible d’observer G non plus par son ensemble d’arétes, mais par I’ensemble des listes
d’adjacence de ses sommets : soit le type similaire fini Z = (B + 1), un graphe G
n’est autre que la donnée d’un ensemble V' de sommets (I’univers) et d’une relation
I: VB+L — 10,1} (structure finie d’univers V sur Z) définie par I'(w, vy, ...,vp) =
1 si et seulement si {vy,...,vp} est bien I’ensemble des sommets adjacents au som-
met w (si v amoins de B sommets, on duplique I’un de ses voisins). Alors le probleme
s’écrit :

BV;T) = mvz‘}x’{(w,vl, cop) EVEFL W (W) A (AW (01) A A=W (vB))}’

ou W est un sous-ensemble de sommets (S-structure finie d’univers V' pour le type
fini S=(1)). De toute solution W on déduit le sous-ensemble stable W’ C W des
sommets w de W qui vérifient avec leur liste d’adjacence la formule ¢ associée
W (w) A (=W (v1)A...A=W(vg)), atout stable correspond I’affectation qui meta 1
les sommets du stable, a 0 tout autre sommet : il y a bien coincidence entre les valeurs
de la cardinalité d’un ensemble stable et de son évaluation logique.

EXEMPLE 2.8.— Si le probléeme MaxSat est dans MaxNP, sa restriction MaxEk-Sat
a des clauses de taille précisément k est dans la classe MaxSNP : la constance de la
taille des clauses permet effectivement de décrire de fagon exhaustive les formes des
clauses selon I’alternance de littéraux positifs (x;) et négatifs (z;) qu’elles contiennent,
ainsi que les cas de satisfaction de chacune de ces formes. Parce que I’on est en me-
sure d’expliciter chaque forme de clause par une relation particuliére, le quantificateur
existentiel disparait. Nous faisons la preuve pour k& = 2, mais celle-ci est naturelle-
ment généralisable & toute constante &. Soit X un ensemble de n variables booléennes,
une clause de MaxE2-Sat sur X peut étre, V(i < j) € {1,...,n}, de I'une des quatre
formes suivantes : (ZL’Z‘, L]Z‘j), (.’ﬂi, ij), (fi, Zj) ou (fi, ij).

Nous proposons alors la formulation logique suivante d’une instance I = (X, C)
du probléme : sur I'univers U = X U {Z, 41, Tnt2, Tnt3, Tnta}, I’€Nsemble C des
clauses de I est décrit a I’aide de quatre relations ternaires C4, Cs, C3 et Cy. Ces
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relations sont définies par :

Oy (zz5mn) & (1<) A(h=n+1)A((wiz;) € C)
Co (ziszjyzn) & (<j)AN(h=n+2)A((xi,7;) € C)
Cs(zi,xj,2n) & (@E<i)AN(h=n+3)AN((Ziz;) €C)
Cy(zi,xj,xzn) © (E<j)AN(h=n+4)AN((Zi,2;)€C)

Ainsi, pour les types similaires finis Z = (3,3,3,3) et S = (1), tout optimum
d’une instance de MaxE2-Sat peut s’exprimer de la fagon suivante :

B(U;Cy,Cy,Cs,Cy) = mj@x{H(xi,xj,xh) ceU3:

(Cr (i, g, 20) AT (2:) VT (25)])

]
V(C2 (@i, xj,xn) A [T (i) VT (5)])
V(Cs (wi, x5, 2n) A [AT (2) VT (5)))
V(Cs (@i, zj,2n) AT (2:) V T (5)])
V (Cy (i, x5, 2p) A [T (23) V T (25)]) H}

Il est aisé de voir que chaque clause sera considérée une et une seule fois. Pour un
entier k > 3 quelconque, I’instance sera de fagon similaire décrite par Z’;:O Ccp =2k
relations C; ou C, compte pour p de 0 & k le nombre de choix possibles de p variables
parmi k & mettre sous forme négative.

Les classes que nous venons d’évoquer sont exclusivement dédiées aux problémes
de maximisation, mais les définitions équivalentes existent naturellement pour les pro-
blémes de minimisation, et méme plus : il existe toute une hiérarchie de classes lo-
giques en fonction du nombre de quantificateurs devant la formule du premier ordre ¢
et I’alternance de ceux-ci; ces différentes classes, leurs liens et leur approximation
sont notamment étudiées dans [KOL 94, KOL 95].

2.5.2. Logique et approximation

Ce ne sont pas exactement les classes MaxSNP, et MaxNP qui sont étudiées
en approximation mais des classes un peu plus grandes, MaxSNP et MaxNP, qui
contiennent les problémes de MaxSNP, et MaxNP, mais aussi les problémes de
NPO qui se réduisent a un probléme de la classe considérée par une certaine trans-
formation qui préserve I’approximation, la L-réduction; ainsi, MaxSNP et MaxNP
sont des classes conjointement définies par la logique et le degré d’approximation. La
L-réduction est une facon de transformer un probléme IT en un probleme II’ qui pré-
serve les schémas d’approximation dont la définition est donnée au paragraphe 2.6.1.3.
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Notons que I’élargissement par réduction de la classe MaxSNP (resp., MaxNPg) a
la classe MaxSNP (resp., MaxNP) a notamment pour conséquence I’intégration de
problemes de minimisation.

DEFINITION 2.10.— VIT € NPO,
—II € MaxNP si et seulement si IT € MaxNP, et 3II' € MaxNPy : II oL<H’ ;
—II € MaxSNP ssi II € MaxSNP et JII’ € MaxSNP : Hc%( Ir.

En réalité, les classes MaxSNP et MaxNP sont définies comme les fermetures3

MaxSNP, "~ et MaxNP, "~ des classes MaxSNP, et MaxNP, sous la L-réduction.
Par exemple, les problémes MinVC-B, MinDS-B, ou encore MaxCut sont des pro-
blémes de MaxSNP [PAP 91]. Papadimitriou et Yannakakis, avec la classe lo-
gique MaxSNP, ont en quelque sorte exhibé une classe médiane entre PTAS et APX
dans le sens ou tout probléme de MaxSNP est approximable a rapport constant et
que certains de ses problémes, s’ils admettent un schéma d’approximation, induisent
un schéma d’approximation sur tout probléme de la classe. Les auteurs démontrent
I’inclusion de MaxSNP, dans APX en proposant un algorithme approché générique
pour la classe MaxSNP, puis la complétude de Max3-Sat a I’aide d’une transforma-
tion générique d’une instance de tout probléme de la classe en une instance de Max3-
Sat. lls font également la preuve de la complétude d’autres problémes tels MaxIS-
B (probleme du stable a degré borné), MaxCut (probléme de coupe maximum dans
un graphe) ou encore Max2-Sat, par réduction simple a partir de Max3-Sat. Depuis,
dans [KHA 98], les égalités ensemblistes ont été établies (utilisant notamment le ré-
sultat APX-PBY = APX de [CRE 94]), qui nous apprennent entre autre qu’il existe
une P-réduction de tout probleme approximable a rapport constant a un probléme de
la classe MaxSNPy :

MaxSNP,” = APX-PB
MaxSNP,, = APX

Concernant MaxNP, on peut citer I’inclusion de MaxNPq dans APX, fait démon-
tré dans [PAP 91] par le biais des mémes arguments que pour I’inclusion de MaxSNPq
dans APX; du point de vue de la complétude, les auteurs ne parviennent pas a un ré-
sultat aussi fort que pour MaxSNP, puisqu’ils réduisent la classe par L-réduction a
toute une famille de sous-problémes de satisfaisabilité, mais non pas un seul probléme

3. Pour une classe d’approximation Y et une réduction X on appelle fermeture de Y pour X
I’ensemble Y des problémes qui se X-réduisent & un probleme de Y.
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de la classe : tout probléme de la MaxNP est L-réductible a un probléme MaxGSat-
B (Generalized Maximum Satisfiability) pour une certaine constante B, malheureuse-
ment dépendante du probléme considéré ; cela induit cependant la complétude du pro-
bléme général MaxSat. Nous citerons enfin le résultat de classe proposé par [CRE 94]
qui stipule que la fermeture de MaxNPq sous P-réduction coincide également avec

APX: MaXNPOP = APX. Cela induit notamment que tout probléme de MaxNPq
ou s’y réduisant par une P-réduction est approximable a rapport constant. Apres les
résultats de complétude, d’une incontestable richesse quant a I’approximabilité (ou
plutdt la non-approximabilité) des problemes, les classes MaxSNP et MaxNP auront
donc également apporté une caractérisation syntaxique des classes d’approximation.
Pour le lecteur non averti, ces résultats seront a nouveau évoqués a I’occasion du pa-
ragraphe suivant ou les notions utiles a leur compréhension auront été présentées.

FPTAS

MaxSNP

APX /

Figure 2.5. Les classes APX, MaxSNP, PTAS et FPTAS

La figure 2.5 illustre le positionnement de la classe MaxSNP dans la classe APX.
Les problemes de MaxSNP sont tous des variantes restrictives de problémes généraux
de NPO (les restrictions étant imposées sur les degrés quand il s’agit de problemes
dans les graphes, ou sur la taille des ensembles quand il s’agit de problémes défi-
nis sur des systemes d’ensembles — les problémes de satisfiabilité étant d’ailleurs ici
considérés comme tels — ou, enfin, sur les poids des données). En revanche, on trouve
dans FPTAS (du moains pour le peu de problémes que nous y connaissons) leurs ver-
sions les plus générales.

Notons pour conclure cet interméde logique la flagrante asymeétrie entre les classes
de maximisation et de minimisation : si MinY, désigne le pendant minimisation de
MaxSNP, = MaxY, le probléeme Min3-CCSP qui cherche a satisfaire un nombre
maximum de clauses conjonctives de taille au plus 3, c’est-a-dire de la forme (¢;),
(L1 A €3) ou (€1 A €3 A £3) est clairement élément de la classe, par une représen-
tation similaire a celle proposée pour MaxEk-Sat. Or, Kolaitis et thakur [KOL 94]
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montrent que Min3-CCSP est MinXq-complet pour la P-réduction (comme Max3-
Sat pour Max>), mais non approximable & rapport constant (tandis que Max3-Sat
est a ce jour approximé a 1/1,249 > 0,8 [TRE 96b]); en montrant dans [KLA 96]
la NPO-PB-complétude de Min3-CCSP relativement a la E-réduction, Klauck fait la

preuve de I’inclusion de tout NPO-PB dans MinEop.

2.6. Effets de classe
2.6.1. Le principe de réduction

Dans une volonté d’unification des travaux proposés au sujet des réductions et
d’homogénéisation des notations, nous utiliserons parfois des sigles hon convention-
nels pour désigner les réductions; nous n’avons cependant pas I’ambition de présen-
ter quelque chose de nouveau. Le principe de réduction d’un probléme IT a un pro-
bleme I’ consiste a regarder, modulo une petite transformation, le probléme IT comme
un cas particulier de IT’. Si la transformation est polynomiale et que I’on sait résoudre
ou approximer IT’ en temps polynomial, on saura alors résoudre ou approcher IT a son
tour, toujours en temps polynomial. La réduction est ainsi un moyen de transporter un
résultat d’approximation ou de résolution exacte d’un probléme & un autre ; elle est de
la méme facon un outil de classement des problémes selon le niveau de difficulté de
leur résolution. 1l y a eu, au cours du développement de la théorie de la complexité,
grand nombre de définitions de réductions, selon ce que I’on voulait préserver, trans-
porter, d’un probleme a I’autre (décision ou optimisation, construction ou évaluation,
rapport d’évaluation, structure du probléme. .. ). Mais I’on retrouve, a la base de toute
réduction, les mémes principes fondamentaux. Ce sont ces principes que nous désirons
présenter, a travers I’étude des réductions polynomiales constructives.

2.6.1.1. Réduction polynomiale

Une réduction d’un probléme II a un probléme II’ est la donnée d’une fonction f
qui permet de construire & partir d’une instance I de II une instance f(I) de II et
d’une fonction g qui détermine a partir d’une solution s’ d’une instance f(I) une
solution s = g(s’) de I’instance initiale 7. Dans le cadre de I’étude des problémes de
NPO, on demandera aux transformations f et g d’étre de complexité polynomiale en
la taille de I’instance.

DEFINITION 2.11.— Une réduction d’un probléme IT & un probléme IT’ de NPO est la
donnée d’un couple R = (f, g) défini par :

(f : IH — IH/, g : SOIH/(f(IH)) — SO]H(IH) )
I — T s’ € Soly (f(I)) +— s € Solp(I)

et pour lequel il existe deux polynéme p et p, qui vérifient pour toute instance I de Iy
les propriétés :
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1) f(I) se construit en temps ps(|I]),
2) Vs" € Sol (f(1)), g(s’) se construit en temps p, (| f(1)]).

Notons par soucis d’exhaustivité que cette définition reste valide pour toute exi-
gence de complexité (langages décidables, algorithmes pseudo-polynomiaux. .. ).

Une réduction permet donc de déterminer a I’aide de la fonction g des solutions
pour I & partir de solutions sur f(I). Selon I’espace de problémes dans lequel on se
situe et les niveaux de résolution que I’on veut pouvoir transporter d’un probléme a un
autre, certaines propriétés seront réclamées au couple de fonctions (f, g). Dans I’es-
pace NPO des problémes d’optimisation, on doit préserver I’optimalité ou du moins
un certain niveau de performance. Pour la résolution exacte, il faut pouvoir transporter
une solution optimale de I’instance image a I’instance initiale.

2.6.1.2. Réduction préservant I’optimalité

Afin d’éviter d’avoir a préciser les sens d’optimisation des problémes manipulés,
nous utiliserons par la suite les signes > (resp., =) pour signifier qu’une solution est
au moins aussi bonne (resp., strictement meilleure) qu’une autre4.

DEFINITION 2.12.— Soient II et I’ deux problémes de NPO, on dit que II se PO-

réduit & I’ et I’on note I1 ' I’ s’il existe une réduction R = (f,g) de T &Il qui
vérifie : si " optimale pour f(I) alors g(s'*) optimale pour I.

PROPOSITION 2.1.- V(II, IT') € NPO, (H%?H’) A (' e PO) = 1I € PO.

Il existe différentes facons de construire une telle réduction et notamment celle
consistant & imposer a la réduction R d’étre a la fois monotone et surjective.

DEFINITION 2.13.— Une réduction R = (f, g) est monotone si elle vérifie : VI €
I, V(s1,85) € Solw (f(I)), v (f(I),81) = v (f(I),s5) = wvn(l,g(s1)) =
vni(Z, 9(s5))-

REMARQUE 1.— Si R est monotone alors, « s'* optimum sur Solyy/ (f(I)) » implique
« g(s'™) optimum sur g(Solp/ (f(I))) ».

DEFINITION 2.14.— Une réduction R = (f, g) est surjective si elle vérifie : VI € Iy,

REMARQUE 2.— Si R est monotone et surjective alors s optimum de f(I) im-
plique g(s™) optimum de I.

Y IY
Y Y

|
\VAAY

4. opty; = min = { opty; = max = {
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Ainsi, nous pouvons définir une PO-réduction particuliére caractérisée par deux
propriétés facilement identifiables.

DEFINITION 2.15.— Soient IT et IT’ deux problémes de NPO, on dit que II se MS-

réduit a T et I’on note I1 5 11’ s”il existe une réduction R = (f,g) de IT A TI’ qui est
a la fois monotone et surjective.

PROPOSITION 2.2.— [T 5C I = II'a¢ IT'.
Preuve. Elle découle aisément des remarques 1 et 2. |

2.6.1.3. Réduction préservant I’approximation

Malheureusement, nombreux sont les problémes qui ont été montrés NP-difficiles
(non solubles en temps polynomial & moins que P ne coincide avec NP) a I’aide de
telles réductions ; aussi, a défaut de pouvoir résoudre ces problemes difficiles a I’opti-
mum, les chercheurs se sont mis plus modestement a les résoudre de fagon approchée,
donnant du méme coup naissance aux classes d’approximation. Comme nous I’avons
vu, I’approximation fait intervenir une évaluation de la performance des solutions, gé-
néralement par les rapports d’approximation. On introduit alors une fonction ¢ permet-
tant de transporter I’évaluation de solutions d’un probléme a un autre. Nous présentons
ainsi la A-réduction définie dans [ORP 87] qui préserve I’appartenance a APX.

DEFINITION 2.16.— Soient IT et IT” deux problémes de NPO, on dit que II se A-réduit

ATT' et I’on note IT & IT' s'il existe une réduction R = (f,g) deIIAII et une fonction
c¢:[0,1] — [0,1] qui vérifient :

De(r)=0=r=0;

) VI € In, Vs" € Solw (f (1)), prv (f(I), ") = 7 = pu(l, 9(s)) = (7).

PROPOSITION 2.3.- V(II, II') € NPO, (HoA<H’) A (II" € APX) = II € APX.

Notons que d’autres réductions ont été définies qui préservent I’approximation a
rapport constant, notamment la réduction continue de [SIM 90]. Si la fonction ¢ veé-
rifie ¢(1) = 1, la A-réduction est un autre cas particulier de PO-réduction. De par
le développement de la discipline autour du seul rapport classique, la majeure partie
des réductions ont été définies de facon a préserver un niveau d’approximation pour
la mesure classique; or, on I’a notamment vu avec le rapport différentiel, plusieurs
estimations de la qualité d’une solution peuvent non seulement exister (rapport diffé-
rentiel et définition d’une réduction préservant I’appartenance a APX[4]), mais aussi
coexister (transposition de résultats d’une mesure a I’autre). Pour ces raisons, nous
assouplissons les conditions sur la mesure considérée, généralisant ainsi, comme cela
est fait dans [MON 98], la notion de A-réduction, et plus tard de P- et F-réductions. Si
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les lettres p et § symbolisent les rapports classique et différentiel, il faudra dorénavant
prendre en compte pour la A-réduction cette nouvelle définition. *

DEFINITION 2.17.— Soient IT et IT" deux problémes de NPO, on dit que IT se A-réduit
A[R1,R2 . . , . .
a I’ et I’on note II [ 5% ]H/ s’il existe une réduction R = (f, g) et une fonction

¢ : [0,1] — [0, 1] qui vérifient pour deux mesures d’approximation R1, R2 € {p,d} :
De(r)=0=r=0;
2)VI € I, Vs’ € Soli (f(I)), R2r (f (1), s") = r = Rln(I,g(s")) = c(r).

A[R1,
PROPOSITION 2.4.- V(IL,II') € NPO, (II e

APX[R1].

II') A (I € APX[R2]) = 1T €

Le cas R1 = R2 = p revient a la définition précédente, originelle, de la A-
réduction. En faisant varier les conditions sur les fonctions f, g et ¢, on parcourt I’es-
sentiel des réductions utilisées en approximation polynomiale. Commencons par la
P-réduction, également définie dans [ORP 87], qui préserve les schémas d’approxi-
mation.

DEFINITION 2.18.— Soient IT et IT’ deux problemes de NPO, on dit que IT se P-réduit
P[R1,R2 . . , . .
ATL et I'on note IT' & 1" s'il existe une réduction R = (f,g) et une fonction

¢ :[0,1] — [0, 1] qui vérifient pour deux mesures d’approximation R1, R2 € {p, 6} :
Delr)y=1=r=1;
2)VI € In1, Vs’ € Soli (f(I)), R21 (f(I),s") = ¢(r) = R1ln(L,g9(s")) = r.

PRoOPOSITION 2.5.- V(II,II') € NPO, (HP[R&’RQ]

PTAS[R1].

I') A (IT" € PTAS[R2]) = 1T €

Evoquons a présent la F-réduction, introduite dans [CRE 91] pour préserver I’ap-
partenance a la classe FPTAS.

DEFINITION 2.19.— Soient II et I’ deux problémes de NPO, on dit que II se F-

L F[R1,R2 : . , .
réduit a II’ et I’on note II [ x ]H’ s’il existe une réduction R = (f,g) et une

fonction ¢ : Iy x [0,1] — [0, 1] qui vérifient pour deux mesures d’approximation
R1,R2 € {p,d}:

VVIehncl,r)=1=r=1,;

2) Ip. polyndéme tel que VI € Iy, ¥r € [0,1], ¢(I,r) est calculable en temps
pe(|,1/(1=7));

) VI € Iy, Vs’ € Soli (f(I)), R21 (f(I),8") = e(I,7) = Rln(I, g(s)) = r.
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PROPOSITION 2.6.— V(II,II") € NPO, (HF[R&M]

Il € FPTAS[R1].

II') A (I € FPTAS[R2)) =

Pour toutes ces réductions (A, P et F-réductions), la premiere condition sur la
fonction ¢ n’apparait pas dans leur définition originale mais ont été ajoutées dans
[MON 98] ; elles traduisent simplement le fait qu’une réduction préservant une perfor-
mance relative n’est exploitable qu’a condition que cette fonction ¢ ne soit pas triviale.
Pour préserver le rapport constant, il faut que tout rapport strictement positif sur I’ins-
tance image permette de déduire un rapport strictement positif sur I’instance initiale,
soit« > 0 = ¢(r) > 0 »; pour préserver les schémas d’approximation, il faut a par-
tir d’un certain rang o > 0 étre en mesure de déduire pour toute constante r € [ro, 1]
un solution r-approchée de I’instance initiale a partir d’une solution r’-approchée
de Iinstance image pour une certaine constante »' € [0, 1] telle que ¢(r’) = r (P-
réduction) ou (1, ') = r (F-réduction), soit « 7’ < 1 = ¢(r’) < 1 » (P-réduction)
ou«r’ < 1= e(l,r") <1» (F-réduction). Avantde clore le chapitre des réductions
classiques, nous présentons la L-réduction, introduite et exploitée dans le cadre des
classes logiques MaxNP et MaxSNP et qui a donné lieu a des résultats essentiels de
complétude. Concue dans le but de pouvoir transporter les schémas d’approximation,
la L-réduction, définie dans [PAP 91], préserve I’erreur relative.

DEFINITION 2.20.— Soient IT et II’ deux problemes de NPO tels que opt; =
opty, on dit pour les rapports classique et différentiel que II se L-réduit (resp.,
TN L L[5] G

se L[6]-réduit) & IT’ et I’on note TTo IT’ (resp., IT  II’) s’ils vérifient pour deux
constantes vy > Oetag > 0:

D) VI € Iy, B (f(1)) < a1 8u(I) (resp., diamp/ (f (1)) < axdiamp (1)) ;

2)VI € I, Vs' € Solp (f(I)), |mu(L,g(s") — Bu(l)| < ae|mu (f(I),s") —
B (f(1))].

PROPOSITION 2.7.- V(II,II') € NPO :

(H&H') A (I' e PTAS) = II € PTAS

(n%é”n’) A (Il € PTAS[S]) = II € PTAS[§]

Dans [KHA 98], les auteurs relachent la constance du facteur a;; pour le remplacer
par un polyndme p; : c’est la E-réduction. Ce nouvel outil, qui préserve (notamment)
les FPTAS, leur a permis de montrer I’égalité de classes MaXSNPOE =APX-PB
gue nous avons déja évoquée au paragraphe 2.5.2 et que nous commenterons plus en
détails au paragraphe 2.6.3.
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2.6.2. La notion de complétude

La complétude est une notion essentielle en théorie de la complexité ; rappelons-
nous le théoréme de Cook, central s’il en est, qui pose I’existence du premier probléeme
NP-complet en démontrant a I’aide des machines de Turing que tout probléme de NP
se réduit par une réduction polynomiale au probléme de satisfaisabilité. La complé-
tude se référe toujours a trois éléments : une classe de problémes Y, une seconde
classe X « plus facile » que Y (souvent X est un sous-ensemble de Y) et une réduc-
tion X préservant I’appartenance a X. Un probleme I de Y est dit Y-complet si tout
probleme de Y se X-réduit a IT : I’idée est que si I’on prouve pour seulement I’un de
ces problémes complets son appartenance a la classe X, alors on I’aura prouvé pour
tout probléeme de Y ; et si X est un sous-ensemble de Y, alors X et Y coincident. C’est
exactement le cas des classes P et NP : P est contenu dans NP et si un seul probléeme
NP-complet est montré soluble en temps polynomial, alors P = NP !

DEFINITION 2.21.— Soient X et Y deux classes de problemes de NPO et X une ré-
duction préservant I’appartenance a X :

Y-complet = {H eY: :vll' e Y,H’c)ch}

Parfois (généralement quand X C Y et qu’il n’y a dés lors que peu d’ambiguité),
la référence a la réduction ou a I’ensemble X est omise. On peut également aller cher-
cher les frontiéres a I’extérieur des classes, c’est la notion de problémes difficiles ; un
probléme II est difficile pour une classe d’approximation Y relativement a un certain
niveau d’approximation si tout probléme de Y se réduit a IT par une réduction préser-
vant ce niveau d’approximation (mais II n’est plus tenu d’appartenir a la classe Y).
Naturellement, tout probleme Y-complet est Y-difficile.

DEFINITION 2.22.— Soient X et Y deux classes de problémes de NPO et X une ré-
duction préservant I’appartenance @ X : Y-h= {II : VII' € Y, II' X I1}.

Par exemple :

— MinTSP € NPO-c [ORP 87]. Le probléme MinTSP est NPO-complet pour la
PO-réduction. Le probléme de voyageur de commerce de codt minimum est un pro-
bléme de NPO et si I’on sait le résoudre & I’optimum en temps polynomial, alors on
sait résoudre a I’optimum tout probléme d’optimisation de NP en temps polynomial.

— Max3-Sat € MaxSNPy-c [PAP 91]. Le probleme Max3-Sat est MaxSNP-
complet pour la L-réduction. Le probléme de 3-satisfaisabilité maximum est dans
MaxSNP, et s’il existe un schéma d’approximation polynomial pour Max3-Sat,
alors il en existe pour tout probléeme de MaxSNP (ainsi que pour tout probléeme
de MaxSNP, de par sa définition).
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— MInATSP € APX-c [PAP 93]. Le cas métrique du probleme de voyageur de
commerce est APX-complet pour la L-réduction. Un schéma d’approximation poly-
nomial pour ce probléme d’APX pourrait ainsi étre transposé par L-réduction a tout
autre probléme de la classe.

— MinDFNS (Minimum Directed Feedback Node Set) € APX-h [KAN 92] et
MiInFNS (Minimum Feedback Node Set) € APX-c [BAF 99]. Les cas orientés et non
orientés du probléme d’ensemble minimum de sommets retour sont APX-difficiles
pour la P-réduction, mais le cas non orienté est approximable a rapport constant. Un
schéma d’approximation polynomial pour I’un de ces deux problémes serait transpor-
table par P-réduction a tout autre probléme de la classe APX.

2.6.3. La fermeture

Soient Y une classe d’approximation et X une réduction quelconque ; on appelle

fermeture de Y pour X I’ensemble Y des problémes qui se X-réduisent & un pro-
bléme de Y.

DEFINITION 2.23.— Soient Y une classe de problémes de NPO et X une réduction :
Y* = {Il e NPO : 3" € Y, I X IT'}.

Nous en avons déja discuté au paragraphe 2.5.2 que les fermetures MaXSNPOP et

MaXNPOP des classes syntaxiques MaxSNP( et MaxNP, pour la P-réduction coin-
cident avec la classe d’approximation APX des problémes approximables a rapport
constant pour le rapport classique. Cette égalité de classes signifie notamment que si
un seul probléme de NPO qui soit MaxSNP-difficile pour la P, la L ou la E-réduction
admet un schéma alors tout probléme de la classe APX admet également un schéma,
autrement dit : un probléme MaxSNP-difficile pour toute réduction préservant les
schéma d’approximation sera APX-difficile, toujours relativement a une telle réduc-
tion. Or, PTAS est un sous-ensemble propre d’ APX, a moins que P n’égale NP : sous
I’hypothése contraire, on pourra dire de tout probléme montré MaxSNP-difficile qu’il
n’est pas schématable. Ces égalités ensemblistes, en mettant en regard des classes syn-
taxiques (dont les problemes peuvent se formuler sous une certaine expression) et une
classe d’approximation (dont les problémes ont été montrés approximables pour un
niveau d’approximation donné), sont d’une richesse incontestable.

2.7. Affinité entre problémes

2.7.1. Réductions continues

Nous présentons ici les réductions de Simon congues pour préserver les rapports
asymptotiques d’approximation car, d’une part, c’est un outil précieux qui nous sera
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fort utile au chapitre 6, mais surtout parce qu’elles constituent un premier pas vers
la relation affine entre problémes, relation qui nous intéressera tout particulierement
dans le cadre de I’approximation différentielle.

DEFINITION 2.24.— Soient IT et IT’ deux problemes de NPO tels que opt;; = optyy,
une réduction continue de II & I1’ est la donnée de trois fonctions f de Iy dans I,
g de Solyy f (I17) dans Solyy et g’ de Solyy dans Soly (f (I17)), toutes trois polynomiales
en |I|, et qui vérifient pour quatre constantes a > 0,5 > 0, a’ > 0etd > 0 les
propriétés suivantes :

1) VI € I1, Vs € SOIH(I) .

x mp(l,s) —b optyg = max

my (f(I),9'(s)) {

Q= =

AN\

x mm(I,s)+b opty = min
2) VI € Iy, Vs’ € Soln(f(I)):

L xmp (f(I),s') —b opty = max
L xmm (f(I),s')+b opty =min

AN\

mm (Ivg (SI)) {

Le produit a x a’ est appelé expansion de la réduction; si b = &’ = 0, la réduction
est dite absolument continue.

PROPOSITION 2.8.— Soient II et IT' deux problémes de maximisation (resp., de mi-
nimisation) de NPO, s’il existe un PTAA A r-approché pour IT’ et une réduction
continue de II & II' d’expansion aa’, alors il existe un PTAA Ap pour II r/aa’-
approché (resp., aa’r-approché) asymptotique, pour II.

Preuve. (Pour deux problémes de maximisation) Soient I une instance de II et s’ la
solution donnée par Ay sur f(I); onapar hypothése m (f(I),s") = rx B (f(I))
et I’on note s = ¢/(s’). Par C1, on a la relation S (f(I)) > (1/a) x Bu(I) — b et
par C2, mp(I,s) = (1/a’) x mu (f(I),s’) — b’ ; on conclut :

]‘ / /
mu(l,8) > S x B (f(D) =¥ > —fu(l) - Zb—b

Lorsque S (1) — oo, pi¥ = r/aa’. Remarquons aussi que si la réduction est absolu-
ment continue, alors la notion asymptotique disparait. |

En différentiel, pour espérer transporter un rapport d’approximation de I’instance
image a I’instance initiale, il faut étre en mesure de comparer les valeurs des pires
solutions sur ces deux instances ; c’est le sens de la propriété 2.1.

PROPRIETE 2.1— VI € Iy, wir(f(I)) = (1/a) x wn(I) — b (resp., < (1/a) x
UJH(I) +b)
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Effectivement, définies selon Simon, les fonctions g et g’ permettent de ne pas trop
dégrader la valeur d’une solution lors du passage d’une instance a I’autre (de f(I)a [l
etde I & f(I)), de sorte & pouvoir comparer la valeur d’une solution approchée sur I
a celle d’une solution approchée sur f(I) ainsi que la valeur optimale sur f(7) a la
valeur optimale sur I ; en revanche, cela n’offre pas a priori la possibilité de comparer
les valeurs des pires solutions de f(I) & I, manque que pallie la propriété 2.1.

PROPOSITION 2.9.— Soient II et II’ deux problémes de maximisation (resp., de mini-
misation) de NPO liés par une réduction continue R = (f,g,¢’) deITaIl’; si R est
d’expansion 1 et vérifie la propriété 2.1, alors tout PTAA Ay r-approché différentiel
pour II” induit un PTAA Ay pour II r-approché différentiel asymptotique, pour II.

Preuve. (Pour deux problémes de maximisation) Reprenant les notations de la preuve
précédente, on a par hypothése :

mrv (f(I),s") = rx B (f(I))+ (1 —7) xww(f(I)). [2.7]

Par ailleurs :
G (A1) > ~Bu(D)~b 2.8
mu(ls) > imn/ (F(D),s) -V [2.9]
o (FD) > 2@(1) iy [2.10]

En utilisant les expressions [2.8], [2.9] et [2.10], I’expression [2.7] devient :

() > o | (G0 =0) + (1= (Genn )| -v

a

> rfull)+ (1 —rwn(d) — ﬁ —b.

a/
Ainsi, puisque suppy;(I) < diamp(I) + 1 (les valeurs sont entiéres), on a §5° > r
lorsque suppp (1) — oo.

Remarquons qu’avec une expansion strictement inférieure & 1, on ne pourrait rien

. . clo] S . X
conclure a priori. Par la suite, on notera IT o IT’ une réduction continue de IT a II’
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d’expansion 1 qui vérifie la propriété 2.1, permettant ainsi de lier le degré d’approxi-
mation différentielle des problémes IT et IT'. |

Les réductions continues n’apportent pas que la garantie du rapport d’approxi-
mation : leur intérét supplémentaire par rapport aux autres réductions réside en la
fonction ¢’. Pouvoir revenir du probléme initial au probléme image s’avérera indis-
pensable pour la préservation des optima locaux, qui nécessite de relier les optima
locaux de I aux optima locaux de f(I). Souvent, nous omettrons d’expliciter g’, les
réductions proposées étant présentées comme réductions affines, mais la transforma-
tion sous-jacente sera toujours utilisée pour établir la préservation des optima locaux.

2.7.2. Réductions affines

Nous I’avons déja dit, la motivation principale de la définition du rapport différen-
tiel dans [DEM 94a] est la stabilité de la mesure d’approximation sous transformation
affine de la fonction objectif : il peut effectivement sembler légitime d’espérer ré-
soudre de facon équivalente, et méme considérer comme équivalents, conformément
a ce qui est fait en programmation mathématique, les problémes :

min  f(x) min kf(z) + K N
{s.c. rzeX et {s.c. reX keR*, KeR

Aussi définissons-nous un cadre d’équivalence entre problémes sous le rapport diffé-

rentiel afin de pouvoir, quand deux problémes sont identiques a une transformation

affine de leur fonction objectif prés, déduire des résultats d’approximation de I’'un a

I’autre. Notons que ce que nous présentons est une restriction de la notion plus géné-

rale d’équivalence sous le rapport différentiel définie dans [DEM 96].

DEFINITION 2.25.— Soient II et IT" deux problemes de NPO, on dit que IT se AF-
réduit & IT’ et I’on note I1 X 11’ s'il existe de I & IT' une réduction R = (f,g) qui
vérifie :

1) R surjective ;

2)VI € Iy, 3K € R, Fk; € R* (kr > 0 si optyy = optyy, kr < 0 sinon) tels
que s’ € Soliy (f(1)), muw (f(I),8') = krmu(I, g(s')) + Kr.

S’il existe une réduction affine de II a IT’ et de IT’ a II, on notera II A

PROPOSITION 2.10.— (Stabilité du rapport différentiel sous transformation affine)
Si VIL,LII' € NPO, R = (f,g) est une AF-réduction de II & I, alors VI € I,
Vs’ € Solw (f(1)), 6u(L, g(s")) = ow (f(1), s').

Preuve. (Pour k; > 0) Par définition, il existe deux réels k; > 0 et K; tels que
les évaluations de tout couple de solutions (s’, g(s’)) des instances f(I) et I sont
affinement liées par la relation : my (f(I),s') = kymn (I, g(s')) + K.
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Par la surjectivité de R, les pires solutions et les solutions optimales des deux ins-
tances coincident, modulo g : V¢’ € Sol (f(I)), mu (f(I),s") = mu (f(I),t) &
mu(I,g(s')) > (resp., <) mu (I, g(t)) (resp., muw (f(1), ') < mu(f(I),¥') &
mn(1,9(s")) < mn(I,g(t'))). Par la surjectivité de R, ceci, V¢ € Soly(I), est équi-
valenta:

o (1,9 () > Gesp. <) mn(1.0) = { P00 = Pt + i

D’ou les égalités pour tout couple de solutions (s’,s = g(s’)) € Sol (f(I)) x
SOIH(I) .

wir (f(1)) —mu (1)

) s /) B k[wH(I)+K]*(k‘[mn(1,8)+K])
wir (f(1)) = B (f(T)

) o ]f[wH(I)-FK[—(k]ﬂH(I)-FK])
wi(I) — mu(1,s)
wi(I) = Bu(l)

c’est-a-dire o/ (f (1), s') = ou({, s). |

PROPOSITION 2.11.— Si deux problémes II et IT’ vérifient 1125 11, alors tout algo-
rithme r-approché pour I’un est r-approché pour I’autre, au sens de la mesure diffé-
rentielle.

Preuve. Conséquence directe de la proposition 2.10. |

Il existe des relations plus intimes encore entre problémes, qui nous permettrons
plus tard de rapprocher, non plus seulement leur degré d’approximation, mais leur
structure méme ; c’est ce qui motive les derniéres définitions.

DEFINITION 2.26.— Une réduction R = (f, g) est bijective si et seulement si VI €
Ity gisol,y, (£(1)) €St une bijection de Solr (f (1)) sur Soly (7).

DEFINITION 2.27.— Une réduction fortement affine entre deux problemes IT et IT’ de
NPO, notée 12X IT', est une réduction R = (f,9) affine bijective. S’il existe deux

réductions fortement affines, I’'une de I a IT’, I’autre de I1’ & II, on notera I1 2011 et
les problemes IT & IT” seront dits affinement équivalents.

Lorsque IT P2 IT, la résolution des problémes IT = (17, Solyy, mry, optyy) et I =
(f(Irr),Solr (f(I)), mm, optyy) devient une et seule, pour tout degré d’approximation
différentielle considéré ; de plus, la bijection entre les ensembles de solutions des ins-
tances I et f(I), pour peu que leur structure soit semblable (distance constante entre
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deux solutions ou densité des espaces de solutions), assure la préservation des optima
h-locaux qui seront le sujet des prochains chapitres.

EXEMPLE 2.9.— Il existe des réductions fortement affines du probléme MinTSP a
MInATSP, de MinSC a MinRSSC, de Maxk-Sat a MaxEk-Sat ; comme il s’agit tou-
jours de réductions d’un probléme a sa restriction, ces couples de problemes sont
tous affinement équivalents. Pour illustration, nous montrons ici que les problémes
de minimisation et de maximisation de programmes linéaires en variables bivalentes,
notés MaxPL{0, 1} et MinPL{0, 1}, sont liés par une relation fortement affine. Une
instance I de tels probléemes est la donnée, sur un ensemble X de n variables a
valeur dans {0, 1}, d’un vecteur objectif ¢ & coefficients dans N, de m vecteurs de
contraintes a; de Z™, et d’un membre droit b vecteur de N™ ; le but est naturellement
d’optimiser le programme suivant :

(I) ﬁMaxPL(I) :I’Ing C-T
sc a;cx<b Vi=1,...,m
z; €{0,1} Vj=1,...,n

pour un probléme de maximisation, et :

(") BuminpL(I) = min ¢ -z
s.C ai-x=2b Vi=1,....m
z; €{0,1} Vi=1,...,n

pour un probléme de minimisation.

Soit maintenant I une instance du probléme MaxPL{0, 1} ; on lui associe I’ins-
tance I’ = f(I) de MaxPL{0,1} de paramétres ¢’ = ¢, a; = a; pour tout i =
1,...,metd, = T.a;—b pour toutz = 1,...,m, ou T = (1,...,1) désigne le
vecteur unitaire de R™ :

(1) Bmaxpr(I) = max ¢ x
s.C ai-x<b Vi=1,....m
z; €{0,1} Vji=1,...,n

(I') = f(I) ﬂMinPL(I/):InziIl c-x
s.C ai'$>T'ai—bi Vi=1,....m
' z; € {0,1} Vi=1,...,n

La construction se fait évidemment en temps polynomial en la taille de I’instance ini-
tiale, taille qui est donnée par la plus grande des quantités n, m et log(dmax) OU diax
désigne, en valeur absolue, la plus grande donnée numérique de I. Considérons a pré-
sent les ensembles de solutions des instances I et I’ : ils sont tous deux constitués
de vecteurs de {0, 1}", et I’on remarque que I’ est construite de telle sorte qu’un tel
vecteur z est solution réalisable de I’ si et seulement si T — x est solution réalisable
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de 1. Effectivement, la iéme contrainte a; - =z < 1 - a; — b; équivaut a la relation
b, > T a; —a; - x, or T a; —a; - T = a; - (T — ). Ainsi, la transformation g
qui associe a tout vecteur = de {0,1}" son opposé T — z transforme bien une solu-
tion de Solpy, (1) en une solution de Solpr, (1) et qui plus est, I’équivalence précédente
nous assure que g est une bijection de Solpy, (I”) sur Solpr,(I) : nous avons bien exhibé
une réduction (f, g) fortement affine de MaxPL{0, 1} & MinPL{0, 1}.

DEFINITION 2.28.— On dit que deux problémes II et I’ de NPO sont affinement

I A . A '
identiques et I’on note I1 I’ 'l existe une réduction R = (f,g) fortement affine
de IT & IT telle que la fonction f est surjective, c’est-a-dire f(Ir1) = Irr.

EXEMPLE 2.10.— Les problémes MaxIS, MaxSP, MaxCl et MinVVC d’une part, Max-
Sat et MinCCSP d’autre part, sont autant de cas de problémes affinement identiques.
Pour MaxIS et MaxSP par exemple, le programme linéaire a résoudre est le méme :

N
max 1 -x
A-xST
x € {0,1}"

La seule différence réside en I’interprétation que I’on en fait : la relation binaire repre-
sentée par A désigne-t-elle les arétes d’un graphe ou I’intersection non vide de deux
sous-ensembles? Ces deux problémes sont également équivalents du point de vue
de I’approximation classique ; pourtant, la méme relation qui existe entre MaxIS et
MinVC (prendre f = Id|j4—r, €t g : s — 5 de MaxIS a MinVC comme de MinVC
a MaxIS) n’a plus alors, en classique, les mémes conséquences (MaxIS ¢ APX quand
MinVC € APX).

Avec le rapport classique, une simple translation de la fonction objectif peut suf-
fire a transformer un probléme de la classe APX en un probléme non approximable a
rapport constant a moins que P = NP, comme en témoigne le passage du TSP mé-
trique au TSP général [MON 01d]. En différentiel, I’équivalence min/max fait parfois
prendre le meilleur (MaxTSP et MinTSP sont APX|[4]), et parfois le pire (MaxIS et
MinVC ont les mémes seuils d’inapproximation que MaxIS en classique). Un résultat
négatif (resp., positif) sur un probléme de maximisation se transporte du classique au
différentiel (resp., du différentiel au classique), mais il n’est pas de telle régle pour les
problémes de minimisation (considérer justement MinTSP qui est APX[6] mais non
APX, MinVC qui est APX mais non APX]é], si P # NP). La transposition d’un
résultat différentiel vers un résultat classique est évoquée dans [DEM 01] ; I’essen-
tiel est de retenir qu’il n’y a rien d’évident, et heureusement : apreés tout, il s’agit de
rapports différents et I’évaluation conjointe des problemes de NPO par ces deux me-
sures n’a d’intérét que pour la diversité, voire la divergence des conclusions produites
quant au degré d’approximation de ces problémes. Remarquons avant de conclure que
la possibilité de déduire un résultat différentiel d’un résultat classique est bien moins
probable que son inverse. Une condition nécessaire a I’établissement d’une telle im-
plication serait en effet que toute solution, méme une pire solution, réalise un rapport
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contant, soit que toute solution puisse étre déja considérée comme une bonne solution
au sens du rapport classique : wri(I)/Br(I) > € (¢ < 1) pour un probleme de maxi-
misation, wr(I)/Au() < e (¢ > 1) pour un probléme de minimisation ; et quand
bien méme une telle relation aurait lieu, on ne pourrait en déduire une approximation
différentielle qu’a la condition r > ¢ pour un probléme de maximisation, » < ¢ pour
un probléme de minimisation ou r est le rapport garanti par I’algorithme. Le rapport
différentiel ainsi obtenu serait alors de | — | /|1 — &.

2.8. Voyageur de commerce et affinité

Une instance I du probleme de voyageur de commerce (noté MinTSP ou MaxTSP)
est la donnée d’un graphe complet G(V, E') & n sommets et d’une fonctiond : E — N
de colt sur E. Le but est de trouver sur G un tour de valeur minimum ou maximum,
le colit d’un tour étant donné par la somme du codt des arétes qu’il traverse. Nous
mettons en évidence certaines équivalences entre différentes versions du probléme
de voyageur de commerce basées sur des réductions affines particuliéres qui, d’une
instance initiale a I’instance image, ne transforment que le cot des arétes. Soit IC une
fonction qui, a une instance I du voyageur de commerce, associe le couple de réels
(kr, Kr) € R x R*; on considére alors la réduction Ric = (fx, Idsol,sp) définie,
VI = (G,d) € Itsp, par:

frcI) = (G, dx) avec dx = kyd + K
Idso1sp fOnction identité sur Solrgp

Si une réduction Rk entre deux versions II et I’ du probléme du voyageur de com-
merce vérifie (i) VI € Itsp, k;y > 0 et opty, = optyy, ou (ii) VI € Itgp, kr < 0 et
optyr = optyy, alors elle est une réduction affine de 1T a IT’. Effectivement, soit I =
(G, d) une instance de II, tout tour s sur G vérifie :

mrse(fic(I),s) =Y di(e) =Y (krd(e) + K1) = kymrsp(I,s) +n x K;

eEs eEs

Ainsi, nous montrons I’équivalence de différentes versions du probléme de voyageur
de commerce en explicitant simplement la fonction X qui permet de passer d’une ver-
sion a I’autre. Notons que ce cas particulier d’équivalence affine entre deux instances
d’un probléme valué qui ne se distinguent que par une transformation affine de leur
fonction de valuation reste vraie de tout probleme valué dont les solutions sont de
taille constante. Tels, par exemple, sont les problémes de chaine Hamiltonienne (HPP,
Hamiltonian Path Problem) et d’arbre couvrant contraints (qui comprend notamment
le probléme k—depthSTP, k-depth spanning tree problem, probléme de I’arbre cou-
vrant de profondeur au plus k), dont les solutions sur un graphe a n sommets sont de
taille n — 1 (voir par exemple [MON 01c, MON 01a, MON 02]).



L’approximation polynomiale 57

2.8.1. Le cas métrique

Une instance (G, d) du probléme de voyageur de commerce est une instance du
cas métrique (TSP métrique, noté ATSP dans ce qui suit) si les distances sur les arétes
vérifient I’inégalité triangulaire : V(x,y, z) € V, d(zy) + d(yz) > d(zz).

LEMME 2.1.— MinTSP 25 MinATSP et MaxTSP 25 MaxATSP.

Preuve. Considérons la fonction K1 : (G,d) — (1, dmax), dmax = maxecg{d(e)};
la réduction Ry, est une réduction du TSP général au ATSP puisque les instances
construites vérifient bien Vi, j, k € V I’inégalité triangulaire : dic(ij) + dic(jk) =
2flmax + d(ig) + d(jk) > dic (i), i

2.8.2. Ses cousins

Si le TSP métrique vérifie I’inégalité triangulaire, deux nouvelles versions du pro-
bleme de voyageur de commerce issues de ATSP la vérifient presque ou la vérifient
trop : certains chercheurs ont introduit ces probléemes appelés métrique strict et mé-
trique relaxé en paramétrant simplement I’exigence d’inégalité triangulaire. Soit @ >
0 un rationnel, on ne demande plus au systeme d de distances de Vérifier pour trois
sommets x, y et z du graphe considéré la relation d(zz) < d(zy) + d(yz) mais
d(zz) < a(d(zy) + d(yz)). Si « est strictement inférieur a 1 (on le prendra alors
dans I’intervalle ]1/2,1[3), la relation est plus exigeante puisque I’inégalité devient
stricte, et I’on note ASTSP (.S pour Strict) I’ensemble des instances dont les distances
vérifient cette relation ; si en revanche « est strictement plus grand que 1, c’est que
I’on relache quelque peu la contrainte et I’on note alors ARTSP (R pour Relaxé) I’en-
semble des instances qui vérifient I’inégalité paramétrée. ASTSP étant le plus exi-
geant et ARTSP le moins exigeant, on remarque que les instances des trois familles
de problémes ATSP, ASTSP et ARTSP sont liées par la relation :

Instsp € IaTsp € IaRTSP

Aussi, tout résultat d’approximation pour le TSP métrique relaxé peut étre trans-
porté aux TSP métrique strict et métrique, tout résultat d’approximation pour le TSP
métrique peut étre transporté au TSP métrique strict, et ce quel que soit le type d’ap-
proximation considéré. Les versions minimisation de ces problémes ont été étudiées et
naturellement, le meilleur résultat classique d’approximation de la famille vaut pour
la version stricte, avec un rapport de 1 — (2« — 1)/(2 — «) pour « € [1/2,2/3] et
de 1 —2a/(3a% +1) pour o > 2/3 [BOC 00] ; le deuxiéme rapport est, nous I’avons

5. Pour a = 1/2, la seule valuation possible consiste & mettre la méme distance sur toutes les
arétes.
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déja évoqué, de 2/3 [CHR 76] pour la version classique, tandis que la version relaxée
a été montrée approximable a 2/(3a?) [BOC 02]. Or, nous allons voir qu’une fois de
plus, le rapport différentiel lisse les problémes, faisant taire leurs divergences.

LEMME 2.2.— Les problémes MinA,RTSP, MinATSP et MinA,RTSP d’une part et
les probléemes MaxA ,RTSP, MaxATSP et MaxA ,RTSP d’autre part, sont équivalents
du point de vue de leur approximation différentielle.

Preuve. Nous montrons les deux séries de réductions affines :

MinA,RTSP ‘% MInATSP > MinA,STSP

MaxA,RTSP & MaxATSP ‘& MaxA,STSP

Le principe reste le méme, il consiste a transformer le jeu de distances d en un
jeu d’ par une transformation affine. De ARTSP a ATSP pour commencer, il s’agit
de trouver une transformation telle que les distances d et d’ vérifient : d(zz) <
a(d(zy) + d(yz)) = d'(xz) < d'(zy) + d'(yz). Tentons I’expérience avec d’ dé-
fini comme étant, sur chaque aréte ¢, la somme de la distance initiale d(e) et d’une
constante k, a déterminer; ainsi d'(zz) < d'(xy) + d'(yz) < d(zz) +k <
d(zy) + d(yz) + 2k. Nous voulons donc pouvoir déduire de la relation d(z,z) <
a(d(zy) + d(yz)) I'inégalité d(zz) < d(zy) + d(yz) + k, ce qui nous permettrait
d’établir larelation o (d(zy) + d(y2)) < d(zy)+d(yz)+k. Ainsi k doit vérifier pour
tout triplet {z,y, 2z} : k > (a — 1)(d(zy) + d(yz)). En posant k = 2(a — 1)dpax, ON
est assuré du résultat.

De ATSP a ASTSP a présent : selon le méme principe, nous cherchons une
constante h telle que la relation d(x, z) < d(zy)+d(yz) induise I’inégalité : d’'(zz) <
a(d (xy)+d (yz)) & d(zz)+h < a(d(zy) + d(yz) + 2h). Cela revient & demander
d(zy)+d(yz) < a(d(ry) +d(yz)) +2ha—h < d(zy) +d(yz)(1—a) < h(2a—1).

En posant & = 2dmax(1 — @) /(2a— 1), on obtient bien ce que I’on cherchait et la
preuve du lemme est compléte. |

2.8.3. Le cas bivalué

Pour les problémes de type (TSPab, a < b), les arétes du graphes ne peuvent
prendre que la valeur a ou b. Dans le cadre du rapport différentiel, tous les problemes
de voyageur de commerce bivalués se raménent au cas TSP12 pour lequel le parcours
d’une aréte codte soit 1, soit 2.

Ce cas ultime du cas métrique a fait, en classique, I’objet de nombreuses études.
[PAP 93] nous apprend notamment qu’il est APX-complet, approximable a 7/6; en
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revanche, on sait aussi qu’on ne peut I’approcher a mieux de 5381/5380 [ENG 99].
Si les distances sont asymétriques (c’est-a-dire que les distances de deux arétes (a, b)
et (b, a) peuvent différer), MinTSP12 est approximable & 17/12 [VIS 92], mais on ne
peut atteindre 2805,/2804 —  pour aucun ¢ strictement positif [ENG 99]. Enfin, méme
en le réduisant & des graphes denses, MinTSP12 n’admet pas de PTAS [FER 99].

LEMME 2.3.— MinTSPab % MinTSP12 et MaxTSPab 25 MaxTSP12.

Preuve. Utiliser la transformation (G, d) — (1/(b — a), (b — 2a)/5b — a)). 1

2.8.4. Le cas général

Désignons par TSP1 la restriction du probléme de voyageur de commerce aux
instances pour lesquelles dy,i, = min.cg{d(e)} = 1; la proposition suivante, en éta-
blissant I’équivalence entre MinTSP (resp., MaxTSP) et MinTSP1 (resp., MaxTSP1),
nous permettra de toujours supposer dp,i, = 1.

LEMME 2.4.— MinTSP 25 MinTSP1 et MaxTSP 25 MaxTSP1.

Preuve. Utiliser la transformation (G, d) — (1,1 — din)- |

LEMME 2.5~ MinTSP 5 MaxTSP et MinTSPab &5 MaxTSPab.
Preuve. Utiliser la transformation (G, d) — (—1, dmin + dmax)- |

Le lemme 2.5 met en évidence une différence importante entre I’approximabi-
lité¢ du TSP en classique et en différentiel. 1l est bien connu qu’en approximation
classique, MinTSP ne peut étre approché & moins de 2°(™ o p est un polyndme
quelconque (ceci peut étre facilement démontré par une transformation simple du ré-
sultat de [SAH 76]), tandis que MaxTSP est approximable & 5/7 si le vecteur des
distances est symétrique, & 38/63, sinon [RAO 94]. En revanche, comme le montre
le lemme 2.5, les deux problemes sont affinement équivalents (et par conséquence
équi-approximables) pour I’approximation différentielle.

Le théoréme suivant récapitule les résultats démontrés dans cette section.

THEOREME 2.1.— Les problemes et familles TSP, TSP1, ATSP, A,RTSP et A,STSP
sont tous totalement équivalents (dans leurs versions minimisation et maximisation)
quant a leur degré d’approximation différentielle. Les problémes et familles TSPab et
TSP12 sont tous totalement équivalents (dans leurs versions minimisation et maximi-
sation) quant a leur degré d’approximation différentielle.
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2.9. Conclusion

La recherche en termes de rapport différentiel est encore récente, et les liens entre
les différentes classes d’approximation classiques, différentielles et logiques, leur po-
sitionnement relatif dans la hiérarchie des problemes de NPO, ne sont pas encore bien
établis, contrastant avec la connaissance que I’on en a en approximation classique.
Par exemple, nous ne savons actuellement comment se situent sur 1’échelle différen-
tielle certains problemes-clefs en approximation classique tels MaxSat et Max3-Sat,
ni n’avons déterminé de problémes-clefs dans le cadre différentiel, problémes com-
plets dessinant les frontiéres, pour autant que P soit différent de NP, entre les classes
d’approximation différentielle.

Les rapports étant différents, ils n’expriment forcément pas la méme description
de NP et la difficulté relative des problémes vis-a-vis de leur degré d’approximabi-
lité; il est cependant instructif de voir comment une réduction classique entre deux
problemes II et II’ se traduit parfois en différentiel par une réduction de II a une ver-
sion plus difficile de II’ : nous pensons notamment, mais cela reste & démontrer, que
la L-réduction générique proposée dans [PAP 91] de tout probléme de MaxSNP a
Max3-Sat pourrait étre vue, sous I’angle différentiel, comme une réduction affine de
tout probléme II de MaxSNP & MaxMaximal(k)3-Sat o0 MaxMaximal(k)3-Sat dé-
signe la restriction de Max3-Sat aux optima k-locaux du probléme, k dépendant du
nombre d’opérateurs du prédicat ¢ descriptif des éléments des solutions de II. Les
réductions mettent en relation pour I’analyse classique les solutions de I’instance ini-
tiale I avec des « bonnes » solutions de I’instance image f(I). Il est courant que
la transformation f « grossisse » le probléme en y introduisant des « mauvaises »
solutions, la preuve en est la restriction de I’ensemble Solp (f(I)) que font cer-
tains chercheurs & un sous-ensemble St (f(I)) qui soit plus représentatif de I’en-
semble initial de solutions Solr(I) [AUS 95b, YAN 97]. Or, en différentiel, la prise
en compte de la pire solution interdit d’éluder ces mauvaises solutions : la réduc-
tion exhibe dans le cas différentiel une homothétie entre les deux ensembles de solu-
tions Sol (1) et Sol (f (1)) qui doit considérer des solutions dans toute I’envergure
de Solr (f(I)), quand le rapport classique se contente de translater Soly(I) sur une
partie pertinente de Soly: (f (1)), en délaissant ainsi toute une partie. Donnons pour
illustration deux preuves de complétude dans MaxSNP proposées dans [PAP 91] que
nous nous sommes amusés a regarder sous I’angle différentiel : les L-réductions de
MaxIS a Max2-Sat et de Maxk-Sat-B a Max|S-(B + k — 2) se transforment en réduc-
tions affines de MaxIS a MaxMaximal2-Sat (on entend par Maximal la restriction de
I’ensemble des solutions aux affectations qui sont optima 1-locaux), de Maxk-Sat-B
a MaxMaximallS-(B + k — 2) (on entend par Maximal la restriction de I’ensemble
des solutions aux stables maximaux). Ces réflexions et les réductions abordées dans
ce document peuvent donner I’'impression qu’en différentiel, deux problémes sont soit
affinement liés, soit non comparables ; cette impression est bien évidemment fausse,
de nombreuses réductions, notamment des réductions continues, ayant déja été éta-
blies [DEM 98, DEM 99b]. Il s’agit cependant bien d’une mise en avant du degré
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supérieur de difficulté de rapprochement non trivial de deux problémes en différen-
tiel, parce que ce rapport exige une proximité plus forte qu’en classique entre les
espaces de solutions. Ainsi, il est possible que I’on fasse, sous I’angle de ce rap-
port, apparaitre plus de familles de problémes, sans nécessairement étre en mesure
de rapprocher et regrouper ces familles en termes de classes. Un obstacle essentiel
a I’établissement d’un résultat de complétude en approximation différentielle est le
fait que pour certains problemes de NP, la notion méme de pire solution est mal
définie : prenons pour exemple le probleme CDFA (Consistent Deterministic Finite
Automata), décrit en particulier dans [SIM 90]; il s’agit, sur un alphabet = = {0,1}
et étant donnés deux ensembles de mots P C ¥* et N C X*, de concevoir un au-
tomate déterministe fini capable d’accepter les mots de P, mais pas ceux de N, a
I’aide d’un minimum d’états (tout autre mot de * pouvant étre accepté ou non). Qui
pourrait donner en toute rigueur et sans équivoque le nombre d’états d’un automate
déterministe fini acceptant P et non N avec le plus grand nombre d’états possible ?
Ce que I’on veut exprimer ici, c’est I’idée que la définition (ou la connaissance que
I’on en a) des problémes IT = (max, Iy, Solr, m) ou IT = (min, Iry, Soly, my) de
NPO est parfois trop faible ou trop imprécise pour permettre d’appréhender la réa-
lité cachée derriére les solutions optimales du probléme II = (min, I11, Soly, M)
ou IT = (max, Iy, Solr, miy).

Les difficultés évoquées ci-dessus (et la surprenante frilosité de la communauté
scientifique & I’égard de cette ouverture du champ d’investigation de la discipline)
ne doivent pourtant pas décourager les recherches sur cette voie. D’une part, I’ap-
proche différentielle se justifie d’elle-méme dans le cadre de la résolution approchée
avec garantie de performance : pour certaines décisions, se savoir aussi loin de la
pire solution que proche de la solution optimale (61 (1,7T) > wr(1)/2 + Bu(I)/2)
peut &tre plus crucial que de se savoir & moitié de I’optimum (o (I, T) > Ou(I)/2).
D’autre part, s’il était besoin de la défendre, il suffirait pour y parvenir de se remé-
morer nombre d’algorithmes approchés pour ce rapport qui ont été trouvés [DEM 98],
certains se basant sur la définition syntaxique des problemes [MON 01b], certains
égalant et améliorant méme les meilleurs résultats classiques connus pour les pro-
blémes concernés (MaxTSP, MaxHPP, Max f-depthSTP, voir [MON 01a, MON 0lc,
MON 01d, MON 02]), d’autres permettant d’en approcher qui sont non approximables
amoins que P n’égale NP en classique (MinC, voir [DEM 94b]), d’autres encore par-
venant méme a des schémas différentiels [DEM 99a]. Par ailleurs, la réduction affine
est un outil qui, en établissant des classes d’équivalence, permet de regarder comme
un seul des problémes que I’on aurait pu considérer comme différents, réduisant en
quelque sorte la taille de NPO, sous le regard différentiel.

Il faudrait ainsi réfléchir & une définition de NPO qui soit non pas artificielle,
mais cohérente avec I’approche différentielle au sens de la caractérisation de la pire
solution, pour élargir comme il se doit la perspective différentielle d’un simple outil
d’évaluation des algorithmes et des problémes & une vision compléte de I’approxima-
tion polynomiale et de I’appréhension de NPO.



Chapitre 3

Optimum local garanti

3.1. Quelques concepts
3.1.1. Qu’est-ce qu’un algorithme de recherche locale ?

Avant de parler d’optima locaux, il faut avoir défini une notion de proximité : les
fonctions voisinage nous permettent de le faire.

DEFINITION 3.1.— (Voisinage) Soit IT un probléme d’optimisation, un voisinage V
pour II est une fonction qui a toute solution s de toute instance I de II associe un
sous-ensemble V(I, s) de solutions autour de s; les éléments de V(I,s)\{s} sont
appelés solutions voisines de s.

Etant donné un voisinage V sur II, un optimum local d’une instance I n’est autre
gu’une solution au moins aussi bonne que ses voisins. Attention, on ne cherche pas une
solution optimale sur un sous-ensemble statique, mais une solution optimale sur un
ensemble centré autour de cette solution : il s’agit donc d’un sous-ensemble évolutif
en fonction de la solution courante et I’optimalité locale ne se définit pas a partir d’un
sous-ensemble défini a priori mais a partir de la solution considérée et des voisins
qu’elle désigne, pour une structure de voisinage donnée.

DEFINITION 3.2.— (Optimum local) 5 est optimum local de I relativement a V si et
seulementsi Vs € V(I, 8), mn (I, $) = mp (1, s).

Disposant d’un probléme et d’un voisinage, il est facile de déterminer un optimum
local. Partant d’une solution, on explore son voisinage a la recherche d’une éventuelle
meilleure solution, et ainsi de suite jusqu’a ce que la solution courante n’ait pas de
meilleur voisin : ¢’est un optimum local. Cette recherche est formalisée sous le nom
de LSA (Local Search Algorithm) : algorithme de recherche locale.

63
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DEBUT
(1) S1 = AH(I) H
(2) s=ws4;

(3) 0K« FAUX;
(4) TANT QUE —0K FAIRE

(5) déterminer V(I,s);

(6) s’il existe s’ € V(I,s) telle que mp(I,s’) > my(I,s)
7 ALORS s =’ ;

(8) SINON OK = VRAI;

9 FIN SI

(10) FIN TANT QUE
(11) retourner s
FIN

Figure 3.1. L’algorithme LS4

3.1.1.1. LSA - algorithme de recherche locale

Etant donnés un probléme II & résoudre, un voisinage V pour II et un algorithme
polynomial approché Ay pour II, un algorithme de recherche locale se déroule selon
la description donnée par la figure 3.1.

EXEMPLE 3.1.— Une illustration toute simple de mise en ceuvre de LSA est donnée
par la recherche de solutions maximales ou minimales : une solution maximale (resp.,
minimale) vis-a-vis d’une certaine propriété P est un ensemble tel que tout ensemble
qui le contient strictement (resp., tout sous-ensemble strict) ne vérifie plus P ; il s’agit
donc d’une solution réalisable telle que I’ajout (resp., le retrait) de tout élément ren-
drait la solution résultante non réalisable. Ces solutions, souvent discutées, sont assez
naturelles puisqu’obtenues par des algorithmes gloutons particuliers qui incarnent les
stratégies les plus basiques qu’il soit et que I’on pourrait traduire ainsi : « prendre le
vide et ajouter tant que possible » pour un probléme de maximisation, « prendre le
tout et enlever tant que possible » pour un probléme de minimisation.

Cette stratégie, appliquée au probléme de stable maximum sur un graphe G(V, E),
est décrite par la figure 3.2.

La solution initiale, le vide, est bien réalisable et obtenue en temps polynomial (al-
gorithme Ajg). Par ailleurs, le voisinage sous-entendu considére comme solutions voi-
sines d’un ensemble de sommets U donné tous les sous-ensembles de V' contenant U
plus un sommet, U moins un sommet (bien que la recherche se fasse explicitement sur
les solutions de type U plus un sommet puisque I’on cherche a améliorer la solution),
ce qui revient formellement a la définition suivante :

VU CV, V(G,U) =U| {U\ {v}:ve U J{UU {v} :veV\U}
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DEBUT

(1) U=As6)=0;

(2) 0K « FAUX;

(3) TANTQUE —O0K FAIRE

(4) s’il existe v € V\U tel que UU {v} stable
(5) ALORS U =UU {v};

(6) SINON OK = VRAI;

" FIN SI

(8) FIN TANT QUE
(9) retourner U
FIN

Figure 3.2. Recherche d’un stable maximal

Ainsi, avec ces précision sur A;s et V(G, U), I’algorithme de la figure 3.2 est bien
un LSA.

Ceci-dit, nous avons déja étudié au cours de ce document un LSA permettant d’ob-
tenir une solution minimale : il s’agit de I’algorithme SOLMIN de I’exemple 2.2! La
solution initiale consiste a prendre tout I’ensemble, puis on enléve, un par un et tant
que possible, c’est-a-dire tant que la solution résultante reste réalisable, des éléments
de la solution. Non seulement c’est un exemple d’algorithme de recherche locale,
mais en plus il permet d’obtenir de bonnes solutions approchées pour MinSubsetSum ;
nous verrons plus tard qu’en réalité, cet algorithme entre pleinement dans le cadre des
classes GLO qui nous intéresse essentiellement et sera défini au paragraphe suivant.

3.1.1.2. Complexité d’un LSA

La solution initiale (ligne 1) est obtenue en temps p(|7]). A Iintérieur de la boucle
TANT QUE (ligne 4), la ligne 5 qui consiste en la construction du voisinage nécessite
un temps de I’ordre de |V(I,s)| x ty(I) si ty(I) représente le temps maximum de
passage d’une solution a une solution voisine pour le voisinage V sur I’instance I.
L’évaluation des voisins demande un temps au plus [V(I, s)| X t,, (1) Si ¢, (1) est le
temps d’évaluation d’une solution sur I’instance I, supposé polynomial par définition
de NPO. Enfin, la boucle TANT QUE est itérée au plus diamy (1) = |wn(I) — S (1)
fois : les coefficients de la fonction objectif ainsi que les variables étant a valeurs
entiéres, la valeur de la solution augmente si opt;; = max, diminue sinon, d’au moins
une unité a chaque itération.

3.1.1.3. Conditions nécessaires et conditions suffisantes de polynomialité

Il est nécessaire pour le parcours du voisinage de la solution courante que celui-ci
soit de taille polynomiale ; il faut de plus que la construction de tout voisin a partir
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de la solution courante soit elle-méme polynomiale. On traduit ces exigences par les
deux conditions nécessaires :

1) 3 p polynéme tel que VI, Vs € Soln (1), |V(I,s)| < p(|1]);
2) 3 p polyndme tel que VI ¢y, (I) < p(|1]).

Quant au nombre d’itérations de le boucle TANT QUE (ligne (4) de I’algorithme
de la figure 3.1), on ne peut s’assurer de sa polynomialité qu’en bornant le nombre
d’étapes que nécessiterait le passage d’une solution de valeur my (1, A (I)) & un
optimum de valeur G (Z). Une condition suffisante pour que (4) soit polynomiale
est de n’avoir qu’un nombre polynomial de valeurs possibles pour les solutions du
probléme entre les valeurs my (I, A (1)) et S (1) ; soit,

1) il existe un polynéme p qui vérifie pour toute instance I :

ar =my (1, s1)
n(ar) = {mnu(l,s) = ar,s € Soly

Malheureusement, cette condition n’est pas vérifiable a priori en temps polyno-
mial.

Nous distinguons deux fagons de vérifier 1 : soit le probléme lui-méme n’admet
gu’un nombre polynomial de valeurs distinctes pour toute instance (c’est notamment
vrai si le probléme est polynomialement borné), soit c’est a nous qu’il revient de se
rapprocher de la valeur optimale en partant d’une bonne solution Ay (I). Effective-
ment, si la valeur d’une solution optimale est bornée par un polynéme, c’est-a-dire si
VI € I, |Bu(I)| < pg(]1]), il suffit alors pour rendre la recherche locale polynomiale
de partir d’une solution initiale « assez proche de I’optimum », soit de disposer d’un
algorithme Ay approché a rapport constant ~ pour le rapport classique :

An(I) = rpu(I) si opty = max
An(I) < rpu(I) si opty = min }

[An(l) = Bu(D)| < [1 = r|Au(l) <[1—rlps(|1])

Ces réflexions nous ménent aux conditions suffisantes suivantes :
1) 3 p polynéme tel que VI, supp (1) < p(|1]);
2) IT € APX et Br1(1) est polynomial.

Cette discussion nous aura enseigné que I’on ne peut assurer a priori I’efficacité en
temps d’un algorithme de recherche locale : cela dépend fortement du probléme (ou de
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la restriction d’un probleme général & une famille d’instances particuliéres) traité ainsi
que de la définition de voisinage considérée. Ce point est un champ d’investigation a
lui seul dont nous donnerons quelques clefs au chapitre 7, discutant les principaux
travaux et résultats quant a la difficulté d’obtention d’optima locaux dés lors que I’on
s’éloigne du cadre polynomialement borné [KLA 96, KRE 89, YAN 97].

REMARQUE 1.— Dans I’idée d’améliorer le temps d’exécution d’un LSA ou la qua-
lité de I’optimum local qu’il procure, des interventions peuvent étre faites a différents
niveaux : celui de la solution initiale (partir d’une bonne solution, d’une solution fa-
cilement améliorable, d’une solution a rapport constant de I’optimum. .. ), ou encore
celui du choix du voisin améliorant (premiere solution améliorante, meilleure solution
améliorante, autres critéres génériques ou spécifiques).

3.1.2. Voisinages h-bornés

Le voisinage est la notion centrale de ce chapitre puisque c’est elle qui définit la
localité ; or, un voisinage n’est autre qu’un ensemble de points autour d’une solution
donnée. Cependant, notre but étant de construire a partir de ces voisinages des algo-
rithmes polynomiaux, nous ne nous intéresserons naturellement qu’a des voisinages
polynomiaux, c’est-a-dire qu’une solution, quel que soit le probléme traité, aura un
nombre polynomial de voisins. Aussi faudra-t-il a I’avenir s’en tenir a cette nouvelle
définition du voisinage.

DEFINITION 3.3.— Soit IT un probléme de NPO, un voisinage sur II est une fonction
V : It x Sol; — P(Solpr) qui & toute solution s € Soly;(I) de toute instance I € Iy
associe un sous-ensemble V(I,s) C Solr(I) de solutions de I contenant s, de taille
au plus py (]I]) ou py, est un polyndme.

Par ailleurs, nous souhaitons définir une famille de voisinages qui permette de
reconnaitre une classe de problémes dont la spécificité serait d’avoir de bons optima
locaux relativement & un rapport d’approximation donné. Reprenons alors la remarque
faite en [AUS 95b] concernant la définition fort générale de voisinage que nous venons
de donner : si II est dans la classe APX][R] pour un certain algorithme A, la fonction
qui a toute instance I et toute solution s associe I’ensemble V' (I,s) = {s, A(I)} est
bien un voisinage, conformément a la définition que nous venons d’en donner ; or, tout
optimum local pour ce voisinage faisant au moins aussi bien que la solution A(T), il
garantit le méme rapport constant d’approximation que A et cela, quel que soit le rap-
port considéré. Une telle définition nous menerait ainsi a considérer simplement les
classes APX|[R] alors que I’on souhaiterait justement par I’étude des optima locaux
révéler des propriétés structurelles de ces classes! Il faut donc trouver une définition
pertinente pour la reconnaissance de problémes dont les optima locaux auraient un
bon ou un mauvais comportement vis-a-vis des rapports d’approximation. Enfin, il
faut également pour étre en mesure de construire ces voisinages savoir quelle est, d’un
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point donné, la visibilité que I’on s’offre de I’ensemble des solutions. Nous avons vu
dans le paragraphe 3.1.1 que la mise en ceuvre d’un LSA polynomial était condition-
née par le nombre de voisins d’une solution mais aussi par le temps de construction
d’un voisin a partir de toute solution. Les voisinages manipulés en recherche opéra-
tionnelle, quel que soit le cadre de recherche (méthode taboue comme approximation
polynomiale), suivent souvent le principe qui consiste & obtenir les voisins d’une solu-
tion en changeant un nombre constant de composantes de celle-ci (ajout/suppression
de sommets pour des problémes de couverture, échange d’arétes pour des problémes
de tournées... ). Ou dit autrement, a partir d’une solution donnée, on borne la visi-
bilité de I’ensemble des solutions & une distance d’un certain nombre, constant, de
transformations de la solution courante. Ces voisinages peuvent étre regroupés sous
le formalisme des voisinages h-bornés proposés dans [AUS 95b], qui offrent une ré-
ponse a ces exigences et que nous définissons a présent. Mais avant de manipuler
la notion de borne, il faut définir une distance entre les solutions des instances des
problemes de NPO.

DEFINITION 3.4-VII € NPO, VI € Iy, Vs,t € Soln(I), d(s,t) = ||s — t]j1 =
S Jsi = tal.

DEFINITION 3.5.— Soient IT un probléme de NPO et h une constante, le voisinage V2
h-borné pour IT est défini en toute solution s comme I’ensemble des solutions au plus
h-distantes de s : Vh, VI € Iy, Vs € Solp(I), VE(I,s) = {t € Soln(I) : d(s,t) <
h}.

Par abus de langage, on qualifiera de h-borné tout voisinage V contenu dans un
voisinage h-borné, soit toute fonction V' vérifiant : VI € Iy, Vs € Soln (1), V(I,s) C
VA(I,s). Lorsque I’on parlera, pour une constante 4 et un probléme II donnés, du
voisinage h-borné sans autre précision, on se référera a tout V. Pour une constante
universelle h et un probléme II de NPO, soit I une instance de II, le nombre de solu-
tions h-distantes d’une solution quelconque s € Soly; (1) est majoré par un polynéme
en la taille de I’instance :

h
I
tresoin(n): sty < 131 < 3 (M) < pigaye
1=1
ouVp,qe Ntelsque0 < g <p:
-t
q) d@—-q)!

Enfin, la construction d’une solution voisine & toute solution de toute instance
demande un temps constant : les voisinages h-bornés remplissent les conditions né-
cessaires de déroulement polynomial d’un algorithme de recherche locale présentées
dans la section précédente.
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EXEMPLE 3.2.— Le probléme du voyageur de commerce consiste a déterminer, sur un
graphe complet G(V, E) arétes-valué a n sommets, un tour de moindre codt, le colt
d’une solution étant donné par la somme des codits des arétes qui la constituent. Pour
plus de clarté, on note ici [i, j] I’aréte d’extrémités i et j; les variables du probléme
sont alors les m = n(n — 1)/2 variables booléennes s, associées aux arétes e, =
[we, ve] du graphe G & qui I’on préte la signification suivante :

Ve=1,...,m, s, =1 & I'aréte e, est prise dans la solution
Une solution s du probléme est donc un vecteur de {0, 1}™ et une telle solution

est réalisable si les arétes correspondant aux composantes non nulles de s forment un
tour.

; i+1 ; i+ 1

P 4 N 4 \\
( p ( i
! L — |
| I | |
1 1 I I
S I . 1
\\\\ ’/’y \\\\ //"

j+1 J j+1 7

Figure 3.3. le voisinage 2-opt

Nous présentons pour ce probléme le voisinage 2-opt, qui consiste a échanger deux
arétes d’un tour contre les arétes croisées (voir figure 3.3). Prenons pour illustration le
tour T =(1,2,3,...,n— 1,n, 1) qui correspond a I’affectation s définie par :

Ve=1,....m, sp =1 & [ug,ve] = [ug, ug + 1] 0U [ug, ve] = [n, 1]
Soient deux sommets i et j > ¢, ils ont comme sommets adjacents dans le tour T’
les sommets ¢ + 1 et j + 1. En échangeant les arétes [i,: + 1] et [j, 5 + 1] contre

les arétes [i,j] et [¢ + 1,7 + 1], on obtient un nouveau tour 7" voisin de T" pour le
voisinage 2-opt :

T =(1,2,....i—1,i,5,j—1,...,i+2,i+1,j4+1,7+2,....,n—1,n,1)
Ce tour correspond a la solution s’ définie par :

1—s¢ [Ug,?}g] € {[sz + 1]7 [ivj]’ [.7’] + 1]v [Z +1,7+ 1]}

szl,...,m{ .
s¢  sinon
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Ce voisinage est 4-borné puisque que d’un voisin a I’autre ne change I’affectation
que de quatre variables.

3.2. Lesclasses GLOI[R]

Dans cette section, on s’intéresse exclusivement aux structures de voisinages h-
bornés. [AUS 95b] introduit la classe GLO des problémes polynomialement bornés
de NPO qui garantissent la qualité de leurs optima locaux ; cette étude s’est révélée
fort enrichissante quant & la connaissance de la nature de NPO puisque les auteurs
sont parvenus a établir des résultats de classes. Mais avant d’en venir a I’évocation de
tels résultats, définissons déja la notion d’optimum local garanti.

DEFINITION 3.6.— Soit R € {p,d} une mesure d’approximation, un probléme II ga-
rantit pour R la valeur de ses optima locaux s’il existe pour une constante r € |0, 1]
et un entier h un voisinage h-borné V tel que tout optimum local s vis-a-vis de V de
toute instance I réalise un rapport d’approximation Ry (Z, §) d’au moins r.

DEFINITION 3.7.— Soit R € {p,d} une mesure d’approximation, un probléme II est
dans GLO[R] s’il garantit la qualité de ses optima locaux et si I’on sait, pour le
voisinage qui permet d’établir cette garantie, déterminer un optimum local en temps
polynomial.

Comme & I’habitude, on note GLO pour le rapport classique et GLO[4] pour le rap-
port différentiel. Plus précisément encore, on désigne pour tout entier 2 par GLO(h) et
GLO[d](h) les ensembles de problémes garantissant la qualité de leurs optima locaux,
respectivement pour les rapports classique et différentiel, vis-a-vis d’un voisinage h-
borné. Dans les classes GLO[R], il faut distinguer deux choses : les optima locaux de
qualité garantie (ce que I’on pourrait qualifier de Strict-GLO) et la garantie d’obten-
tion d’un optimum local en temps polynomial ; le but restant de trouver des solutions
approchées en temps polynomial, nous nous restreindrons toujours pour les classes
GLOIR] aux instances des problémes pour lesquelles on sait trouver un optimum lo-
cal en temps polynomial. C’est dans cet esprit que Ausiello et d’Atri [AUS 95b] ont
placé GLO dans NPO-PB, car cette restriction est suffisante a la déduction de PTAA &
rapport constant a partir du bon comportement global des optima locaux du probléme
général considéré. La majeure partie des résultats obtenus sont ainsi donnés pour des
problémes polynomialement bornés (ou la restriction aux instances polynomialement
bornées de problémes) de NPO : c’est, le plus souvent, cette condition qui sera tes-
tée pour s’assurer qu’un probléme ayant de bons optima locaux soit dans GLO ou
GLOId]. Les recherches menées par d’autres auteurs en matiére de complexité des
LSA et qui seront abordées au chapitre 7 laissant peu d’espoir de déroulement poly-
nomial hors de ce cadre, la restriction aux instances polynomialement bornées, bien
que d’apparence grossiére, ne semble pas, aux lumiéres de ces travaux, si restrictive
que cela.
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3.3. Exemples simples pour voisinages 1-bornés

Nous présentons ici des problemes dont les optima locaux pour un voisinage 1-
borné ont un rapport d’approximation constant, pour les mesures classique et diffé-
rentielle. Pour beaucoup, ces solutions sont les solutions maximales ou minimales
selon qu’il s’agisse de problémes de maximisation ou de minimisation. Nous avons
déja défini les notions de maximalité et de minimalité au cours de I’exemple 3.1 et
montré (du moins pour le cas du stable) que la recherche de ces solutions n’était autre
qu’une mise en ceuvre de LSA ; nous allons un peu plus loin dans ce paragraphe, en
caractérisant d’une part le voisinage considéré comme voisinage h-borné, en montrant
d’autre part que les algorithmes qui permettent d’obtenir de telles solutions, bien que
naifs, sont déja pour certains problémes des algorithmes approchés a rapport constant.

THEOREME 3.1.—

i) MaxCut
i) MinDS-B
i) Maxis-p (€ GLONGLOP]
iv) MinVC-B

Tous ces problémes se posent sur des graphes simples G(V, E') supposés connexes
et admettent comme solution des sous-ensembles U de sommets de V. Remarquons
au préalable que les problémes de maximisation pour lesquels la pire des solutions
a une performance nulle (wr(G) = 0 VG) sont équi-approximables vis-a-vis des
deux rapports d’approximation puisque les deux mesures coincident alors ; or, c’est
justement le cas des problemes MaxCut et MaxIS-B avec U = () comme pire so-
lution de valeur nulle. Remarquons également que tous ces problemes sont polyno-
mialement bornés puisque la taille d’un sous-ensemble de sommets (resp., d’arétes
pour MaxCut) est bornée par la taille de I’ensemble de sommets (resp., des arétes) :
max{wn(G), Bu(G)} < |V] (resp., |E|). De plus, on a pour MaxIS et MaxCut la
solution triviale U = ) de valeur nulle, pour MinVC et MinDS la solution U = V de
valeur |V].

Une solution est donc un sous-ensemble ou plutdt, un vecteur s € {0,1}!V1 re-
présentant ce sous-ensemble : s, = 1 < w € U. Sur ces solutions, le voisinage
1-borné considére comme solutions voisines d’une solution s € {0, 1}/V! toutes les
solutions dont I’affectation d’au plus une composante differe de s. Autrement dit,
ce voisinage considere comme solutions voisines d’un sous-ensemble U C V tous
les sous-ensembles de sommets obtenus & partir de U en lui ajoutant ou lui retirant
un sommet. Ce voisinage désigne comme optima locaux pour les problémes MaxIS,
MinDS et MinVC les solutions maximales et minimales.

Considérant donc pour voisinage V le voisinage 1-borné, nous allons évaluer la
performance des optima locaux de ces différents problémes pour V. L’appartenance
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de chacun de ces problemes a GLO a été montrée dans [AUS 95b] par I’entremise de
ces mémes optima locaux.

PROPOSITION 3.1.—
1) MaxCut € GLO[4] ;
2) MinDS-B € GLO[d];
3) MaxIS-B, MinVC-B € GLO[J].

Preuve du point 1. Pour ce probléeme, les mesures classique et différentielle sont une
seule et méme mesure ; aussi reprenons-nous ici, dans un simple but illustratif, la
démonstration de [AUS 95b]. Soit G(V, E) un graphe et soit U un sous-ensemble
de sommets. On rappelle que le probléme MaxCut de coupe maximum consiste a
déterminer un ensemble de sommets U C V' qui maximise le nombre d’arétes entre
les ensembles U et U ol U désigne I’ensemble V\U complémentaire a U dans V. On
note pour tout couple (U;, Us) de sous-ensembles de V' {Uy, Us) I’ensemble des arétes
reliant un sommet de U; & un sommet de Us et U1, Us)| la cardinalité de cet ensemble.
L’ensemble U est un optimum local si et seulement si le changement d’affectation
d’un sommet «. de U a U ou de U & U n’améliore pas la solution, soit si U Vérifie :

vueT, |({u},U)|<|({u},U)]

B [3.1]
vueU, |({u},U)]<|{({u},T)]

L’expression [3.1] implique :

> [{uh, U) + ;UK{U}’UH < X {uh O+ 2 [({u}, U)

u€lU uel uelU
® 2(U,T)| +2|(U,U)] < 2|(T,U)|
= |E‘ - mCut(G7 U) < mcut(G, U)

c’est-a-dire m(G,U) > | E|/2. De larelation 5(G) < |E| on déduit alors le rapport :

mcut (G7 U) > l
ﬁCut(G) - 2
et ceci conclut la preuve du point 1 de la proposition.

5(G,U) =

Preuve du point 2. Le graphe G est a degré borné par B (tout sommet a au plus B
voisins). Un ensemble dominant est un sous-ensemble de sommets U C V' qui vérifie

Ve e T, |({z},U)] =1 [3.2]
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L’objectif est de déterminer un ensemble dominant U de taille minimum. La suite de
la preuve repose sur les remarques suivantes.

REMARQUE 2.- U dominant = [U| > |V|/(B + 1). En effet, I’expression [3.2]
implique [U] < [(U,U)| = >, cp I{u}, U)| < BJU|. L’expression précédente avec
|U| = |V| — |U] conclut la preuve de la remarque.

REMARQUE 3.— Si U est un ensemble dominant minimal, alors U est un ensemble
dominant. En effet, le graphe G étant supposé connexe, tout sommet y € U est relié a
I’ensemble U ou son complémentaire U ; or, si i n’est relié qu’a des sommets de U,
U\{y} est toujours dominant, ce qui contredirait la minimalité de U : y est donc relié
a au moins un sommet de U, autrement dit « Vu € U, [{{u},U)| = 1 ».

REMARQUE 4.~ U dominant minimal = |U| < B|V'|/(B + 1). En effet par la re-
marque 3, U est dominant, et d’aprés laremarque 2 : |U| > |V|/(B + 1) qui implique
|U| < B|V|/(B+1).

Avec fps > |V|/(B + 1) (I’optimum est lui-méme dominant), wps = |V (la pire
solution consiste & prendre tous les sommets) et |U| < B|V|/(B + 1), on obtient le
rapport éps(G,U) = (wps — |U[)/(wps — Bps) = (n—|U|)/(n— Pps) = 1/B.
Ceci termine la preuve du point 2 de la proposition.

Preuve du point 3. Le graphe G est toujours a degré borné par B. Un stable est un
ensemble de sommets deux a deux non adjacents, une couverture est un ensemble U
de sommets tel que I’'une au moins des deux extrémités de toute aréte de F se trouve
dans U. Pour MaxIS, il s’agit de déterminer un stable de taille maximum ; d’autre
part, pour MinVC, une couverture de taille minimum. Ces deux problémes sont deux
expressions d’un seul puisque le complémentaire de tout stable est une couverture et
le complémentaire de toute couverture est un stable :

Ustable < U, U) =0 < FE= {,V) < U couverture

Encore une fois, ces deux problémes étant liés par une transformation affine de leur
fonction objectif, ils sont totalement équivalents sous I’angle du rapport différentiel :

MaxI1S 25 MinVC et MaxIS-B 2 MinvC-B.

Or, I'appartenance de MaxIS-B a la classe GLO a été montrée par dominance
d’un stable maximal dans [AUS 95b], avec un rapport d’approximationde 1/B + 1 :
on déduit de ce résultat I’appartenance des deux problémes MaxIS-B et MinVC-B a la
classe GLO[0], par les voisinages 1-bornés, pour un rapport différentiel de 1/B + 1.
L’argument de ce rapport classique s’appuie sur la remarque suivante.

REMARQUE 5.— U stable maximal = U dominant. En effet, tout sommet « de U
est relié a un sommet de U, sinon w« pourrait &tre intégré au stable U, contredisant sa
maximalité.
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De fait, on obtient de la remarque 2 larelation U dominant = |U| > |V|/(B+1)
qui permet de conclure |[U| > n/(B + 1) > pis/(B + 1). Ceci termine la preuve du
point 3 et de la proposition. |

Ce rapport peut étre amélioré & 1/B en considérant un stable optimal U*. Notons
Up=U\U"etU; = U*\ U, tout sommet u de U est relié a un sommet de U :
on sait déja que u est relié a un sommet v de U, et par stabilité de U*, ce sommet v
ne peut étre dans U N U* ! En rapportant ainsi la relation de U a U a une relation de
U\U*aU*\U,onobtient :

|Ux |

Uy| > = B|U| > B|Ur|+[UNU*| > [Ui| + |UNU*| = Bis

Enfin si B n’est plus seulement une borne mais le nombre exacte de sommets
adjacents & tout sommet, soit dans le cas de graphes B-réguliers, le rapport d’approxi-
mation différentiel de tout optimum 1-local des probleme de Stable et de Couverture
de sommets est porté, pour des graphes connexes, a 2/(B + 1). Effectivement, on re-
marque alors que, pour la couverture de sommets, toute solution d’une instance I doit
intégrer au moins m/B sommets pour couvrir tout E, chague sommet permettant de
couvrir au plus B arétes; or, dans le cadre de graphes B-réguliers, les nombres m et n
d’arétes et de sommets sont liés par larelation : 2xm = 2|E| = >77_, d(v;) = Bxn.
Ainsi, de Syc(I) = m/B on déduit Byc(I) > n/2, et une couverture minimale U,
qui est toujours de taille au plus n x B/(B+1) par dominance de U, réalise un rapport
différentiel de : vc(I,U) = (n — |U|)/(n — Bvc(I)) = 2/(B +1).

3.4. Limite des voisinages h-bornés

Considérons le probléme MinDS, sans borne sur le degré des sommets. Pour le
voisinage 1-borné, les optima locaux de MinDS ne garantissent aucun rapport puisque
I’on peut construire une famille (G,,),,>1 de graphes en étoile de fagon & exhiber sur
cette famille une suite d’optima locaux U, tels que :

pDS(Gn;Un> —+> Oet(SDS(Gn7Un) — 0

n—-+4o0o
Effectivement, si pour tout n € N le graphe G, est défini, Vn > 1, par G,, = ({r} U
Vi, Ey,) avec:

Vn - {'Ulana---aUn}
E, = {r}xV,

et que I’on considére la solution approchée U,, = V,, de valeur n, alors Ops(G) =
1 pour U* = {r} et wps(G) = n + 1 pour Uy, = {r} U V,. Ceci implique
pDS(Gna Un) = 6DS(G7L7 Un) = 1/” —n—+oo 0.
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Pourtant, il suffit simplement d’élargir le voisinage 1-borné V(G, U) a une solution
supplémentaire pour obtenir un rapport différentiel de 1/2 : la solution complémentaire
U = V\U. L’ensemble de voisins V'(G,U) = V(G,U) U {U} reste polynomial en
taille comme en temps de construction et tout optimum local U au sens de V' nous
assure toujours, en tant qu’optimum 1-local, la dominance de U, mais aussi |U| <
Ul = Ul < [VI/2.

Cet exemple illustre I’intérét que 1’on pourrait avoir & considérer conjointement
une solution s et sa solution complémentaire T — s, & la fois proches étant le miroir
I’une de I'autre, et éloignées puisqu’elles ne coincident sur aucune composante. La
famille des voisinages du type V(I,s) U V(I, T —s) ou V(I,s) U {T — s} pour
un voisinage h-borné V est une extension du concept de voisinage h-borné qui in-
tégre cette notion de complémentarité : on s’intéresse aux solutions distantes de h
ou p(|I|) — h au lieu des seules solutions h-distantes de la solution courante. De tels
voisinages ont été définis et exploités dans [ALI 97] et semblent étre une source d’ins-
piration prolifique pour la conception d’algorithmes approchés par la recherche locale.
Une définition de tels voisinages et leur application aux problémes de satisfaisabilité
seront présentées au chapitre 5.

3.5. Réductions préservant I’approximation locale

Qui dit classe dit réduction : nous I’avons vu, la réduction est un outil puissant
qui permet d’ordonner les problemes a I’aide de classes en fonction de leur com-
plexité de résolution mais aussi, de fagon plus atomique, de déduire des résultats d’ap-
proximation d’un probléme a un autre. Le but étant de préserver I’appartenance aux
classes GLO[R], il faut pouvoir transposer a la fois une structure de voisinage et un
rapport de performance d’un probléme a un autre. Soient II et IT’ deux problémes
de NPO, nous voulons une réduction de IT a IT’ qui permette, si II’ garantit la qualité
de ses optima locaux pour un voisinage V', de déduire un voisinage V pour II tel que
tous les optima locaux définis par V' garantissent également un certain niveau d’ap-
proximation. Les besoins sont donc de deux ordres : il faut d’une part préserver I’ap-
proximation a rapport constant (par exemple par A-réduction), d’autre part pouvoir
relier, afin d’étre en mesure d’utiliser cette préservation du niveau d’approximation,
tout optimum local du probléme de départ a un optimum local du probleme d’arrivée.
On exigera donc du triplet (f, g, ¢) les deux conditions de performance et de localité
suivantes.

CONDITION 3.1.—

Performance : R2p (f(I),s") =2 r = Rln(I,g(s")) = c¢(r) pour R1,R2 € {p,d};

ptimum local de I implique 35" optimum local sur f(I) telle que

Localité : 5 o
§) = mn(I,g(8")).

mir (I,
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Plusieurs moyens de préserver le niveau d’approximation ont déja été présentés
au cours du chapitre précédent a I’occasion du paragraphe 2.6.1.3 ; en revanche, nous
n’avons pas encore évoqué la fagon de préserver la localité : c’est I’objet de la section
suivante. Puisqu’il s’agit de préserver I’optimalité locale par la transposition, d’un
probléme & un autre, d’une structure de voisinage, nous parlerons de réduction de
voisinage.

3.5.1. Préserver le voisinage

La déefinition suivante spécifie une notion de réduction de voisinage que nous uti-
liserons dans la LOC-réduction présentée plus loin.

DEFINITION 3.8.— Une réduction R = (f, g) entre deux problemes IT et IT’ de NPO
est une réduction de voisinage si elle vérifie : VA’ € N, VYV’ h'-bornésur f(I), 3h € N,
3V voisinage h-borné sur I tel que VI € I, les solutions de I vérifient alors la
condition de localité relativement & V et V', c’est-a-dire Vs optimum sur V(I, §), 33’
optimum sur V'(f(I), §') telle que mp (I, ) = mn (I, g(3")).

3.5.1.1. La LOC-réduction

Nous présentons dans un premier temps la réduction de voisinage proposée par
[AUS 95b], que nous désignerons par le terme de LOC-réduction (« LOC » pour
LOCal, bien sir). Les auteurs font la remarque que souvent, une réduction (f,g)
met I’ensemble de solutions Solr(7) en rapport avec un ensemble bien plus impor-
tant Solr (f(I)) ; si cela ne nuit pas & la préservation (en classique tout du moins) de
qualités d’ordre global, il est en revanche préférable pour la préservation des optima
locaux de se restreindre a un sous-ensemble St/ (f (1)) de Solm (f(I)), qui soit en
quelque sorte une image combinatoire de Soly(1).

Le role d’une LOC-réduction ( f, g) est d’associer a tout voisinage h’-borné sur I
un voisinage h-borné sur I, de sorte de pouvoir, si s et s’ sont deux solutions de
Soly(I) etde Sp (f (1)) reliées par la fonction g (soit s = g(s’)), déduire de I’optima-
lité locale de s sur Solr (1) I’optimalité locale de s’ sur St/ (). L’ensemble St (£ (1))
étant constitué des « bonnes » solutions de Solr (f(I)), il suffit que s’ soit optimum
local sur Sty (f(I)) pour I’étre sur Solr (f(I)), permettant ainsi de vérifier comme il
se doit la condition de localité demandée.

Pour répondre aux exigences d’une réduction de voisinage, la LOC-réduction
s’appuie donc sur un sous-ensemble St/ (f (1)) de Solr (f(I)) et se munit de quatre
propriétés. La surjectivité d’abord, qui permet de recouvrir Soly; (1) par g(Sm (f(1))),
car si I’on se restreint a un sous-ensemble de solutions de I’instance image, on veut
néanmoins que celui-ci permette de relier toute solution de I’instance initiale a une
solution de I’ensemble St/ (f(I)) considéré :

g(Su(f(I))) = Soln(I) < V35 € Soli(1I), Is" € S/ (f(I)) : s = g(s)



Optimum local garanti 77

La monotonie partielle ensuite, qui traduit la stricte monotonie réduite a I’en-
semble St/ (f(I)) : si sur cet ensemble une solution est strictement meilleure qu’une
autre, il devra en étre de méme de leurs images par g sur Soly (). Cela nous permettra
de préserver I’optimalité locale des solutions de Solr (1) & S/ (f(I)), car alors, si une
solution s est au moins aussi bonne qu’une autre solution ¢ de 7, on déduira des so-
lutions g=1(s) N S (f (1)) qu’elles sont également, sur f(I), au moins aussi bonnes
que les solutions de g—1(t) N St (f(1)).

REMARQUE 6.— Si la réduction ( f, g) vérifie la propriété de monotonie partielle alors
ona:VI € Iy, VS C S (f(I)), Vs € S, g(s') optimum sur g(S’) implique s’
optimum sur S”.

Une fois les solutions de Solr (1) et Sov(f (1)) reliées de la sorte par leur perfor-
mances relatives, il faut a présent introduire des outils qui permettent de transporter,
de f(I)a I, des structures de voisinage. Considérons deux voisinages V' et V, respec-
tivement pour II" et IT ; nous rappelons que le but est de relier & tout optimum local s
de I un optimum local s’ de f(I) tel que s est au moins aussi bonne solution que g(s’),
dans I’idée de transporter I’éventuel bon comportement des optima locaux de II’ sur
les optima locaux de II. Pour ce, on définit dans un premier temps la propriété de lo-
calité qui n’est autre que la surjectivité de voisinage réduite a I’ensemble S (f (1)) :
cette propriété exige que I'image g(s’) de toute solution ¢’ voisine d’une solution s’
de St (f(I)) sur V(I,s") NS (f(I)) soit également voisine de g(s’) sur Solr ().

Ainsi, on sera en mesure de déduire de I’optimalité locale d’une solution s de
Soly; (1) I’optimalité locale des solutions g=*(s) N S (f(I)) sur S (f(I)).

REMARQUE 7.— Si (f, g) Vvérifie la propriété de localité, on déduit, pour toute solu-
tion s’ de St/ (f(I)), la relation suivante : si g(s’) est optimum sur V(I,g(s’)) im-
plique g(s’) est optimum sur g(V'(f(I),s") N S (f(1))).

Il ne reste plus alors qu’a se ramener & tout Soly (f(I)), par la propriété de domi-
nance, qui exige que tout optimum local sur Sy (f (1)) soit en réalité optimum local
sur tout Solr (f (1)) ; ainsi, St (f (1)) suffit bien a relier les optima locaux de Soly (1)
a ceux de Solr (f(I)).

DEFINITION 3.9.— Une réduction R = (f, g) entre deux problemes IT et II’ de NPO

est une LOC-réduction si elle vérifie les propriétés suivantes (on note, pour toute

instance I de Iy, I' = f(I)) :
-

1) VI € Iy, 3Sw (I’) C Solp (I') tel que :
Surjectivitél : g(Sm(I')) = Soln (1) ;

1. Pour rapprocher une solution s de Soly; (7) d’une solution s’ € g~ (s) de S (I').
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Monotonie partielle? : Vs',¢' € Sp/(I'), si mu/(I',s") < mp (I',¢), alors
mu(l,g(s") < mu(l, g(t'));
2) V' constante, 3k constante telle que :
Localité3 : ¥V’ voisinage h’-borné pour I’ 3V h-borné pour II vérifiant VI € I,
Vs' € S (I'), gOV' (I, s") N S (1)) C V(T, g(s"));
Dominance? : Vt' € Sp (1), si t’ estun optimum sur S (I') N V' (I’,t'), alors ¢’ est
un optimum sur V' (I, ¢').

PROPOSITION 3.2.— Une LOC-réduction R entre deux problémes II et I’ de NPO
est une réduction de voisinage.

Preuve. Soient V le voisinage h-borné induit sur IT par la propriété de localité, I une
instance de I et § un optimum local de I relativement & ce voisinage ; on déduit
successivement des propriétés de la LOC-réduction :

surjectivité : 35" € Sy (I') telle que § = ¢(&') ; ceci implique :

localité : g(V'(I’,5") NS (I')) C V(I, §) ; ceci implique :

monotonie partielle : § optimum sur V'(I’,§") N Sy (I') ; qui implique & son tour :
dominance : " optimum sur V'(I’, ). |

Considérons a titre d’exemple la proposition suivante donnée dans [PAP 91] et
prouvons que la réduction congue par les auteurs est une LOC-réduction.

PROPOSITION 3.3~ MinVC-A "8 MinDS-(2 x A).

Preuve. Soit I = G(V, E) une instance de MinVC-A ol |V| = n et |E| = m, on lui
associe I’instance I’ = H(W, F') de MinDS-(2 x A) suivante :

W = VuVvE, VE:{vl,...,v’”
F = EUEY, EV:{vilv’,vhv’:ei:fuilvbEE}

avec |W| = m+net|F| = 3m. Si le degré de tout sommet v € V de I’instance initiale
est borné par A, le degré de tout sommet w € T de I’instance image sera borné par
2x A:siw=wv € V,achaque fois que v est adjacent a un sommet v’ dans G, il sera
dans H adjacent a ce méme sommet ¢/, ainsi qu’au sommet e; représentant dans V' ©

2. Pour la préservation de I’ordre relatif des solutions de Solr (I) a Sy (I").
3. Pour déduire de I’optimalité locale de s sur Soln () I’optimalité locale de s’ sur S (I').
4. Pour déduire de I’optimalité locale de s’ sur Sy (I') I’optimalité locale de s’ sur Solyy (I”).
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de I'aréte vv’; si w = e; € VF, c’est qu’il correspond a une aréte v;,v;, de G et
il sera alors seulement adjacent dans H aux deux extrémités v;, et v;, de I’aréte du
graphe initial.

Les couvertures U des arétes de E sur GG sont les ensembles dominants sur W
contenus dans V, et les solutions comprenant des sommets de V' ¥ sont toujours domi-
nées par une telle solution : étant donnée une aréte e;, on peut toujours, pour couvrir les
sommets v;,, v;, et v?, remplacer v¢ par I’'une des extrémités v;, ou v;,. Nous allons
donc considérer comme sous-ensemble de solutions réalisables du probléme d’en-
semble dominant I’ les solutions correspondant a des solutions du probléme initial,
soit Sps(I’) = Solyc([I). La propriété de surjectivité est ainsi bien vérifiée. On vérifie
aussi facilement les propriétés de monotonie partielle et de localité en associant a tout
ensemble dominant D de Sps(I’) la couverture g(D) = D : la monotonie est clai-
rement vérifiée et pour toute constante 4, les voisins relativement a tout voisinage V
h-borné d’une solution g(D) = D coincident avec I’image par ¢ des voisins de D
pour ce méme voisinage, soit g(V(I', D) N Sps(I')) = V(I, D) = V(I,9(D)). En-
fin, la propriété de dominance est naturellement vérifiée, puisque c’est elle-méme qui
nous a suggéré le choix de Sps(Z”) : un ensemble D optimum sur V(I', D) N Sps(I’)
sera optimum sur tout V(I’, D), la considération de sommets de V¥ ne pouvant, au
mieux, que ne pas dégrader la solution. |

Notons que cette réduction, congue pour préserver les schémas d’approximation
et prouver la complétude de MinVC-B dans MaxSNP, préserve également le rapport
constant classique (Byc(I) = Bps(I’), et de tout ensemble dominant D sur I’ on
sait déduire en temps polynomial une couverture U de taille inférieure ou égale) ; en
revanche, elle ne préserve pas I’approximation différentielle (wps(I’) = wyc(I)+m).

3.5.1.2. La LOC’-réduction

Souvent il est agréable de disposer de différents outils quand il s’agit de tenter
de relier les problémes entre eux; le chapitre 6 consacré aux réductions dans les
classes GLO I’illustre bien, les deux réductions LOC et LOC’ étant utilisées tour
a tour. Pour construire notre réduction de voisinage, nous imposons les trois pro-
priétés de surjectivité, de stricte monotonie et de surjectivité relativement aux voi-
sinages h-bornés. En réalité, la LOC’-réduction est une LOC-réduction qui consi-
dére non plus un sous-ensemble de solutions de I’instance image, mais I’ensemble
entier Solr (f(I)). Ainsi, la surjectivité réduite & St (f (1)) redevient la surjectivité
classique, la monotonie partielle une stricte monotonie des solutions de Solr (f(1))
a leur image par la fonction g dans Soly;(7), la localité s’étend de la restriction du
voisinage d’une solution & Sy (f(I)) au voisinage entier devenant la surjectivité de
voisinage, et la propriété de dominance disparait. La motivation dans ce cas d’une telle
définition de réduction, plus exigeante que la précédente, tient simplement en la sim-
plicité relative qu’elle apporte et le lien plus intime qu’elle traduit entre les ensembles
de solutions, lien qu’il est toujours intéressant de mettre a jour.
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DEFINITION 3.10.— Une réduction (f, g) est strictement monotone si elle vérifie :
VI € Iy, V(s',t') € Solp (f(I)), si le fait que mm (f(I),t") = mu (f(1),s),
implique mu (1, (")) > mu(1, g(s")).

REMARQUE 8.— Si (f, g) est strictement monotone alors on a la propriété : VI € Iy,
vS" C Solp (f(1)), Vs € S, g(8") optimum sur ¢g(S”) implique &’ optimum sur S’.

DEFINITION 3.11.— Une réduction (f, g) est voisinage-surjective si et seulement si
YV’ voisinage h’-borné pour II', 3V voisinage h-borné pour II tel que VI € Iy,

Vs € Solw (f(1)), g(V'(f(I), ")) € V(I,9(s")).

C’est notamment le cas lorsques g préserve les distances de I’instance f(I) a I’ins-
tance I, en posant simplement V = g(V’).

REMARQUE 9.— Si (f,g) est voisinage-surjective alors les solutions des problémes
sont liées par la relation : Vs’ € Solp/ (f(I)), si g(8") est un optimum sur V(I, g(§')),
alors g(8’) est un optimum sur g(V'(f(1),§)).

DEFINITION 3.12.— Une LOC’-réduction d’un probléme IT a un probléme II’ est une
réduction R qui est a la fois surjective, strictement monotone et voisinage-surjective.

PROPOSITION 3.4.— Une LOC’-réduction R entre deux problemes IT et I’ de NPO
est une réduction de voisinage.

Preuve. Soit ) le voisinage h-borné induit sur II par la réduction R = (f,g) et un
voisinage V' h/-borné pour IT', et soit § un optimum local de I au sens de V; on
sait par surjectivité de R : « 35’ € Soli(f(I)) : § = ¢(§’) ». Il vient alors : les
faits (i) s optimum sur V(I,3), (ii) s = ¢(8') et la remarque 9 impliquent 5 opti-
mum sur g(V'(f(I),3")). S’appuyant sur la remarque 8, on en déduit §’ optimum
sur V'(f(I),8"). L’équivalence « (s’ optimum sur V'(f(I), §")) — (8’ optimum local
de f(I)) » conclut alors la preuve de la proposition. |

Nous avons, dans la définition méme des LOC’-réductions, cité explicitement la
structure de voisinage h-borné, et cela dans I’'unique but d’alléger la notation, étant
donné que nous ne travaillons pour I’instant qu’avec cette seule structure de voisinage.

Cependant, la LOC-réduction comme la LOC’-réduction aspirent a plus d’uni-
versalité que cela et I’on voit facilement que de telles transformations peuvent étre
définies pour toute structure de voisinage considérée. Nous utiliserons notamment au
chapitre 6 des LOC’-réduction sur des structures de voisinages miroirs h-bornés, qui
considerent conjointement les solutions au plus h-distantes et au moins n— h-distantes
d’une solution donnée, si n désigne la taille de la solution, et cela pour comparer des
problémes du point de vue de leur appartenance aux classes CGLO[R], définies au
chapitre 5, section 5.2.
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Remarquons enfin que toute LOC’-réduction est une LOC-réduction (S (') =
Solr (I") pour toute instance I du probléme initial) et qu’en revanche, toute LOC-
réduction n’est pas une LOC’-réduction. Effectivement, les propriétés de monotonie,
de surjectivité et de localité sont demandées sur un sous-ensemble de I’ensemble des
solutions de I’instance d’arrivée et non sur I’ensemble entier, d’ou la propriété supplé-
mentaire de dominance : on met en relation les ensembles Soly (1) et St (1) au lieu
des ensembles Soly(I) et Solp/(I”). Cela permet de mettre de c6té dans I’instance
d’arrivée des mauvaises solutions qui pourraient mettre en défaut la stricte monotonie
et qui sont non pertinentes pour I’établissement d’un rapport d’approximation. Notons
que ce raffinement de la réduction par rapport a une réduction de type LOC’ semble
malheureusement peu exploitable en différentiel du fait de la prise en compte de la
pire solution : les solutions évincées, justement parce qu’elles sont dominées, peuvent
dégrader la pire solution, de sorte que la réduction entre les deux instances, si elle est
une A-réduction, ne sera que rarement une A[d]-réduction.

Enfin, la strict-PLS-réduction définie dans [JOH 88] pour transporter les algo-
rithmes de recherche locale (du type algorithme de la figure 3.1) d’un probléme a
un autre est trés proche de la réduction de voisinage, avec toutefois la restriction que
les voisinages V et V' sont fixés : on ne s’intéresse pas alors seulement aux problémes
mais aux couples (problémes, voisinage) ; cette réduction et de facon plus globale les
concepts manipulés dans [JOH 88] seront présentés section 7.1.

3.5.2. Laréduction dans GLO[R]

Pour obtenir une réduction qui préserve I’appartenance 8 GLO[R], il suffit main-
tenant de coupler les propriétés d’une réduction structurelle de voisinage avec celles
d’une réduction de performance telle la A-réduction. Puisqu’il existe différentes fa-
cons de concevoir de telles réductions (réductions continue et affine pour la perfor-
mance, LOC- et LOC’-réductions pour la localité), nous placerons ces différents ou-
tils sous le terme générique de G-réduction.

DEFINITION 3.13.— Soient IT et II’ deux problémes de NPO, on dit que II se G-réduit

- , G[RLR2] _ . . . . e
all’etl’onnote IT o " II' s’il existe trois fonctions f, g et ¢ qui vérifient pour

deux mesures d’approximation R1 et R2 :
- (f, g,c) estune A[R1, R2]-réduction;
— (f, g) est une réduction de voisinage.

PROPOSITION 3.5.- V(II,II') € NPO si I e € GLOJ[R2], alors

11 € GLO[R1].

Preuve. Le probléme II’ appartient & GLO[R2] si, pour une certaine constante en-
tiere A’ et un voisinage 1, il existe une constante strictement positive ' telle que
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tout optimum local s’ de toute instance I’ de Iy, admet un rapport d’approximation
R21(I', ") d’au moins . Soit alors V le voisinage h-borné induit sur II par la ré-
duction de voisinage (f, g) et le voisinage V', d’aprés les propriétés de la réduction
de voisinage et de la A-réduction, ona: VI € Iy, V5 € Soly (1), § est optimum local
de I relativement a V; ceci (G étant une réduction de voisinage) implique 35" opti-
mum local de f(I) pour V' telle que mr (1, 8) = mu (7, g(8")) et, par le fait que G est
une A-réduction, nous pouvons conclure que R2r(f(I),5") > v = Rln(l,3) >
Rlp(I,¢(8") = c(r") > 0 (les mesures d’approximation étant toujours croissantes
en la qualité de la solution). |

3.5.3. Exemples

Nous donnons dans ce paragraphe deux exemples de G-réductions; la premiére
permet de transférer des propriétés d’approximabilité d’un probléme a un autre, tandis
que la seconde le fait, pour le méme probléme, d’une mesure d’approximation & une
autre.

PRrRoPOSITION 3.6.— MaxSP chaxIS.

Preuve. Considérons les problémes MaxSP et MaxIS et la structure de voisinages h-
bornés; le probléeme MaxSP de couplage dans un hypergraphe consiste, étant donnée
une collection C de sous-ensembles C1, Cs, ..., C, d’un ensemble D de taille m, a
extraire un nombre maximum de sous-ensembles C; d’intersection vide, soit & maxi-
miser la quantité p = |C’| o0, C" = {C},,Cy,,...,C;,} € Ctel que Vk < I €
{1,...,p},C;, NC}, = 0.

La réduction naturelle de MaxSP a MaxIS consiste a construire a partir d’une
instance I = (D, C) du premier probléme une instance f(I) = G(V, E) du second en
associant a chaque sous-ensemble C; de la famille C un sommet v;, et en créant une
aréte vjv; a chaque fois que deux ensembles C; et C;, correspondants comporteront
des éléments communs :

fiI=(D{C,...,Cp})

B Vo= v, v
=crm={ i 2 G ane, 40

La construction de I’instance f(I) prend un temps au plus n>m? pour considérer
les couples d’ensembles (C;, C;/) et comparer leurs éléments. Les deux instance I et
f(I) ont le méme ensemble de solutions {0, 1}™ et une telle solution s sera interprétée
de la fagon suivante :

—s; =1« C; € C' pour I’instance I du probleme MaxSP;
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—s; =1< v; € U pour I’instance f(I) du probléme MaxIS.

Ainsi, la fonction g est la fonction identité : g = Id : {0,1}" — {0,1}", s+ g(s) =
s, ce qui induit une réduction évidemment surjective. Par construction, la relation « s
stable dans G' < s couplage dans C » est vérifiée :

s stable dans G & Vi<y, sjxsp=1 = wvjuvy¢FE
= Vj<j/, S]’XSj/:]. = ijcj/:(b =
s couplage dans C

Les deux instances ont donc méme ensemble de solutions réalisables. De plus, toute
solution s a méme valeur sur les instances I et f(I) (effectivement : Vs € {0,1}",
mis(G,s) = mgp(C,s) = Y i, s;), ce qui est un cas caractérisé de monotonie
et méme mieux, de A-réduction. Enfin, soit & une constante, les voisins k-distants
d’une solution s sont les mémes sur I et f(I); aussi en proposant pour tout voisi-
nage V'’ considéré pour MaxIS le voisinage g()’) pour MaxSP, on vérifie allegre-
ment la surjectivité de voisinage puisque : Vh, V)’ voisinage h-borné, Vs € {0,1}",
g(V'(f(I),s)) =V(I,s). 1

ProprosITION 3.7.— VII € NPO,

. Glp,d
1) si opt; = max, alors IT [opc ]H;

. Glp,0
2) si opty; = min et o €]1, +o0[ tel que VI, wi(I) < afn(l), alors IT [&O]H.

Preuve du point (1). Considérer simplement le fait que, pour un probléme de maximi-
sation, les rapports d’approximation vérifient, VI € Iy, la relation :

wr (1)

Bu(l)

Preuve du point (2). Considérer maintenant le fait que, pour un probléme de minimi-
sation, les rapports d’approximation vérifient, VI € Iy, la relation :

1 o B wH(I)
@) = on(l) + (1 5H(I))6n(1)

pr(l) = on(l) + (1 — dn(1))

On peut affiner 1égérement le résultat du point (1) de la proposition 3.7 si I’on
considére des probléemes II de maximisation dont les instances vérifient : 3o €]0, 1]
tel que win(Z)/Bu(I) > «. Dans ce cas nous obtenons le résultat suivant (dont la
preuve est laissée au lecteur).

PROPOSITION 3.8.— Soit IT un probléme de maximisation de NPO. On a pour toute
constante o« € [0, 1] et pour tout .4 algorithme approché pour II : si, VI € Iy,
wi(I)/Bu(I) > «, alors :

o> 6+ a (1-67)
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Remarquons que pour o« = 0, on revient au point (1) de la proposition 3.7.

Considérons maintenant une généralisation du TSPab, notée TSP[a, b], ol I’on ne
se restreint plus au doublon {a, b} mais a tout I’ensemble {a,a + 1, ..., b}.

Soit une instance I de MaxTSP]a, b] ; il est clair que :

“MaxTSP[a,b] = X7
OMaxTSP[a,b] < Bxn
w

MaxTSP|a, b] S [3.3]
PMaxTSP[a, b] b

Soit maintenant une instance I de MinTSP][a, b] ; on a dans ce cas :

“MinTSP[a,p] S #xn
AMinTSPla,b] = X7
“MinTSP[a, o
AMinTSP[a, o

| o

= « [3.4]

IS

Par la preuve du point (2) de la proposition 3.7, la proposition 3.8, les expres-
sions [3.3] et [3.4] et le lemme 2.5 de la section 2.8 du chapitre 2, nous déduisons
facilement la proposition suivante.

PROPOSITION 3.9.—

— MinTSP(a, b] est approximable & rapport classique PMInTSP[a, b] < 2a/(a +
b);

— MaxTSP]a, b] est approximable & rapport classique PMaxTSP[a, b] > (a+b)/2b.

3.6. GLO et associés premiere partie
3.6.1. Voisinages miroirs et classe CGLO[R]

Quels que soient le probleme traité et I’instance considérée, lorsque I’on se pro-
mene dans I’ensemble des solutions réalisables et que I’on se situe en une solution s,
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la vision que I’on a de I’ensemble des solutions est locale et non globale : on ne peut
déduire de s n’importe quelle solution. En réalité, seul nous est visible un nombre
polynomial de solutions, déductibles de s a partir de transformations simples. C’est le
cas notamment des voisins h-bornés qui s’obtiennent en changeant au plus » compo-
santes du vecteur s pour une constante /. D’autres solutions cependant sont visibles a
partir de s, tout en restant dans un voisinage de taille constante : par exemple, la solu-
tion complémentaire et ses voisins h-bornés. L’idée est que pour certains problémes,
comme nous allons le voir pour MinDS, s ou s est toujours une bonne solution au
sens de I’approximation polynomiale. Ainsi, a partir d’une solution s, on se permet de
changer au plus & ou au moins n — h composantes. Si s est un vecteur de {0,1}", cela
revient & considérer simultanément 2(3")_, C%) < 2n"*2 solutions. L’extension de
la notion d’optimalité locale aux classes CGLO|[R] (Complementary-GLO) reste donc
h-bornée, mais étendue aux solutions complémentaires : on regarde simultanément la
solution s et sa solution complémentaire s, ainsi que toute solution h-distante de s ou
de s.

Soit IT un probleme de NPO, I une de ses instances et s une solution de 7, on note
. , . s e = —_ \ = ;-
5 la solution complémentaire de s définie par s = 1 — s ou 1 désigne le vecteur
unitaire dans RI/!.

DEFINITION 3.14.— Un voisinage V : Iy x Solip — Solyy est un voisinage miroir
h-borné s’il existe un voisinage h-borné W tel que VI € Iy, Vs € Soln (1), V(1,s) =
W(I,s)UW(I, ).

CGLOI[R] désigne alors la classe des problemes garantissant la qualité de leurs op-
tima locaux relativement & des voisinages miroir h-bornés. Soit R une mesure d’ap-
proximation, un probleme II de NPO est dans la classe CGLO[R] s’il existe une
constante h, une constante » € 0, 1] et un voisinage ¥ miroir h-borné pour IT vé-
rifiant : VI € I, V5§ € Soln (1), si § est un optimum local relativement a V' alors
Ry (1,8) > r.Comme nous I’avons dit & la section 4.3, la notion de voisinage h-borné
est fortement dépendante du codage des solutions : pour un probléme a n variables, si
I’on code une affectation 7" non plus sur n. mais sur n + 1 variables binaires en indi-
quant dans le premier bit T} le sens de lecture des n suivants (si T, = 1 I’affectation
considérée est Ty, ..., Ty, si Ty = 0 il faut considérer lasolution 1 —77,...,1—1T3,),
deux solutions complémentaires deviennent 1-distantes puisqu’il suffit de modifier T}
pour opérer le passage au complémentaire. Ainsi les classes CGLO[R] ne sont autre
que les classes GLO[R] pour ce nouveau codage. C’est donc toujours avec prudence
qu’il faut lire les résultats négatifs et limites que nous donnons car ils sous-entendent
des voisinages h-bornés particuliers, disons « naturels » au sens de I’interprétation
physique que I’on fait des solutions.
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3.6.2. Optima altérés et GGLOIR]

Avec la classe GGLO[R] (Generalized-GLO), on s’intéresse toujours aux optima
locaux pour les voisinages h-bornés, mais vis-a-vis d’une fonction objectif autre que
I’objectif du probléme, que nous qualifierons d’objectif altéré : ce sont les optima
locaux vis-a-vis de ce nouvel objectif qui devront garantir un rapport d’approximation
constant pour le probléeme initial.

DEFINITION 3.15.— Soient IT = (optyy, I11, Solrr, my) un probléme de NPO et
miy @ In x Solp(I) — N une fonction objectif altérée pour II, on dénote par
II" = (optyy, I, Solr, my;) le probléme altéré associé & II et m7;. Soit R une me-
sure d’approximation, un probléme II de NPO est dans la classe GGLO[R] s’il existe
une constante h, une constante » € |0, 1], un voisinage V h-borné pour II et une
fonction my; qui vérifient :

1) I’ € NPO;

2) VI € I, si § € Sol(I) est un optimum local relativement & V du probléme
altéré I, alors Ry (I, 8) > r.

3.6.3. Mixage ou GCGLOIR]

On déduit naturellement ce qui se cache derriére les classes GCGLO[R] (Gene-
ralized-Complementary-GLO) pour un rapport R d’approximation : la classe des pro-
blémes garantissant la qualité de leurs optima locaux pour un voisinage miroir h-borné
(s au moins aussi bonne que s au sens de I’objectif my) et un objectif altéré (s au
moins aussi bonne que toute solution s’ au plus h-distance de s au sens d’un objec-
tif my;). Effectivement, il peut parfois s’avérer intéressant de considérer conjointement
un ensemble étendu de solutions voisines et une fonction objectif altérée. C’est no-
tamment le cas du probléme Max2-CCSP : le rapport d’approximation d’un optimum
miroir 1-local pour ce probléme n’est que de 1/4 quand celui d’un optimum 1-local
miroir relativement a une certaine fonction objectif altérée s’éléve a 2/5.

DEFINITION 3.16.— Soit R une mesure d’approximation, un probléme IT de NPO est
dans la classe GCGLOIR] s’il existe une constante &, une constante » € ]0,1], un
voisinage V h-borné pour II et une fonction m{; qui vérifient :

—-1II' € NPO; VI € Iy, V5 € Soly(I), si mn(I,3) = mp(Z,3) et mp(1,3) =
mi(I,s"),Vs € V(I,s),alors Ry (I,35) > r.

Nous aurons I’occasion au chapitre 5 de revenir sur ces classes dérivées de GLO,
pour une présentation rapide de quelques travaux majeurs réalisés en la matiére, ainsi
qu’un exposé de quelques nouveaux résultats.



Chapitre 4

Problemes de NPO dans GLO et GLO[/]

Par la suite, on désigne par GLO[R](h) I’ensemble des problémes qui garantissent
la qualité de leurs optima locaux pour la mesure d’approximation R relativement & une
fonction voisinage h-bornée. Nous nous intéressons dans ce chapitre a des problémes
dont, a notre connaissance, I’appartenance aux classes GLO[R] n’a pas encore fait
I’objet d’étude, et nous focalisons plus particulierement sur le rapport différentiel et la
classe GLO[4].

4.1. Des voisinages 1- et 2-bornés

Une propriété P est héréditaire si elle vérifie VX etVY C X, P(X) = P(Y).De
plus, la propriété est dite non triviale si elle est vraie pour une infinité d’ensembles X
et fausse pour une autre infinité. Par exemple, le probléme MaxIS ou encore celui de
la clique de taille maximum sont des problémes définis sur des propriétés héréditaires.

Soit P une propriété héréditaire et X un ensemble ; une P-partition de X est un

ensemble S = {V4,...,V,} de sous-ensembles de X qui vérifie les trois propriétés
suivantes :
-UL,Vi=X,;

—Vi=1,...,q P(V)).

Soit IT un probléme de NPO dont les instances sont la donnée d’un ensemble X et
éventuellement d’une valuation p : X — N des éléments de X ; II est un probleme

87
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de partitionnement héréditaire s’il existe une propriété héréditaire P telle que toute
instance I de II revient a résoudre un probléme du type :

q
Bri(I) = min {Za (Vi) : S = {V1,...,V,} estune P-partition de V}

i=1

ou « est une fonction d’évaluation des ensembles de type indicatrice notée 1|, poids
maximum, poids moyen... Le bin-packing (MinBP), la coloration (MinC), les pro-
blémes de partition en cliques (MinPCI), en sous-graphes a degré borné, en sous-
graphes planaires. .. , sont tous des problemes de partitionnement héréditaire. Il s’agit
pour tous ces problemes de partager un ensemble (d’éléments, de sommets) en un
nombre minimum de sous-ensembles vérifiant une certaine propriété. Ainsi, le pro-
bléme de coloration partage les sommets en un minimum de stables quand celui
de la partition en cliques les partage en un minimum de cliques; pour le probleme
de partition en sous-graphes a degré borné, le sous-graphe induit par chaque sous-
ensemble de la partition doit étre de degré borné par une constante ; pour la partition
en sous-graphes planaires, les sous-graphes induits doivent étre planaires. Enfin, le
bin-packing reléve du rangement d’éléments dans un nombre minimum de boftes, de
sorte que la somme des volumes des objets dans une boite n’excede pas le volume
de la boite. La stabilité, la clique, la majoration (sur les degrés dans les graphes ou
sur le poids d’un ensemble d’éléments), la planarité sont toutes des propriétés hérédi-
taires. Chacun de ces problémes a fait I’objet de nombreuses études dans son propre
cadre qui ont donné lieu & différents algorithmes de résolution approchée ; ce sont
tous des probléemes-clefs de la recherche opérationnelle. Le probléme de coloration,
par exemple, a de nombreuses applications dans la conception d’emplois du temps
(tournois, examens... ) [WER 85, WOO 69]; celui de la partition en sous-graphes
planaires (appelé aussi vertex thickness) intervient notamment dans la conception de
circuits imprimés (voir [MUT 98] pour un tour d’horizon des études liées & ce pro-
bleme).

THEOREME 4.1.— Si II est un probléeme de partitionnement héréditaire d’évalua-
tion « =1| alors IT € GLO[J].

Preuve. Nous allons montrer que tout optimum local pour le voisinage 2-borné réalise
un rapport différentiel de 1/2 pour les problémes de partitionnement héréditaire et
que ce rapport est atteint asymptotiquement pour une propriété toute héréditaire non
triviale.

Soit IT un probléme de partitionnement héréditaire et X = {x1,...,z,} unen-
semble a n éléments. Voyant une partition comme une répartition des éléments de X
sur au plus n ensembles, on peut représenter toute solution V4, Vs, ..., V, par un vec-

teur s € {0,1}"" qu’il faut interpréter selon : « 55 = 1 » si et seulement si « I"¢l¢-

ment x; est dans le sous-ensemble V; » et qui vérifie : Vi = 1,...,n, 337 st =1
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" st = 0siseuls les g premiers indices

si sestune partitionetVj = g+1,...,m, > 1", s}

sont utilisés.

La valeur d’une solution pour o =7| est le nombre de sous-ensembles formant la
partition et comme ce nombre ne peut excéder la cardinalité n de I’instance, il s’en
suit que IT est évidemment polynomialement borné : VX € I, wn(X) = | X| = n.

Considérons le voisinage V qui consiste a passer d’une solution a une solution
voisine en changeant I’affectation de deux éléments et soit {V1, ..., V,} un optimum
local relativement & ce voisinage. V est par définition 1-borné et I’optimalité de la par-
tition {V1, ..., V,} signifie qu’aucune affectation réalisable d’un élément & un autre
sous-ensemble n’améliorerait la solution actuelle : en d’autres termes, il n’est pas dans
{V1,...,V,} de singleton que I’on puisse éliminer. Si la solution comporte % single-
tons, on suppose qu’il s’agit des k premiers sous-ensembles V; = {v1},..., Vi =
{vx} et I’on remarque que P étant héréditaire, les sommets vy, ..., vy seront tou-
jours dans k ensembles distincts; en d’autres termes : si V(i # j) € {1,...,k},
=P ({v;,v;}), alors Vs € Soln(X), mn (X, s) > k et par conséquent, S (X) > k.

Par ailleurs, les autres sous-ensembles Vi1, ...,V contenant chacun au moins
deux eléments, vérifient > 7, | |Vi| =n—k > 2(¢— k), soitq < (n+k)/2. Donc,
en conclusion :

wi(X) —q n—mE

Cwn(X)-puX) T n—k 2

Démontrons que ce rapport est atteint. Soient P une propriété héréditaire non triviale
et X, une famille d’ensembles vérifiant P qui soit strictement croissante pour I’inclu-
sion; considérant alors la suite d’instances I,, = (X, P) du probléme de partition-
nement héréditaire IT associé a la propriété P, ona O (X,,) = 1 etwn(X,,) = | X,
Or, pour I, toute solution qui partitionne X,, en des sous-ensembles de tailles deux,
plus peut-étre un sous-ensemble de taille trois, constitue un optimum local pour les
voisinages 2-bornés de valeur || X,,|/2]. |

on (X, {V1,...,Vg})

Ce résultat, par I’apparente naiveté de la solution approchée, n’est cependant pas si
anodin puisqu’il égale le rapport obtenu pour le probléme de coloration minimum dans
[DEM 94b] (monté a 289/360 depuis [DUH 97]); mais il laisse surtout augurer de
meilleures approximations a I’aide d’une analyse un peu plus fine, avec des voisinages
un peu plus grands.

Maintenant soient B une constante et IT un probléme de partitionnement hérédi-
taire, la version B-bornée de II est le probléme II’ dont les instances consistent a
résoudre le systéme :

ﬂn/([) = IIlSian(I,S)
S ={V,...,V,} P-partition
Vi=1,...,¢,|Vi| <B
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Comme cas particulier du probléme II dont I’appartenance & la classe GLO[¢] vient
d’étre établie, IT" est également élément de la classe ; or, on remarque facilement que
les valeurs d’une pire et d’une meilleure solutions de toute instance I de I’ sont liées
par la relation « wry/ (I) < Bp/(I) » : VI € Iy, (1) 2 | X|/B = ww (I)/B.

Par application immédiate de la proposition 3.7 pour un probléme de minimisation,
on déduit de cette relation la G[p, d]-réduction de IT’ & lui-méme, qui mene directement
a la conclusion : les optima 2-locaux 5 de toute instance de IT’ garantissent un rapport
classique pr- (I, §) vérifiant: 1/pp/ (1, 3) < 1/2+(1/2)B < pr(1,5) = 2/(B + 1).
Nous avons ainsi le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.1.— Les problémes de partitionnement héréditaire a taille bornée sont
dans GLO.

4.1.1. Couverture d’ensembles

Une instance I = (C,.S) du probleme de couverture d’ensembles minimum est
la donnée d’un ensemble C' = {¢y, ca, . .., ¢, } d’éléments & couvrir et d’une famille
S =1{81,5,,...,5,} C 2¢ de sous-ensembles d’éléments de C' d’union C. Le but
est de trouver un ensemble S C S de cardinalité minimum qui recouvre C. On se
restreint ici aux instances B-bornées, c’est-a-dire aux instances I = (C, S) dont tous
les sous-ensembles S; de la famille S vérifient |S;| < B.

PROPOSITION 4.1.— MinSC-B € GLO[d].

Preuve. Nous allons montrer que tout optimum local pour le voisinage 1-borné réalise
un rapport différentiel de 1/(B + 1).

La valeur d’une solution S est donnée par msc(I,S) = |S|. Il s’agit d’un pro-
bléme polynomialement borné puisque la pire solution, qui consiste a sélectionner
tout ensemble de S, est de valeur n. Le voisinage 1-borné désigne ici comme voisine
d’une solution S toute sélection S’ dont au plus un sous-ensemble différe de S ; les
optima locaux pour ce voisinage sont simplement des solutions minimales.

Considérons une couverture S = {S1,82,...,S,} detaille p; S est une couver-
ture minimale si elle vérifie :

NVi=1,...,m,3je{l,...,p}telquec; € S;;
)Vj=1,...,p,Ji; € {1,...,m}telquec;, € S;etVj #j e {1,...,p},
ci.1¢5j"

La condition 1 traduit la réalisabilité de la solution ~§, la condition 2 sa minimalité.
Par 2, on sait que I’on peut construire un ensemble C' = {c¢;,, ..., ¢;, } de p éléments
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DEBUT
So 03
¢ —C;
S «—8S;
stop « faux;
TANT QUE —stop FAIRE
s’il existe c € C’ vérifiant Jj: (S; € 8') A(c€S;)
ALORS So < So U {S;};
C'—C'\S;;
s $'\{S;} ;
POUR TOUT Sy € S’ FAIRE Sy < S,\S; FIN POUR
SINON stop « vrai ;
FIN SI
FIN TANT QUE
retourner [I' = (C',8'),So|;
FIN

Figure4.1. Le processus qui renvoie un ensemble de sous-ensembles compris
dans toute solution réalisable et une instance de MinSC- B pour laquelle tout
élément est contenu dans au moins deux ensembles

distincts (un élément par sous-ensemble S; de la couverture) qui vérifient : Ve; € C,
Alj e {1,...,p} tel que ¢;; € S;. Si I’instance initiale est telle que tout élément ¢; €
C apparait dans au moins deux sous-ensembles S, alors c’est en particulier vrai des
eléments ¢y, ..., ¢, ; ceux-ci ne pouvant, par construction, appartenir a un second

sous-ensemble de S, ils apparaissent donc dans les sous-ensembles Spy1, ..., Sy, Ce
qui permet d’établir I’inclusion C' C U7_ | 1.5;.

Les sous-ensembles S; de S\S étant de taille bornée par B, on en déduit sur p
la relation : p < B(n — p) & p < Bn/(B+ 1), ce qui nous améne au rapport de
performance :

B
&\ wse()—p " pa” B L
dsc (1,S) = > = -
wSC(I)—ﬁsc(I) n n B+1
Si un certain élément a couvrir ¢; n’apparait que dans un sous-ensemble S, ce sous-
ensemble sera contenu dans toute solution. Aussi, pour se ramener au cas précédent,
suffit-il d’appliquer préalablement a I’instance I un processus qui est illustré dans la
figure 4.1 et qui permet d’isoler de tels sous-ensembles.

Le traitement de la figure 4.1 renvoie un ensemble S, de sous-ensembles compris
dans toute solution réalisable et une instance I’ de MinSC-B pour laquelle tout élé-
ment ¢; est contenu dans au moins deux ensembles S’;. Les instances I et I’ sont
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étroitement liées par les relations suivantes :

5" e Solsc (I') & S5'USp € Solga(I)
msc (I, g’USo) = msc (I/,gl) —|—|So|

Ssc (1, §'u SO) — Sso (1’, 5’)

qui suffisent pour terminer la preuve. |

Si, pour j = 1,...,n, lataille des sous-ensembles s; est bornée par B, une so-
lution optimale devra prendre, pour couvrir les m éléments de C, au moins m/B
sous-ensembles. Par ailleurs, si tout élément apparait dans au plus A sous-ensembles,
la famille .S ne peut disposer de plus de A x m sous-ensembles. En conséquence,
la valeur Ssc (1) d’une solution optimale sera d’au moins m/B > n/(BA), ce qui
conduit pour tout optimal 1-local au rapport :

_ n—-2-n 1 BA
dosc (I,5) > — B — 4.1
sc (1.5) n—2 B+l BA-1 [4.1]

Par ailleurs, d’aprés la proposition 3.7, puisque wsc () < BAGsc(I) pour toute
instance 1, il existe une G|p, ¢]-réduction du probléme a lui-méme, garantissant pour
tout optimum local S un rapport classique :

1

m < s (I,g) + (1—(530 (I,S‘))BA

Cela nous donne :

1 - BA N BA((B+1)(BA —1) — BA)
psc(I,S’) S (B+1)(BA-1) (B+1)(BA-1)
_ BA(B+HBA-1)-(BA-1) _ BA
N (B+1)(BA -1)  B+1 [4.2]

La discussion ci-dessus et les expressions [4.1] et [4.2] introduisent le corollaire
suivant.

COROLLAIRE 4.2.—
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— Si le nombre de sous-ensembles contenant un élément donné est borné par une
constante A, alors toute solution minimale garantit un rapport différentiel d’approxi-
mation minoré par BA/((B + 1)(BA —1)).

— Si le nombre de sous-ensembles contenant un élément donné est borné par une
constante A, alors le sous-probléme de MinSC correspondant, noté MinSC-B-A, est
élément de GLO, avec un rapport classique d’approximation de toute solution mini-
male de (B +1)/(B?A).

Considérons a présent les instances pondérées du probleme, tout en se bornant a
des poids d’ordre constant : on notera MinW[K]SC les instances de MinSC pour les-
quelles les sous-ensembles s; de la famille S sont pondérés par des entiers p; < K,
ou K est une constante. Nous montrons que les preuves faites précédemment per-
mettent en réalité d’établir la qualité des optima 1-locaux, méme dans ce cas plus
général : cela signifie qu’un optimum local du probléme non pondéré est une bonne
solution du probléme pondéré, la minimalité des solutions qui désigne les optima 1-
locaux étant indépendante d’une quelconque pondération.

THEOREME 4.2.— MIinW[K]SC-B € GLOIJ].

Preuve. Le résultat vient des deux observations suivantes : la différence en valeur,
dans le cas pondére, entre une pire solution et un optimum local .S, est donnée par la
somme des poids des sous-ensembles de S\ S et les poids de ces sous-ensembles étant
au moins de 1, on écrit naturellement :

wwsc () —mwsc (I, §) > wsc(l) —msc (I, §) [4.3]

De méme, la différence en valeur, toujours dans le cas pondéré, entre une pire solution
et un optimum global S*, est donnée par la somme des poids des sous-ensembles de
S\S* et les poids de ces sous-ensembles étant d’au plus K, on déduit simplement :

wwsc(l) = Bwsc(l) < K(wsc(I) — Bsc()) [4.4]

Les expressions [4.3] et [4.4] permettent d’obtenir :

i wwsc () — mwsc (L §)
dwsc (I, S) wwsc (1) — Bwsc ()

wSC(I)fmSC(I,g') !
)

K(wsc(I) = Bsc() 080 (I’ g)
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ce qui conclut la preuve. ]

REMARQUE 1.— Ce dernier résultat, on peut trivialement le généraliser en différentiel
comme en classique a tout probléme ensembliste I dont la version non pondérée éva-
lue ses solutions par leur cardinalité (par exemple : MaxIS, MinVC, MinDS, MinFES).
Soit IT un tel probléme, on note WII sa version pondérée ; si I’on introduit des poids
compris dans un intervalle [k, K7, on a toujours :

lwwr (1) = mwn(Z, s)| 2 klwn(l) — mn(Z, s)|
pour toute solution réalisable s, et :
lwwn (1) = fwn (D) < K [wn(I) — Bu(1)]
ce qui nous assure la préservation du rapport différentiel au facteur &/ K preés. Pour le

rapport classique, il suffit de considérer :

mkn(l,s) < Kxmn(l,s)
Bwn(l) = kxpu(l)

si IT est un probléme de minimisation, et :

mwr (£, s) x m (I, s)

> k
Bwn(l) < K xpu(l)

si IT est un probléme de maximisation, pour s’assurer de préserver le rapport d’ap-
proximation, au méme facteur k/ K pres.

Soient maintenant C' = {cy,ca,...,cn} Un ensemble et S = {S1,52,...,5,}
une famille de sous-ensembles de C' tels que tout élément ¢; apparait dans au plus B
sous-ensembles S;; un ensemble transversal (Hitting Set) est alors défini comme
étant une sélection C' d’éléments de C' qui parcourt tout S dans le sens ol tout sous-
ensemble S; € S doit avoir au moins un élémentdans C': Vj = 1,...,n, S;NC # 0.

La réduction qui consiste a intervertir les rdles des éléments et des sous-ensembles
est une G-réduction dont on déduit immédiatement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.3.- MinHS-B € GLO[J].

4.1.2. Ensemble minimum d’arétes retour

Soit G(V, E) un graphe simple, le probleme d’ensemble minimum d’arétes re-
tour, noté MINFES|r] (Feedback Edge Set) consiste & déterminer un sous-ensemble
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d’arétes F' C FE de taille minimum tel que tout cycle de taille au plus » emprunte
au moins une aréte de F. MINFES[r| est NP-difficile pour tout » > 3 constant, et
polynomial pour r = |V|.

THEOREME 4.3.—Vr > 3, MIinFES|r] € GLOIJ].

Preuve. Nous allons montrer que tout optimum local pour le voisinage 1-borné réalise
un rapport différentiel de 1/2 et que ce rapport est atteint en particulier pour r = 3.

De fagon évidente, on a pour tout graphe G(V, E) wrgs(G) = |E| et Brrs(G) >
0 : c’est un probléme polynomialement borné. Considérons une fois de plus les so-
lutions minimales, optima locaux pour le voisinage 1-borné qui consiste a accepter
comme solutions voisines d’une solution F' tous les ensembles d’arétes obtenus par

I’ajout ou le retrait d’une aréte a I’ensemble F. SiT = {v1,...,7,} désigne I’en-
semble des cycles élémentaires sur G dont la taille est au plus r, un ensemble minimal
F ={e1,ea,...,e,} d’arétes retour vérifie :

NVi=1,...,r,35 €{1,...,p}tel que e; € y; (F ensemble d’arétes retour) ;
)Vji=1,...,p,3i; €{1,...,r}telquev;, N F' = {e;} (¥ minimal).

Considérons la famille {~;,,...,7:,,--.,%i,} des cycles qui, selon 2, passent chacun
par une unique aréte e; = u;v; de F'; tout cycle ;, contenant au moins trois arétes, il
emprunte deux arétes distinctes ¢;u; et v;w; (éventuellement t; = w;) de E\F inci-
dentes a e;. Soit F' = U_, {t;u;, v;w; } I’ensemble de ces arétes, comme I’ensemble
V(F) = Ul_{u;,v;} des sommets engendrés par les arétes de F" est constitué d’au
moins p sommets distincts, I’ensemble F”, en tant qu’ensemble d’arétes d’extrémité
les sommets de V' (F), contient également au moins p arétes distinctes. On en déduit :
() |F'| = pet(i) FF CE\F = |[E\F|2p=|E|—p>2p<p<|E|/2; cette
derniére relation nous permet de conclure :
wres(G) —p E-2 1

s (G F) = s (@) — Beus(@) © B 2

Considérons maintenant la suite de graphes G, (V,,, E,) ou V;, = {v1, ..., 0n43}
et B, = {vive} U{viv;,vav; + 3 <4 < n+ 3}; pour MINFES[3], I'aréte vy v
est optimum global de valeur 1 (car tous les cycles de G, ne contenant pas cette
aréte sont de tailles au moins 4), I’ensemble E,, pire solution de valeur 2n + 3, tandis
que I’ensemble {vyv; : 3 < i < n -+ 3} constitue un pire optimum local pour les
voisinages 1-bornés de MINFES([3], de valeur n + 1. |

4.1.3. Couplage maximum dans un hypergraphe

Rappelons-nous la réduction de la proposition 3.6 (paragraphe 3.5.3). Si I’on se
restreint a des graphes a degré bornés par B, on a immédiatement le résultat suivant.
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COROLLAIRE 4.4.—- MaxSP-B € GLO[4].

4.1.4. Les problémes d’ordonnancement

Nous considérons les problemes simples d’ordonnancement de taches sur m multi-
processeurs, noté MINMS[m] (Minimum Multiprocessor Scheduling). Une instance 1
de MINMS|m]| consiste en la donnée de n taches Ji, ..., J,, de durées d’exécution
respectives p1,...,p, (on suppose que la durée d’exécution d’une tache est indé-
pendante de la machine sur laquelle elle sera effectuée). Une solution consiste en
la répartition des taches sur m machines M, . .., M,,, de sorte a minimiser le temps
d’exécution de la machine la plus sollicitée (il n’y a pas de contraintes de précédence).
Une solution sera représentée par le vecteur z € {0, 1}™™ dont les composantes acg
non nulles correspondent a I’affectation de la tache j a la machine 7. On se restreint
pour assurer la convergence en temps raisonnable des algorithmes de recherche lo-
cale a des poids polynomialement bornés par n* ol & est une constante absolue (ne
dépendant ni de n ni de m). Nous notons par MINMS[m] (k) cette variante.

PROPOSITION 4.2.- MINMS[m](k) € GLOId].

Preuve. Nous allons montrer que tout optimum local pour le voisinage 1-borné réalise
un rapport différentiel de m/(m + 1) ou m désigne le nombre de machines, et que ce
rapport est atteint.

Considérons une instance I de MINMS[m](k). La pire solution revient naturelle-
ment & placer toutes les taches sur une méme machine, de valeur w(I) = Z?lej,
quand une meilleure solution ne pourra jamais faire moins que la durée d’exécution de
toute tache, soit par exemple 3(I) > p;. Ainsi, pour des durées bornées par n* pour
une constante universelle &, la quantité w(I) — B(I) est bien bornée par un polyndéme
(n—1)n enlataille n de I’instance. Considérons un optimum local  relativement au
voisinage 1-borné qui accepte comme solution voisine d’une affectation des taches aux
machines toute répartition dont au plus I’affectation d’une tache differe, et supposons
que la premiére machine soit la plus chargée, c’est-a-dire qu’elle vérifie, si p(M;) dé-

signe la charge de la machine M; : p(M;) = Z;L:l :cjl Xpj =max;=1,. m{p(M;) =

E};i x; x p;}.Onnotealors 1,.. ., les indices des taches placées dans M. Si I’af-
fectation x est un optimum 1-local, alors elle vérifie Vi = 2,...,m,Vj =1,...,1:

pj+p(M;) = p(M) [4.5]

p(M;) > Sp(M) [4.6]

WV

W)=Y p > 2L 0m) [4.7]
j=1
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p(My) < mLHw(I)ijLHﬁ(I) [4.8]

ou I’expression [4.6] est conjointement déduite de I’addition des expressions [4.5]
pour j = 1,...,letdu fait que I’on peut toujours supposer I > 2 (sinon I’optimum lo-
cal est global) et ou I’expression [4.7] est le résultat de I’addition des expressions [4.6]
pouri = 2,...,metde p(M). Finalement, I’expression [4.8] est impliquée par I’ex-
pression [4.7] puisque le temps obtenu par la meilleure solution est nécessairement
supérieur ou égal a la durée moyenne de I’ensemble des taches, d’ou le résultat. Consi-
dérons maintenant I’instance I = (J,p) ol J = {j1, ..., Jm(m—1)+2} €t p est défini
par p1 = p2 = metVi > 3, p; = 1. Une solution optimale est obtenue en plagant une
tache de taille m et une tache de taille 1 sur les deux premiéres machines puis (m +1)
taches de taille 1 sur toutes les autres machines; elle est de valeur 5(I) = m + 1.
Par ailleurs, la solution qui place les deux taches de taille m sur la premiére machine
et m taches de taille 1 sur toutes les autres machines constitue un optima 1-local de
valeur m(I, z) = 2m. Enfin, la pire solution qui place toutes les taches sur la premiere
machine est de valeur w(I) = m? + m. Le rapport de I’optimum 1-local proposé est
bien alors exactementde 1 — 1/(m + 1). |

De la relation 8(I) > (1/m) x Z;lej, on déduit w(I) < m x B(I), ce qui
permet de conclure avec la preuve du théoréme 4.2 : m(I, z) < 2(1—-1/(m+ 1))8(I)
et d’obtenir le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.5.- MINMS[m](k) € GLO[p).

Le résultat du corollaire 4.5 est plus intéressant qu’il ne parait. En effet, nous
venons de mettre en évidence le premier probléme (non polynomial & moins que P
n’égale NP) de GLO[p] N GLOI¢] dont nous savons qu’il admet un schéma d’ap-
proximation polynomial pour I’approximation classique [HOC 87].

4.1.5. Le probléeme de sous-graphe partiel maximum libre de H

Le probleme de sous-graphe partiel maximum libre de Hy, MaxPSG H-libre
(Max Partial Subgraph Hy-libre), consiste, étant donné un graphe connexe Hy fixé,
a trouver sur un graphe G le plus grand sous-graphe G’ tel que G’ n’admet pas de
sous-graphe partiel isomorphe & H (pour le probléme de stable maximum, H, est
une aréte). La valeur d’une solution réalisable G’ est donnée par son nombre de som-
mets; la valeur d’une solution optimale sur le graphe G sera désignée par a g, (G).

Il est intéressant de noter que ces problémes sont tous NP-difficile dés lors que Hg
contient au moins deux sommets (voir [LEW 78, YAN 78]), tandis qu’ils deviennent
triviaux lorsque Hy est restreint & un sommet : I’'unique solution consiste alors a
prendre le vide, solution qui, pour les problemes de cette classe, sera d’ailleurs tou-
jours la pire solution. Autre fait marquant, la majeure partie des propriétés héréditaires
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dans les graphes peuvent s’écrire comme une conjonction (éventuellement infinie)
de non-inclusions de tels graphes Hy. Ainsi, la propriété héréditaire étre un graphe
planaire revient a ne pas contenir de sous-graphe partiel isomorphe a des subdivi-
sions de K3 3 ou K5 (théoréme de Kuratowski, se reporter par exemple a I’ouvrage
[GON 85] pour de plus amples explications), ou encore la propriété héréditaire étre
un graphe sans cycle équivaut a ne pas comporter de sous-graphe partiel isomorphe
a (Ch)n>3 (famille des graphes induits par des cycles élémentaires de taille n).

PROPOSITION 4.3.— MaxPSG Hy-libre-B € GLO[J] N GLO.

Preuve. Par la suite, on notera Ay le plus petit degré du graphe Hy. De nouveau pour
ce probléme, les mesures classique et différentielle coincident, les pires solutions étant
données par le graphe vide.

Soient G(V, E) un graphe & degré borné par B et U un sous-ensemble de sommets
de G'; U est un optimum local pour les voisinages 1-bornés (c’est-a-dire une solution
maximale pour I’inclusion) si et seulement si, d’une part, le graphe engendré par U
ne contient pas de sous-graphe partiel isomorphe a Hy et d’autre part, I’ajout d’un
sommet v de V' \ U & U engendre un graphe contenant un graphe partiel isomorphe
a Hy.

Considérons a présent une solution optimale U*; on note Uy = U* \ U et U’
I’ensemble des sommets de U qui sont sur un sous-graphe partiel isomorphe & Hy
lorsque I’on ajoute a U un sommet de U’ . Plus formellement, si G, designe pour v €
U I’ensemble des sous-graphes partiels isomorphes a H, dans le graphe engendré
par U U {v}, alors on définit U’ de la fagon suivante :

U={weU: FvelU;,3Hy € G,w € V(Ho) }
ol V(@) désigne, pour un graphe G, I’ensemble de ses sommets.

La maximalité de U s’exprime notamment par le fait que tout sommet de U}
engendre au moins un graphe de type Hy sur U’ U {v}, autrement dit: Vv € U7, G, #
(. Enfin, si B désigne le graphe biparti issu de G entre les ensembles de sommets U’
etUx, soit B(U', Uz, (U’,Ux)), nous déduisons aisement de I’optimalité locale de U
les propriétés suivantes :

1) Vv € Uy, dp(v) > Ao,
2)Vw e U, dp(v) < B—Ap+1.

En effet pour le point 1, considérons un sommet v de U7 : on sait qu’il existe un
graphe H, de G, dont v est sommet et dont tous les autres sommets sont par définition
dans U’ ; pour constituer un tel graphe, v est ainsi adjacent a au moins Ay sommets
de U’. Pour 2, tout sommet « de U’ étant également sur un graphe H, de sommets
dans U’ U{v} pour un certain sommet v de U7, il est adjacent a au moins A, sommets
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de U’ U {v}, soita au moins Ay — 1 sommets de U’ ; puisque U’ est disjoint de U’} et
que le degré dans G est borné par B, on en déduit que le sommet « ne peut étre relié a
plusde B—(Ag—1) sommetsde U . Avec I’égalité ) |, dp(v) = ZweUi dp(w),
il nous reste alors & conclure puisque Ag|UZ| < ZweUi dp(w) = >, cprdB(v) <
(B—Ag+ 1)U

Noany(G) = Ao ([U"NU|+[UL])
Ao |U* NU|+ (B — Ao +1) U]
AolU|+ (B - Ao+ 1)|U| < (B+1)|U]. 1

NN

Nous supposons que le rapport d’approximation de ces optima locaux est A /B ;
le cas du stable (c’est-a-dire lorsque Hy = K5), notamment, nous force a I’imagi-
ner : le rapport d’approximation pour les voisinages 1-bornés est alors exactement
de 1/B (considérer le graphe biparti complet K ), puisque le degré minimum A
est de 1. Nous montrons que cette conjecture se vérifie également dans le cas de tri-
angles.

PROPOSITION 4.4.— Les optima locaux pour les voisinages 1-bornés du probléme
MaxPSG K-libre-B garantissent un rapport différentiel de 2/B et ce rapport est
atteint.

Preuve. Nous allons simplement affiner la preuve précédente, en considérant, au lieu
de B, le graphe constitué de I’ensemble des arétes des graphes G, lorsque v par-
court U . Cela revient a construire le graphe H(V (H), E(H))ou V(H) =U'U U}
et E(H) = Uyeu: E(G,). Remarquons que H contient le graphe B ; en revanche, il
n’est certainement plus biparti puisque certaines arétes entre sommets de U’ peuvent
apparaitre (en fait, cela est vrai du moment que U est distinct du vide, soit des
que U* # U). Finalement, notons Uy, les sommets qui sont communs aux optima
local et global U et U*, U/, sa restriction a U’ et U" les voisins dans U’ de U

com com*

Formellement, nous avons Ugey, = U*NU, U.,,,=U* ﬂUt ety” :_I]_’QFH(Ugom)l.
On remarque que les ensembles U/, et U"” sont nécessairement disjoints : un som-
met u de U’ appartient & U” s’il est sur un triangle de sommets {u, v, w} avec v
dans U etw dans U/,,,,, ; u ne peut alors en aucun cas appartenir a U/, sans quoi U*

com '’ com’

contiendrait un triangle!

Cette nouvelle typologie nous améne a I’inégalité suivante sur le nombre d’arétes
reliant, dans [, les ensembles de sommets U’ et U = > ., di(v) = [(U', U ) u|+

1. Ou I' (U) désigne pour un graphe G et un ensemble U de sommets de G I’ensemble des
sommets qui sont adjacents dans G' & un sommet de U.
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20", U | = (U, U | + 2[(Ulom, U”) 1| ce qui donne immediatement :

‘<U/7U-T->H| < Z dG(U) 72|<Uc/om7U//>H‘

vel’
< BU'| -2

com?

Uyl [4.9]

Nous avons de plus les propriétés suivantes :
Vv e Ui, dg(v) > 2,
2) (Ulom: U E| = max{|Uly |, |U"]}.

La premiere inégalité se justifie par les mémes arguments que ceux de la propriété 1
de la proposition 4.3, avec Ay = 2. Démontrons a présent la seconde : par définition,
tout sommet de U” est relié dans H & au moins un sommet de U/ ., et inversement,
tout sommet de U/, est relié (toujours par I’intermédiaire d’un triangle de G, pour
un certain sommet v de U} ) a au moins un autre sommet de U, qui de fait est dans U”
d’aprés la remarque précisant que U/, et U" sont disjoints.

om

Les propriétés 1, 2 et I’expression [4.9] permettent alors de conclure :

20i,(G) = 2(|UL] + [Uloml + [Ucom \ Ulom|)

U UE) |+ 2 (10| + [Ucom \ Ucoml)

BIU'| =2 [(Uom: U + 2 (Uom| + [Ucom \ Uom|)
BIU| + 2 (|U¢om| — max {|Uow |, [U"[}) < B|U|

N

NN

oml

Pour montrer que ce rapport est atteint, considérons le graphe G = (V, E) défini
de la maniére suivante : V. = {x1,22,91,Y2,...,ys-1} et E = {(z1,22)} U
{(z1,¥:), (x2,4:) : 1 < i < B — 1}; une solution optimale est donnée par U* =
{z1,y1,¥2,...,yp—1}, de valeur ak,(G) = B, tandis que la solution U = {z1, 22}
constitue un bien piétre optimum local de valeur 2. |

4.1.6. Ensemble minimum de sommets retour

Soit G(V, E') un graphe quelconque, il ne s’agit plus comme pour le probléme
MInFES de couvrir les cycles de G par les arétes, mais par les sommets : une solution
de MInFNS (Feedback Node Set) est un sous-ensemble U C V' de sommets tel que
tout cycle de G emprunte au moins un sommet de U. Il faut se restreindre au cas de
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graphes a degré borné par une constante B pour assurer par les optima 1-locaux un
rapport différentiel d’approximation constant.

PROPOSITION 4.5.— MinFNS-B € GLO[d].

Preuve. La preuve est semblable a celle qui nous a permis d’établir I’appartenance
de MInFES a la classe. Considérons dans un graphe G(V, E) un sous-ensemble U de
sommets incident a tout cycle de G, de taille minimale ; cela signifie : Vo € U, 3y
cycle élémentaire tel que y N U = {z}. Si U est constitué de p sommets w1, ..., up,
alors on peut a chacun d’entre eux associer un cycle élémentaire ~; qui n’intersecte U
gu’en le sommet u;. Notons a; et b; les sommets adjacents a u; dans ~;, a; et b; sont
bien distincts (tout cycle étant de taille au moins deux) et appartiennent (par minima-
lité) au complémentaire U de U. Un sommet ne pouvant étre adjacent a plus de B
sommets, il y a parmi I’ensemble {a1,...,ap,b1,...,b,} au moins 2p/B sommets
distincts, alors :

2|U| 2
Z — = +1)<
|U]| 5 © U|<B+ ) n
B B 2
—— <
& U1 < gl < grgwD) + 5500)
ce qui conclut la preuve. |

4.2. Exemples pour les voisinages 3-bornés et plus
4.2.1. Retour sur le probléme de sous-graphe partiel maximum libre de H

Nous allons montrer que les optima locaux pour les voisinages 3-bornés garan-
tissent un rapport différentiel de max{(Ag +1)/(B + 2+ v9), Ao/(B + 1)} pour le
probléme MaxPSG Hy-libre-B, ol vy = (|V (Hp)|—1)/A,. Par exemple, dans le cas
ol Hy est une clique de taille (Aq + 1), c’est-a-dire lorsque Hy = Ka,+1, On obtient
le ratio (A + 1)/(B + 3) qui est strictement meilleur que le ratio Ao /(B + 1) dés
que B > 2A, — 1, et meilleur que Ay/B lorsque B > 3A,. Le voisinage 3-local
permet d’améliorer une solution U donnée en lui retirant un sommet et en lui ajoutant,
si cela est possible, deux sommets de V' \ U ; ainsi, la recherche d’un tel optimum
local peut s’écrire comme le déroulement de I’algorithme suivant : chercher une solu-
tion maximale, tester si I’on peut supprimer un sommet de cette solution et en ajouter
deux autres, si oui procéder a I’échange puis rendre cette solution maximale et ainsi
de suite.
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PROPOSITION 4.6.— Les optima locaux pour les voisinages 3-bornés de MaxPSG H-
libre- B garantissent, pour B > 2(Aq + 1), un rapport différentiel de :
Ap (Ag+1)
Ao(B+2) + (|[V(Ho)| — 1)

Preuve. L’optimalité de U relativement aux voisinages 3-bornés implique en particu-
lier que tout couple de sommets {vy,vo} de U de degré A, dans B appartient a un
graphe Hy sur I’ensemble U \ {u} U {v1,v2} pour un certain sommet « de U ; on no-
tera pour tout couple {v1, v2} par G, ., I’ensemble de ces Hy. Si U’ désigne toujours
I’ensemble des sommets de U qui se trouvent sur un H, de Uveur G, on introduit V'
I’ensemble des sommets de U qui se trouvent sur un H, de Uvy £vs €U Goy.vs 5 0N
désignera par W’ = U’ U V' I’union de ces ensembles.

Le graphe biparti B auquel on s’intéresse maintenant regroupe les arétes, non plus
deUiaU',maisde Uy aW': B(W', Ui, (W’ ,U})). Enfin, notons U I’ensemble
des sommets de U} qui sont reliés dans B a exactement A, sommets de W', par U}
I’ensemble des voisins dans B de ces sommets et par By la restriction de B a ces
deux ensembles; on a ainsi U = {v € U} : dp(v) = Ao}, W = I'p(Uy)
et By = (W{, Uy, (W{,U5)). On remarque que W7 est un sous-ensemble de U’,
les Ag sommets adjacents a tout sommet v de U} étant necessaires a I’existence d’un
graphe Hy dans {v} U U ; on aainsi :

Wil < |U| [4.10]

Si les propriétés 1 et 2 mentionnées auparavant restent valides, il faut préciser pour W’
que, Vo € W/\U' =V, dg(v) < B— Ay +2 (les sommets de V"’ étant uniquement
sur des Hy impliquant au moins deux sommets de U7 ) et bien entendu pour U} :
Vv e U \ Uf, dp(v) = Ao + 1. De plus, nous avons I’inégalite suivante :

|U7] < vo W1 [4.11]

Pour le prouver, nous allons montrer que dans By, I’inégalité dp, (u) < |V (Hp)| — 1
est vraie de tout sommet u € TV{. En effet, une fois ces inégalités avérées, on obtien-
drait en sommant sur W la relation Ao |U5| = ZUGUT dp, (v) = ZueW{ dp, (u) <
(IV(Hp)| — 1)|W{] et le résultat suivrait.

Supposons que I’'une de ces inégalités soit fausse; il existe donc un sommet
de W7 relié dans B; a au moins ng = |V (Hy)| sommets de U5 ; notons {v1, . . ., U, }
ces sommets, et prenons en deux au hasard v; et v;. L’optimalité de U relativement aux
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voisinages 3-bornés implique en particulier que I’ensemble U\ {u}U{v;, v; } n’est pas
réalisable, soit qu’il contient un graphe Hy. Pour ce faire, v; et v; doivent étre tous les
deux adjacents & au moins Ay sommets de U \ {u} U{v;,v;}; or, v; et v; étant reliés a
exactement Ay — 1 sommets de U \ {u}, cela implique que (v;, v;) est une aréte de G.
Puisque cela est vrai de tout couple de sommets {v;,v;}, I’ensemble {vy,..., v, }
forme une ng-clique dans la solution optimale U* : nous obtenons la contradiction, H
étant un graphe partiel de K,,,. Regroupant les inégalités [4.10] et [4.11], nous dédui-
sons :

N |UTI+ (Ao + D) [US\UT| < > dpv) = Y dp(w)

UEU:» ueWw’

< (B—A+ 1) W+ |W\U|
Il découle alors :

(Ao + 1) an,(G) = (Ao+1) (|UF]+ UL\ UT| + [Ucoml)
= U]+ (Ao |UT]
—+ (AO + 1) |U_T_ \ Uf|) + (AO + 1) |Ucom‘

< w Wi+ (B = Ag+1) W+ WU
+ (Ao + 1) |Ucom|
< (o= DWW+ (B =2+ 1) W'+ [W|
+ (A0 + 1) [Ucom| < (vo+B+2)[U]
ce qui conclut la preuve. |

Comme pour le cas des voisinages 1-bornés, nous supposons que le ratio de ces
optima locaux pour les voisinages 3-bornés est au moins de (Ag+1)/(B + 1), ce qui
constituerait une amélioration notoire du ratio Ay /(B + 1), voire du ratio Ay/B qui
constitue la borne inférieure du rapport d’approximation des optima locaux pour les
voisinages 1-bornés. Cependant, ce rapport espéré de (Ap + 1)/(B + 1) est & I’état
actuel des connaissances uniquement validé pour le cas MaxIS (voir [HUR 89]) et
celui des triangles, comme nous allons le montrer maintenant.

PROPOSITION 4.7.— Les optima locaux pour les voisinages 3-bornés de MaxPSG K 3-
libre- B garantissent un rapport d’approximation différentiel de 3/(B + 1).

Preuve. De méme que précédemment, nous allons affiner les preuves des proposi-
tions 4.4 et 4.6. Comme point de départ, nous construisons le graphe H’ qui n’est



104  Optima locaux et rapport différentiel

autre que le graphe H de la proposition 4.4 enrichi des triangles des ensembles G, ., :
H'(V(H'), E(H')) avec V(H') = W/ U U} et E(H') = Uyev E(Gy) Uy, 2u,eus
E(Gu, v,); H estainsi un sous-graphe de H', et V/(H) contient notamment les en-
sembles de sommets U’, U/, et U”. De fagon semblable & la proposition 4.6, nous
considérons ensuite I’ensemble U des sommets de U} qui sont de degré 2 dans
(Ux,W’) g et désignons par W I’ensemble des sommets de W' qui leur sont ad-
jacents dans H' : Uf = {v € Uf : |[({v},W)u/| = 2} et W] = T'y/(U7). On
note alors Hj le sous-graphe de H' engendré par W U U;". Cette fois encore, W7
est un sous-ensemble de U’, le graphe H; étant construit a partir des ensembles G,,.
Nous affinons davantage la description de H{ en partitionnant les sommets de U; en
deux sous-ensembles U et Uy \ U3 ou Uy est défini comme I’ensemble des sommets
de U7 qui sont adjacents dans H; a des sommets de Uecop, : Uy = hy (Ucom)- On note
alors W3 = T'y; (U3) ses adjacents, W = T'y, (U7 \ Uy) les adjacents de Uy \ Uz,
enfin respectivement H/, et H), les sous-graphes de H; engendrés par U5 UW; et (UT\
Us) U W. Notons que ces deux graphes ne sont pas nécessairement disjoints ; en re-
vanche, on a bien entendu V' (Hj%) U V(H%) = V(H{). On remarque que W3 N Ucom
et W3 \ Ucom SONt respectivement des sous-ensembles de U/, et U".

com

Nous exploitons a présent I’optimalité locale de U relativement aux voisinages
3-bornés, en commencant par ce constat préalable duquel découlera nombre de pro-
priétés sur les graphes H1, H) et Hj.

Yu € Wll, Yy 7’5 Vo € Uf, u € FH{ (1}1) ﬂFH{ (Uz) = {’U1,1}2} ek

Effectivement, I’optimalité locale de U indique qu’il existe un triangle T" sur I’en-
semble U \ {u} U {v1,v2}; puisque vy et vy sont de degré 2 dans W', I'unique
triangle de G sur v; U W’ contient w ; ainsi le triangle T' contient nécessairement
I"aréte {vy, va}.

Cette remarque permet de déduire les relations suivantes :
1) Vu e Wi, [({u}, Ul ay| < 23

2) Yu € Wy N Ucom, [({u}, U )my| = 1;

3) Vu € W3 \ Ucom, |({u}, Ul )y = 1.

Pour 1, I’argumentation est la méme que celle effectuée lors de la proposition 4.4 : si
un sommet de T, est adjacent & (au moins) trois sommets de U;, ces trois som-
mets sont selon la remarque précédente deux a deux adjacents et forment un tri-
angle! Si maintenant pour contredire 2 un sommet de W N U, est adjacent a deux
sommets de U, alors ces deux sommets deviennent également adjacents dans G et
I’on retrouve de nouveau un triangle dans I’optimum. Enfin pour avérer 3, considé-
rons un sommet u de W3 \ Ugom relié a deux sommets v; et vy de U ; on note
alors uy (resp., us) le sommet de W N Ueop, qui est sur I’unique triangle {vy, u, u; }
(resp., {va,u,us}) issu de vy (resp., v2) dans H’. Comme u; et uy sont éléments
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de W4 N Ueom, ON sait par I’argument précédent que ces deux sommets ne peuvent
coincider. L’optimalité locale de U implique I’existence d’un triangle {vy, v, w} sur
U\ uU{v1,v2}; us et uy étant distincts, on peut toujours supposer w # w1, mais
alors v; devient de degré 3 dans H’, étant relié aux sommets u, «; et w, absurde !

De ces propriétés découlent les relations suivantes liant les cardinalités des sous-
ensembles de W7 :

Ur\Us| < W3] [4.12]
‘U2*| |W2/\Ucom‘ = \Wéﬂme| [4.13]

Pour justifier I’expression [4.12], il suffit de reprendre I’argumentation faite lors de la
preuve de la proposition 4.6 (expression [4.11]), cette fois-ci sur Hj :

A0P\U5| = > el Whi| = 1or\ Uz W)
veUF\U;
= Y [ Ui\ Us) | < 20wl
ueW)

Quant & I’expression [4.13], il suffit de remarquer au préalable que tout sommet de U
est lié dans H’ a un unique couple de sommets de (W4 N Ucom) X (W4 \ Ueom) ; il Ne
reste alors plus qu’a sommer :

U] = Soews |{0h WE0 Ueomdpss| = 103, W2 Vo)
= ZuGWéﬂUcom ({u}, U2*>H1 = W30 Uconl
EUGU; ({v}, W3\ Ucom>H{ = [{U3, W3\ Ucom)|
= uew\Ueom |{ub, US) g = W3\ Ucoml -

On remarque enfin que, chague sommet « de W étant sur un triangle {v, u,w’} pour
un certain v de U7 et surtout, un certain u’ de W3, I’ensemble W3 vérifie la relation :

2 (W4, W) g

> W) [4.14]

Finalement, en regroupant toutes les inégalités [4.14], pour peu que B soit supérieur
ou égal a 3 (sinon on est a I’optimum) on obtient :

3or, (G) = 3(|UF|+ UL \ UT| + [Ucom|)
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U7+ (2107 + 3 |UL\ UY|) + 3 |Ucom|

g |Uf‘+|<U-T-7W/ >H/ +3‘UCOIII|
< UT[+ Z dH’(u)_2‘<W/7W/>H"+3‘Ucom|
ueW’
<UD+ BIW' =2 ({ Udom, U" ) 1]
+ (W3 Wi ) + 3 Ucoml
< UL+ B (U] = [Ucom \ Udoml)
- 2Inax{|Uéom| ) |UH‘} - ‘Wé| +3 |UC0m|
< U7+ B|U| = 2max {|Ulw|, [U"|}
- |W?/>| +3|Uéom|
< UT\Us|+|U3] + BlU| = [Ws| + [Uom|
< |Wé‘+|W2/\Uéom|+B|U|7|W?ﬁ|+‘Uéom|
< (B+1)|U|
ce qui conclut la preuve. ]

4.2.2. Le voyageur de commerce et le voisinage 2-opt

Soit I une instance du probléme du voyageur de commerce (MinTSP) constituée
d’un graphe complet G(V, E') & n sommets et d’une valuation d : E — N des arétes
de G. On cherche un tour sur V' de codt minimum, le coQt d’un tour étant donné par la
somme des codts des arétes qui le constituent : mrsp(I,t) = > ., d(e). On se limite
aux instances pour lesquelles dp,.x = max.cg{d(e)} < n* pour s’assurer de mani-
puler les instances d’un probléme polynomialement borné et ainsi étre en mesure de
déterminer des optima locaux en temps polynomial : avec wrsp < nXmax.cg{d(e)}
et BTSP > n X mineeE{d(e)} > 0, il vient |wTsp — ﬁTSP| < nF+1, Pour p|US
de clarté, on note comme dans le paragraphe 3.1.2 [u,v] I’aréte d’extrémités u et v
et d(u,v) le colt associé.

THEOREME 4.4.— MInTSP(k) € GLO[J].

Preuve. Nous montrons que le probléme MinTSP(k) garantit la qualité de ses optima
locaux pour le voisinage 2-opt présenté au paragraphe 3.1.2. Un tour n’étant autre
qu’une permutation sur les sommets, nous nous permettons d’utiliser une notation
fonctionnelle. Soient ¢ : ¢ — ¢(¢) un optimum local et s : ¢ — s(4) un optimum glo-
bal ; pour deux entiers i et k de I’ensemble {1,...,n}, t*(i) désigne le k& successeur
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du sommet 7 dans le tour ¢ (ainsi t™(z) = ), tandis que ¢; 5, désigne le tour voisin de ¢
obtenu en échangeant les arétes [i, ¢(i)] et [t*(i),t**1(4)] contre le couple d’arétes
([i,t%(3)], [t(7), t*+1(3)]). Alors, Vi € {1,...,n}etVk € {1,...,n —1}:

t (i, 1(0), £2(3), ..., 771 (), 0 (), T (D), 692 (), L, 21 (6),4)
ok = (iR, ), ), 1), (), R, Lt (d), )

L’optimalité locale de ¢ se traduit, Vi € {1,...,n} etVk € {1,...,n — 1}, par les
inégalités :

d (i, 1(i)) +d (D), 11 (0)) < d (3,5 (i)) +d (¢(3), "1 (3))

qui impliquent en particulier, Vi € {1,...,n}:

46, 100) + d(s(0), 1(5(0))) < 6, 50) + (1), 1(5()) [4.15]
D t0) + 3 d(s(0). s() >
Zd(i,s(i)) +Zd(t(i),t(s(i))) [4.16]

ou I’expression [4.16] provient de I’addition des expressions [4.15] pouri =1, ..., n.
Remarquons par ailleurs que :

S dt0) = %)) = mrse(L)
jzld(z',s(i)) ) —  Brsp(])
> d(ti).Hs(0) = masp(Lu)

ou u est le tour (i — t o s o t~1(3)). Il ne reste plus qu’a conclure :

Brsp(I) +mrsp(L,u) < Prsp(I) +wrsp(f)
3Brsp(I) + swrsp(1)

2mrsp (I, t)

<
& mrsp(l,t) <

S0ift, 6TSP(L t) > 1/2. |
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DEBUT
(1) calculer un tour réalisable T;
(2) TANT QUE 1’amélioration de d(T) est possible

3) considérer un nouvel ensemble {vivj,vi/vj/} CT;
(4) SI d(i,j) +d(i’,j') > d(i,i/)er(j,j’)

(5) ALORS T « (T \ {vivy,virvy }) U{vivi, vyvy } s

(6) FIN SI

(7) FIN TANT QUE;
(8) OQUTPUT T;
FIN

Figure4.2. L’algorithme 2_OPT

L’algorithme 2_OPT?2 (LSA qui exploite le voisinage 2-opt) est décrit en figure 4.2.
Notons que le tour 7" de la ligne (1) peut étre déterminé au moyen de n’importe quelle
heuristique polynomiale (par exemple, celle du plus proche voisin).

La limitation aux instances polynomialement bornées (contrainte portant sur la dis-
tance des arétes) nous assure le retour d’un optimum local en un nombre polynomial
d’étapes. Le résultat du théoréme 4.4 induit ainsi un autre résultat d’approximation
tres important reprenant, en quelque sorte, la discussion de la fin de la section 2.8 du
chapitre 2, puisqu’a I’aide du lemme 2.5 il a comme corollaire le résultat suivant.

THEOREME 4.5.— MinTSP(k), MaxTSP(k) € APX]d] puisque I’algorithme 2_OPT
garantit un rapport différentiel borné inférieurement par 1/2.

Un autre corollaire des théorémes 2.1 et 4.4 est le suivant.

COROLLAIRE 4.6.— Les restrictions de toutes les versions du TSP citées dans le théo-
reme 2.1 aux graphes a distances supérieurement bornées par un polynéme en n ap-
partiennent toutes & GLO[4].

Enfin, d’apreés les relations établies & la section 2.8 du chapitre 2 et la discussion
du paragraphe 3.5.3 du chapitre 3, le corollaire suivant peut étre trés facilement dé-
montré.

COROLLAIRE 4.7.— Pour toute constante k, pour tout intervalle discret [a, b] tel que
b < k x a, MinTSP[a, b]e GLO.

2. Cet algorithme est un grand classique pour MinTSP ; originellement congu dans [CRO 58],
il a été tres fréquemment revisité au cours de diverses tentatives de résolution de MinTSP (voir
par exemple [JOH 97, LIN 73]).
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4.3. Résultats négatifs

Nous proposons maintenant des cas de non-appartenance aux classes GLO[R] ;
il faut cependant considérer ces résultats avec prudence, la notion de voisinage h-
borné pouvant étre fortement dépendante du codage choisi des solutions. Nous pen-
sons notamment & I’intégration, dans le voisinage, des solutions complémentaires : par
exemple, nous verrons au chapitre 5 que Max2-CCSP ne garantit pas la qualité de ses
optima locaux pour les voisinages h-bornés au sens usuel de tels voisinages, alors que
si I’on considere simplement I’affectation complémentaire, le voisinage 1-borné aug-
menté de cette solution garantit pour ses optima locaux un rapport classique de 1/3.
En termes de distances, pour le codage naturel qui considére sur une instance a n va-
riables un vecteur binaire de taille n, deux affectations complémentaires 7" et T sont
effectivement n-distantes et ne peuvent ainsi étre considérées comme voisines dans
le cadre de voisinages h-bornés ; cependant, il suffit d’ajouter un bit supplémentaire
seulement au vecteur 7' (ce qui reste un codage raisonnable) pour rendre cela pos-
sible : il s’agit d’interpréter ce bit comme le sens de lecture des n bits suivants. Alors,
le passage d’une solution a son complémentaire ne réclame plus n, mais un unique
changement et les solutions 7" et T se retrouvent voisines pour tout voisinage h-borné.

Pour lever I’'ambiguité afférente au codage des solutions, il faudra comprendre les
résultats négatifs proposés comme étant édictés pour une interprétation « physique »
et non plus mathématique des voisinages /-bornés.

4.3.1. Satisfaisabilité maximum

La preuve de I’appartenance du probléme MaxSat & la classe GLO a été faite dans
[AUS 95b], pour le voisinage 1-borné et un rapport 1/2 ; nous montrons qu’il n’en est
pas de méme pour le rapport différentiel.

THEOREME 4.6.— MaxSat ¢ GLO[d].

Preuve. On montre que pour tout h, MaxSat ¢ GLOI](h). Considérons la famille
d’instances (I)g>1, Ix = (Xg, Ci) Yk, définie par :

- X, = {xl,xg,...,mk} (i.e., Ly = {J)l,xg,...,l‘k} U {5}1,532,...75‘;9});
= Cr = Pr(L)\{(Z1, T2, ..., 1)}

ou Py (Ly) désigne I’ensemble des parties de taille & de I’ensemble L, des littéraux
qui ne sont pas des tautologies.

Toutes les clauses de taille %, sauf la clause composée des £ littéraux négatifs
(Z1,Z2,...,Zk), SONt donc générées. Toute clause contenant au moins un littéral po-
sitif, I’affectation (1,1, ..., 1) satisfait les |Cy| clauses ; d’autre part, toute autre affec-
tation satisfait |C| — 1 clauses. Effectivement, soit ¢ une affectation, on note ¢° I’en-
semble des indices des composantes nulsde ¢ : t® = {iy,...,i,} = {i € {1,...,n}:
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t; = 0} ; t avére toutes les clauses, sauf la clause c° dans laquelle les variables d’indice
dans ¢V apparaissent sous forme positive et les autres variables sous forme négative :

0 = - - -
c = ('Tlﬂ"'?x’il—l?wil?xil“‘l?"'7xij—17$ij
g1y s Lify—15 Ly, Tiyg4 15 - - - ,fn)
Or, " existe toujours dans Cy si t # (1,1,...,1). On a ainsi pour & quelconque

w(ly) = |Cx| — 1 et (1) = |Ck| : quels que soient la constante £ et le voisinage
h-borné associé, il existe avec C}, pour k& > h une instance du probléme MaxSat pour
laquelle I’affectation (0,0,...,0) est & la fois optimum local et pire solution (puis-
qu’il faudrait changer & valeurs pour augmenter la performance, soit plus de h chan-
gements) et de fait, cette affectation constitue un optimum local de rapport différentiel
nul. On en conclut la non-appartenance de MaxSat a la classe GLO[4]. |

La démonstration précédente nous permet de déduire une information importante
sur les fameuses sous-classes Maxk-Sat des instances de satisfaisabilité formées de
clauses d’au plus k littéraux.

COROLLAIRE 4.8.— Yk, Vh < k Maxk-Sat ¢ GLO[d](h).

4.3.2. Le sac-a-dos

Le probléme du sac-a-dos entier ou bivalent se résoud fort bien, tant en classique
[IBA 75] qu’en différentiel [DEM 96], puisqu’il admet des schémas complets pour
les deux rapports (nous en avons d’ailleurs donné un exemple en classique au cours
de I’exemple 2.4) ; et pourtant, malgré cette apparente bonne composition, MaxKS
n’appartient pas a la classe GLO. Nous rappelons que ses instances forment une sous-
classe des problémes de programmation linéaire en nombres entiers pour lesquels la
matrice des contraintes se réduit a un seul vecteur. Pour considérer I’appartenance
a GLO[RJ, nous nous limiterons au sous-probléeme MaxKS(k) qui regroupe les ins-
tances pour lesquelles la plus grande valeur numérique en valeur absolue est bornée
par la quantité n* ol n désigne la dimension de I’espace de I’instance ; le probléme de
sac-a-dos, limité a cette famille d’instances, est polynomial puisque le probléme glo-
bal admet un algorithme pseudo-polynomial (voir exemple 2.1). Or, nous montrons
qu’un cas particulier de cette famille de problémes polynomiaux, celui du sac-a-dos
bivalent qui consiste & considérer les variables a valeur dans {0, 1} et que I’on note
MaxKS(k){0, 1}, n’est méme pas dans GLO.
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THEOREME 4.7.— MaxKS(k){0,1} ¢ GLO U GLOId].

Preuve. On montre pour tout & « MaxKS(k){0, 1} ¢ GLOI6](h) ». Une instance I du
probleme de sac-a-dos bivalent polynomialement borné se définit comme suit :

max cC-T
I = a:céb
z e {0,1}"

avec ¢ € (N*)" et max{c;} < n*, a € (N*)" et max{a;} < n*, b € N*. Puisque
_ -0 n k+1 _ T

wrs(l) = 0pourz = 0 et fgs(I) < >, ;¢ < n" pourz = 1, lavaleur

de I’instance I est bornée par le polyndme n*+1. Considérons maintenant la famille

d’instances (I, )n >0 définie, Vn > 0, par :

a = (n—-1,1,1,...,1)
Ih,n: c = (h—l,].,].,...,]_)
b = n—-1
Le vecteur optimal x; = (0,1,...,1) qui consiste & prendre tous les objets sauf

le premier apporte une utilité de n — 1, quand la solution complémentaire x,, =
(1,0,0,...,0) n"apporte qu’une utilité de h — 1; or, c’est un optimum local pour
tout voisinage h’-borné, A’ < h, puisqu’il faudrait pour améliorer la composition du
sac-a-dos x,, Oter le premier objet d’utilité 4 — 1, puis ajouter au moins h objets d’uti-
lité unitaire. Les optima locaux z,, des instances I, ,, réalisent ainsi un rapport de
performance asymptotiquement nul :

h—1
—

vnv 6KS (Ih,nvxn) - n— 1 noteo

Ces instances I, ,, montrent que le probléme général non borné ne garantit pas la
qualité de ses optima locaux vis-a-vis de voisinages h-bornés, et ce quelle que soit la
constante h. |

En fait, il faudrait borner les poids a; comme les utilités ¢; pour obtenir quelque
chose : si pour tout 7, a; < A et ¢; < C, bétement, un optimum ne fera jamais
mieux que b x C' (si tout élément est de poids 1 et d’utilité C') et un optimum local,
une solution maximale simplement, jamais moins que |b/A] > (b— A+ 1)/A (si
tout élément est de poids A et d’utilité 1), assurant un rapport d’approximation (en
considérantb > A):

_b—A+1 b A-1_ 1 A-1_ 1
T AC T AC T AC T AC T AC T AC

)

Ce résultat n’est cependant pas satisfaisant ; une autre piste serait de se reporter sur
un sous-probléme tel MaxSubsetSum (Maximum Subset Sum) pour lequel les vecteurs
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a et c coincident : il s’agit, étant donné un entier b et n entiers ¢y, ..., c, de N", de
trouver le meilleur minorant de b possible par une combinaison d’éléments c; (c’est la
version maximisation ou « duale » du probléme de plus petit majorant étudié au cours
des exemples 2.2 et 2.3). Il se trouve malheureusement que de nouveau sur ce pro-
bleme, on peut exhiber pour toute constante % une famille .J;, ,, d’instances qui mette

en défaut la qualité des optima h-locaux : pour tout n, on définit c = (n?,n%,1,...,1)
vecteur de N” et b = n?; la solution z* = (1,0, ..., 0) est optimum global de valeur
n? et la solution z = (0,1,...,1), de valeur n — 2, est optimum h-local pour tout

n/h < n—2 puisqu’il faudrait, pour I’améliorer, retirer tous les n — 2 éléments conte-
nus dans x avant de pouvoir éventuellement mettre x; ou x5 a 1. Or, le rapport réalisé
par z, de (n — 2)/n?, tend indubitablement vers 0 quand n tend vers I’infini. Une fois
de plus, nous avons I’expression d’un contraste classique entre deux versions proches
d’un méme probléme puisque (bien que nous ne I’ayons pas montré formellement)
I’algorithme [solminimale] renvoie des optima locaux pour le voisinage 1-borné et
que ces solutions garantissent un rapport de 1/2 (voir exemple 2.2).

4.4, Ou les classes GLOJR] se situent-elles ?

Autant on sait a peu pres ce qui ce passe pour GLO, autant les choses sont un peu
plus floues concernant GLO[4] : de fagon plus générale, on connait mal encore les
frontiéres des classes d’approximation sous le rapport différentiel.

4.4.1. GLOJ[R] et les classes d’approximation

Comme nous venons de I'illustrer avec MaxKS(k){0, 1}, un probléeme peut étre
« facile » au sens de la résolution en temps polynomial et admettre de mauvais optima
locaux :

PO ¢ GLO
PO ¢ GLO[J]

Tout optimum local garantit un rapport constant et par définition, GLO[R] ren-
ferme des problémes sur lesquels les algorithmes de recherche locale obtiennent un
optimum local en temps polynomial : ainsi les LSA sont, sur les problemes des classes
GLOIR], des PTAA particuliers. En revanche, puisque tout probléme polynomial (qui
est a fortiori APX]R]) n’est pas nécessairement GLO[R], il s’agit d’une inclusion
stricte :

GLO Cc APX
GLO[d] < APX[J]
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Par ailleurs, nous I’avons vu avec le probléme d’ordonnancement multiprocesseur
ou encore le probléme de Bin Packing, les classes GLO[R] intersectent la classe PTAS
des problémes admettant un schéma d’approximation : 31T € GLO tel que IT € PTAS
et 3IT € GLOJJ] tel que II € PTAS[0]. Les figures 4.3 et 4.4 offrent une illustration
des relations qu’entretiennent respectivement les classes GLO et GLO[d] avec les
classes d’approximation.

MaxTSP(k)

MinMS (k)

Figure 4.3. GLO et les classes d’approximation

Concernant GLO et APX, les auteurs montrent dans [AUS 95a] que la ferme-

ture de GLO sous P-réductions coincide avec APX : GLO' = APX. Pour cela,
ils font appel & des problémes particuliers de satisfaisabilité variables-pondérés qui
sont APX-complets pour la P-réduction. Une instance de Max)VSat (probléme de
satisfaisabilité maximum pondéré avec borne) est la donnée d’une instance (X, C)
de MaxSat, d’un jeu de poids p1,...,p, sur les variables x1, ..., x, et d’un entier
B € N* tels que la somme des poids p; est comprise dans I’intervalle [B,2B] :
B < Y | p; < 2B (B pouvant étre arbitrairement grand). Une affectation 7" des
valeurs de Vérité, si elle satisfait toutes les clauses, sera évaluée par la somme des
poids des variables mises a 1 par T'; sinon, 7" est évaluée a B :

, 3 ; x T (z;) siT affectation valide
VT € {0,1}", myysar(I,T) = ;px (i)

B sinon
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Minc  GLOIS]  MaxKS(k){0,1}
MinTSP(k)

PTAS[]
APX][5]

Figure 4.4. GLO[4] et les classes d’approximation

Ce probléme a été montré dans [CRE 91] 1/2-approximable (une affectation non
valide faisant B quand I’optimum ne pourra jamais excéder 2B) et APX-complet.
Sur toute instance, on sait construire en temps polynomial une affectation 7° non
valide : il suffit de prendre la premiére clause ¢, et d’affecter les variables interve-
nant dans c; de sorte & ce que tous ses littéraux soient faux (on rappelle que I’on
suppose toujours disposer d’instances qui ne comportent pas de tautologie). Alors il
est équivalent du point de vue de I’approximation classique de considérer pour les
affectations valides la fonction : myysai(I,T) = max{B,Y ., p; x T(z;)}. Ef-
fectivement, la valeur optimale est inchangée (Byysat(I) > B) et pour passer d’une
évaluation & I’autre, il suffit de substituer a toute affectation valide 7" dont la somme
des poids des variables mises & 1 est strictement inférieure a B la solution T°. Consi-
dérons donc le probleme Max)VSat doté d’une telle fonction objectif, il est toujours
1/2-approximable (par toute affectation des valeurs de vérité, toute solution faisant au
moins B quand (Byysas reste borné par 2B) et APX-complet [CRE 91]. Pour démon-

trer I’égalité GLO' = APX, Ausiello et Protasi se ramenent au cadre polynomiale-
ment borné avec le probléme MaxWVSat(k) dont I’objectif est le suivant :

W(I.T)— B
VT € {O, 1}”, mwsat-pB(I, T) =n-+ {n(mws t(B ) >J .

Avec cette fonction objectif, on s’assure que la valeur de toute solution sera com-
prise entre n et 2n, la différence myysa(I,7) — B étant toujours comprise entre 0
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et B. Ainsi, le probléme Max)VSat(k) est clairement dans GLO, étant polynomiale-
ment borné (on est donc assuré de trouver par LS A un optimum local en temps poly-
nomial), et garantissant trivialement un rapport 1/2 pour tout optimum local (comme
c’est déja le cas de toute solution). Or, il est montré dans [CRE 94] que Max)VSat est
P-réductible a sa restriction Max)VSat(k) et cela suffit a conclure :

APX & MaxWVSat & MaxWSat(k) € GLO

- GLO' = APX
GLO C APX

Cette égalité induit notamment qu’un probléme APX qui n’est pas GLO (et nous
avons vu que de tels problémes existent) se réduit au moins par P-réduction & un pro-
bleme de GLO. Notons au passage que ce probleme, Max)VSat(k), n’est pas approxi-
mable en différentiel a moins que P n’égale NP : nous montrons par réduction a partir
de Sat que toute approximation différentielle non nulle de ce probléme permettrait de
décider Sat.

THEOREME 4.8.— Tout algorithme polynomial .A approché pour Max)VSat(k) établit,
si P £ NP, un rapport différentiel de performance nulle (exactement égal a 0) !

Preuve. Considérons une instance I = (X, C) de Sat constituée de » variables boo-

léennes x1, ..., x, et m clauses ci, ..., ¢, ; On introduit un ensemble de n variables
booléennes Y = {y1, ...,y } €t les deux ensembles C’ et D de clauses suivants :
n n
’r /
¢ = U U {cis}
i=1j=1

L_J U {(yjl’yj2)}

Ji=1j2=j1+1

>
Il

ol c;7j = ¢;Vy;. Enassociant alors par exemple & chague variable z; un poids p;* = 1,
a chaque variable y; un poids p}’ = 3, eten posant B = 2n, on obtient une instance I’
de Max)VSat donnée par I’ensemble de variables X UY", I’ensemble de clauses C'UD,
les jeux de poids p™ et p¥ et la constante B. Effectivement, les poids vérifient bien
comme il se doit :

> ¥+ p) =n+3n=4n€[B,2B] = 2n,4n]

i=1 j=1

Une affectation 7" non satisfaisable réalisera une performance de B ; par ailleurs,
pour satisfaire I’ensemble D de clauses, une affectation 7" devra mettre au moins
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n — 1 variables y; & 1 (sinon une clause (y;, ,y;,) ne sera pas Vérifiée) et ainsi, sera
évaluée par la somme des poids des variables mises a 1, cette somme valant au moins
3(n — 1) > B. Cela signifie aussi qu’une affectation 7", pour étre satisfaisable sur I,
devra impérativement I’étre tout autant pour I : pour une variable y; affectée a 1 (et
I’on vient de voir que c’était le cas d’au moins n — 1 variables), la clause c; ; = ¢; V g
ne sera avérée qu’a condition que la clause initiale ¢; le soit elle-méme. Ainsi, une
affectation satisfaisable sera toujours a valeur dans [3(n — 1), 4n] quand toute autre
solution fera, nous I’avons dit, B = 2n. Si un algorithme approché pour Max)VSat
assure un rapport différentiel non nul il permettra, sur I’, de renvoyer une solution
satisfaisable s’il en existe, et donc de reconnaitre si oui ou non [ est satisfaisable. Il
en est de méme pour MaxWSat(k) ou toute affectation non satisfaisable sera évaluée
a n et toute solution satisfaisable & au moins n + 1 (on peut supposer n. > 5 et ainsi,
n(mwsat(I,T) — B)/B 2 n(3(n—1) —2n)/2n = (n—3)/2 > 1). |

La construction que nous venons de proposer produit des clauses de taille 2 (en-
semble D) et des clauses de méme taille, & un littéral prés, que celles de I’instance
initiale (ensemble C") ; aussi la réduction proposée transforme-t-elle plus précisément
une instance de k-Sat pour k£ > 3 en une instance de MaxWk + 1-Sat(k), induisant
sur ce dernier probléme le méme résultat négatif d’approximabilité différentielle que
sur le probléme général.

COROLLAIRE 4.9.— Tout algorithme polynomial A approché pour MaxWk-Sat(k)
établit, si P £ NP, un rapport différentiel de performance nul, et ce quelle que soit la
constante k& > 4 considérée : Vk > 4, 5Maka-Sat(k) =0.

Le résultat annoncé par le théoreme 4.8 est d’ordre crucial pour la théorie de I’ap-
proximation puisqu’il met en évidence, a I’intérieur de la classe des problémes NP-
difficiles, I’existence d’une famille de problémes qui sont de la plus grande difficulté
intrinséque pour I’approximation différentielle : ceux dont la garantie différentielle de
performance est, au pire des cas3, égale a 0. Bien s(r, comme I’on peut pour tout pro-
bléme déterminer une solution non nulle, un rapport classique égal & 0 ne peut exister.
En revanche en différentiel, on supposait I’existence de tels problemes (nous I’avons
dit : les plus difficiles intrinsequement) sans étre en mesure de la démontrer. Le théo-
reme 4.8 léve donc une question ouverte, tragant la voie vers une structuration plus
fine des classes d’approximation différentielle. Un autre probléme ayant un rapport
différentiel nul, I’ensemble stable dominant minimum (MinIDS, voir annexe A, est
donné dans [BAZ b]. Ces deux résultats ont été obtenus presque simultanément.

3. C’est le cadre de travail le plus commun en algorithmique et complexité.
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MaxTSP(k
Max—l(/\)-Sat(k)

MaxCut
Maxk-Sat

APX MaxSNP,

Figure 4.5. GLO et les classes logiques

GLOI[4]

MaxSNP,
Max2-CCSP

MinC MaxIS-B3
MInTSP(k)  paxcut

Figure 4.6. GLO[J] et les classes logiques

4.4.2. GLOJ[R] et les classes logiques

Une relation découlant immédiatement de ce qui précéde est la suivante :
GLO N GLO[6] N MaxSNP # ()
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GLO GLOJ[4]

MaxIS-B
MinVC-B
MinDS-B
MaxCut

MaxTSP(k)

MinMS (k)

MaxWSat-PB

Maxk-Sat

MaxSat

Max2-CCSP MinFNS MaxKS(k){0, 1}

Figure4.7. GLO et GLO[d]

Par exemple, MaxIS-B € GLOI[R] pour R = p,¢; par ailleurs, si I’on se res-
treint au cas classique, le probléme Max3-Sat semble jouer un role-clef puisque non
seulement il appartient a GLO mais en plus, tout probleme de MaxSNP s’y réduit par
LOP-réduction [AUS 95b] : VII € MaxSNP, IT oc“OF Max3-Sat. La LOP-réduction
est une réduction définie dans [AUS 95b] qui préserve pour I’approximation les sché-
mas d’approximation par L-réduction, pour la structure les optima locaux par LOC-
réduction.

Par ailleurs, il existe des problémes situés dans GLO N GLO[d])\MaxNP et
d’autres dans MaxSNP\(GLO U GLO[d]). Effectivement, si pour R € {p,d}, la
classe GLO[R] et les classes MaxSNP, MaxNP s’intersectent (GLO[R] comporte
des problémes de MaxSNP), il n’y a pas de relation d’inclusion : il est des problemes
de MaxSNP qui ne garantissent pas la qualité de leurs optima locaux4, des problémes
de GLO[R] qui ne sont pas dans MaxNP>. Enfin, des égalités :

MaxNP' APX
GLO' = APX

4. Maxk-CSP Vk > 2 [ALI 94], Max2-CCSP [KHA 98] pour GLO, donc pour GLO[4].
5. MaxTSP(k) pour GLO et GLO[4], MinC pour GLO[4].
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on déduit MaxNP' = GLO' ; en particulier, tout probléme de GLO se P-réduit a un
probléme de MaxINP, tout probléme de MaxNP se P-réduit a un probléme de GLO.
Nous proposons a travers les figures 4.5 et 4.6 une représentation de ces résultats;
la figure 4.5 illustre les relations de la classe GLO avec les classes APX, MaxNP
et MaxSNP tandis que la figure 4.6 s’intéresse aux relations entretenues avec ces
classes par GLO[d].

4.4.3. Quelle unité dans tout ¢ca ?

La diversité des problémes se situant dans ou hors les classes GLO semble rendre
peu plausible I’établissement d’une caractérisation unifiée des problémes garantissant
la qualité de leurs optima locaux. Nous n’avons pas, sur la syntaxe méme des pro-
blémes, mis & jour de moyen de décision d’appartenance a GLO ni & GLO[d]. Que
I’on regarde sous I’angle de la formulation logique ou sous celui de la programmation
linéaire par exemple, rien ne vient d’évidence. C’est cependant une voie a explorer,
mais de facon fine et précise, de méme que la structure radiale des problémes dont
nous parlons au chapitre 7. Une autre observation qui pourrait paraitre surprenante,
c’est que souvent, ce sont les solutions les plus simples, les optima 1-locaux, qui nous
ont permis d’établir des rapports d’approximation ; le fait le plus remarquable est que
parfois méme, il est possible de montrer (ce sera notamment le cas a propos de cer-
tains problémes de satisfaisabilité au chapitre 5) qu’ils sont aussi bons que les optima
h-locaux pour toute constante entiere universelle h.

La figure 4.7, en guise de conclusion de cette section, propose I’observation rela-
tive des classes GLO et GLO[¢] par les problémes que nous avons, jusqu’ici, été en
mesure de situer relativement a ces deux classes.

4.5. Conclusion

Essayons de s’extraire des conclusions déja tirées, plutdt pessimistes et fondéees
sur notre connaissance actuelle, pour imaginer les pistes qui nous meneraient vers
une caractérisation des classes GLO[R] ; tentons aussi de saisir la philosophie GLO
pour I’étendre au-dela d’un cadre unique de définition. Il nous parait pertinent de
mettre en évidence certaines conditions d’appartenance a GLO[4] selon I’expression
du probléme, de sa structure. On pourrait par exemple tenter d’isoler des familles de
problémes bien approximables comme nous I’avons fait avec les problémes de par-
titionnement héréditaire. Nous pensons notamment, en restant dans le méme ordre
d’idée, aux problémes de partitionnement héréditaire valorisant leur solution par une
autre fonction de co(t (poids maximum, poids moyen...) que la fonction indicatrice
ainsi qu’aux problémes de partitionnement 1-héréditaire. Une propriété = sur un en-
semble X est dite 1-héréditaire si elle n’est avérée sur un sous-ensemble S qu’a condi-
tion de vérifier pour un élément z, du sous-ensemble S : V.S’ C S, w(S" U {zo}).
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D’autres caractérisations des problémes se situant dans ou hors GLO[d] devraient ce-
pendant étre envisagées, comme nous avons essayé de le faire par I’exploitation de la
structure radiale des ensembles de solution.

Par ailleurs, plutot que d’exhiber un trait caractéristique de tel ou tel probleme, par
exemple par leur formulation logique ou la propriété de son ensemble de solutions, il
est souvent intéressant de lier les problémes entre eux de maniere a dessiner des sous-
classes de problemes relativement & la G-réduction, éventuellement les hiérarchiser
(toujours par G-réduction) et, pourquoi pas, parvenir par ce biais a tracer les limites
des classes GLO[R] en établissant la complétude de certains problémes.

Comme nous verrons au chapitre 5 avec les problémes de satisfaisabilité, la dé-
finition méme de I’optimum local, que ce soit par le critére d’optimalité ou celui de
localité, ouvre un éventail d’étude plus riche qu’il n’y parait, permettant d’élargir les
classes d’approximation locale a rapport constant a de nouveaux problémes, ou encore
de comparer le comportement d’un méme probléme vis-a-vis de ces différentes stra-
tégies d’approximation. Ces optima locaux peuvent étre, comme il est proposé dans
[ALI 97], le fruit de I’intégration dans les voisinages considérés de solutions com-
plémentaires ou encore d’une altération du critére d’optimisation ; nous verrons qu’il
est d’abord démontré que Max2-CCSP n’appartient pas a GLO pour des voisinages
h-bornés naturels ; puis qu’en revanche, les optima locaux, pour le voisinage 1-borné
mais relativement a une autre fonction objectif, garantissent pour la fonction objec-
tif initiale un rapport d’approximation classique de 1/4; de méme pour les optima
locaux définis par le voisinage miroir 1-borné qui prend en compte comme voisin
de toute solution la solution complémentaire ; enfin, la combinaison de la prise en
compte d’une fonction objectif altérée et d’un voisinage miroir 1-borné désigne des
optima locaux qui garantissent un rapport classique de 2/5. C’est tout un champ d’in-
vestigation ouvert pour la désignation d’optima locaux d’un probléme et I’étude de la
qualité de ceux-ci en termes de rapport d’approximation, classique comme différen-
tiel. Ce champ peut étre vaste, tout en restant dans un cadre de stratégies simples de
conception et de mise en ceuvre : c’est la, la motivation de ces recherches, voir com-
ment structurellement I’ensemble des solutions d’un probléme admet un ensemble de
bonnes solutions que 1’on est en mesure de décrire a priori. Les optima locaux ne
sont pas décrits comme le résultat du déroulement d’un algorithme mais par certaines
propriétés qui leurs sont intrinséques.

Revisitons maintenant le probléme du sac-a-dos. Nous avons vu dans le para-
graphe 4.3.2 que ni le probleme de sac-a-dos, ni le sous-probleme MaxSubsetSum
ne garantissaient la qualité de leurs optima locaux, en mettant en avant des familles
d’instances qui admettaient de mauvais optima locaux. Devant ces échecs, peut-étre
ferions-nous mieux d’affiner la notion d’optima locaux de ces problémes. Pour le pro-
bléeme MaxKS notamment, il pourrait sembler opportun de rechercher les optima lo-
caux vis-a-vis d’un objectif altéré qui inciterait a sélectionner les objets de meilleur
rapport « qualité-prix » : considérer comme critére de sélection des éléments le choix
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du meilleur rapport ¢;/a; pourrait s’avérer profitable, tant pertinent semble ce critére
(qui, en réalité, définit I’optimum réel), au vu des algorithmes approchés et autres
schémas dédiés a ce probléme qui I'utilisent déja. Il s’agirait ici de tenter I’approche
introduite dans [ALI 94, KHA 98] pour les problémes de satisfaisabilité, celle des
optima locaux altérés : peut-étre qu’une solution du probléme qui est optimum lo-
cal relativement a une autre fonction objectif dite objectif altéré, pourrait garantir de
meilleurs rapports qu’un optimum local relativement a la fonction initiale (GGLO) ?
Effectivement, si I’on regarde de plus prés les mauvais optima locaux exhibés pour le
probléme de sac-a-dos, on remarque qu’ils peuvent sembler peu pertinents, puisqu’ils
auraient choisi un élément de piétre rapport « qualité-prix » (h + 1)/(n — 1) quand
tous les autres éléments ont un tel rapport de 1; ainsi pourrait-il s’avérer intéressant
pour approcher le probleme initial :

n
max » ¢; X x;
i=1
a-r<b
reN"

d’évaluer la qualité d’optima h-locaux du probléme altéré :

n
mang—ixxi
i=1
a-x<b
r € N™,

Une autre approche, pour MaxKS comme pour MaxSubsetSum, pourrait étre de
chercher un optimum local dans I’ensemble d’objets complémentaire. Avec I’ensemb-
le dominant notamment, a la section 3.4, nous avons discuté de I’intérét d’élargir le
voisinage h-borné aux solutions complémentaires (CGLO).

La nouvelle démarche que nous évoquons ici consisterait a chercher deux optima
locaux : le premier de fagon quelconque, puis le second dans I’ensemble complémen-
taire d’objets de la premiére. Ceci n’est autre qu’une fagon adaptée au probléme de
sac-a-dos d’élargir le voisinage d’une solution a I’ensemble complémentaire : si dans
un probléme de satisfaisabilité, deux affectations complémentaires peuvent étre com-
parées a tout instant, ou encore pour le probléme d’ensemble dominant, I’ensemble
complémentaire de sommets d’une solution minimale est lui-méme solution admis-
sible, ¢a n’est pas le cas ici (en général) puisqu’il n’y a, a priori, aucune raison que
I’ensemble complémentaire d’une solution constitue une solution réalisable.

Déja quatre idées ont été évoquées : les optima h-locaux [AUS 95b], les optima
h-locaux miroirs [ALI 97], les optima h-locaux altérés [ALI 94, KHA 98] et les op-
tima h-locaux dans deux ensembles complémentaires ou il s’agirait, étant donné un
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optimum local, de le comparer a un optimum local de I’ensemble complémentaire de
solutions et de renvoyer naturellement le meilleur de ces deux optima. Certains pro-
blémes suggerent une notion encore différente d’optima locaux, pas tant dans la défi-
nition de I’optimalité locale que dans la définition méme du probléme, dans le sens de
la restriction de I’ensemble de ses solutions a des solutions que I’on pourrait qualifier
de non dominées. Nous pensons a des problemes, tels le probleme de localisation ou
encore d’arbre couvrant de profondeur 2, dont la résolution fait apparaitre une dépen-
dance entre deux types de décision. Pour le premier, on dispose d’un certain nombre
de sites sur lesquels peuvent étre placés des concentrateurs et de terminaux a relier aux
concentrateurs. L’installation d’un concentrateur engendre un codt fixe, puis la liaison
d’un terminal & un concentrateur engendre un codt généralement proportionnel a la
distance les séparant; sachant qu’a un concentrateur installé on peut, dans le cas le
moins restreint, raccorder autant de terminaux que I’on veut : I’enjeu du probléme est
alors de décider quels concentrateurs et quelles liaisons terminal-concentrateur instal-
ler de sorte que chaque terminal soit raccordé a un concentrateur, et ce a moindre co(t.
Le second probleme cherche, dans un graphe complet arétes-valué et étant donné un
sommet r de ce graphe, a en recouvrir les sommets par un arbre de racine r et de pro-
fondeur 2 qui soit de moindre codt. En toute rigueur, deux solutions sont h-distantes
si elles different pour le probléme de localisation de 4 choix de concentrateurs et de
liaisons terminal-concentrateur, pour le probléme d’arbre couvrant de profondeur 2
de h choix du pére des sommets. Or, cela se fait sans exploiter la structure en deux
temps de ces problémes : une fois qu’un ensemble de concentrateurs & installer est
arrété, on sait leur raccorder les terminaux a moindre codt en temps polynomial ; une
fois les sommets de premier niveau (ayant pour pere la racine r) déterminés, on sait
leur raccorder les sommets restants, de niveau deux dans I’arbre, & moindre co(t en
temps polynomial. Cela traduit le fait que toutes les décisions n’ont pas méme valeur :
le choix des concentrateurs pour le premier probléme, celui des sommets de premier
niveau pour le second suffisent a déterminer entiérement la solution. Considérant le
raccordement des terminaux aux concentrateurs ou des sommets de second niveau
aux sommets de niveau 1 comme des sous-problémes du probleme global, on aurait
ainsi envie de définir, comme ensemble de solutions, les combinaisons de concentra-
teurs et de sommets de premier niveau, de sorte que deux solutions sont h-distantes
si elles difféerent du choix de h concentrateurs, de » sommets de premier niveau : des
solutions qui auraient pu paraitre éloignées de premier abord sont en réalité voisines si
I’on restreint la description de I’ensemble des solutions aux choix réellement décisifs
dans la constitution des solutions.



Chapitre 5

Les problemes de satisfaisabilité et leurs
optima locaux

Dans ce chapitre, nous nous concentrons exclusivement sur les problémes de satis-
faisabilité ; d’abord parce qu’ils jouent un réle-clef dans le cadre de I’approximation
classique, ensuite parce qu’ils permettent d’appréhender la richesse de la notion d’op-
tima locaux a rapport garanti en envisageant différentes interprétations ou élargisse-
ments de ce concept : optimum local par rapport a quel voisinage, optimum local par
rapport a quel critére d’optimalité ? Les résultats proposés, qui permettent d’illustrer
parfaitement les classes de problémes sous-jacentes a la définition d’optimalité locale
considérée, concernent essentiellement le rapport classique ; nous verrons effective-
ment & quel point ces problémes, méme dans leurs versions les plus simples, semblent
difficiles a approximer en différentiel.

5.1. Les problémes de satisfaisabilité entre eux
5.1.1. Présentation

Soit X = {x1,..., 2y} unensemble de variables booléennes, L = {z1, ..., 2z, }U
{Z1,...,%,} I’ensemble des littéraux issus de X et C = {c1,...,cm} C P/(L)
un ensemble de clauses sur L ou P’(L) désigne I’ensemble des parties de L qui ne
sont pas des tautologies; une affectation des valeurs de vérité est un vecteur 7' €
{0,1}™ dont la signification est la suivante : Vi = 1,...,n, T; = 1 < x; est vraie
et T; = 0 & T, est vraie. On appelle solution complémentaire d’une affectation T’
I’affectation notée 7" constituée des valeurs opposées des composantes de 7" : VT' €

0,13, Vj=1,....,n,T; =1 —Tj.
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Les problémes de la famille MaxSat (resp., MinSat) consistent & maximiser (resp.,
minimiser) le nombre de clauses contenant au moins un littéral vrai, tandis que les pro-
blémes de la famille MaxCCSP (resp., MinCCSP) consistent a maximiser (resp., mi-
nimiser) le nombre de clauses avérées par tous ses littéraux. Les problémes Maxk-Sat,
Mink-Sat, Maxk-CCSP et Mink-CCSP sont les restrictions de ces problémes aux ins-
tances composées exclusivement de clauses de taille au plus &, tandis que MaxEk-Sat,
MinEk-Sat, MaxEk-CCSP et MinEk-CCSP désignent les restrictions de ces derniers
aux instances composeées de clauses de taille exactement %, qualifiées de k-clauses.

Les tautologies qualifient les clauses qui sont toujours vraies, indépendamment de
I’affectation des valeurs de vérité : une clause ¢ est une tautologie si ¢ contient si-
multanément les littéraux ¢ et £, pour un littéral ¢ de L. Une telle clause sera toujours
vraie pour Sat, toujours fausse pour CCSP ; c’est pourquoi nous choisissons de tra-
vailler sur des instances qui n’en comportent pas. L’élimination de ces clauses n’a pas
d’incidence ni quant a la performance relative des solutions, ni quant a I’évaluation
des rapports d’approximation : le fait est évident pour CCSP, puisqu’une solution sur
I’instance contenant des tautologies ou sur I’instance purgée de ses tautologies aura
méme valeur ; concernant MaxSat (resp., MinSat), il suffit de remarquer qu’un rapport
classique maraxsat (1, 7)/B(I) = r (resp., B(I)/muminsat (I, T) = r) sur Iinstance
sans tautologie induit le méme niveau d’approximation sur I’instance augmentée de &
tautologies :

M MaxSat (Iv T) + k MMaxSat (Ia T)
B) +k - B(I)
B~k B

MMinSat (I7 T) -k - TMMinSat (-[7 T)

Quant au rapport différentiel, on sait bien qu’il n’est pas a une translation pres,
quel que soit le probleme II, I’instance I, la solution T et I’entier relatif k& considérés :

wH(I) + k— (mH(I,T) ‘l‘k) _ wH(I) - mH(I,T)
wi(l) +k — (Bu(l) + k) wir(I) = Pu(I)

Pour ces raisons, on se placera donc toujours dans le cadre de clauses constituées
sur P’(L), ensemble des parties de L qui ne sont pas des tautologies.

Soit C' un ensemble de m clauses sur un ensemble X de n variables ; on note X la
négation des variables de X, L = X UX I’ensemble des littéraux et CL = P’(L) I’en-
semble des clauses que I’on peut former sur I’ensemble des littéraux de L. Dans le cas
particulier d’instances composées de k-clauses, CL coincide avec I’ensemble P;.(L)
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des clauses de taille k& que I’on peut construire sur L, et dans celui d’instances compo-
sées de clauses de taille au plus k, CL coincide avec I’ensemble Uf _,P; (L) de I’union
des parties de taille au plus k de L ; dans un cas comme dans I’autre, la cardinalité |CL|
de I’ensemble CL est toujours bornée par m*+1. Enfin, soit ¢ = (1,45, ...,4;) une
clause, ¢ désigne la clause (¢1, 4o, . . ., ;) formée des littéraux opposés. Considérons
alors les transformations f et f¢ qui, a partir d’une instance I = (X, C) d’un pro-
bléme de satisfaisabilité, construisent respectivement les instances I et 1€ définies
comme suit : f : Isae — Isa telleque I — I = (X,C) o0 C = J,o{c} et
f€ i Ip-sar — In-sat telleque I — I€ = (X,CL\O).

Afin de pouvoir exploiter ces deux transformations dans le cadre de réductions,
il nous faut vérifier qu’elles se déroulent bien en temps polynomial. La premigre, f,
consiste a recopier les paramétres de I’instance I en inversant seulement le sens des
littéraux dans les clauses, ce qui demande n + m opérations. La seconde, dans le
cas de k-clauses uniquement, recopie I’ensemble des variables puis engendre toutes
les clauses possibles, le tout en n + |CL| opérations; chaque clause ayant di étre
comparée aux clauses de I’instance initiale pour ne prendre que les clauses qui n’y
figurent pas, il aura fallu procéder &, au pire, |CL| x m x n? comparaisons. Ces deux
fonctions sur I’ensemble des instances des problemes de satisfaisabilité, I’une dans le
cas général, I’autre dans le cas de clauses de taille bornée par une constante, ont donc
un déroulement en temps qui est polynomial en la taille max{m,n} de I’instance
initiale.

Nous allons a présent mettre a jour les relations qu’entretient I’instance I avec les
instances I et 7€, Soit 7" une affectation des valeurs de vérité, on passe des problémes
Sat et CCSP au travers des instances I et I de la fagon suivante :

c est satisfaite pour CCSP < tous les littéraux de ¢ sont vrais pour T’

)

¢ non satisfaite pour Sat < tous les littéraux de ¢ sont faux pour T’

Ce qui se traduit en termes de fonctions d’évaluation par la relation :
msat (I, T) = m —meesp (I,T) [5.1]

Bornons a présent le nombre de littéraux par & et notons v le nombre de clauses
que I’on peut construire sur n littéraux : selon que I’on se limite ou non a des clauses
de taille exactement k, on aura v = C¥ ou v = ) _ CP. Toute affectation T des
valeurs de vérité permet alors d’avérer v clauses de CL pour CCSP puisque c’est la le
nombre de clauses que I’on peut construire sur les n littéraux avérés par 7'. De méme
pour le probléme Sat, seules les v clauses intégralement constituées de littéraux faux
pour T' ne seront pas avérées, autrement dit toute affectation des valeurs de vérité



126  Optima locaux et rapport différentiel

satisfera |CL| — v clauses. Toute clause de CL se trouvant soit dans C, soit dans CL\C,
on en déduit entre les instances I et ¢ les relations :

magccsp (I, T) = UV — MCcCcsp (IC, T) [52]
Mgat (Ia T) <|C£| - V) — Mgat (107 T) [53]

ou I’expression [5.3] est déduite par la combinaison des expressions [5.1] et [5.2].

5.1.2. Tous pour un

Nous montrons simplement que les relations que 1’on vient d’évoquer ne sont que
I’expression de la forte équivalence qui lie les problémes Sat et CCSP dans leurs ver-
sions maximisation et minimisation puisqu’il s’agit la d’équivalence affine ; nous rap-
pelons que sous le formalisme du rapport différentiel, deux problémes liés de telle
sorte sont totalement équivalents du point de vue de leur approximation.

THEOREME 5.1.— MaxCCSP et MinSat sont affinement équivalents. Aussi, MaxSat et
MinCCSP sont affinement équivalents.

Preuve. D’apreés I’expression [5.1], la réduction ( f, Id) est bien une réduction affine de
MaxSat a MinCCSP et de MinCCSP a MaxSat, de MaxCCSP a MinSat et de MinSat
a MaxCCSP, avec k; = —1et K; = m. |

THEOREME 5.2.— Pour tout entier & > 2, les problemes Maxk-Sat, MaxEk-Sat,
Mink-Sat, MinEk-Sat, Maxk-CCSP, MaxEk-CCSP, Mink-CCSP et MinEk-CCSP ad-
mettent le méme degré d’approximation différentielle.

Preuve. Pour montrer ce théoréme, nous mettons en évidence au cours des lemmes 5.1
et 5.2 certaines équivalences affines entre ces problémes.

LEMME 5.1.—
1) Maxk-Sat 25 Mink-CCSP et MaxEk-Sat X MinE.-CCSP ;
2) Maxk-CCSP 45 Mink-Sat et MaxEk-CCSP &5 MinEk-Sat ;
3) Maxk-Sat 2 Mink-Sat et MaxEk-Sat 2% MinEk-Sat ;
4) Maxk-CCSP 2 Mink-CCSP et MaxEk-CCSP 2 MinEk-CCSP.
Preuve du lemme 5.1. Pour les points 1 et 2 on utilise I’argument du théoréme 5.1.

Pour le point 3, d’aprés I’expression [5.2], la réduction (¢, Id) est bien une réduction
fortement affine de Maxk-CCSP & Mink-CCSP et de Mink-CCSP a Maxk-CCSP, de
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MaxEk-CCSP a MinEk-CCSP et de MinEk-CCSP a MaxEk-CCSP avec k; = —1
et K; = v. Pour le point 4, d’aprés I’expression [5.3], la réduction (€, Id) est une
réduction fortement affine de Maxk-Sat a Mink-Sat et de Mink-Sat a Maxk-Sat, de
MaxEEk-Sat a MinEk-Sat et de MinEk-Sat & MaxEk-Sat avec k; = —1 et K =
|CL| — v; ceci termine la preuve du lemme 5.1. ¢

LEMME 5.2.— Vk € N, Maxk-CCSP AF MaxEk-CCSP.

Preuve du lemme 5.2. Soient k& une constante entiére, on considére la transformation ¢
qui a toute instance I = (X, C) de k — CCSP associe I’instance I’ = (X’,C’) du
méme probléme définie comme suit: soit D = {c € C : |¢| < k} ;alors X' = XU{y}
etC’ = (C\D)U Dp U Dy avec Dp = {J .cpicU{y}} et Dy = U cplcU{7}}.
L’instance I’ est bien une instance de k-CCSP puisque son ensemble de clauses re-
prend celui de I pour I’ensemble C\ D et construit deux ensembles D p et Dy en ajou-
tant le littéral y ou ¢ a des clauses de taille au plus & — 1. Notant pour toute affection 7"
des valeurs de vérité sur X’ par T"X la restriction de 7" a I’ensemble X, on remarque

entre les instances I et I’ la relation : V(7, T") € {0,1}" x {0,1}"*1 /Tx =T,

mocsp (I',T") = mccsp (I, T) [5.4]

puisque tous les littéraux d’une clause c sont vrais si et seulement si tous les littéraux
de c et y ou tous les littéraux de c et § sont vrais!

En appliquant itérativement & — 1 fois la transformation ¢, on obtient, en temps po-
lynomial, une instance de EX-CCSP : la plus petite clause de I contenant au moins
un littéral, il faut au plus & — 1 itérations pour que toute clause soit transformée
en une famille de k-clauses. Au pire, C' contient m singletons et t* aura construit
2k=Lm clauses. Si I’on note pour i de 0 & & — 1 par X" I’ensemble des variables
de I’instance t"(I), alors I’expression [5.4] permet de déduire pour tout couple 7’
et 7" d’affectations sur X et X"~ telles que Tly =T :Vh = 1,....k -1,

chsp(th(I), \/Xh) = mccsp(thil(.[),’_r‘/xh,l) ce QUI implique .

meoesp (1M1, T') = mcesp(1,T)

Ainsi, t* constitue bien une réduction affine de Maxk-CCSP a MaxEk-CCSP et de
Mink-CCSP a MinEk-CCSP avec k; = 1 et K;=0, ce qui suffit, puisque le second
probléme est toujours un cas particulier du premier, a établir I’équivalence affine. No-
tons que, comme la relation obtenue sur la valeur des solutions entre les deux instances
est linéaire, cette équivalence particuliere vaut également pour le rapport classique.
Ceci termine la preuve du lemme 5.2. ¢
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Ainsi, lorsque I’on traite en approximation les problémes Mink-CCSP (Maxk-
CCSP) et MinEk-CCSP (MaxEk-CCSP), que ce soit sous I’angle classique ou diffé-
rentiel, tout résultat établi pour I’'une de ces deux familles de problémes le sera par
réduction pour I’autre. Ceci achéve la démonstration du théoréme 5.2. |

Plus généralement, ces réductions permettent de traiter comme un seul toutes ces
variations autour de la satisfaisabilité de clauses, conjonctives ou disjonctives, version
minimisation ou maximisation, quand on le fait sous I’angle du rapport différentiel,
et ce non seulement du point du vue de leur degré d’approximabilité mais aussi selon
leurs optima h-locaux : les réductions proposées établissent une bijection entre les
ensembles de solutions, de sorte que I’on peut considérer tous ces problémes comme
structurellement équivalents. Avec la mesure classique cependant, ces problémes ap-
paraissent soudainement, de par leurs différents degrés d’approximation, comme bien
différents; c’est pourquoi nous exposons par la suite des résultats d’approximation
locale pour les probléemes de la famille MaxSat dans un premier temps, de la fa-
mille MaxCCSP dans un second temps. Pour ce faire, nous présentons au préalable un
apercu de la notion d’optimalité locale a taille bornée proposée par [ALI 97, KHA 98]
qui enrichit considérablement les concepts fondateurs des classes GLO[R]. Grace aux
extensions des classes GLO[R] suggérées par ces travaux, nous pourrons plus en dire
quant aux relations qu’entretiennent les problémes de la famille MaxEk.-Sat avec leurs
optima locaux en termes de garantie d’approximation.

5.2. GLO et associés deuxieme partie

Nous faisons dans ce paragraphe un rapide survol des résultats essentiels relatifs
aux associés du GLO, de maniere a se faire une bonne idée des résultats (relativement
peu nombreux) obtenus a ce jour et se placer ainsi en situation de se poser par la suite
de nouveaux problémes.

P. Alimonti [ALI 97] montre par exemple que le probleme Max2-CCSP n’appar-
tient pas & la classe GLO mais qu’en revanche, tout optimum local miroir 1-borné
garantit un rapport classique de 1/4. Souvent, c’est I’ajout de la solution complémen-
taire 5 qui permet a lui seul I’amélioration d’un rapport, et non pas I’observation de
toutes les solutions de V(I, s) ; pour désigner ces voisinages, Alimonti parle de voi-
sinages relaxés (puisque I’on relaxe la contrainte de limitation de la vision que I’on
pourrait avoir de I’ensemble des solutions a une distance de h).

La classe GGLO[R] permet dans [ALI 97] de démontrer I’approximation du pro-
bléme de Maxk-CSP & 2~ par des optima 1-locaux altérés aprés avoir établi le mau-
vais comportement des optima h-locaux pour toute constante h. Les instances de ce
probléme pour une certaine constante & sont la donnée d’un ensemble X de variables
et d’un ensemble C de contraintes booléennes k-aires sur X, chaque contrainte c;
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consistant en I’évaluation d’un prédicat P; de {0,1}* dans {0,1} sur un sous-en-
semble X;, | X;| = k de X. Une solution est une affectation des valeurs de vérité
et I’objectif est de maximiser le nombre de contraintes conjointement satisfaisables.
La preuve proposée montre tout d’abord pour le cas particulier Maxk-CCSP qu’avec
cet objectif qui ne compte que les clauses avérées par k littéraux, les optima locaux
pour des voisinages h-bornés ne garantissent aucun rapport d’approximation; en re-
vanche, si I’on pondére judicieusement les clauses selon le nombre de littéraux vrais
qu’elles contiennent, alors les optima 1-locaux relativement a cet objectif altéré va-
lident au moins 27%|C| clauses. Pour étendre ce résultat au probléme Maxk-CSP,
il suffit de remplacer chaque contrainte ¢; par la disjonction des k-clauses conjonc-
tives correspondant aux différentes affectations des variables de X; qui permettent de
vérifier ¢; (par exemple, a la contrainte ¢; = (x V y) sera associée la disjonction
(zAy)V (zAY)V(ZAy)). Latransformation est bien polynomiale puisque au plus 2%
clauses peuvent étre associées a chaque contrainte et sur cette instance I’ = (X, C")
de Maxk-CCSP, si un optimum local pour le probléme altéré valide au moins 2~%|C’|
clauses, alors il vérifiera a fortiori au moins 2=*|C| contraintes du probléme initial.

Indépendamment des travaux de [ALI 97], la méme approche de résolution de pro-
blémes altérés a été présentée par [KHA 98] ; ils obtiennent des résultats plus qu’élo-
quents quant a la pertinence d’une telle stratégie de recherche locale, dont nous don-
nons quelques morceaux choisis dans le théoréme suivant.

THEOREME 5.3.—
1) Max2-CCSP ¢ GLO;

2) pour le probléme Max2-Sat, le rapport (classique) de performance d’un LSA
selon le critére objectif standard est de 2/3 pour tout voisinage d-borné, d = ©(n),
tandis que celui d’un LSA selon un certain objectif altéré et relativement au voisinage
1-borné est de 3/4 ;

3) MaxSNP C GGLO.

Indications pour la preuve. Pour le point 1 considérer la famille d’instances I,

constituées de n variables z1,...,z;,...,x,, des n(n — 1)/2 clauses (z;,z;) pour
i # j € {1,...,n} etdesn x h — h(h + 1)/2 clauses (x;,x;) pour i # j,
i € {1,...,h}, j € {1,...,n}; Iaffectation 1 est un optimum local h-borné

de valeur h x n — h(h + 1)/2 ~ h x n quand 0 est optimum global de valeur
n(n—1)/2 ~n?!

Pour la seconde partie du point 2, prendre comme objectif altéré mg, (I,T) =
3ma + 4m; (au lieu de mga: (I, T) = ma + my) (Se référer aux notations introduites
au paragraphe 5.3.3).
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Pour le point 3, les auteurs montrent que Maxk-CSP, qui est GGLO, est un pro-
bleme de MaxSNP ; or, les arguments de représentation de toute instance d’un pro-
bléme de MaxSNP sous forme d’une conjonction de contraintes k-aires sont don-
nés dans [PAP 91], I’idée étant de déployer le prédicat k-aire ¢ sur les entrées plau-
sibles (clauses pour un probléme de satisfaisabilité, listes d’adjacence des sommets du
graphe pour MaxIS-B). |

PROPOSITION 5.1.— Aucun des problémes Max2-CCSP et Min2-CCSP, Max2-Sat et
Min2-Sat ne peut étre dans GLO[J].

Preuve. S’il existe pour toute constante ~ une suite d’instances et de mauvais optima
h-locaux de ces instances pour Max2-CCSP au sens du rapport classique, alors cette
suite est a fortiori mauvaise au sens du rapport différentiel ; on en déduit alors que
Max2-CCSP ¢ GLO[d] et par les équivalences qui lient les versions Min et Max des
familles Sat et CCSP, on transporte ce résultat négatif de Max2-CCSP a I’ensemble de
ces problémes. |

Enfin, pour le probléme Max2-CCSP, le rapport d’approximation d’un optimum
miroir 1-local pour ce probleme n’est que de 1/4 quand celui d’un optimum 1-local
miroir relativement a une certaine fonction objectif altérée monte a 2/5.

La partie qui suit propose une illustration de ces différentes visions de I’optimalité
locale a taille bornée par le biais de I’étude des problémes des familles MaxEk-Sat
et MaxNAEk-Sat. Nous parlerons d’optima miroirs h-locaux pour se référer au voi-
sinage miroir h-borné et d’optima h-locaux altérés pour se référer a un voisinage
h-borné relativement a un certain objectif altéré.

5.3. Déclinaison des problémes de satisfaisabilité maximum en GLO
5.3.1. Une opposition de plus entre rapports classique et différentiel

C’est un état de fait : en classique, MaxEk-Sat est facile dans le sens ou tout
optimum 1-local, comme nous le montrons dans ce chapitre, est une k/(k + 1)-
approximation (voir lemme 5.3). Plus éloquent peut-étre encore, pour MaxSat, on
peut trouver une 1/2-approximation en comparant seulement les performances des
solutions 1 et 0 (voir théoréme 5.4) ! Du point de vue de I’approximation différen-
tielle, les choses semblent beaucoup moins aisées : il faudrait par exemple considé-
rer des voisinages h-bornés h > k pour seulement espérer établir I’appartenance de
MaxEk-Sat a GLO[4]. Cette difficulté, pour un probléme de maximisation, provient
simplement du fait que le rapport classique situe la valeur d’une solution entre 0 et 3
quand le rapport différentiel la situe entre w et 5 :

o(T) 2 pB+ (1= pw=v(T) = pp
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Or, il n’y a, a priori, aucune raison pour que la pire solution soit de valeur nulle
en général ; il n’y a, dans le cas particulier des problémes de satisfaisabilité, aucune
raison d’affirmer a priori I’existence d’une affectation des valeurs de vérité qui n’avére
aucune clause.

5.3.2. MaxSat et CGLO

Dans ce petit paragraphe nous montrons I’appartenance de MaxSat a CGLO et
quel rapport d’approximation classique cette appartenance permet de garantir.

Remarquons simplement que V7' € {0,1}", mga (I, T) + mgat(1,T) = m. Ceci
implique max{msga.:(I,T), msat (I, T)} > m/2 et prouve le théoréme suivant.

THEOREME 5.4.— MaxSat € CGLO. Le rapport d’approximation classique garanti
par cette appartenance est minoré par 1/2.

5.3.3. Maxk-Sat et GLO

Ausiello et Protasi [AUS 95b] ont prouvé I’appartenance de tout probléme de sa-
tisfaisabilité maximum a la classe GLO par le biais du probléme général MaxSat
pour lequel tout optimum 1-local de toute instance garantit un rapport d’approxima-
tion classique de 1/2. Pour les sous-problémes MaxEk-Sat, nous montrons que de tels
optima locaux garantissent en réalité un rapport de k/(k + 1).

Soit I = (X, C) une instance de Ek-Sat et T" une affectation des valeurs de vérité,
on peut toujours supposer, quite & échanger pour toute variable x; telle que 7; = 0 les
occurrences des littéraux x; et z;, que T = T. Etant donnée une telle affectation 7',
la quantité m, désignera pour tout entier a entre 0 et & le nombre de clauses contenant
exactement a littéraux vrais pour T', les quantités m, (i) et m, (i) désigneront quant
a elles pour ¢ de 1 a n le nombre de clauses, parmi les clauses avérées par a litté-
raux, qui contiennent respectivement les littéraux xz; et z; ; bien sir Zi:o me = M.
Nous associons ainsi a toute solution 7" et pour a de 0 a k les ensembles et quan-
tités suivantes : C, = {c € C : |enN X| = a} (Mg = |Cyl), Vi = 0,...,n,
Co(i) = {c € Cy : m; € C} (ma(i) = |Cu(@)]) Cu(i) = {c € Cy : 7; € C}

Les problémes Sat (resp., CCSP) consistant & maximiser ou minimiser le nombre
de clauses avérées par au moins un littéral (resp., tous ses littéraux), on a : VI =
(X,C), VT € {0, 1}X, mgoe (I, T) = S35 my = m—mg et mocsp (I, T) = my.
Par ailleurs, si I’on considére I’affectation complémentaire 7', on remarque entre ces
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deux problemes les relations :

k—1
Zma = m—my = m—mccsp(l,T)

a=0

msas (I,T)

meese (I,T) = mo = m—msa(I,T)
Enfin, les quantités m, (i) et m, (i) vérifient, Va € [0, k], les relations :

n
Z me(i) = amg
i=1

> ma(i) = (k—a)ma
=1

LEMME 5.3.— Vk > 2, MaxEk-Sat € GLO. Le rapport déduit de cette appartenance
est minoré par k/(k + 1).

Preuve. Soit T' une affectation des valeurs de vérité, T' est un optimum local rela-
tivement au voisinage 1-borné si elle satisfait au moins autant de clauses que toute
solution obtenue a partir de 7" en ne changeant la valeur que d’une composante. Pour i

de 1 an, on note 7 la solution voisine de 7' définie, Vj = 1,...,n, par:
; 1-T; sij=i
1,/ = j -
T { T} sinon

De T'aT", lorsque seule change I’affectation de la variable x;, les clauses non avé-
rées par 1" qui contiennent le littéral z; deviennent vraies, les clauses avérées pour T°
par I’'unique littéral x; deviennent fausses :

Vi=1,...,n, msat (I,T") = mgat(1,T) + mo (i) — mq (i)

Notant, pour tout i, A* = mq (i) —m (i) la différence de valeur entre les solutions
T? et T, I’'optimalité locale de 7" s’exprime comme suit : Vi = 1,...,n, A* < 0
implique >0, mq (i) = D1 mo(i) qui est équivalent @ my > kmo = k(m —
msas (I, T)) ; cette derniére expression est, a son tour, équivalente a kmga (I, T) +

my1 = km.
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Les relations mgat (I, T) = mq et Bsat(I) < m permettent alors de conclure :

(k+ Vs (1,T) > bm = psac(1,T) > -1 i .

Notons que ce résultat a déja été démontré dans [HAN 90], et ce pour le probléme
plus général MaxkT-Sat des problemes de satisfaisabilité dont les clauses sont consti-
tuées non plus d’exactement & littéraux, mais d’au moins £ littéraux.

THEOREME 5.5.—- Vk > 2, Maxk™-Sat € GLO et le rapport d’approximation déduit
est minoré par k/(k + 1).

Ce résultat est élégamment démontré dans [BAT 98]. Il faut juste remarquer que,
dans le cas de clauses de taille supérieure ou égale a k, Iégalite S mo(i) = kmg

devient une inégalité >~ | mo(i) > kmy, suffisante a I’établissement du résultat.

5.3.4. Maxk-Sat et CGLO

Soit I = (X, C) une instance de Fk-Sat & m clauses et n variables, on suppose
disposer d’un optimum local pour le voisinage miroir 1-borné T' = T. L’optimalité

locale de 7" améne les expressions qui suivent. Vi = 1,...,n, le fait que A® < 0
implique :
my + kmgat (I, T) = km [5.5]

Par ailleurs, mgai (I, T) > msat (I, T) < my = mg et ceci implique :

myg +msat (I, T) = m [5.6]

Or, on a toujours mgat (I, T) = m1 + my, ce qui permet de conclure en sommant
les expressions [5.5] et [5.6] : (k+2)msat (1, T) = (m1+mu)+ (k+1)msat (1, T) >
(k 4+ 1)m, soit pgat(I,T) > (k+1)/(k + 2); nous avons ainsi démontré le lemme
suivant.

LEMME 5.4.—-Vk > 2, MaxEk-Sat € CGLO ; le rapport d’approximation classique
déduit est minoré par (k +1)/(k + 2).

Selon les mémes arguments que dans GLO, on remarque que la portée de ce résul-
tat s’étend aux instances constituées de clauses de taille au moins k, d’ou le théoréme
suivant.
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THEOREME 5.6.— Vk > 2, Maxk™-Sat ¢ CGLO. Le rapport déduit est minoré par
(k+1)/(k+2).

Preuve. Les expressions [5.5] et [5.6], ainsi que I’argument de conclusion :
mgat (L, T) = my +my,

sont toujours vrais en remplacgant la quantité m; par la quantité m+, nombre des
clauses dont tous les littéraux sont vrais : 7" est au moins aussi bonne que 7" si mj+ >
mg et les clauses vraies pour tous leurs littéraux comportant au moins & littéraux,
msat (I, T) = my1 + my+. |

5.3.5. MaxNAEk-Sat et GLO

Une instance de MaxNAESat! (resp., MaxNAEk-Sat) est la donnée d’un ensemble
de clauses (resp., de k-clauses) C' sur un ensemble X de variables et pour ce probléme,
une clause c est validée par une affectation 7" des valeurs de Vvérité si elle contient au
moins un littéral rendu vrai et un littéral rendu faux par 7'. Ainsi, il s’agit de trouver
une affectation 7" qui maximise le nombre des clauses conjointement avérées par 7" et
son complémentaire 7 : m+mnag (I, T) = mgas (I, T) +msas (1, T). Pour NAESat,
deux clauses ¢ = (¢1,0...,4,) etc = ({1,05...,¢,) ont la méme signification, sont
une seule et méme entrée ; aussi supposons-nous ne jamais disposer dans une instance,
et ce quel que soit I’ensemble ¢ de littéraux considéré, conjointement des formules
équivalentes c et ¢, a moins de se placer dans le cas pondéré.

LEMME 5.5.— (Vk > 3, MaxNAEE-Sat) et MaxNAE2-Sat sont dans GLO. Les rapports
d’approximation déduits sont respectivement k/(k + 1) et 1/2.

Preuve. Soit I = (X, C) la donnée d’un ensemble C' de m k-clauses sur un en-
semble X de n variables ; on cherche a trouver une affectation 7" des valeurs de vérité
qui maximise la quantité Z’;;} me = m — (mg +my), nombre des clauses dont tous
les littéraux ne sont pas affectés a méme valeur. Remarquons que pour NAEk-Sat, les
classes GLO et CGLO coincident puisque deux affectations complémentaires 7" et T’
vont valider exactement les mémes clauses !

De T aT?, les clauses ne comportant que des littéraux vrais ou que des littéraux
faux peuvent étre validées, tandis que les clauses avérées par un unique ou k& — 1

1. Max Not All Equal Sat.
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littéraux peuvent se trouver invalidées. Ainsi, T est un optimum 1-local s’il véri-
fie: Vi = 1,...,n, mxap(I,T) = mnap(l,T*) si et seulement si Vi = 1,...,n,
ma(2) + mg—1(t) = mo(¢) + my(¢). En sommant sur ¢ :

Soma(i) 4+ > mp_1 (i) =
i=1 i=1 i=1 i=1 [5.7]
& my + mp—1 > k (mo + my)

= k? (m — mNAE(I, T))

Pour k > 3, mxag(I,T) = my + my_1 et ’expression [5.7] implique :
(k + 1)mNAE(I, T) > km

soit pnar(L,T) = k/(k+1). Pour k = 2, mnag(I,T) = my = my_; et I’expres-
sion [57] implique QmNAE(I, T) > 2(m — mNAE(I, T)), soit mNAE(I, T) > m/Q .
le rapport de 1/2 est obtenu. |

Une fois encore, I’argumentation s’applique également aux instances constituées
de clauses de taille au moins k.

THEOREME 5.7.— (Vk > 3, MaxNAEkT-Sat) et MaxNAE2T-Sat sont dans GLO avec
les rapports d’approximation respectifs k/(k + 1) et 1/2.

Preuve. Si I’on note m_; le nombre des clauses constituées de littéraux « tous vrais,
saufun »etm_q(z) le nombre de ces clauses contenant le littéral z;, I’optimalité locale

de T s’exprime alors par la relation : Vi = 1,...,n, my(i) + m_1(i) > mo(i) +
my+ (i) ; en sommant sur ¢, on obtient les nouvelles relations >, m, (i) = m, et
Simo1(i) = moq, Y, mo() = kmg et >, my+ (i) = kmy+. Il suffit alors pour
conclure de remarquer mxag(Z,T) > mq + m_q pour k > 3 et mnag([,T) >
max{my,m_1} pour k = 2. |

5.3.6. Maxk-Sat et GCGLO

Considérons une solution 7" qui est optimum 1-local du probleme MaxNAESat et
au moins aussi bonne, au sens de MaxSat, que son complémentaire T"; elle assure un
rapport classique pga.t(I,T) = 2k/(2k + 1).

Effectivement, la preuve précédente nous donnait pour un optimum 1-local de

MaxNAESat I’expression [5.7] :

my +me_1 = k(m—mNAE(I,T)) [5.8]
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Or, les valeurs d’une affectation 7" aux sens de Sat et de NAESat sont liées par la
relation :

maae(L,T) = msar(I,T) + mgas (I,T) —m [5.9]
On déduit alors par la combinaison des expressions [5.7], [5.8] et [5.9] :

my+mp_1 =k (2m —mgat(I,T) — mgat({, T))

mi+me_1+k (mSat(I T) + Trlsat I T ) 2km

ce qui méne, en remarquant mgat (I, 7) > mq1 + mg_1 et mgat (I, T) = mgat (I, T),
a la conclusion puis au lemme :

(2k + V)ymgat (I, T) = my + my—1 + k (mgat (I, T) + mgag (I,T)) = 2km

LEMME 5.6.— Vk > 3, MaxEk-Sat € GCGLO. Le rapport déduit est dans ce cas
minoré par 2k/(2k + 1).

Le résultat du lemme 5.6 est généralisable au cas plus général de Maxk™-Sat
comme le montre le théoreme suivant.

THEOREME 5.8.— Vk > 3, Maxk™*-Sat € GCGLO et le rapport déduit est minoré
par 2k/(2k + 1).

Preuve. En utilisant les mémes notations qu’au cours du théoreme précédent, on déduit
le resultat des relations my +m_y > k(mo+my+ ), mo+my+ = 2m—(msat (1, T)+
mgat(I,T)) et mgar (I, T) = mq +m_1.

5.4. Les problémes de satisfaction de contraintes conjonctives
5.4.1. Un probléme difficile

En classique, le probleme général n’est pas approximable a rapport constant, il
I’est donc encore moins en différentiel ! Nous montrons ici que sa restriction, notée
MaxHornCCSP, aux clauses contenant au plus un littéral positif (clauses de Horn dans
le cas de clauses disjonctives), n’est toujours pas approximable a rapport différentiel
constant, puisque le probléme de stable maximum s’y réduit de fagon assez naturelle.
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PROPOSITION 5.2.— MaxHornCCSP ¢ APX[d].

Preuve. Nous montrons que MaxIS IéxF MaxHornCCSP.

Soit G(V, E) un graphe & n sommets et m arétes, I'(u) désigne pour tout som-
met w de V' sa liste d’adjacence : Vu € V, I'(u) = Uyev{v : wv € E}. On as-
socie alors a chaque sommet « une variable binaire z,, et la clause ¢, définie par
cu = (Tu, Aver(u)Tv). L'instance I de MaxCCSP ainsi obtenue est bien construite
en temps polynomial puisqu’il suffit pour ce faire de parcourir la matrice d’adjacence
sommets-sommets de taille n? du graphe G et de doter chaque clause c,, de I’unique
littéral positif x,,. Soit maintenant une affectation 7" des valeurs de vérité, on lui asso-
cie I’ensemble Uz des sommets . € V pour lesquels la clause ¢, est avérée par T';
alors T valide & clauses si et seulement si Ur est un stable de taille k. Or, il s’agit
bien Ia d’une réduction surjective puisque tout ensemble stable U peut étre déduit de
I’affectation dans I qui met a 1 les variables x, associées aux sommets v de U et
a 0 les variables restantes qui correspondent aux sommets non sélectionnés par U : la
transformation proposée est une réduction affine de MaxIS a MaxCCSP. L’ inapproxi-
mabilité du MaxIS en différentiel conclut alors la preuve. |

Considérons a présent la restriction MinHornSat de MinSat aux instances consti-
tuées de clauses de Horn, clauses disjonctives contenant au plus un littéral positif; la
forte relation qui unit les problemes MaxCCSP et MinSat en différentiel reste vraie
pour les restrictions MaxHornCCSP et MinHornSat que nous venons d’évoquer et
nous permet de déduire pour ce dernier probléme le méme résultat d’inapproximation
différentielle.

PROPOSITION 5.3.— MinHornSat ¢ APX[].

Preuve. Remarquons que VI = (X, C) € Inornccsps I € Inomsat et aussi que VT €
{0, 1MX! meesp(I,T) = |C| — msai (I, T) ; ces relations établissent I’équivalence
affine MaxHornCCSP 4% MinHornSat qui, couplée au fait :

MaxIS ‘g MaxHornCCSP

(vu dans la preuve de la proposition 5.2), donne MaxIS oc*F MinHornSat. L’inap-
proximabilité du MaxIS en différentiel conclut alors la preuve. |

Ce résultat est d’autant plus intéressant que la famille d’instances de MinHornSat
que I’on déduit du probleme de stable semble regrouper les instances les plus « fa-
ciles » & approcher en différentiel, étant de la forme U™ {(u; A @i, ..., u}, )} ou
U, - . ., Uy, SONt les m variables deux-a-deux distinctes correspondant aux sommets
du graphe initial : toutes ces formules sont satisfaisables par I’affectation T' = T.
Ceci revient & dire que la valeur d’une pire solution, avec w = m, est le pire que I’on
puisse espérer dans I’absolu, ce qui place I’évaluation différentielle dans le cas le plus
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favorable qu’il soit. La difficulté & approcher ces instances « faciles » est exprimée par
le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.1.— Le probléme de satisfaisabilité minimum avec des clauses de
Horn, méme restreint aux instances satisfaisables, est non approximable a rapport
ne~1 Ve > 0 pour le rapport différentiel.

Tant que nous en sommes a I’observation de problémes difficiles pour I’approxi-
mation constante différentielle, considérons, méme s’il ne s’agit pas 1a d’un probléme
de satisfaisabilité, la programmation linéaire en nombre entiers et plus précisément,
en variables bivalentes MinPL{0, 1} ; nous en parlons ici car on sait montrer qu’il
n’est pas possible, a moins que P ne coincide avec NP, d’approcher ce probleme a
mieux que 0 a I’aide d’une réduction a partir de Sat. Notons que ce probléme est
également difficile en classique puisqu’il est NPO-complet (au sens d’une réduction
préservant I’approximation a rapport constant), par réduction a partir d’une version
variables-pondérée de Min3-Sat [ORP 87].

THEOREME 5.9.— Tout algorithme polynomial .4 approché pour MinPL{0, 1} établit
un rapport différentiel de performance nulle : dnginprfo,13 = 0.

Preuve. Nous montrons le résultat par réduction a partir de Sat. Précisons au préalable
qu’une instance de MinPL{0, 1} est la donnée d’une matrice A m x n & coefficients
dans Z (matrice des contraintes), d’un vecteur b de Z™ (membre droit) et d’un vec-
teur ¢ de N™ (fonction objectif) ; le but est de trouver, parmi les vecteurs z € {0,1}"
qui vérifient les contraintes Az > b, I’un de ceux qui minimisent la fonction ¢ - .
La preuve que nous proposons consiste a transformer une instance du probléme de
décision Sat en une instance de MinPL{0, 1} dont la valeur & I’optimum permet de
décider Iinstance de Sat initiale. Soit donc I = (X, C) une instance de Sat a n va-
riables et m clauses, il s’agit de savoir s’il existe ou non une affectation des valeurs de
Vérité qui satisfasse les m clauses de C'. Pour 4 de 1 a m, on désigne par n; le nombre
de littéraux négatifs apparaissant dans ¢; : Vi = 1,...,m, n; = |¢; N X|.

L’instance I’ de MinPL{0, 1} que I’on construit a pour variables de décision deux
vecteurs y € {0,1}™ et z € {0, 1}™ associés respectivement aux ensembles X et C
et s’exprime de la fagon suivante :

. —_
B3 =min 1,, 2

Y,z
(I/): (1) Z_}h + Ziy >1 V(Zl <’i2) 6{1,...,m}
(2) Tm-2+ X y— > yjzm-—n; Vie{l,...,m}
JiTiEC 7T €C

L’instance I’ contient m(m — 1)/2 contraintes de type (1) et m contraintes de

type (2) que I’on construit en temps polynomial en la taille max{n, m} de I. On re-
- - e JORT] .

marque que toute solution qui affecte le vecteur za 1, est réalisable : les contraintes
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de type (1) sont trivialement vérifiées et pour tout i, la mathrmieme contrainte de
type (2) s’écrit alors :

Z yj+ | ni— Z yj | 20

JirjEc; JiTj€c

devenant tout aussi trivialement vraie. On remarque de plus que toute solution réali-
sable satisfait les contraintes de type 1 si et seulement si au moins m — 1 composantes
du vecteur z sont non nulles : 3i; # i tels que z;;, = z;, = 0 si et seulement si
iy # iy tels que z;, + z;, = 0. Ainsi, toute instance I’ a pour pire valeur m et pour
valeur optimale m ou m — 1.

Nous montrons pour achever la preuve que I’on a I’équivalence : C' est satisfaisable
si et seulement si 3’ = m — 1. En fait, si C est satisfaisable, c’est qu’il existe une
affectation T € {0,1}™ des valeurs de vérité qui satisfait chaque clause ¢; de C';
posons alors y = T, ¢; est vérifiée par T signifie que T affecte au moins une variable
positive de ¢; a1 (3z; € ¢; A T; = 1) ou une variable négative de ¢; 4 0 (3z; €
c¢; AT = 0). Ceci se traduit en termes de variables y; par la relation R; suivante :

Yoyt >, -y =1

JirjEc; JiTjEC

Ainsi, en posant y = T pour T satisfaisant C' et pour n’importe quelle affectation
du vecteur z a exactement m — 1 composantes non nulles, on obtient une solution de
valeur m — 1 réalisable pour I’ puisqu’elle vérifie bien chaque contrainte de type (2) :

Ri & Z Yj — Z yizl-n, & (m-1)+ Z Yj — Z yj = m—n;

jixj€cy JiTj€C jixj€c JiTj€C

Réciproquement, si 8/ = m — 1, c’est qu’il suffit d’affecter m — 1 variables z;
a 1 pour satisfaire les contraintes de type 2, autrement dit pour tout 4, la relation R;
est vérifiée : on sait alors par I’affectation 7' = y que I’ensemble C de clauses est
satisfaisable.

Un algorithme approché pour MinPL{0, 1}, pour garantir un rapport différentiel
non nul (r dépendant éventuellement des paramétres de I’instance), devrait sur I’ins-
tance particuliére I’ toujours renvoyer la valeur optimale et ce faisant, permettre la
décision polynomiale de 1. |

Revenons a présent a I’approximation du probléme qui fait I’objet de cette section,
MaxCCSP ; nous nous cantonnerons a I’étude d’un des problémes les plus simples de
la classe, Max2-CCSP, qui n’en demeure par moins APX-complet [BER 92]. Ali-
monti [ALI 97] montre que pour toute constante & et toute instance du probleme
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Maxk-CCSP, tout optimum local pour un certain voisinage altéré 1-borné garantit un
rapport 1/(2% — 1). Dans le cas particulier & = 2, un optimum local miroir 1-borné
garantit un rapport de 1/4, qui monte a 2/5 lorsque I’on considére le voisinage miroir
altéré 1-borné. Nous proposons dans ce paragraphe une amélioration de I’estimation
du rapport classique obtenu par un optimum miroir 1-local de 1/4 a 1/3.

5.4.2. \fers le 1/4 différentiel

Malheureusement, nous n’avons pas encore de résultat établi pour le probleme gé-
néral en différentiel ; aussi le rapport d’approximation que nous proposons ici n’est
valable que si I’on s’intéresse uniquement a des instances « faciles » dans le sens
ou elles admettent une mauvaise pire solution, dont il peut, en conséquence, étre
plus aisé de s’éloigner. Effectivement, nous nous limitons a la famille des problemes
Max2-CCSP-¢ qui désignent, pour une constante universelle ¢ donnée, la restriction de
Max2-CCSP aux familles de 2-clauses pour lesquelles une pire affectation des valeurs
de Vérité réalise au plus ¢ clauses :

Ir-ccsp-¢t = {I € Ir-ccsp : weosp(I) < 4}

Avant toute chose, assurons-nous que ce nouveau probléme est bien dans NPO : il
faut pour cela pouvoir déterminer en temps polynomial s’il existe une affectation des
valeurs de vérité qui valide au plus ¢ clauses pour CCSP, ce qui est équivalent a décider
I’existence d’une affectation qui place un littéral faux dans au moins m — £ clauses.
Transformant I en I, puisque par I’expression [5.1], wccsp (1) = m — Bsac (1), il
s’agit donc de savoir décider en temps polynomial si Bs.:(1) > m — £. Pour cela, il
suffit de générer toutes les sous-familles de I de taille . —/ et de décider pour chacune
d’entre elles, puisque 2 — Sat est polynomial, si la sous-famille est satisfaisable. Une
pire solution valide au plus ¢ clauses du probléme initial si et seulement s’il existe,
parmi ces C;"~* instances de 2 — Sat, au moins une formule satisfaisable et nous
savons décider cela en temps polynomial !

THEOREME 5.10.— ¥/ constante, Max2-CCSP-¢ € CGLO[d] et le rapport différentiel
déduit est minoré par 1/4.

Preuve. Soit £ une constante et I une instance de Max2-CCSP-/; par définition, la

valeur d’une pire solution satisfait la condition wccsp—¢(I) < ¢. Nous étudions alors
deux cas selon la valeur Sccsp-¢(I) d’une solution optimale.

Cas Bcesp-¢(I) <m — 3¢
On déduit alors la relation :

Beesp-e(I) + 3wecsp-e(I) <m [5.10]
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Exploitons la solution T'; si pour tout i de 1 a n, T désigne la solution qui ne différe
de T que sur la ¢ variable et A = mccosp (I, TY) — mccsp (I, T) la différence des
performances réalisées par ces deux affectations, I’optimalité 1-locale de T se traduit
alors, Vi, de la sorte :

mecsp(I,T) = meesp (I, T') & A" = my (i) — ma(i) <0 &

D (ma(i) — ma(i)) <0 my < 2my [5.11]

i=1

De plus, la considération de la solution complémentaire nous ameéne a :
me = mccse(L, T) = mccsp (I,T) =mg & Mo < M2 [5.12]
Il reste & composer les expressions [5.10], [5.11] et [5.12] pour conclure :

m=mog+mi+me<(1+2+4+1)my &

1 3
me = m/4 > ZﬁCCSP(I) + chcsp(f) [5.13]

Cas Bcesp-¢«(I) > m — 3£
Si la valeur optimale vérifie cette relation, alors on sait résoudre le probléme a I’opti-
mum ! Effectivement, soit /¢ = (f“ o f(I)), ona|[I¢| = 2% x C¥ — m et d’aprés
les expressions [5.1] et [5.2] :

st = () () -)- i)

= m— (2" 1) <Z> +msa (I°,7)

Pour le cas k = 2 qui nous intéresse, notons K = (2% — 1)C2, on déduit de
I’équivalence affine unissant les deux instances :

Boesp(I) =m — K + Bsag (I€) =
Bocsp(I) = m — 30 & Bsa (I€) > K — 3¢
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Ceci nous apprend qu’il est équivalent de savoir résoudre a I’optimum les ins-
tances 7€ et I des problémes MaxSat et MaxCCSP. Or, nous savons trouver une
solution optimale de I, parce que Max2-Sat est décidable en temps polynomial et
qu’une solution optimale de 7 satisfait au moins K — 3¢ clauses. Effectivement, on
teste d’abord si I est satisfaisable ; si oui, on a I’optimum, et sinon, on teste toute
sous-famille de K — 1 clauses et ainsi de suite, jusqu’a trouver une sous-famille satis-
faisable. Il aura fallu au pire tester toutes les sous-familles de K — h clauses pour A
de 0 & 3¢, soit un nombre p d’instances a considérer d’au plus :

=3¢ K
— <K3£+1
=3 ()

j=o T
Ainsi, le cas Sccsp-¢(I) = m — 3¢ est bien résolu & I’optimum en temps polynomial.

Par conséquent, c’est I’expression [5.13] qui permet d’évaluer le rapport d’ap-
proximation au pire des cas pour Max2-CCSP-¢, ce qui conclut la preuve du théo-
réme. |

Remarquons que, d’aprés la preuve précédente, tout optimum local du cas géné-
ral Max2-CCSP vérifie ma > m/4; cela nous conduit & la proposition suivante de
[ALI 97].

PROPOSITION 5.4.— Max2-CCSP € CGLO et le rapport d’approximation déduit est
minoré par 1/4.

En toute rigueur, nous aurions di parler du probléeme MaxE2-CCSP puisque les
instances considérées étaient composées exclusivement de 2-clauses, et non de clauses
de taille au plus 2 ; cependant, on voit facilement que les arguments utilisés a I’établis-
sement du précédent résultat sont valides pour le cas plus général Max2-CCSP. Si I’on
note m_; (resp., m_1(i)) le nombre des clauses qui, pour I’affectation 7", comportent
exactement 1 littéral faux (resp., I’unique littéral faux z;) et mo— (resp., mo- (7)) le
nombre des clauses dont tous les littéraux sont vrais pour 7" (resp., dont tous les litté-
raux sont vrais pour 7" et qui comportent le littéral x;), I’optimalité locale de T induit
alors pour tout i la relation m,- (i) > m_1(i), et en sommant ces inégalités sur i :
2mo- = Y0 mo-(i) = Y i, m_y (i) = m_y. Ainsi, avec mccesp (1, T) = ma-,

mecesp(L,T) = mo et mecsp(L,T) = mecsp (1, T) on obtient bien :
dmeesp(1,T) = meesp(L,T) + 2mecsp (I, T) + meese (1,T)
=

Mo— +M_1+mMg = m

Les résultats obtenus par réductions, tant pour I’appartenance de Max2-CCSP-/ a
NPO que pour la résolution polynomiale & I’optimum du cas Sccsp—e(I) = m — 3¢,
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restent tout aussi valables : la premiére ne fait aucunement mention de I’exactitude
de la taille des clauses; pour la seconde, si I est constituée de M; 1-clauses et My
2-clauses, I’instance de Max2-Sat construite fera apparaitre un ensemble complémen-
taire de (2n — M;) + (2n(n — 1) — My) = 2n? — m clauses, quantité toujours
polynomiale de méme ordre O(n?), et la constante K qui relie les valeurs optimales
des deux instances ne sera plus 2% x C2 — C2 mais 2n? — (n+C?) (la différence entre
le nombre de 2-clauses et de 1-clauses, hors tautologies, que I’on peut construire sur n
variables, et le nombre de ces clauses qui sont fausses pour une affectation donnée des
valeurs de Vérité).

Nous avons déja mentionné dans I’énoncé de la proposition 5.4 que cette qualité, a
moins d’un quart de I’optimum, des optima locaux de Max2-CCSP a déja été montrée
(pour le rapport classique) dans [ALI 97] ; cependant, nous allons voir que les optima
1-locaux sont encore meilleurs que cela, puisqu’ils garantissent, toujours en classique,
un rapport de 1/3.

5.4.3. Approximation a 1/3

Nous allons montrer maintenant que les optima locaux pour le voisinage miroir
1-borné garantissent en réalité un rapport d’approximation classique de 1/3.

THEOREME 5.11.— Max2-CCSP € CGLO ; le rapport déduit est minoré par 1/3.

Preuve. Soit I = (X, C) une instance du probleme Max2-CCSP a m = |C/| clauses
et n = | X| variables; on considére deux solutions 7 = T optimum local pour le
voisinage miroir 1-borné et 7* optimum global. Soient P = {i = 1,...,n: T; =
T7} I’ensemble des indices des variables dont I’affectation coincide sur T" et T*, de
cardinalité p; on peut toujours supposer P = {1,...,p} et 'onnote @ = {p +
1,...,n} son complémentaire. Considérons alors les notations suivantes pour deux
ensembles d’indices I € {P,Q} et J € {P,Q}:

1J {({Ei,ifj)ECQZ(’L.,j)GIXJ} et m”:|IJ|
IJ = {(zi,z;) €Cr:(i,j)eIxJ} et mpy=|1]]|
IJ = {(z,2;)€Cr:(i,j)elxJ} et mp;=|1J|
IJ = {(@s,2;) € Co: (4,5) e I x J} et mfj:|1:j|
I = {(z;) € Cr:i €I} et  my=|I|
I {(i‘i)GCOIZ'EI} et m1:|f|

Nous reprenons par ailleurs les notations de la fin du paragraphe 5.4.2; les quanti-
tés mgnp., m,p.»Q., mQQ, .mpﬁ, mﬁQ, mpa, mQa, Mpp: mw, mm, mp, MQ, Mp et
m ainsi définies vérifient naturelle.zm,ent ‘Mg =mp +mqg+mpp+mpg+mgo
(nombre des clauses dont tous les littéraux sont vrais), m_1 = mp + mg + mpp +



144  Optima locaux et rapport différentiel

mpo + Mpg + Mg (nombre des clauses dont un littéral exactement est faux)
mo = mp+mg+mpp+mpEg+mgg (Nombre des clauses dont tous les littéraux sont

faux) et les valeurs des solutions 7', T* et T sont données par : mccsp(L,T) = ma-,
TTLCCSP(I, T*) =mp + mg +mpp + mpg + magg et mccsp(I,T) = my.

L’optimalité locale de 7" nous indique notamment les relations :

1-local : Vi € Q, A" < 0 & m_1(i) — mo- (i) < 0; en additionnant vV € @ nous
obtenons mg + mpg + mog < mg + mpq + 2mqo,

miroir : my- = mo < mp +mq + mpp + mpq + mqq = mp + mg + mpp +
mPQ T Moq

qui nous permettent de conclure :

3mcocsp(I,T) = mocsp(I,T) + (mg +mpg + 2mqq)
+ (2mp +mg +2mpp + mpq)

> (mﬁ +tmpg mm) + (mpa + mQa)
+ (mp+mpp)
> mcese (I, 7)1

5.5. Limites de I’approche GLO
5.5.1. 1/3, le meilleur de CGLO pour Max2-CCSP

Le rapport précédent, relativement facile a obtenir, présente le fait surprenant
d’étre aussi bon que celui réalisé par tout optimum local d’un voisinage miroir h-
borné pour toute constante & : 1/3 est donc non seulement une borne pour les optima
1-locaux mais aussi pour le voisinage miroir h-borné ; nous montrons maintenant que
cette borne est asymptotiquement atteinte.

THEOREME 5.12.— Pour toute constante 4 € N et pour tout voisinage V miroir h-
borné pour CCSP, il existe une suite (I,,),>¢ d’instances de MaxE2-CCSP et une
suite (5, )n>0 d’optima locaux relativement & 1 de ces instances qui vérifient :

PCCSP(LL, gn) — 1/3

n—-+o0o

Preuve. Tout optimum miroir h-local est a fortiori optimum miroir 1-local et garantit
donc d’apreés le théoréme 5.11 un rapport classique de 1/3. Sur la base des notations de
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la démonstration du théoréme précédent, on note Xp = {z1,...,x,} I’ensemble des
variables d’indice dans P et X = {zpt+1, Tpt2, .- ., Tptq) I’ensemble des variables
d’indice dans Q (n = p+ g et X = Xp L X(). Soient A > 2 une constante entiére
et ¢ un entier suffisamment grand (¢ > h?), on pose p = q(q — h) et I’on construit
Iinstance I = (Xp U Xg, QQ U PQ U QQ) suivante :

Xp: Xp=U] Xpitelque |Xpi| =q—h,pourtoutiet XpiNXp; 0 =i=j
(X p est partitionné en ¢ ensembles de variables X p: de méme taille ¢ — h);

QQ: QQ =Par(Xq) = mqq =q(q—1)/2;

QQ: QQ = Py(Xq)\ E, |[E|] = h = mgg = (q(¢ — 1)/2) — h, ol E est un
ensemble quelcongue de h clauses composées de littéraux de X ¢ ;

PQ: PQ=U}_ Xp: x {Tpyi} = mpg = q(qg — h).

Considérons la solution 7" qui consiste a prendre pour vrais les littéraux de Xp et
de X, ; I’'optimum est quant & lui atteint en affectant a un les littéraux de X p et de X .
Ces deux solutions sont respectivement de valeur mccsp (1, T) = mgg = q(¢—1)/2
et Scesp(l) = mpg + mgg = q(q — h) + q(q — 1)/2 — h. La solution T' réalise
donc un rapport classique de :

q(qgl) q2/2 1

g(q—h) + Q9D _ p a—oo 3¢2/2 -3

Il nous reste & prouver que T est un optimum miroir h-borné pour tout ¢ > h2 pour
démontrer le théoréme ; c’est 1a le rdle des trois lemmes suivants.

LEMME 5.7.— T est au moins aussi bonne que son complémentaire.

Preuve du lemme 5.7. 1l suffit de remarquer que mccsp(1,7) = mag = (a(g —
1)/2) — h=mccsp(L,T) — h < mcesp(I, T) pour s’en persuader. ¢

LEMME 5.8.— T est au moins aussi bonne que toute solution obtenue a partir de T’
en changeant au plus I’affectation de & variables.

Preuve du lemme 5.8. Si I’on change I’affectation des variables d’un sous-ensem-
ble Ly de X de taille £ < h :onavére {g x (¢ — h) clauses de PQ et au plus
lo(fg —1)/2 clauses de QQ ; en revanche, ¢g(q — £g) + Lo (fo — 1)/2 clauses de
QQ deviennent fausses (¢ (g — ¢¢g) clauses constituées d’un littéral de L¢ et d’un
littéral de X\ Lq, Lo (¢ — 1)/2 clauses constituées de deux littéraux de Lg). Ainsi,
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la valeur de la solution voisine T” considérée est V¢, 0 < ¢ < h, d’au plus :

meese (I, T)

N

mcesp(L,T) + <€Q(q —h)+ w>

2
lo(lp —1
- (tota o) + ¥ =1)
= mccsp(I,T)—l-EQ(q—h—q—FEQ)
= mccese([,T) +4g(lg —h) < mccese(I,T)

ce qui termine la preuve du lemme 5.8. ¢

LEMME 5.9.— T est au moins aussi bonne que toute solution obtenue a partir de 7'
en changeant au plus I’affectation de & variables.

Preuve du lemme 5.9. Soient Lp C Xp et Lo C X deux sous-ensembles de va-
riables dont les cardinalités {p = |Lp| et g = |Lg| Vérifient {p + {g < h; on
considére alors la solution 7" obtenue & partir de I’affectation T = 0’ en mettant a 1
toutes les variables contenues dans les ensembles L p et L. Parmi les clauses de I’en-
semble PQ, au plus /p vont étre avérées (une par littéral de L p) et parmi les clauses
de I’ensemble QQ), exactement ¢ (¢ — 1) /2 vont étre avérées. En revanche, peuvent
devenir fausses max{(¢o(q — £q) + Lo (fg — 1)/2) — h, 0} clauses de QQ. Ainsi, la
valeur de 7" vérifie :

ol lo (g —1
mcese (I, T') < meese (I,T) + (@P + Q(Q))

2
max{<£Q(q€Q)+W;1)> h,O}

Lo (lg —1
= mccsp(I7T)—h+<gp+%)

—max{<€Q(q—éQ)+W) —h,o}

Si g = 0, on déduit directement de I’inégalité précédente :

mecesp (I,T") < mecsp (I, T) + (Up — h) < meesp(I,T) [5.14]
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sinon, £ > 1, et I’on déduit des hypotheéses ¢ > h?, h > 2 et {p < h les relations :

lo(a— L) + falig=2 h

P>
[5.15]
Lo (q—1q) > Up

4@(61—&9)2(61—1)#{

Les expressions [5.14] et [5.15] permettent maintenant de conclure la preuve du lem-
meb5.9:

lo(lg —1
macse (I,T') < mccsp(LT)—h-F(P_,_%
lo (bg —1

= mocsp(I,T) + (£p — g (g — o))

mcesp (L, T) ©

N

Les lemmes 5.7, 5.8 et 5.9 démontrent bien que 7" est un optimum miroir h-borné pour
tout ¢ > h?2, complétant ainsi la preuve du théoréme. |

5.5.2. 1/5, le meilleur espoir de CGLO[4] pour Max2-CCSP

Effectivement, par le biais d’optima locaux miroirs h-bornés, on ne peut espérer
mieux que 1/5, limite du rapport différentiel obtenu par la suite des optima locaux
de la famille d’instances que nous venons de construire. Prenons cependant garde a
relativiser la portée de ce résultat en se rappelant que nous ne savons toujours pas
pour I’instant s’il existe une approximation a rapport différentiel constant pour ce
probléme!

Reprenons la famille d’instances précédente et tentons d’évaluer la valeur d’une
pire solution ; tout d’abord, une telle solution, pour ne satisfaire aucune clause de PQ),
affectera nécessairement les variables de I’ensemble X p & 0. Quant a X, une af-
fectation T des valeurs de vérité qui affecte & variables z/, ..., z) de X¢ a1 vérifie
toujours dans QQ les C?Z clauses de I’ensemble Py ({27, . .., 2} }), dans QQ au moins
Oq{k — h clauses de I’ensemble P2 ({7}, ;,...,7,})\E; la somme, k(k — 1)/2 +
(q—k)(q—k—1)/2—h = 1/2(¢* +2k? —q(2k+1)) — h, est minimum pour k = ¢/2.
Ainsi, méme une pire solution vérifiera au moins (203/2] —h=1[q/2(¢/2—-1)] —h
clauses : weesp(I) = q/2(q/2—1) — h, et le rapport différentiel de I’optimum miroir
1-local T est bien borné supérieurement par 1/5 :

— 2
5(1,T) < Ml (3(5-1) - h) _ S4h 1
VN Gy ) F g he
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Ainsi, nous avons établi le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.2.— Pour toute constante 4 € N et pour tout voisinage V' miroir h-
borné pour CCSP, il existe une suite (I,,),>0 d’instances de MaxE2-CCSP et une
suite (5,,)n>0 d’optima locaux relativement & V de ces instances qui vérifient :

N 1
dccsp (In, 3n) -

5.5.3. 1/2, le meilleur de GLO pour MaxNAE2-Sat

Nous montrons que pour le probléeme MaxNAE2-Sat, le rapport classique de 1/2
obtenu par les optima 1-locaux de fagon assez naive est pourtant le meilleur rapport
que I’on puisse espérer garantir par des optima locaux pour des voisinages h-bornés.

THEOREME 5.13.— Pour toute constante entiére h et tout voisinage ) h-borné pour
NAESat, il existe une suite (1, ), >0 d’instances de MaxNAE2-Sat et une suite (5, )n>0
d’optima locaux relativement & ) de ces instances qui vérifient :

PMaxNAE2-Sat (Ina §n) —
n—-+o0o

DO =

Preuve. Toujours avec les notations précédentes, on propose pour une constante h
donnée et tout entier n I’instance I = (Xp U X, PP U QQ U PQ) suivante de
MaxNAE2-Sat :

Xp: Xp={21,..., 2.}

Xo: Xg={zt,...,2"};

PP: PP =0 U {(2,25)}

QQ: QQ =U U {(a',37)} (mpp = meg = n(n—1)/2);

PQ: PQ = U Ul {(z;,29)}.

L affectation 7 = T satisfait les n(n — 1) clauses de PP et QQ tandis que la solution
optimale T qui met respectivement & 1 et O les variables des ensembles X p et X
satisfait toutes les clauses, soit n(n — 1)+ (n— h)? clauses. Ainsi, T réalise un rapport
d’approximation classique :

n(n —1) n? 1
I,T) = o m2 2
PNAE( ) ) n(n — 1) + (n _ h)2 n—-+oo 2n2 2
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Or, nous allons montrer que la solution 7" est bien un optimum h-borné pour tout
n > h qui satisfait au moins autant de clauses que toute affectation déduite de T en
changeant la valeur d’au plus % variables. Soient Lp C Xp et Lo C X deux sous-
ensembles de variables de cardinalités respectives ¢p et £¢ Vérifiant £p + o < h, On
note 7 la solution qui coincide avec T'sur (X p\Lp)U(Xg\Lg), avec T sur LpULg.
L’affectation 7" ne vérifie plus alors dans PP les £ p(n—£p) clauses dont une variable
estissue de L p et I’autre de X p\Lp ; de méme, {g(n — £g) clauses de QQ Vérifiées
par T ne le sont plus par 7. En revanche, T’ satisfait peut-étre des clauses de PQ
construites sur les ensembles Lp x (Xo\Lg) et (Xp\Lp) x X, qui sont au plus au
nombre de (¢p + £g)(n — h). La valeur de T” vérifie ainsi :

mxag (I, T") —mnap(I,T) < (Up+Lg)(n—h)—Lp(n—~Lp)
— Lo (n—1Lg)
— tp(lp—h)+Llo(lo—h) < O

Ce qui conclut la preuve du théoréme. |

5.5.4. 1/3, le meilleur espoir de GLO[d] pour MaxNAE2-Sat

Regardons la famille d’instances que nous venons de construire et tentons d’éva-
luer le rapport différentiel réalisé par la solution 7 = T ; nous obtiendrons alors une
borne pour le meilleur rapport que I’on pourrait espérer étre en mesure de garantir par
des optima locaux relativement aux voisinages h-bornés.

Il s’agit bien ici d’estimer la valeur wyraxnAE2-sat(Z) d’une pire solution, du
moins d’en donner un minorant, puisque le rapport différentiel est, pour un probleme
de maximisation, fonction décroissante de la valeur wyiaxnag2-sat (£). On note tou-
jours Lp et L les ensembles de variables de X p et X mises & 0 par la solution 7"
considérée. L’affectation 7" satisfait alors n(n—1) —¢p(n—£p) — Lo (n—£g) clauses
de PP et QQ, soit un minimum de n(n/2 — 1) clauses quand ¢p = fg = n/2. Par
ailleurs, sur PQ, toute solution vérifie au moins 0 clause ! Le minimum de la somme
étant minorée par la somme des minima, on en déduit wyaxNAE2-sat (1) = n(n/2-1),
et la conclusion :

nn—1)—n(%-1) "72

OMaxNAE2-Sat (I, T) < it B
MaxNAE2-Sat (1, 1) n(n_1)+(n_h)2_n(%_1)n—>+<>o%

()
W =

qui induit le corollaire suivant, conclusion de ce chapitre.

COROLLAIRE 5.3.— Pour toute constante h € N et tout voisinage V h-borné pour
NAESat, il existe une suite (I,,),, >0 d’instances de MaxNAE2-Sat et une suite (5,,),>0
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d’optima locaux relativement a V' de ces instances qui vérifient :

Wl

6MaxNAE2-Sat (Inv gn) ”
n—-+4oo

5.6. Conclusion

Concernant les problémes de satisfaisabilité, les limites que nous avons tracées
jusqu’ici sont insuffisantes : nous avons, d’un coté dans APX[4], Max2-CCSP-/ (ins-
tances de Max2-CCSP dont la pire solution vérifie au plus ¢ clauses) par la démons-
tration que I’on a faite de son appartenance 8 CGLO[¢], et de I’autre, MaxWk-Sat(k)
pour k > 4 dont on a montré qu’il ne pouvait en différentiel étre approché d’aucun
rapport non nul : entre les deux, divers problémes de satisfaisabilité restent a situer, et
I’on peut espérer qu’ils atteindront différents degrés d’approximation différentielle. Si
ces problémes nous intéressent tout particulierement, c’est qu’ils renferment en eux et
permettent de lier entre eux par le biais de réductions, nombre de problemes de NPO ;
aussi une meilleure connaissance des problémes de satisfaisabilité vis-a-vis de leur
approximation différentielle fera-t-elle certainement faire un grand pas a la théorie
différentielle dans son ensemble.

Un autre point marquant de ce chapitre est la fagon dont les voisinages de pe-
tites taille garantissent finalement les meilleurs rapports d’approximation, ou du moins
des rapports qui ne peuvent étre améliorés par des voisinages de taille arbitrairement
grande (voir les théorémes 5.12 et 5.13). Dans le méme sens, rappelons le résultat
de [KHA 98] : pour Max2-Sat les optima locaux pour tout voisinage ©(n)-borné
garantissent le méme rapport classique de 2/3 que sont déja en mesure de garantir
les simples optima 1-locaux ! Le auteurs montrent également [KHA 98] que pour ce
méme probléme et une fonction objectif altérée, les optima 1-locaux offrent méme une
3/4-approximation. Ces éléments pourraient inciter a se pencher sur le raffinement des
fonctions objectif ou de la définition méme de I’optimalité locale plutdt que de tenter
I’exploration de voisinages plus importants ; peut-&tre pour les problémes que nous
venons de voir, la difficulté d’amélioration du degré d’approximation garanti par les
optima locaux lorsque la taille du voisinage augmente ne provient pas de la difficulté
théorique a établir des résultats dans des voisinages plus importants, mais du probléme
lui-méme.



Chapitre 6

Réductions dans GLO[o] et APX[)]

Nous proposons dans ce chapitre de comparer le degré d’approximation différen-
tiel et la garantie de qualité des optima locaux de probléemes en les confrontant par
réduction. Les réductions impliquées pour I’appartenance aux classes GLO[R] sont
de différents types (réductions affines, fortement affines, continues, LOC’ ou LOC-
réductions) ; aussi, pour plus de lisibilité, introduisons-nous au préalable quelques
notations. Une réduction préservant I’appartenance a GLO (resp., CGLO) d’un pro-

bléme IT a un probléme I’ sera notée IT G[é](&g(h)) I’ (resp., I1 CG[(<5>]<(T’U) IT") quand,
pour toute constante h, la garantie d’un rapport différentiel » d’approximation par les
optima h-locaux (resp., h-locaux miroirs) de IT’ induit la garantie par tout optimum
a(h)-local (resp., o(h)-local miroir) de II d’un rapport différentiel = x r.

Les preuves de ce chapitre s’appuieront le plus souvent sur des réductions affines,
qui la plupart du temps, sont aussi (et bien que nous ne I’explicitions pas) des ré-
ductions continues; or, c’est presque toujours ce dernier aspect qui permet, en reliant
les optima locaux du probléme initial aux solutions du probléme image, d’établir la
préservation de I’appartenance aux classes GLO.

6.1. Dans les graphes et les hypergraphes (systéemes d’ensembles)

Les réductions considérées dans cette section ne sont pas nouvelles ; simplement,
en les revisitant, nous exhibons une richesse non exploitée a ce jour : toutes sont des
réductions continues proposées pour préserver le rapport classique d’approximation,
nous montrons qu’elles préservent, modulo quelques arrangements parfois, non seule-
ment le rapport différentiel d’approximation, mais également les structures de voisi-
nage. Ces réductions concernent notamment les problémes MinVC, MaxIS et MinSC

151
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que nous avons déja eu I’occasion d’aborder du point de vue des classes GLO[R] aux
chapitres 3 et 4, ainsi qu’un nouveau probleme, MaxCB.

6.1.1. Régularisation pour la couverture d’ensembles

MInRSSC (pour Regular Set-size Set Cover) désigne la restriction du probléme
de couverture d’ensembles & des instances (C, S) dont les sous-ensembles s; de la
famille S sont tous de méme taille.

PROPOSITION 6.1.— MinSC G[5<]—3’h) MinRSSC.

Preuve. Soit I = (C,.S) une instance de MinSC, on note ~ (resp., I') la taille du
plus petit (resp., du plus grand) sous-ensemble de S'; on associe alors a I I’instance
= (C, S) suivante de MinRSSC :

-C=CUDUEavecD = {dy,...,dr_} et E={ey,...,e,};

-8 = §u{§0} avec S = {81,....8,} telsque Vj = 1,...,n, 8 = s; U
{dl,...7d1ﬂ,‘s.j‘}et§0:DUE.

Avant toute chose, notons que la construction de I’instance I’ se fait en temps po-
lynomial en la taille max{n, m} de I’instance initiale, puisqu’elle consiste essentielle-
ment en le parcours, le dénombrement puis la complétion des m sous-ensembles de 1.
Nous établissons a présent la forte affinite de cette réduction en prenant pour transfor-
mation (également polynomiale en |I) d’une couverture S’ de C en une couverture

de C la construction ¢(S”) suivante : VS’ € Solgssc(I'), g(S) = U#O/Sjes,{sJ}

Le sous-ensemble 3, étant nécessaire a la couverture des éléments de F et suffisant
a celle des éléments de D, la transformation proposée entre les ensembles de solutions
des instances I et I’ est clairement bijective ; la transformation inverse g—! est définie
VS’ € Solgc(I) par : g7 1(S") = Ujis,es:{8;} U {80}. De plus, g lie les valeurs
des solutions par une relation affine de parameétres K; = —letk; = 1: VS e
Solrssc({'), g(S")| = |5 — 1.

La réduction fortement affine assure toujours les propriétés de surjectivité et de
stricte monotonie, et dans ce cas particulier, la surjectivité de voisinage, puisque les
distances sont préservées d’une instance a I’autre, si la distance entre deux couver-
tures est mesurée sur I comme sur I’ par leur différence symétrique : V5", T" ¢
Solgssc (1), d(S",T") = d(g(S)’,d(T")). Cette préservation des distances nous as-
sure pour toute constante % et tout voisinage h-borné V sur I’ de vérifier, en prenant
sur I le méme voisinage : VS” € Solgssc(I'), g(V(I',S")) = V(I,g(S")).

La réduction combinant les vertus d’une A[é]- et d’une LOC’-réduction, elle est
une G-réduction, CQFD. |
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6.1.2. Dépondération pour la couverture d’ensembles

Derriére MinWSC (pour Weighted Set Cover) se cachent les instances (C, S, p) du
probleme de couverture d’ensembles dont les sous-ensembles s; de la famille .S sont
pondérés par p : S — N*; il ne s’agit plus alors de recouvrir C' par un nombre mini-
mum de sous-ensembles (équipondération), mais par une famille de sous-ensembles
dont la somme des poids est minimum. On note MinWSC(k) la restriction a des poids
au plus n* et MinWSC-A la restriction a des instances telles que chaque élément c;
apparait dans au plus A sous-ensembles ; enfin, pour une instance donnée contenant n
sous-ensembles s;, pin deésigne le plus petit des poids p1, ..., pn.

G[5] (17 Lh/pm,inj )

THEOREME 6.1.— MinWSC(k)-A o' MinSC-A.

Preuve. Soit I = (C, S,p) (|C| = m et |S| = n), une instance de MinWSC(k)-A ;
pour tout élément a couvrirc; (i = 1,...,m),onnoted; = [{j =1,...,n:¢; € s;}|
le nombre des sous-ensembles le contenant et I'(c;) = {sj,,..., 85,8, } |2
liste de ces sous-ensembles. On associe a chaque sous-ensemble s; (pour j de 1
an) p; sous-ensembles s}, el s;?, e sfj et a chaque élément ¢; un ensemble C;
de [T/, p;, éléments ¢;(xy,...,a¢,...,2q,) indexés par d; indices zy,... 2.

4, ; I'indice ., qui représente le ¢-ieme sous-ensemble s;, contenant c;, est a va-
leur dans [1, p;,]. On note C; I’ensemble des copies de I’élément c;.

Les caractéristiques de I’instance I = (C, S) ainsi construite sont donc les sui-
vantes : C' = U, C}; avec :

d; Pig
O,’ = U U {ci(xl,...,xg,...,xdi)}
I=1z,=1
m d;
‘C’ = EHpﬂ < m x nfxA
1=11=1
n Pj
o k
S = U {s7}
j=1k=1
n
‘S‘ = Epjgnxnk.
Jj=1

Pour achever la construction, il reste a déterminer, étant donné un couple (c;, s;,),

z - L1 4 ~ - . 1 k i
comment sont répartis les éléments de C; parmi les p;, copies s;, ..., 7, ..., sjf
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de I’ensemble s, ; cela est fait de sorte que les sous-ensembles s} ,...,s% ..., fjf
induisent une partition de ¢; (de sorte que chaque copie c,(a:l, cey Xy, Xg,) DE ¢
soit contenue dans une unique cople shodes;,):Vi=1,....mVl=1,...,d;,Vk =

1,...,05, C ﬂs = Uh#U . {cz(xl, ooy Xp—1, kx4, .., 2g,) . Considérons
par exemple une mstance I = (S C) de MmWSC et supposons qu’il existe c; € C
et s;, s, 51 € Stelsque ¢; € s; N s, N s;; notons enfin par w;, wy, et w; les poids
respectifs des ensembles s;, s et s;, on fixe w; = wy = 2 et w; = 3. Nous donnons
une fagon trés simple de construire la partie de I’instance I’ de MinSC correspondant
acj, si, sk et sy,

Imposons arbitrairement un ordre sur les éléments de .S qui contiennent ¢; : met-
tons que s; est le premier ensemble de .S qui contient ¢;, si le deuxiéme et s; le
troisieme. Alors :

- remplagons c; par 2 x 3 = 12 éléments de C (c’est le groupe C"Z-) et exprimons
chaque élément de C; par le triplet (p,q,7),p=1,2, ¢ =1,2etr = 1,2,3; ainsi :

={(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,2,1),...,(2,2,1),(2,2,2),(2,2,3)} ;

— remplagons s;, sy et s; par trois groupes d’ensembles G'1, G5 et G5 (la numé-
rotation des groupes étant faite selon I’ordre arbitraire que nous avons considéré sur
les ensembles s;, sy €t ;) ; le groupe G; contient deux ensembles de S, le groupe G
deux ensembles aussi et le groupe G'3 trois ensembles de .S (chague groupe est ainsi
constitué d’autant d’ensembles de S que le poids de I’ensemble de S correspondant
au groupe en question) :

Gi = {911,912}
Go = {921,922}

Gs = {931,932:933} ;

—alors, I’ensemble g,;, € S contient les triplets dont la a€ coordonnée vaut b;
pour notre exemple :

g1 = {(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3)}
g2 = {(2,1,1),(2,1,2),(2,1,3),(2,2,1),(2,2,2),(2,2,3)}
g1 = {(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(2,1,1),(2,1,2),(2,1,3)}
g2 = {(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3),(2,2,1),(2,2,2),(2,2,3)}
g1 = {(1,1,1),(1,2,1),(2,1,1),(2,2,1)}
g2 = {(1,1,2),(1,2,2),(2,1,2),(2,2,2)}
gss = {(1,1,3),(1,2,3),(2,1,3),(2,2,3)}

Chaque copie s; 7 de s;, contient donc autant de copies de c; que le produit des
poids dans I’ mstance initiale des autres sous-ensembles contenant ¢; ; autrement dit,
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chaque élément ¢; de s;, induit p;, x ... X pj_, X pj,, X ... X pj, €léments
ci(z1, .. xi—1, k241, - - ., Tq,) dANS s?ﬁ. De fait, la taille de tout sous-ensemble 5?2
est donnée par :

st | = Z H pn <m x pFXATD,

Ci€sj sp#s; €N (¢;)

Le nombre d’ensembles contenant un élément ¢;(x1, ..., Ze—1, Te, Tot1, - - - Td; )
est le méme que le nombre d; de sous-ensembles contenant I’élément originel ¢;
puisque chaque famille s}, ceey sfj induit une partition des ¢;(z1,...,2;,...,2q,) :

Vi=1,...,n,Vl=1,...,d;,Vx; € [l,pjl], d(ci(xl,...,xl,...,a:di)) =d; < A.
Ainsi, pour des poids bornés par n* et des degrés (nombre de sous-ensembles conte-
nant un méme sommet) bornés par une constante A, la construction proposée se fait
bien en temps polynomial en la taille max{m, n} de I’instance initiale. D’une solution
S" = {sj,,...,s;,} devaleur -7 _, p;. sur I, on peut déduire la solution :

g'(S’):{s}l,...,Sﬁfl}U...U{s}p,...,s?ﬁp}

de méme valeur sur I. Réciproguement, nous allons montrer que toute solution mi-
nimale sur I contient, pour toute famille {s}, ..., sff}, soit tout soit aucun élément

de la famille : alors de toute solution S’ sur I de valeur mgc (1, S’) on saurait dé-
duire une solution g(.S”) de valeur inférieure ou égale sur I, en placant simplement
dans g(S”) tous les sous-ensembles s; dont la famille associée {s;,..., s}’ } est to-

talement incorporée a la solution S'. En effet, la répartition des c¢;(x1,...,xq,) entre
les sous-ensembles sﬁ?’_] d’une famille nous assure que toute solution réalisable sur I
doit prendre au moins une famille compléte par élément. Supposons, par exemple,
que c; ne soit couvert que par des familles incompletes ; supposons, par exemple, qu’il
mangue le premier élément de chaque famille, soit que la solution .S ne contient au-
cun des sous-ensembles 55 ..., s},,..., s;dl pour couvrir les éléments de I associés
a ¢ ; mais alors, nul de ces ensembles ne couvrirait I’élément ¢4 (1,...,1,...,1)!
Toute solution réalisable devant associer a chaque élément une famille complete, et
cela suffisant a I’obtention d’une solution réalisable, toute famille incompléte serait
superflue. On vérifie aisément les relations : ¥.S" € Solsc(1), VS’ € Solga (1),

e (1(5)) < e (1.5)

msc (f, g (S’)) = mwsc (I,5")

N

= fsc (f) = Bwsc ()

Bsc (T) = Pwsc(I)

wsc (f) = wwsc(l) = Owsc (I’g(gl)) > dsc <f,§’)
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Le rapport d’approximation est préservé par réduction continue, qu’en est-il des
optima locaux ? Nous montrons qu’il s’agit bien la d’une LOC-reduction, en posant
Ssc(I) = ¢'(Solwsc(I)) (pour se limiter sur I aux solutions constituées de fa-
milles complétes), avec une expansion de voisinage de I’ordre de pyin = minj_; {p;},
puisque changer I’appartenance d’un seul sous-ensemble s; a la solution sur I revient
a considérer I’appartenance des p; sous-ensembles s}, e s?j a la solution sur I’. La
fonction g o ¢’ étant I’identité sur Solws (), la condition de surjectivité (voir défi-
nition 3.9) est vérifiée ; encore sur Ssc(I), toute solution S’ est liée & sa projection
par g sur Soly s(I) par la relation affine « mgc(I,5") = mwsc (L, g(S")) », qui
mene directement a la vérification de la condition de monotonie partielle de la défini-
tion 3.9. Soit h une constante, on considere respectivement sur I et I les voisinages
h- et | h/pmin |-bornés; si deux solutions S” et 77 de Ssc(I) sont au plus h-distantes
(moins de (h + 1) sous-ensembles les séparent), alors les solutions g(S”) et g(1")
sont au plus h/pmin-distantes sur 1, le retrait ou I’ajout d’un sous-ensemble sur I cor-
respondant au retrait ou a I’ajout d’au moins p.,i, sous-ensembles constitutifs d’une
famille sur I : c’est la condition de localité (définition 3.9) ; reste a vérifier la condi-
tion de dominance, mais nous I’avons déja dit, les solutions minimales ne comportent

pas de famille partielle et ainsi, un optimum h-local sur Ssc(1) est a fortiori optimum
h-local sur Solgc (). Nous avons prouvé que la réduction continue proposée ci-dessus
préservait simultanément le rapport d’approximation différentiel et I’optimalité locale,

elle est donc une G[d]-réduction. |

La réduction du théoréme 6.1 permet de déduire du rapport garanti par les optima
1-locaux de MinSC sur I’ un rapport constant des optima 1-locaux de MinWSC sur 1,
pour autant que la taille des sous-ensembles s; de I’instance initiale et leur poids p;
soient bornés par deux constantes B et K ; toutefois, ce rapport obtenu par réduc-
tion est dominé par celui donné par le théoréme 4.2 : les solutions minimales de I’
garantissent alors d’apres le méme théoréme un rapport différentiel de :

BKAfl

in I, 2
Ontinsc (1) (BKA-1T+1)(BKA-TA - 1)

quand ceux de I nous assurent déja un rapport de :

BA
K(B+1)(BA—1)

Iminwsc (1) >

6.1.3. Dépondération pour la couverture de sommets

Les versions pondérée et non pondérée de la couverture de sommets ont le méme
comportement vis-a-vis de leur appartenance a GLO[d], a une constante de voisi-
nage prés. Connaissant cependant la difficulté d’approximation différentielle de ce
probléme, nous exploitons la transformation dans la limite d’instances dont le degré
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des sommets comme la pondération sont respectivement bornés par les quantités A et
K (A et K éventuellement dépendantes de la taille de I’instance). Par ailleurs, pour
transporter les structures de voisinage il faudra prendre comme repére supplémentaire
la valeur du poids minimum, notée p,,;.

. G[](1, .
PROPOSITION 6.2.— MinW[AVC-K 0 /Pmin))

MinVC-(A x K).
Preuve. Nous montrons que la réduction continue proposée par [SIM 90] préserve
I’approximation différentielle et la localité par LOC-réduction.

Soit I = (G(V,E),p) une instance de W[K]VC, on lui associe I’instance
G'(V',E") de VC en dupliquant dans V"’ chaque sommet de V' en autant de copies
que son poids, puis en répétant chaque aréte de F entre tout couple de copies de ses
extrémités :

= Ui, Vitelsque Vi = 1,...,n, V; = {v],...,00 ... o)} (V'] =
Z?:ﬁnj <nx K);
-E' =U" E;telsqueVi=1,...,m,E; =V; XV, (|E'| = > pj, Xpj, <

Si K = ©(n*) (poids bornés par un polynéme en n d’ordre k), la construction est
polynomiale et permet d’associer a toute couverture U des arétes de E' la couverture
g'(U) = Uy,euV; des arétes de E’, de valeur myc(I',g(U)) = ZvjEU Vil =

>v,ev Pi = mwvao(l, U).

Inversement, a toute solution U’ sur I’, on peut associer la solution g(U’) =
Uy,cor{v;} sur I, de valeur inférieure ou égale a la valeur de U’ : effectivement,
pour toute aréte e; = v;,v;,, U’ doit contenir au moins tout V;, ou tout V;, pour étre
réalisable (sinon I’aréte v'i;v'i, par exemple n’est pas couverte) ; on peut donc évin-
cer de toute solution les sous-ensembles de sommets qui n’y sont pas complétement,
tout en restant réalisable. La pire solution, sur I comme sur I’, consiste a prendre tous
les sommets, et leur valeur coincide ; a I’aide des fonctions g et g’ on déduit alors les
relations (VU’ € Solyc (1)) :

p(I) s
w(I) = w(l') = dwvc (I,g(U") = dve (I, U).
m(lgU)) < mIU)

Le lien mis en évidence entre les solutions des deux instances nous suggeére de
considérer un voisinage | h/pmin |-borné sur I quand un voisinage h-borné est envi-
sagé sur I’ : quand sur I on fait évoluer une solution courante en bougeant un seul
sommet v;, sur I’ c’est tout un sous-ensemble V; de sommets qu’il faut déplacer.
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La LOC-réduction s’établit avec mes mémes arguments que la LOC-réduction pré-
cédente (poser cette fois Syc(I') = ¢'(Solwvc(1))). Sur la foi de cette derniere
allégation, la réduction de [SIM 90] est bien une G[d]-réduction. |

Les problémes de stable et de couverture de sommets étant affinement identiques,
il vient naturellement du résultat précédent le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6.1.— MaxW[A]1S-K (1 E/Pon)

MaxIS-(A x K).

Si les bornes K et A des poids et des degrés des sommets sont des constantes, alors
le degré des sommets de I’instance I’ est également borné, par la constante A x K ;
un optimum 1-local assurant un rapport 1/(A x K) sur I’, il en est de méme de
tout optimum p,,,;,,-local et I’on en déduit un rapport différentiel de 1/(A x K') pour
tout optimum 1-local sur I. Ce résultat égale celui que I’on pouvait dériver du rap-
port 1/A garanti par toute couverture minimale pour le probléme non pondéré et de
la remarque 1 faite au chapitre 4 qui indique que I’on peut déduire sur de tels pro-
blémes d’un rapport (classique comme différentiel) d’approximation r sur I’instance
non pondérée un rapport /K sur I’instance pondérée.

6.1.4. Autres problémes simples dans les graphes

Nous allons aborder deux nouveaux problémes : le premier, maximum sous-graphe
biparti complet, noté MaxCB (Maximum Complete Bipartite-graph), a pour but de
déterminer dans un graphe un sous-graphe biparti complet K, ,,, le plus grand pos-
sible, la taille d’un tel graphe étant mesurée par la somme n; + ng (Kp, n, désigne
un graphe constitué de deux ensembles de sommets, I’un de taille n4, I’autre de taille
no, et de toute aréte reliant deux sommets de chacun de ces ensembles); le second,
MaxRIS (Maximum Regular Independent Set), désigne simplement une restriction du
probleme de stable a des graphes réguliers (dont tous les sommets ont méme degré).

PROPOSITION 6.3.— MaxCB oG01(1:7) MaxRIS.

Preuve. Nous démontrons que la réduction continue proposée dans [SIM 90] est non
seulement fortement affine, mais aussi LOC’-réduction.

Soit I = G(V, E) (|[V]| = n et |E| = m) une instance de MaxCB, on lui associe
pour instance de MaxRIS le graphe I’ = G'(V', E’) obtenu a partir de G en dupli-
quant G' en deux copies G (V', E') et G*(V?, E®), puis en reliant un sommet v;
de G* aun sommet v de G2 a chaque fois que les sommets v; et v;, ne sont pas reliés
par une aréte dans le graphe initial G (en particulier, pour j de 1 an, vjv; € E'). De
facon plus rigoureuse, le graphe G’ peut étre décrit de la sorte :

_V/:V1UV20C|V1:{U%v--wvi}etVQ:{U%“"’U"QL};
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-E' = E'UE?UE3 00 E' = {vju}, : vju, € E}, E* = {viv} : vju, € E},
et £ = {v}v%,v}bvf 1< j<h<nvv ¢ EY

Dans G, tout sommet est de degré n, tout sommet vjl- (resp., vjl-) étant relié & d(v;)
sommets dans E* (resp., E?) et n—d(v;) sommets dans £° : le graphe construit est ré-
gulier, de degré n. Soit U = U' UU? un stable de G, onnote Vi = {v; |vj € U'} et
Vo = {v; | v} € U?} les ensembles de sommets correspondants sur G ; par construc-
tionde G, si U est un stable, alors V1NV, = 0, V; et V5 sont stables, et toute aréte d’un
sommet de V; & un sommet de V5 existe dans G : g(U) = (V1, Vo, V1 x Va) forme un
graphe biparti complet sur |V;| + |Va| = |U| sommets. Réciproguement, tout graphe
biparti complet (Vy, Vo, Vi x V4) sur G correspond a un stable U = g=1(V3, Vo, V; x
Vo) sur G" enposant U' = {vj [ v; € Vi}, Vo = {v3 |v; € Vol etU =U' UU?. La
transformation g est une bijection qui relie les deux ensembles de solutions Solcg (1)
et Solgis(I”) par la relation : VU € Solgis(I’), mes(1,g(U)) = mris(I’,U) ; ceci
assure une réduction fortement affine de parametres K; = 0 et k; = 1. Il suffit mainte-
nant pour vérifier la préservation des optima locaux de remarquer que, d’une instance
a I’autre, la mesure des distances est la méme, consistant en le comptage du nombre
de sommets que I’on va ajouter ou retirer aux ensembles U et U? (resp., V3 et V3) il
n’en faut pas plus pour assurer la coincidence par g et g~ ! des optima h-locaux sur les
ensembles de solutions Solcg (1) et Solgis(I’), et ce quels que soient la constante &
et le voisinage h-borné considérés. La LOC’-réduction est vérifiée, permettant d’af-
firmer la G[¢]-réduction. |

6.2. Les problémes de logique

Nous abordons a présent les problémes de logique, certains d’entre eux, Maxk-
Sat, MaxCCSP ou encore MaxNAEk-Sat déja largement étudiés a I’occasion du cha-
pitre 5 et d’autres, tels MinEQ et MinEk-LIN2, qui n’ont pas encore subi I’épreuve
de GLO[R]. Il sera particuliérement intéressant de voir comment, au contraire du cas
classique, I’approximation différentiel est neutre vis-a-vis de la densité des instances
considérées des problémes.

6.2.1. Autour de MinEQ

Nous introduisons ici le probleme MInEQ dont les instances sont la donnée d’un
ensemble F d’équivalences = = y sur un ensemble X de variables binaires, et dont
I’objectif, étant donné une instance (X, E'), est de trouver une affectation des va-
leurs de Vérité sur X qui minimise le nombre d’équivalences de F satisfaites. Pour
la version pondérée, les instances sont munies d’un systéme de poids p € NIZ! et
il s’agit alors de minimiser la somme des poids des équivalences satisfaites. Pour
relier étroitement les structures de voisinage des deux problémes, on se place dans



160 Optima locaux et rapport différentiel

CGLOIR] et non plus dans GLO[R]. Notons que pour MinEQ), deux affectations com-
plémentaires T et T' sont toujours équivalentes, et de fait considérer I’appartenance a
CGLOIR] ou GLO[R] est une seule et méme chose. Conventionnellement, la version
pondérée du probléme d’équivalences par des poids bornés par o(n) ou n désigne le
nombre de variables seront notés MinW(1)EQ, la restriction & des poids au plus 2
(resp., A) par MinW[2]EQ (resp., MinW[A]EQ).

: CG[8)(L,h+1) .
PROPOSITION 6.4.— MinE2-Sat x MinW(1)EQ.

Preuve. Nous exploitons la réduction proposée dans [BAZ 99] entre MinE2-Sat et
MInEQ pour montrer qu’elle est aussi une réduction affine et LOC’-réduction de
MinE2-Sat & MinW(1)EQ. Nombre des notations utilisées ici ont été introduites au
paragraphe 5.1.1; aussi invitons-nous le lecteur a s’y référer.

Soit I = (X, C) une instance de MinE2-Sat & m clauses sur n variables, on lui
associe I’instance I’ = (X', E, p) de MinW(1)EQ suivante :

- X' =XU{y);
- E=Uq, t)ecils = ~la, b1 = —y, by =y},
— le systéme de poids p est defini comme suit :
Ve XUX,p(l=-y)=[{ceC:lec};
-V, #szXUX,
1 (61,%2) \/ (Zl,ZQ) €c
2 (31,62) /\ (Zl,gg) cc

ou les équivalences ¢; = —¢5 et —¢; = {5 étant bien entendu considérées comme une
seule sur I’

p (b =—ly) = {

Il s’agit bien d’une instance de MinW(1)EQ, chaque littéral pouvant apparaitre
dans au plus 2(n — 1) < 2|X’| = o(n) clauses de I’instance initiale. Pour toute
affectation S des valeurs de vérité sur X, (S]0) (resp., (.S]|1)) désigne I’extension
de S a {y} qui affecte y & 0 (resp., 1).

Considérons deux affectations 7" et 77 = (7°|0) sur les ensembles de variables X
et X’ ; on montre que les valeurs de ces deux solutions sur I et I’ sont liées par la
relation : muq(I',T") = 2mg, (I, T). Effectivement, soit (¢4, ¢2) une clause de C' :
elle peut étre vérifiée avec /1 = ¢, = 1, alors £; = —¢, sera fausse tandis que ¢; = —y
et ¢5 = —y seront vraies ; elle peut encore étre vérifiée avec ¢; = 1 et 5 = 0 (resp.,
ly = 0etly = 1), alors {1 = —ls et o = —y (resp., 1 = —y) seront verifiées
au contraire de ¢; = -y (resp., £o = —y); elle peut enfin ne pas étre satisfaite si
{1 = £, = 0 : comme alors les valeurs des trois littéraux ¢;, ¢ et y coincident,
aucune des équivalences /1 = —/s, f1 = —y et £ = —y ne saurait étre vérifiée.
Ainsi, a toute affectation 7" sur X on peut associer une affectation 77 sur X’ de valeur
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2msat (I, T), en posant simplement y = 0; réciproquement, a toute affectation 7"
sur X’ on peut associer une affectation g(7") sur X de valeur mgq(I’,T")/2 sur I
en posant g(7") = T/ si T" affecte y 4 0, g(7") = TIX sinon : comme nous I’avons
déja remarque, deux affectations complémentaires valident les mémes équivalences.

Toute solution 7" pouvant étre obtenue par g a partir, par exemple, de la solution
(T'|0), g est surjective ; le fait que de surcroit les valeurs de deux solutions 7" et g(T")
soient toujours liées par la relation msa; (£, g(1")) = mgq(I’,1")/2 nous assure
I’affinité de la réduction, dont on déduit la propriété de stricte monotonie. Il nous reste
une fois de plus, pour établir la LOC’-réduction, a vérifier la propriété de surjectivité
de voisinage pour les voisinages miroirs h-bornés, qui consistent, sur I comme sur I,
a considérer comme voisines deux affectations qui différent sur au plus h, ou au moins
n— h, variables. Pour ce faire, considérons une constante 4 et une solution 7" de I’ : il
s’agit alors de vérifier que pour tout couple de solutions S’ et 7" de I’ voisines au sens
du voisinage miroir h-borné, les solutions de I g(.S’) et g(T") sont également voisines,
au sens du méme voisinage miroir (h-+1)-borné. Si S’ et 7" affectent identiquement y,
alors g(S") = S|y et g(T") = Tjx ou g(S') = ?{X et g(T") = TIX ; dans les deux
cas les distances vérifient : d(S", T") = d(S[y, T/y) = d(?iX,TTX). De cette égalité
nous déduisons :

d(s", T') < h & d(g(5),9(1")
>n—h & d

h
d(s', T (9(5),9(1") 2 n—

h.

VoA

Sinon, supposons par exemple g(S") = S|y et g(1") = TIX, alors : d(S’,T’) =
(n+1)—d(S",T") =n—d(S]

X
{d(S’,T’)<h & d(g(5),9(1"))
(S, TY=zn—-h & d(g(8),9(T"))

T’ ) = d(S|X7T?X) ; il vient dans ce cas

La réduction proposée de MinE2-Sat & MinW(1)EQ, & la fois affine et LOC'-
réduction pour les voisinages h-bornés complémentaires, préserve donc bien la garan-
tie de qualité des optima locaux pour ces voisinages. |

Notons que si le nombre d’occurrences d’une variable est borné par une quantité A
(A éventuellement dépendante de la taille de I’instance), les poids associés aux équi-
valences seront également bornés par A ; c’est ce qu’exprime le corollaire suivant.

CG[d] (1 h+1)

COROLLAIRE 6.2.— MinE2-Sat-A MinW[A]EQ.

Nous envisageons a présent le probléme MinPairedBisection (noté MinPB) de
coupe défini comme suit : une instance I est la donnée d’un graphe G(U U V, E)
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composé de deux ensembles de sommets U = {uq,...,u,} €tV = {vy,...,v,} de
méme cardinalité ; une bisection est un partage de U U V' en deux sous-ensembles W
et W de méme taille; une bisection W sera réalisable si elle sépare les couples
{uj,v;}, c’est-a-dire si elle vérifie : Vj = 1,...,n, u; € W < v; € W. On rap-
pelle qu’étant donnés deux ensembles V; et V5 de sommets sur un graphe G(V, E),
< V4, Vo > désigne I’ensemble des arétes de F ayant une extrémité dans V/; et I’autre
dans V5. Le but est de trouver une bisection W réalisable qui minimise la cardinalité
de la coupe < W, W >.

. GISl(1,R) . .
PROPOSITION 6.5.— MINEQ ~x ~MinPB.

Preuve. Nous montrons que la L-réduction proposée dans [BAZ 99] entre les deux
problemes posséde également les qualités d’une réduction fortement affine et d’une
LOC’-réduction.

Soit I = (X, E) une instance de MinEQ a n variables, nous associons a chacune
de ses variables z; les sommets u; (représentant x; dans I) et v; (représentant z;
dans I); I’instance I’ = G(U UV, F’) que I’on construit pour le probléme MinPB est
ainsi munie des ensembles de sommets U = {uq,...,u,} etV ={vq,...,v,} etde
I’ensemble d’arétes F' défini comme suit :

(x;=%;) € E = {wuj,vv} CF

(i=2z;) € E = {uvj,vu;} CF.

Soit W une bisection réalisable sur I’, on lui fait correspondre I’affectation g(W)
des variables de X qui place a 1 les variables x; dont le représentant «; est élément
de W, a0 les autres (variables x:; dont le représentant w; est élément de W) ; la réali-
sabilité de W assure la cohérence de I’affectation g(W). Cette affectation valide une
équivalence « z; = x; » (z; et z; ont méme valeur) si et seulement si les sommets u;
et u; sont tous deux dans W ou tous deux dans W, soit quand les arétes u;v; et v;u;
sont dans la coupe ; elle valide une équivalence « z; = Z; » (z; et =; ont valeurs
opposées) si et seulement si les sommets u; et u; se situent, I’'un dans W, I'autre
dans W, soit quand les arétes u;u; et v;v; sont dans la coupe. Ainsi, g(W) vérifie
meq(L, g(W)) = mpg(I’,W)/2 équivalences. Inversement, soit T' une affectation
des valeurs de vérité sur I, la bisection g~ (T") constituée des variables mises a 1 par T’
est non seulement réalisable, mais aussi de valeur mpg(I’, g~ (T)) = 2mrq(I,T).
Ainsi, il s’agit bien la d’une réduction fortement affine (donc surjective et strictement
monotone) de paramétres k; = 1/2 et K; = 0. Cette réduction préserve clairement
les optima h-locaux par LOC’-réduction, les distances étant les mémes sur les deux
instances : deux solutions W et W’ sont au plus h-distantes sur I’ (différant d’au plus
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h sommets) si et seulement si les affectations g(W) et g(W') le sont également sur I
(différant d’au plus h composantes). L’affinité et la localité maintenant établies nous
assurent qu’elle est une G-réduction. |

PROPOSITION 6.6.— MinPB ocGl(1:7) MinW/[2]EQ.

Preuve. Une fois de plus, en étudiant sous I’angle qui nous intéresse la L-réduction
proposée dans [BAZ 99] de MinPB a MinEQ, nous montrons qu’elle est une réduction
simultanément fortement affine et LOC’-réduction de MinPB & MinW[2]EQ.

Soit I = G(V, E) une instance de MinPB sur un graphe & 2n sommets et considé-
rons I’instance I’ de MinW/[2]EQ constituée d’un ensemble X = {z4,...,z,} den
variables, d’un ensemble F' d’équivalences « z; = x; » (resp., « x; = Z; ») pour toute
aréte u;v; ou w;v; (resp., u;u; ouU v;v;) de E, et d’une pondération p de ces équiva-
lences qui place un poids 2 sur une équivalence « x; = x; » (resp., « z; = Z; ») quand
les arétes u;v; et ujv; (resp., u;u; et v;v;) sont toutes deux élément de £, un poids 1
sur toute autre équivalence. Les mémes transformations que celles proposées lors de
la précédente preuve, par les mémes arguments, assurent la forte affinité et la localité
de la réduction. |

6.2.2. Autour de MaxNAESat

Nous avons déja considéré au paragraphe 5.1.1 les liens qui pouvaient unir, du
point de vue de I’approximation différentielle d’une part et de la conservation des op-
tima locaux d’autre part, différentes versions du probléme de satisfaisabilité de clauses
conjonctives et disjonctives ; nous en faisons de méme ici avec le probléme MaxNAE-
Sat, tentant par la méme occasion de situer le degré d’approximabilité de ses variantes
par rapport a ces derniers.

PROPOSITION 6.7.— Vk > 2, MaxNAEk-Sat «Cl1(L.h) MaxNAEEE-Sat.

Preuve. Nous construisons une réduction de MaxNAEkL-Sat a MaxNAEEE-Sat qui
possede les propriétés d’une réduction affine et d’une LOC’-réduction.

La construction est la méme que celle proposée a I’occasion du lemme 5.2 pour
les versions de CCSP : si les clauses d’une instance I ne sont pas toutes de taille &, on
introduit une nouvelle variable y et I’on remplace chaque clause ¢ = (¢4,...,¢,) de
taille p strictement inférieure & & par les deux clauses (¢1, ..., ¢y, y) et (¢1,...,4,,7)
(transformation t) ; s’il reste encore des clauses de moins de & littéraux, on recom-
mence et ainsi de suite (au plus & — 1 fois), jusqu’a ce que I’instance obtenue I’ =
t"(I) (k < k — 1) soit une instance de MaxNAEEE-Sat. Nous avons déja argumenté
quant a la complexité d’une telle transformation, il nous reste ici & comparer les va-
leurs des solutions de I’instance initiale I et de I’instance image I’. Pour ce faire, on
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montre que deux instances I et ¢(I) sont toujours intimement liées en observant sim-
plement qu’une clause ¢ = (¢4, ...,¥,) est validée (resp., rejetée) pour NAESat par
une affectation des valeurs de vérité si et seulement si les deux clauses (resp., exac-
tement I’une des deux clauses) (¢1,...,¢,,y) et (¢1,...,4,,7) le sont (resp., Iest)
également, et cela quelle que soit I’extension faite a y de I’affectation des valeurs de
vérité. On voit aisément que la relation entre deux instances I et ¢(I) de NAESat est
si étroite qu’elle permet de préserver les optima locaux : T optimum h-local sur I si
et seulement si (7']0) et (7'|1)1 optima h-locaux sur ¢(I). La relation des instances I
et ¢(I) se transporte alors aisément par récurrence aux instances I et ¢ (1). |

PROPOSITION 6.8.— Vk € N, MaxNAEk-Sat ocG[01(1:7) Maxk-Sat.

Preuve. Nous exhibons une réduction de MaxNAEEk-Sat a Maxk-Sat dont les qualités
sont conjointement celles d’une réduction fortement affine et d’une LOC’-réduction.

Une clause est validée (resp., rejetée) pour NAESat si tous ses littéraux ne sont pas
identiquement affectés ; ainsi, une affectation 7" des valeurs vérité valide une clause
c si et seulement si les deux clauses (resp., exactement I’une des deux clauses) c et
¢ le sont pour Sat. Associons donc a une instance I = (X, C) de NAESat I’instance
I' = (X,C U CO) de Maxk-Sat; toute affectation 7 € {0,1}" des valeurs de vérité
vérifie : mga (I, T) = m + myag(I, T).

REMARQUE 1.— Pour NAESat, les clauses ¢ et ¢ ont la méme signification, aussi
supposons-nous ne jamais disposer dans une instance, et ce quel que soit I’ensemble
c= (41,45 ...,£y,) de littéraux considére, conjointement des ensembles c et ¢ (sinon
on aurait seulement mgat (I, 7) < m + mnar(Z,T), il faudrait pondérer I’ pour
retrouver une équivalence entre les mesures sur I et I').

Sous I’hypothese de la remarque 1, la transformation proposée est une réduction
fortement affine de coefficients K; = |m/| et k; = 1. Cette réduction fortement affine
vérifie alléegrement les exigences d’une LOC’-réduction : les ensembles de solutions
de I et I” étant les mémes, les voisins au plus h-distants coincident également. |

PROPOSITION 6.9.—- Vk € N, Maxk-Sat oc¢G1(12+1) MaxNAE (k + 1)-Sat.

Preuve. De Maxk-Sat & MaxNAE(k + 1)-Sat, il existe une réduction bien connue que
nous présentons ici comme réduction a la fois affine et LOC’-réduction.

Soit I = (X, C) une instance de k-Sat & m clauses sur n variables, on construit
IYinstance I’ = (X U {y},C x {y}) de NAE(k + 1)-Sat. Pour toute affectation T
des variables de X, la solution (7°|0) de I’ satisfait au sens de NAESat exactement les

1. On rappelle que si T désigne une affectation des valeurs de vérité sur X, (T°|0) (resp., (T'|1))
désigne I’extension de 7" a X U {y} qui affecte y a 0 (resp., 1).
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mémes clauses que 72 : seules ne seront pas vérifiées dans I’ les clauses contenant
des littéraux (dont y) tous nuls. Soit 7" une affectation des variables X N {y}, on
peut lui associer une solution g(7") de I de valeur mg.: (I, g(T")) = mnag(l’,T")
en posant g(7") = T"X si T" affecte y 4 0, g(7") = TIX sinon. g est évidemment
surjective, toute affectation 7" sur X pouvant étre déduite, notamment, de I’affecta-
tion (7']0) sur X U {y}; de plus, les couples de solutions (77, g(7")) sont toujours
liés en valeur par une relation affine de paramétres k; = 1 et K; = 0 : la réduction
proposée est bien une réduction affine de Maxk-Sat a MaxNAE(k + 1)-Sat. Possede-
t-elle également les propriétés d’une LOC’-réduction pour la structure de voisinage
miroir h-borné ? Soient S’ et T deux affectations au plus h-, au moins n — h-distantes
sur X U {y}, nous voulons vérifier pour assurer la surjectivité de voisinage que les
solutions g(S’) et g(T") sont au plus (h + 1)-, au moins [n — (h + 1)]-distantes
sur I. Si S’ et T’ coincident sur y, alors les distances d(g(S’), g(T")) et d(S’,T")
sont identiques ; sinon, supposons que 7" affecte y a 1, alors les distances vérifient
d(g(5"),9(T")) = [ X| = d(g(5"), g(T")) et d(S", T") = d(g(5"), 9(T")) + 1, ce dont
on déduit:sid(S’,T") < halorsd(g(S"),g(T")) =n—h+1letsid(S',T') =2 n—h
alors d(g(S"),g(T")) < h+ 1.

Une fois de plus, la combinaison des avantages d’une réduction affine et d’une
LOC'-réductions ménent a la G-réduction. |

PROPOSITION 6.10.— MaxCut o< G[91(1:4) MaxNAEE2-Sat.

Preuve. On montre que la relation qui lie ces deux problémes est simultanément for-
tement affine et LOC’-réduction, entre les deux problémes.

Soit G(V, E) une instance de MaxCut, on peut trés bien I’interpréter comme une
instance de MaxNAEE2-Sat en considérant les sommets comme des variables et les
arétes comme des clauses : une aréte (resp., une clause) est dans la coupe (resp., valide
au sens de NAESat) si I’une de ses extrémités (resp., I’un de ses littéraux) est dans la
coupe (resp., vrai) et I’autre dans le complémentaire (resp., faux). Il ne s’agit ici que
de la fagon de le regarder, la réalité que I’on préfére préter au modéle mathématique
formulé. On notera que les instances de MaxNAEE2-Sat que I’on obtient sont remar-
quables, puisqu’elles sont un cas particulier de pire solution nulle. La restriction de
NAESat a des clauses composées exclusivement de littéraux positifs est notée Pos-
NAESat ; si I’on considere cette restriction, les problemes MaxCut et MaxPosNAE2-
Sat sont affinement identiques. Cette forme particuliére des instances images ne per-
met pas, a priori, de revenir en arriere et d’interpréter une instance quelconque du
probleme MaxNAEE2-Sat comme une instance de MaxCut ; cependant, il est possible
de I’exprimer comme une instance d’un probléme de coupe plus sophistiqué, MaxPB.

2.(T0),(T|1) € {0,1}™*" sont définis par (T|0)x = (T|1);x = T et (T]0)jy} = O,
Ty =1
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Effectivement, la transformation proposée il y a de cela quelques propositions de Mi-
nEQ a MinPB permet tout aussi bien de transformer des instances de MaxNAEE2-Sat
en des instances affinement liées de MaxPB : il suffit d’associer a chaque variable x;
un couple de sommets (u;,v;) qui devront étre séparés par une bisection valide, et
a chaque clause ¢; = (zj,xy) (resp., (z;,Zx), (;,zx)) I'aréte e; = w;uy (resp.,
u; vk, vjUE) ; une affectation 7" des valeurs de veérité sur I est une bisection sur I’, et
chaque clause validée par T au sens de NAESat est une aréte de la coupe. Dans I’autre
sens, pour se ramener facilement d’une instance de MaxPB a MaxNAEE2-Sat de fa-
con similaire a ce qui a été fait pour les versions minimisation de 2-EQ et PB, il faut
pondérer les clauses associées aux arétes du graphe initial, NAESat ne différenciant
pas deux clauses (¢1,¢) et (¢1,s). 1

PROPOSITION 6.11.—

MaxCut FANy MaxPosNAEE?2-Sat

MaxCut K™ MaxNAEE2-Sat C A" MaxPB

" MaxW[2]NAE2-Sat.

6.2.3. Dense ou pas dense ?

Ce paragraphe s’intéresse aux instances denses des problémes de satisfaisabilité
(Max et Mink-Sat, Max et Mink-CCSP, Max et MinEk-Sat, Max et MinEk-CCSP),
d’équivalences (Max et MinEQ) et d’équations binaires (Max et Mink-Lin2) ; la den-
sité s’exprime en fonction du nombre d’occurrences des variables du probleme dans
les expressions (clauses, équivalences, équations). L’intérét de la considération de
telles instances réside en la possibilité qu’elle offre d’utiliser des outils probabilistes,
fort précieux pour I’établissement de rapports d’approximation. Les résultats sont évo-
cateurs : les instances denses (ensemble d’expressions au plus k-aires de cardinalité
de I’ordre du nombre de variables a la puissance k£ — 1, voir la définition 6.1) des pro-
blémes Mink-Sat [BAZ a], Maxk-Sat [ARO 95], MaxEk-CCSP [AND 98] et MinEk-
LIN2 [BAZ a] admettent des PTAS, alors que, pris dans leur version générale, ces
problemes sont tous APX-difficiles. Arora, Karger et Karpinski montrent méme que
les instances denses de tout probléme de MaxSNP admettent un schéma d’approxi-
mation polynomial [ARO 95]; pour une information plus compléte sur les résultats
permis a ce jour par la densité des problemes APX-difficiles, se référer a [KAR 97].

Si nous avons déja, parfois a maintes reprises, évoqué les problémes Sat, CCSP et
EQ, c’est en revanche la premiére fois que nous abordons les problemes Lin2 d’équa-
tions binaires : il s’agit, étant donnée une instance I = (X, F) composée d’un en-
semble X de variables binaires et d’un ensemble E d’équations linéaires sur X U X,
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de trouver une affectation qui satisfasse un maximum ou un minimum (selon que
I’on se situe dans les versions maximisation ou minimisation de ce probleme) de ces
équations, définies modulo 2. Plus précisément, une équation de E sera de la forme
Tiy DTy Bone... @ x;, = bavec b avaleurs dans {0, 1} et ol a;,, T4, . .., x;, sont
des variables binaires de X ; une telle équation sera satisfaite si b = 1 et un nombre
impair des arguments x;,, z,,, . . ., z;, sont affectés a 1, si b = 0 et un nombre pair
des arguments x;, , z;,, . . . , ¥;, sont affectés a 1. La restriction de ce probleme a des
équations sur au plus & variables sera notée k-Lin2; dans tous les cas, on travaille
sur Z /27 (notation Lin2).

Par la suite, on entendra par instance d’un probléme de k-Satisfaisabilité (resp.,
Ek-Satisfaisabilité) tout ensemble C de clauses, disjonctives ou conjonctives, de taille
au plus & (resp., exactement k) sur un ensemble X de variables. Le nombre d’occur-
rences d’une variable z; d’un probléme de satisfaisabilité ou d’une instance de Min
ou MaxEQ, noté d(x;), calcule le nombre de clauses ou d’équivalences faisant appa-
raitre les littéraux xz; ou z; ; le nombre d’occurrences d’une variable z; d’un probléme
d’équations binaires sera également noté d(x;) et comptera naturellement le nombre
d’équations faisant intervenir la variable x;.

DEFINITION 6.1.— Pour une constante i > 0, une instance I = (X, E) & m clauses
(équivalences, équations binaires) sur n variables d’un probléme de k-satisfaisabi-
lité (d’équivalences, de k-équations binaires) sera dite u-dense si le nombre d(x;)
d’occurrences de chaque variable x; de X estd’au moins p x n* =1 (uxn, pxn*=1),
et -dense en moyenne si I’ensemble E est composé d’au moins g xn” (uxn?, pxnk)
expressions ; elle sera dite dense si elle est p-dense pour un certain x> 0, et dense en
moyenne si elle est ;.-dense en moyenne pour un certain i > 0. On appelle probléme
dense et I’on note densell la restriction du probléme IT & ses instances denses.

Si une instance I = (X, E) d’un probléme de k-satisfaisabilité, d’équivalences
ou de k-équations binaires est u-dense, elle est également 1/ k-dense en moyenne :

1 n
k-1 k
Vee X, dx) 2 puxn :>\E|>E;€Xd(x)2gn.

Nous allons voir que, dans le cadre de I’approximation différentielle comme dans
celui des optima locaux, la version dense d’un probléme peut étre aussi difficile que
le probléme général. Pour ce, nous nous inspirerons le plus souvent de réductions
proposées dans [BAZ a] que nous compléterons pour les adapter au cadre différentiel.

Dans les constructions qui suivent ol L = X U X désigne un ensemble de litté-
raux sur un ensemble X de variables, on parlera souvent de la restriction P.(L) de
I’ensemble P}.(L) des parties de taille » de L aux expressions qui ne contiennent pas

de tautologie de la forme (I,1) : P.(L) = {c € P.(L) : Vi € L,l € c = | ¢ c¢}.
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Si n désigne le nombre de variables, la cardinalité de P/ (L), fonction du choix de r
variables parmi . puis de h variables a mettre sous forme négative parmi r pour / de 0
a r, est donnée par :

PL(L)| = (:f) x Z (2) — 9" x (:f) = |PL(L)| = O (n").

h=0

PROPOSITION 6.12.— Vk € N,

G[d](1,h
1) Maxk-Sat [&1 )MaxDensek—Sat;

2) MaxDensek-Sat G[é]o(cl’h) MaxDenseEk-Sat.

Preuve du point (1). Soit I = (X, C) une instance de Maxk-Sat sur | X| = n va-
riables; on introduit un ensemble Y de n variables et I’on considére toutes les .-
clauses que I’on peut construire en associant un littéral de X U X a k — 1 littéraux
de Y U Y, construisant I'instance I’ de Maxk-Sat suivante : I’ = (X’,C") avec
X' =XUYetC'=CuUDpourD=(XUX)xPp_1(YUY).

L’instance I’ est ainsi constituée de 2n variables et de m + ©(n*~!) clauses;
chaque variable x; apparait dans au moins 2|P;_; (Y UY)| = ©(n*~1) clauses et
chaque variable y; dans exactement 2n x 2Py (Y \{y; HU(Y'\{%:}))| = ©(n*~1)
clauses : I’instance, construite en temps polynomial en max{n,m}, est donc & la
fois dense et dense en moyenne (|C’| > ©(n*)). Considérons maintenant une af-
fectation 7" des valeurs de vérité sur X’ et I’ensemble de clauses D ; T" satisfera
toujours toutes les clauses de D, sauf les clauses formées sur les n littéraux faux
de X U X et les n littéraux faux de Y U Y : telle que D est construite, cela concerne
n x CF~1 clauses. Ainsi, toute affectation 7’ sur X’ satisfera exactement K =
|D| —n x CF~1 clauses de D. On déduit de cette observation les relations suivantes :
V(T,T") € {0,1}" x {0, 1}*" tel que Ty = T, msac(I',T") = msar(C, T") + K =
msat (I, T) + K. Cette propriété étant I’expression du fait que seules les variables
de X sont pertinentes sur I’, et ce seulement pour la satisfaction des clauses de C,
elle nous assure, plus que la simple affinité de la réduction, que toute extension 7"
d’un optimum h-local T sur I sera optimum h-local sur X', et ce quelle que soit la
constante i considérée : la G[d](1, h)-réduction est vérifiée. Ceci conclut la preuve du
point (1) de la proposition.

Preuve du point (2). Soit I = (X,C) une instance de MaxDensek-Sat a |C| =
m clauses et |X| = n variables; nous savons la transformer en une instance de
MaxEk-Sat de sorte a préserver I’approximation différentielle et les optima locaux
(voir paragraphe 5.1.1), mais la densité ? Reprenons la construction proposée alors et
agrémentons-la de quelques clauses supplémentaires. On introduit de nouveau un en-
semble de variables Y = {y1,...,y,} de méme taille que X, et & chaque clause ¢; =
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(41,...,¢p) de C d’au plus k littéraux, on associe I’ensemble C; de clauses suivant,
qui consiste a compléter ¢; de toutes les fagons possibles a partir des k — p premier lit-
térauxdeYetY :Vi=1,....m,C; = ¢; X Pr—p({y1, - s Ur—p U{G1, - -, Uk—p})-

A une clause c; de taille p < k, on aura ainsi associé |P*P({y1,...,yk—p} U
{y1,---,yk—p})| = 2%~ clauses. Sur chacune de ces familles C;, une affectation 7”
des valeurs de vérité 77 sur X U {y1, ..., yx} Vérifiera toutes ses clauses, sauf peut-
étre une si 7" ne satisfait pas c;. Supposons par exemple que 7" affecte a 0 les va-
riables 1, ..., yx ; alors de toutes les combinaisons de littéraux y1, . . ., Y, U1, - - - » Uk
la seule rendue fausse par 7" sera (y1, . - . , yx ), toute autre combinaison comportant au
moins une négation : ainsi, la clause ¢; U {y1, ..., yx } Sera satisfaite si et seulement
si T” satisfait ¢;. Notons D = U™, C; I’union de ces clauses et K = |D| —m, la
réflexion précédente nous inspire la relation : V(7,7") € {0,1}" x {0, 1}*** telles
que Ty =T, msa(D, T') = msar(I,T) + K.

Nous avons régularisé la taille des clauses, il faut maintenant densifier ; pour ce,
on introduit toutes les clauses de taille & possible que I’on peut former sur les littéraux
de YUY, ce qui conduit a considérer I’instance I’ = (X', C") de MaxEk-Sat avec :

- X' = XUY (X'| =20);
~C' = DUEavec E = Pu(Y UY) (C'] = |D| + |B|, D] < m x 2" et
(] = ©(n")).

La construction est bien polynomiale en la taille max{n, m} de Iinstance initiale,
la taille de I’ensemble C’ de clauses considéré étant d’ordre ©(m + n*). De plus,
il s’agit d’une instance de MaxEk-Sat dense et dense en moyenne, chaque variable
y; apparaissant dans |Px_; (Y\{y;} U Y\{z:})| = ©(n*~1) clauses (on rappelle
que ©(n") = ©((2n)")). Toute affectation des variables de I’ensemble Y satisfera
exactement |E| — C% . clauses de E (toutes les clauses de E, sauf celles formées
sur les littéraux de Y U Y rendus faux par I’affectation considérée). Ainsi, si I’on
note K’ = K + |E| — C%,, les valeurs des solutions sur les instances I et I’ sont
liées par la relation affine : V(T,7") € {0,1}" x {0,1}>" telles que Ty =T,
msat(I', T") = msat(I,T) + K'. Cette réduction affine préserve-t-elle les optima
locaux relativement a une fonction voisinage V donnée ? Soit 7" une solution de I op-
timale sur V(I,T'), nous prétendons qu’alors toute extension 7" de T aux variables
de I’ensemble Y est également optimale sur V(I’,T"). Pour s’en convaincre, il suf-
fit de remarquer que seule I’affectation des variables de X a une incidence sur la
valeur d’une solution de I’ : si S’ est voisine de 7" au sens de V), la restriction S
de S" a X est a fortiori voisine de 7" au sens de V'; si I’on note S I’extension de .S
aux variables de I’ensemble Y™ qui coincide avec 7" (S|y = T}y), de I’optimalité
locale de T (mgat(I,T) = msat (I, S)) et de la relation affine liant les instances 1
et I’ (mgat(I,T) — mgat(1,S) = mgac(I',T') — msas (I, S), on conclut alors
mgat(I,S") = mgat (I, S) < mgay (I, T"). La G[8](1, h)-réduction est établie.
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Les mémes transformations permettent d’établir les équivalences suivantes.

COROLLAIRE 6.3.-Vk € N,

Mink-Sat GLGLh) MinDensek-Sat
MinDensek-Sat [5]()((1,;1) MinDenseEk-Sat
Maxk-ccsP “PIM MaxDensek-cCSP
MaxDensek-CCSP ™ MaxDenseEk-CCSP
Mink-ccsp P8 MinDensek-CCSP
MinDensek-CCSP """ MinDenseEk-CCSP.

PROPOSITION 6.13.— Vk € N,

Mink-LIN2 ~ SPE™ MinDensek-LIN2
G

[6](1,h)
Maxk-LIN2 X MaxDensek-LIN2.

Preuve. Soit I = (X, E)) une instance de Maxk-LIN2 composée de |E| = m équa-
tions sur | X | = n variables binaires, on densifie I en introduisant, une fois encore,
un ensemble Y = {y1,...,y,} de variables de méme taille que X, ainsi que I’en-
semble F' d’équations défini, Vi = 1,...,n, VJ = {j1,...,Jk—1} € {1,...,n},
par :

xi@yjl@...@yjk71:1 e F
2, DY; ©...Qy;,_, =0 € I

On a ainsi crée |F'| = 2nCk~1 = ©(n*) équations, dont exactement une sur
deux sera vérifiée pour toute affectation des variables de X etde Y ; F” fait intervenir
chaque z; dans 2C*~1 = ©(n*~1) équations et chaque variable y; dans 2nCF~2 =
O(nk~1) équations : I'instance I’ = (X', E') définie par X’ = X UY et E/ =
E U F est dans a la fois dense et dense en moyenne. De plus, toute solution 7" de I’
vérifie nC*~1 + myno (I, T) équations : les valeurs des solutions d’une instance a
I’autre sont conservées a un facteur constant pres, et les optima locaux sur I sont
transformés en optima locaux sur I’ par n’importe quelle extension de I’affectation aux
variables de I’ensemble Y, la valeur d’une solution sur I’ dépendant exclusivement
de la performance réalisée par I’affectation des variables de X sur I’ensemble E des
équations originelles : il s’agit clairement d’une réduction polynomiale qui préserve la
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qualité des optima locaux, pour toute structure de voisinage, relativement a la mesure
différentielle. On remarquera que si I’instance antécédent I est une instance de Ek-
Lin2 (composée d’équations sur exactement & arguments), il en sera de méme de
I’instance image I’. |

PROPOSITION 6.14.—

MineQ K™ MinDenseEQ

MaxEQ G[é]o(g’h) MaxDenseEQ.

Preuve. De fagon semblable aux preuves précédentes, la réduction que nous concevons
consiste a « grossir » I’instance initiale par I’introduction de nouvelles variables et
relations.

Soit I = (X, E) une instance de MinEQ composée de |E| = m équivalences
sur |X| = n variables binaires, on densifie T en introduisant, une fois derniére,
I’ensemble Y = {y1,...,y,} de variables de méme taille que X, couplé de I’en-
semble F' d’équivalences défini, Vi = 1,...,netVj=1,...,n,par:z; =y; € F
et z; = y; € F. L’ensemble F est constitué de 2n? = ©(n?) équivalences qui font
intervenir chaque variable z;, chaque variable y;, 2n = ©(n) fois chacune. L’instance
I'=(X"JE"), X' = XUY, E' = EU F ainsi construite, en temps évidemment
polynomial en max{m, n}, est bien dense et dense en moyenne. Il est par ailleurs fa-
cile de constater que tout couple (7, T") de solutions sur I et I’ qui coincident sur X
vérifie la relation : meq(I',T") = mgeq(I,T) + n?, toute affectation 7" sur X' sa-
tisfaisant toujours exactement n2 équivalences de F. Cette derniére réflexion suffit
a se convaincre que la réduction proposée préserve les optima locaux et leur qualité
différentielle, soit qu’elle est une G[4](1, h)-réduction. |

THEOREME 6.2.— Les problémes suivants, dans leurs version maximisation comme
minimisation, mémes restreints a leurs ensembles d’instances denses, n’admettent pas
de schéma d’approximation polynomial différentiel a moins que P = NP : Ek-Sat
(Vk > 2), EkE-CCSP, (Vk > 2), k-LIN2, (Vk > 2) et EQ.

Preuve. D’apres les propositions 6.12, 6.13 et 6.14, pour chacun de ces problemes,
un schéma différentiel sur les instances denses induirait un schéma différentiel sur le
probléme général, dont on pourrait déduire par le biais de leur version maximisation
un schéma classique d’approximation, ce qui ne peut étre s’agissant de problemes
APX-difficiles, 8 moins que P et NP ne coincident. |
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6.3. Conclusion
6.3.1. Un certain goQt d’inachevé

Nous avons proposé dans ce chapitre des réductions d’un probleme II & un pro-
bleme II’ qui préservent la qualité des optima locaux : si II’ garantit la qualité de ses
optima locaux pour un certain voisinage h’-borné, alors IT garantira lui-méme un degré
semblable de qualité de ses optima locaux, pour un voisinage h’-borné. L’intérét de
telles réductions est non seulement de parvenir a rapprocher les problémes entre eux,
de comparer leur degré d’approximabilité et leur structure méme; cela fait avancer
notre connaissance de NPO. Il est essentiellement de déduire d’un bon comportement
de I’ un bon comportement de II, d’un mauvais comportement de IT un mauvais
comportement de IT’ : d’établir des résultats, tangibles, quant a I’approximabilité des
problémes.

Les réductions proposées dans ce chapitre, par la méconnaissance que I’on a du
comportement des problémes concernés du point de vue de leurs optima locaux et
parfois méme de leur approximation différentielle générale, ne nous permettent pas
d’établir de tels résultats : on se cantonne au conditionnel, au classement relatif des
problémes concernés.

Il faudrait exploiter ces résultats conditionnels que sont les réductions dans I’es-
poir d’en déduire des résultats affirmatifs : II garantit la qualité (pour un niveau de
qualité quelconque, éventuellement dépendant de la taille de I’instance) de ses optima
locaux pour un certain voisinage h-borné (résultat positif déduit de la connaissance
du bon comportement de I1’), I’ ne garantit la qualité de ses optima locaux pour
aucun voisinage h-borné (résultat négatif déduit d’un mauvais comportement de IT).
Pour ce, nous devons donc parvenir a évaluer la qualité des optima locaux des pro-
blémes concernés. Nous pensons notamment a MinRSSC et MaxRIS dans I’espoir de
résultats positifs sur respectivement MinSC et MaxCB ; 8 MinE2-Sat dans I’hypothése
d’un résultat négatif sur MinW(1)EQ. Nous pensons également a I’étude approfondie
de problemes tels MinPB, MInEQ et surtout MaxNAE2-Sat qui, comme probleme le
plus simple au sens de la réduction des problémes de satisfaisabilité, donnerait une
bonne idée de I’espoir que I’on pourrait nourrir d’approcher ou non ces problémes par
leurs optima locaux en différentiel : si méme pour MaxNAE2-Sat les optima locaux
seront dans le pire des cas de mauvaises solutions, alors il en sera de méme pour tous
les problemes de satisfaisabilité.

6.3.2. Synthese
En dépit de ces réserves, profitons de I’occasion de cette conclusion pour présenter

une synthese des relations qu’entretiennent par G-réduction certains des problemes
que nous avons observés au cours de ce chapitre :
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1) MinEQ “%" MinPB “%" Minw[2]EQ
2) MaxNAEK-Sat “ %" Maxk-sat ** &' MaxNAE(k + 1)-Sat
3) MaxCut %" MaxPosNAEE2-Sat

G[5)(1,h) G[5](1,h) G[5)(1,h)

4) MaxCut o« "MaxNAEE2-Sat "= “~MaxPB " ~MaxWI[2]NAE2-Sat

Le premier point provient des propositions 6.5 et 6.6, les points (3) et (4) de la
proposition 6.11 ; pour le point (2), il faut juste revenir a la réduction proposée pour
appuyer la proposition 6.8 et se rendre compte qu’elle est, de par la forme des ins-
tances images de Sat produites, interprétable de la méme fagon aux sens de GLO[R]
et CGLOJR].

Concernant la densité, remarquons simplement que le rapport différentiel, parce
qu’il n’est pas sensible a une transformation affine, considérera généralement indif-
féremment les instances initiales et densifiées des problemes : des lors que I’ordre
relatif de la qualité des solutions est préservé par la « densification » de I’instance
initiale, les deux instances seront, du point de vue de I’approximation différentielle,
identiques. Pour les problémes de satisfaisabilité notamment, il semble facile d’intro-
duire des variables et des clauses ou formules qui n’altéreront pas I’évaluation relative
des solutions, dans le sens ou I’évaluation d’une affectation des valeurs de vérité sur
I’ sera indépendante de I’affectation des variables particuliéres introduites au passage
de I a I’; ainsi, toute solution sur I’ satisfera le méme nombre de formules que sa
restriction sur I, a une constante pres.

C’est un peu d’ailleurs ce qui est frustrant avec le rapport différentiel et les pro-
blémes de logique : d’un cbté, il est aisé de relier ces problémes entre eux, de passer
de I’un a I’autre, sans avoir comme en classique a « payer » le poids d’une clause non
significative supplémentaire ; il est réconfortant de pouvoir considérer des problémes
qui sont moralement proches comme I’étant effectivement du point de vue de leur
approximation. D’un autre c6té, le manque de connaissance quant a I’approximation
différentielle de ces problémes ne permet malheureusement pas, a I’état actuel, d’en
déduire des résultats significatifs : encore une fois, nous devons nous contenter du
conditionnel.



Chapitre 7

En-deca de GLO

Dans ce chapitre, nous oublions la qualité des optima locaux pour revenir sur
la détermination méme de telles solutions. Nous nous sommes au paragraphe 3.1.1
contentés de donner quelques conditions triviales de déroulement polynomial d’un
algorithme de recherche locale générique, survolant la question cruciale : sur quel
probléme, et pour quel type de voisinage, pourra-t-il &tre déterminé un optimum local
relativement a ce voisinage en temps polynomial ? Evaluer la performance, comme
nous I’avons fait jusqu’ici, est une chose; étre en mesure de déterminer une solu-
tion en est une autre, que nous abordons ici du point de vue de la classe PLS et des
problémes radiaux ; cette présentation a pour motivation de mieux cerner (sans se pré-
tendre d’exhaustivité) le champ de recherches et de difficultés posées par les optima
locaux en approximation polynomiale. Son réle est purement informatif et n’a pas
I’ambition d’exposer a proprement parler de résultats nouveaux.

7.1. Laclasse PLS des problémes de recherche locale

La question « Sur quel probléme vais-je étre capable de déterminer des optima
locaux ? » Johnson, Papadimitriou et Yannakakis [JOH 88] se la posent en termes de
la classe PLS (Polynomial-time Local Search) des problémes de recherche d’optima
locaux. Un tel probléme est la donnée d’un probléme IT = (I, Solm, mu, opty;) de
NPO et d’une fonction voisinage V pour lequel on connait un algorithme Cyy qui, pour
tout couple (I, s) de Iy x Soly(I), sait déterminer en temps polynomial en |1 si s est
optimum local relativement & V et le cas échéant, renvoie une solution s’ € V(I, s)
strictement meilleure que s au sens de myy et de opty. L’idée est de restreindre la
notion d’optima locaux a des voisinages calculables en temps polynomial, condition
nécessaire au déroulement polynomial des LSA. Une fois la classe posée, tout reste
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a faire : savoir quels couples (probléme, voisinage) permettront-ils de déterminer ra-
pidement des optima locaux. C’est la toute la richesse apportée a la discipline par les
travaux [JOH 88, SCH 91, YAN 97], montrant combien la question prend son sens
par une profusion de résultats positifs et négatifs, de résultats cruciaux de complé-
tude, connaissance a laquelle les contributions de [KRE 89, KLA 96] sont notamment
a signaler.

7.1.1. De la difficulté de détermination des optima locaux

7.1.1.1. Quelques notions indispensables
Nous donnons d’abord une définition formelle de la classe PLS.

DEFINITION 7.1.— Un couple (IT, V) ou IT est un probléme de NPO et V une fonction
voisinage sur II est un probléme de PLS s’il existe un algorithme Cy; qui Vérifie :

1) 3pe un polyndéme tel que Cri (7, s) est de complexité au pire des cas p,(|1]) ;
2) VI € I, Vs € Solr (1),

Crl, s) = s s optimum sur V(I, s)
WSS = te v, s) :mu(I,t) = mu(l,s) sinon

Pour comparer maintenant le déroulement de LSA entre problémes de la classe,
les auteurs définissent naturellement la PLS-réduction. Contrairement a la réduction
de voisinage, la PLS-réduction cherche explicitement & transporter par réduction les
optima locaux de f(I) vers I, mais pas nécessairement a rattacher tout optimum lo-
cal de I a un optimum local de f(I); par ailleurs, dans la classe PLS, le voisinage
est partie intégrante de la définition des problémes, faisant ainsi partie des objets a
réduire, tandis que la réduction de voisinage tente d’associer a tout voisinage d’une
certaine structure sur II’ un voisinage de structure semblable sur II. Les voisinages
considérés sont au demeurant de toute sorte, éventuellement résultant d’algorithmes
sophistiqués, méme si les voisinages h-bornés ont toujours une grande part a jouer.

DEFINITION 7.2.— Soient (I, V) et (II’, V') deux problémes PLS. Une PLS-réduc-

tionR = (f,g) de (I, V) a (II', V'), notée (11, V) P&S(H/, V'), est une réduction de II

a Il qui vérifie : VI € Iy, Vs’ € Sol (f(I)), si " est un optimum sur V'(f(I), s'),
alors g(s’) est un optimum sur V(I, g(s')).

Si (IL, V) PoLcs(H’, V') et que I’on peut déterminer par LSA, en temps polynomial,
un optimum local s’ d’une instance f(I) de IT’, alors on a directement par g, qui est
également de complexité polynomiale en ||, un optimum local s = g(s’) de I.

Max et MinCircuit pour le voisinage 1-borné ont été les premiers problémes mon-
trés PLS-complets; une instance du probléme de Circuit est la donnée d’un circuit
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booléen (sans boucle) sur les portes « et » (A), « ou » (V) et « non » (=) qui prend
en entrée un mot binaire o de longueur m (o € {0, 1}™) et renvoie en sortie un mot
binaire 7 de longueur n (7 € {0, 1}"); selon la version considérée, il s’agit de trou-
ver un input o dont la sortie ~ maximise ou minimise le nombre >~ " ;2% d"écriture
binaire 7. D’autres problémes ont ensuite été montrés PLS-complets (souvent par des
constructions fastidieuses), citons notamment MinTSP pour le voisinage k-opt ou k
est une certaine constante [KRE 89] (le voisinage k-opt fait I’échange, d’un tour a
un tour voisin, entre deux paquets de & arétes), MaxWCut [SCH 91], MaxW2-Sat
et MaxWPosNAE3-Sat [KRE 89, SCH 91] pour le voisinage 1-borné, ou le dernier
probleme est la restriction du probleme MaxWNAE3-Sat a des ensembles de clauses
constituées uniquement de littéraux positifs.

Ces résultats, bien que précieux, ne sont qu’intermédiaires : hous ne sommes pas
encore en mesure d’en déduire des résultats négatifs, ce que permettent généralement
de faire des résultats de complétude. Les chercheurs se focalisent alors sur le dérou-
lement des LSA ou plus exactement, leur navigation dans I’ensemble des solutions,
pour définir une réduction qui établisse une relation plus forte encore entre les deux
instances mises en rapport.

7.1.1.2. Le graphe de transition

La fonction objectif ordonne les solutions d’un probleme, de telle sorte qu’il est
toujours possible de représenter I’espace des solutions a I’aide d’un graphe orienté
dont les sommets sont les solutions réalisables et les arcs sont les couples de solu-
tions (z, y) tels que la solution y est meilleure que . De fagon plus fine et dans I’esprit
de la recherche d’optima locaux, il serait intéressant de se limiter aux couples (z, y)
de solutions voisines (au sens d’une certaine structure de voisinage) telles que y est
strictement meilleure que x; dans cette représentation de Soly;(7), les sommets qui
n’ont pas d’arc sortant, que nous qualifierons d’absorbants, sont les optima locaux du
probléme. Dans [SCH 91], il est question pour une probléme (II, V) de PLS de graphe
de transition ; il s’agit du graphe orienté, noté TG (I) = (V;, Ar), défini par :

Vi = Soln(I)
{AI = {(s,t) € Solu(I) : t € V(I,s) Amnu(I,t) = mu(I,s)}.

La hauteur d’un sommet v est définie dans TG (1) par la longueur d’un plus court
chemin de v vers un sommet absorbant, la hauteur de TG (1) est la hauteur du som-
met de plus grande hauteur. Ces définitions sont sans ambiguité, TG (7) étant claire-
ment rendu sans circuit par la nécessité d’améliorer strictement la valeur des solutions
d’une extrémité a I’autre de chaque arc. Un chemin d’une solution s a une solution ¢,
puisqu’il améliore la fonction objectif a chaque passage d’une solution & une solution
voisine, est appelé dans [FIS 95] chemin améliorant. Le déroulement d’un LSA se lit
aisément sur ce graphe : partant d’une solution initiale (par exemple ¢trivy (1), au pire
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des cas une pire solution x ), chaque itération consiste en le choix d’un sommet des-
cendant par le parcours d’un arc, jusqu’a tomber sur un sommet absorbant, optimum
local du probléme désigné par V. Ainsi, la complexité d’un LSA est minorée (au fac-
teur polynomial prés du choix du voisin & chaque itération) par la hauteur de TG (I).
Pour rapprocher deux problemes de PLS du point de vue de leur résolution locale,
il faut donc définir une réduction qui rapproche leur graphe de transition. Un peu
comme I’ont fait [AUS 95b], Yannakakis s’intéresse a un sous-ensemble de solutions
de I’instance image, solutions qu’il qualifie de raisonnables et qui, en quelque sorte,
est la partie pertinente de Soly (f (1)) pour représenter Solr; () du point de vue traité
de la résolution locale. La strict—PLS-réduction a de strict la proximité plus grande
qu’elle met en évidence entre les deux instances comparées.

DEFINITION 7.3.— Une PLS-réduction R = (f, g) entre deux probléemes (II, V) et

(I, V') de PLS est une strict-PLS-réduction, notée (11, V) S7<1>D<LS(H’, V'), s’il existe

pour toute instance I de Iy un sous-ensemble Sy (f(I)) de Solp (f(I)) et une fonc-
tion ¢’ : Solr(I) — St (f(I)) polynomiale en |1 tels que :

1) St (f(I)) contient tous les optima locaux de f(I);

2)Vs € Solp(I),gog'(s) =s;

3) pour tout chemin Cy/yv de s’ at’ dans TG (f(I)) dont les extrémités s’ et ¢/
sontdans Sp/ (f (1)) et tous ses sommets intermédiaires dans Solry (f (1))\ S (f (1)),
alors dans Soly(7) : soit g(s") = g(t'), soit (g(s’), g(¢')) estun arc de TG (I).

On voit facilement que, si (I1, V) S_chS(H’, V') et qu’un LSA cherchant un opti-

mum local relativement & V' sur I doit emprunter au moins k arcs dans TG (1), alors
un LSA cherchant un optimum local relativement & V’ sur f(I) devra emprunter éga-
lement au moins & arcs dans T'Gry/ (f (1)), un arc sur Solry () correspondant a un che-
min dans Solpy/ (f (7)) : la hauteur de toute solution v de St/ (f (1)) dans TG (f (1))
est au moins aussi importante que la hauteur de la solution g(v) dans TG (I). Le
temps est alors venu d’énoncer les résultats négatifs : il ne suffit plus pour cela que
de construire, artificiellement, un probléme de PLS dont I’algorithme de recherche
locale soit de complexité exponentielle (un probléme dont I’arbre de transition est un
chemin unique sur un nombre exponentiel de solutions) et de reprendre les preuves de
PLS-complétude sous I’angle de la strict-PLS-réduction. Ainsi, notamment pour les
problémes suivants, le déroulement d’un LSA est exponentiel, et ce indépendamment
de la stratégie de choix du voisin a chaque itération :

— pour MinTSP et le voisinage k-opt (pour une certaine constante k) ;

— pour Max et MinCircuit, MaxWPosNAE3-Sat, MaxWCut, MaxW2-Sat, et le
voisinage 1-borné.

Ces résultats peuvent surprendre : pour le probléme MaxWCut par exemple, cela
signifie qu’un sommet au moins du graphe sera, au cours du déroulement du LSA,
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ajouté et retiré a la solution courante un nombre exponentiel de fois. Plus précisément
encore, et plus éloquent stirement quant a la difficulté de détermination d’optima lo-
caux, pour tous ces couples (probléme,voisinage), le probleme standard d’optimum
local associé (savoir, partant d’une solution initiale, déterminer la solution que re-
tournerait I’heuristique de recherche locale considérée) est montré PSPACE-difficile
[YAN 97]. La classe PSPACE regroupe I’ensemble des problémes de décision que
I’on sait résoudre dans en encombrement mémoire polynomial, et la conjecture est
forte de penser que NP soit un sous-ensemble propre de PSPACE, ce qui fait des
problemes PSPACE-difficiles des problemes encore plus durs que les problémes NP-
difficiles.

Pour conclure sur ce point et illustrer combien la tdche peut étre ardue que d’ap-
préhender seulement la complexité de détermination d’un optimum local, notons les
recherches de [FIS 95] qui, étant donnés un probleme IT de NPO, une fonction voisi-
nage V, une solution initiale sqo(I) et un entier z posent le probléme de décision II*
suivant : « Soit I une instance de Iy, existe-t-il dans T'G(I) un chemin améliorant
de so(I) & un optimum local au sens de V de taille inférieure ou égale a z ? » Fischer
prouve dans [FIS 95] que MaxWCut*, MaxWE2-Sat*, MaxWPosNAESat* pour le
voisinage 1-borné, et MinTSP* pour le voisinage 2-opt, sont tous NP-complets.

7.1.2. Approximation des optima locaux

La recherche d’optima locaux semblant si difficile pour certains problémes, I’au-
teur de [KLA 96] se demande s’il n’est pas au moins possible de les approcher, en
déterminant des solutions s qui seraient au moins aussi bonnes que le pire des optima
locaux, & un facteur multiplicatif » €]0, 1] pres. Pour lier les problémes entre eux du
point de vue la performance des optima locaux, Klauck définit un nouvel outil : a partir
de la strict-PLS-réduction qui permet de préserver la structure des problemes, Klauck
construit la forte-PLS-réduction qui, en plus de la structure, permet de préserver le
niveau d’approximation du pire optimum local.

Notons que I’on se rapproche de plus en plus des G-réductions, toujours a la
nuance pres qu’ici les voisinages sont définis a priori. 1l n’en demeure pas moins
qu’il s’agit la d’un outil intéressant & regarder sous I’angle GLO, en exigeant tou-
tefois comme préservation du niveau de performance, celle de la qualité globale des
optima locaux. Les résultats négatifs seront de portée moindre, simplement plus pré-
cis (on ne dira plus que II ne garantit pas la qualité de ses optima locaux pour tout
voisinage h-borné, mais pour une fonction voisinage particuliere). La complétude par
forte-PLS-réduction dans PLS des problémes suivants est établie dans [KLA 96] :

— Min W4-CCSP-B, voisinage 1-borné, pour une constante B ;
— Min WIDS-B, voisinage k-borné, pour deux constantes B et k ;
— Min et Max PL{0, 1}, voisinage k-borné, pour une constante & ;
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— MinTSP, voisinage k-opt, pour une constante k.

Le probléeme MinIDS (Independent Dominating Set, MaxWIDS pour sa version
pondérée), consiste en la détermination d’un ensemble dominant qui soit stable et de
plus petite taille possible. Cette nouvelle complétude apporte comme enseignement
supplémentaire la difficulté non plus simplement d’obtention d’un optimum local mais
d’approximation d’une telle solution : on ne peut approcher un probléme II PLS-
difficile au sens de la forte-PLS-réduction & 2= de I’optimum global & moins que
P n’égale NP, ni méme de I’optimum local pour £ > 0 a moins que P n’égale PLS
[KLA 96].

La forte-PLS-réduction préserve les schémas d’approximation. Comme la classe
PLS contient des problémes NPO-difficiles au sens de la P-réduction (par exemple,
MinTSP), I’établissement de la difficulté d’un probléme vis-a-vis de cette réduction
dans la classe PLS permet de déduire la NPO-difficulté de ce probleme ; par ailleurs,
en regardant les réductions proposées sous I’angle de la E-réduction, Klauck démontre
notamment le fait remarquable que le probléme Min3-CCSP—3 est complet pour la
classe NPO-PB.

7.2. Les problemes radiaux

On s’intéresse ici a des problémes dont le graphe de transition est exploitable pour
une certaine structure de voisinage, évoquant dans un premier temps les travaux effec-
tués a ce propos dans le cadre du rapport différentiel, reprenant ces travaux dans un
second temps a I’avantage de I’approche GLO. La représentation de I’ensemble des
solutions sous la forme d’un graphe n’a pas été I’'unique inspiration des chevaliers de
I’optimalité locale ; dans [DEM 98], on exploite la possibilité qu’offrent certains pro-
blémes de représenter leur ensemble de solution sous la forme d’un arbre : c’est le cas
des problémes radiaux. La structure de tels problemes permet de déployer I’ensemble
de solutions de chacune de leurs instances sous la forme d’un arbre de racine une pire
solution, de sorte que toute solution et en particulier une solution optimale soit dé-
ductible de cette pire solution par une succession unique de solutions qui améliorent
chacune strictement la valeur objective. Pour comprendre I’intérét de la chose, il faut
porter attention & la remarque suivante : selon la nature du probléme traité, le graphe
de transition n’est pas forcément connexe. Pour le probléme de stable, toute solution
est issue du méme point de départ, le vide, par des ajouts successifs de sommets;
pour d’autres problemes cependant, il n’y a pas nécessairement de solution mére de
toutes au sens des chemins améliorants dans le graphe de transition, et toute solution
n’est pas nécessairement dégradable dans son voisinage : nous pensons notamment
a MinTSP avec le voisinage 2 — opt et donnons un exemple pour MaxSat avec le
voisinage 1-borné.
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EXEMPLE 7.1.— Considérons I’ensemble de six clauses :

{(z1,%2) , (23, 74) , (v2,73) , (T4, Z1) , (%1, 73) , (T2, Ta) }

et I’affectation 7= (1,1, 1, 1) qui met toutes les variables a 1 ; 7" valide 4 clauses, de
méme que le font toutes ses affectations voisines (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1),
(0,1,1,1). Ainsi, T est un point isolé dans le graphe de transition, non déductible a
partir d’une pire solution (1,0, 1,0) ou (0, 1,0, 1) le long d’un chemin améliorant.

Dans le graphe de transition d’un couple (probléme, voisinage), si toute solution
meéne par un chemin & un sommet absorbant optimum local, en revanche tout opti-
mum local n’est pas nécessairement accessible a partir d’une solution de départ. Avec
les problémes radiaux, on se restreint aux problémes dont les ensembles de solutions
peuvent étre représentés par un arbre, qui couvre toutes les solutions, et dont la fonc-
tion pere correspond a une dégradation a définir de chaque solution. 1l s’agit donc de
problemes dont le graphe de transition de toute instance est connexe et descriptible
a priori, par la connaissance conjointe d’une pire solution et d’une fonction de tran-
sition de toute solution a une solution voisine dégradante. Nous étendrons ensuite la
représentation sous la forme d’arbre au graphe de transition tel qu’il est défini dans
[SCH 91], en essayant d’exploiter les propriétés mises en avant par la structure radiale
du probléme. Car la représentation de I’espace des solutions sous de telles formes,
quand cela est possible, permet de décrire toujours les optima 1-locaux et parfois, des
cas d’appartenance a GLO[4].

7.2.1. Qu’est-ce que radial ?

Dans [DEM 98], les auteurs introduisent une famille de problémes qui admettent
des espaces de solutions dans lesquels il est facile de naviguer, celle des probléemes
radiaux.

DEFINITION 7.4.— Un probleme II de NPO est dit radial s’il vérifie, VI € I,
Vs € Soln(I), pour deux polynémes p et ¢ et deux familles de fonctions (7r)rery,
et (¢1)rer, polynomiales en |I| vérifiant respectivement 7y : Sol(f) — Solp (1)
et (¢1)rery, et ¢r : Solr(I) — 25°() les propriétés :

1) la pire solution w; est unique et constructible en temps p(|
2) Ik < q(|I]) € Ntel que 7k (s) = wy ;

3 mu(L,s) = mu(l,m(s));

4) ¢r(s) = m; ' (s) = {t € Soln(I) : 77 (t) = s}.

);

Pour un probléme radial, I’ensemble des solutions d’une instance I peut ainsi se
représenter sous la forme d’un arbre A; = (wy, ;) = (wr, ¢r) de racine wy, défini
de fagon équivalente par les fonctions pére et fils 77 et ¢; (voir figure 7.1). De fils en
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wr

® O solutions

Figure 7.1. Arborescence de I’ensemble des solutions d’un probleme radial

pére, d’aprés la propriété 3, la solution se dégrade et toute solution réalisable qui ne
soit pas de pire valeur trouve d’aprés 2 sa place dans I’arborescence, sur un chemin
d’une feuille a w; ; de pére en fils, la solution se bonifie, et toute solution peut étre vue
comme le fruit d’une suite d’améliorations infligées a la solution w;. Ainsi les optima,
locaux comme globaux, se situent sur les feuilles : s est une feuille s’il n’est pas de
solution ¢ dans Soly; (1) telle que s se trouverait sur le chemin de ¢ & w; qui remonte
la fonction pére 7. Dans un arbre, il est facile de circuler et plus précisément ici, on
sait déterminer des solutions intéressantes en temps polynomial : I’entrée dans I’arbre
par w; est polynomiale par 1) puis le suivi de la fonction ¢; de pére en fils jusqu’a ar-
river en une feuille est également polynomial, la hauteur H de I’arbre (longueur d’un
plus long chemin dans A;) étant de I’ordre d’un polynéme en la taille de I’instance
par la propriété 2.

Remarquons que, quitte a fusionner les pires solutions en un sommet, on peut sup-
poser sans perte de généralité que la pire solution est unique. Dans [DEM 98], w n’est
pas nécessairement une pire solution mais une solution donnée ; I’idée est de dispo-
ser d’une solution approchée accessible en temps polynomial a partir de laquelle on
puisse développer I’arborescence des solutions réalisables de sorte de pouvoir déduire
toute solution meilleure que w; (dont les solutions optimales) a partir de w; par une
suite de transformations simples amenant a des améliorations successives de la fonc-
tion objectif. Cela sous-entend donc que les solutions éventuellement non représentées
dans I’arborescence sont toutes dominées par wy.

Si nous introduisons ce modeéle, c’est que parmi les problémes que nous avons
abordés au cours de ce document, certains, a I’'image de MaxIS, MinSC, MinC ou
encore MaxKS, sont de tels problémes; les considérer alors sous cet angle offre la
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possibilité de mieux cerner leur structure, celle-la méme qui nous a permis d’établir
le rapport différentiel constant garanti par les solutions maximales ou minimales de
certaines instances de ces problémes.

Considérons par exemple MaxIS et I’'une de ses instances I = G(V,E)ou V =
{v1,...,v,}; pour tout sous-ensemble U C V de taille ¢, on ordonne ses sommets
par ordre d’indice croissant o(1) < ¢(2) < ... < o(q). MaxIS est radial avec pour
pire solution constructible en temps polynomial la solution w; = @ et pour fonctions
pére et fils les fonctions 7 et ¢; définies par : VU stable dans G,

m(U) = U\{vs(q)}
61(U) = U {W=UU{v}: W stable}.
j=o(q)

La figure 7.2 offre une illustration du modéle que nous venons de proposer pour le
probleme de stable avec comme instance le graphe G(V, E) avec V = {1,2,3,4,5}

et £ = {{1,2},{2,3},{2,4}, {3,4}{3,5} .

2
1
5 4
G
Figure 7.2. Arborescence pour un probleme de stable
Notons ici que I’on a choisi, étant donné un stable U = {u, (1), . . . , s (q) }, de don-
ner paternité a I’ensemble {u, (1), ..., uy(q—1)} déduit de U en lui retirant le sommet

de plus grand indice ; cependant, toute fonction pére déterministe formant un stable
de cardinalité inférieure par le retrait d’un sommet & U est acceptable.

Soit maintenant I = (C, S) une instance du probléme de couverture d’ensembles
de famille S = {S1,..., S, }; la pire solution consistant & prendre la famille entiére,
on a toujours wy = S. Pour toute sous-famille S” C S de taille ¢, on ordonne les sous-
ensembles de S\ /S’ par ordre d’indice croissant: (1) < 0(2) < ... < g(n—¢).On
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définit alors les fonctions pére et fils de la fagon suivante : V.S’ couverture

Tr (S/) = S'U {Sg(n,q)}
¢1(S’) U {T = 5"\ {S;}: T couverture} .

j>o(n—q):S;€S8’

Dans les deux cas, il s’agit bien de problémes radiaux puisque les fonctions ¢
et 77 proposées sont de complexité polynomiale : 77 construit en parcourant les som-
mets de V' (resp., les sous-ensembles de S) au plus n péres, de taille au plus n; de
son cOté, ¢ parcourt I’ensemble des sommets (resp., des sous-ensembles) et vérifie la
réalisabilité d’au pire n solutions constructibles & partir de U (resp., S’). Autrement,
les propriétés 2 et 3 sont trivialement vérifiées : par I’ajout d’un sommet (resp., la
suppression d’un sous-ensemble), on améliore strictement la valeur de la solution 3;
enfin, tout ensemble de sommets U peut étre vu comme I’union de ses éléments, toute
sous-famille .S’ comme la résultante de suppressions successives des éléments de la
famille S 2.

La notion de probléeme radial a été introduite dans [DEM 98] pour répondre a deux
motivations : tout d’abord, établir I’équivalence entre I’approximation au sens usuel et
I’approximation asymptotique de problémes radiaux sous le rapport différentiel ; en-
suite, on remarque que pour tout probleme radial, si la profondeur de I’arbre qui borne
la longueur du plus long chemin de w; a une solution optimale est d’ordre constant,
alors ce probleme est polynomial ! Parallelement a ces travaux, Monnot exploite la
radialité dans [MON 98] pour isoler une famille de problémes A-simples & diamétre
traitable : un probléme II est A-simple si pour toute constante &, on sait résoudre en
temps polynomial les instances I de diamétre borné par k (c’est-a-dire les instances
telles que | B (1) — wr(1)| < k) ; T est & diamétre traitable si pour toute constante &,
on sait décider en temps polynomial si, oui ou non, on a la relation diamp(I) < k.
Cela est utile car si un probléme est a la fois A-simple et a diamétre traitable, alors
pour toute constante & et tout algorithme A approché pour II, le rapport de perfor-
mance pour la mesure différentielle établi par .4 sur Iy est donné par la performance
de A sur la famille d’instances I* = {I € Iy : diamp(I) > k} (notion d’instances
critiques définie par [MON 98]). C’est cependant dans un tout autre cadre d’étude que
nous souhaitons exploiter la formulation radiale des problémes, celui de la garantie de
performance par les optima locaux.

7.2.2. Les problémes T-radiaux

L’idée du probléme radial est I’exhibition d’une fonction qui permette a la fois
de générer tout I’ensemble Sol.(7) & partir de wy et d’ordonner ses solutions. Nous
avons déja remarqué que les optima d’une instance d’un probléme radial se situaient
sur les feuilles de I’arbre Ay, mais quelles feuilles? Sur la figure 7.2, les ensembles
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stables {1, 3}, {1,4,5}, {1,5}, {2,5}, {3}, {4,5} et {5} correspondant aux feuilles
de I’arbre A; sont de statuts bien contrastés : par exemple, {1, 3} est un stable maxi-
mal, {1,4, 5} un stable maximum, tandis que {5} n’est pas méme maximal ! Ainsi, la
structure d’arbre découlant des fonctions 7 et ¢; n’est pas si lisible que I’on pourrait
le souhaiter si I’on s’intéresse en réalité a la description non pas d’une fagon de géné-
rer une solution quelconque a partir de la pire solution wy, mais de toutes les fagons
de le faire. Pour cela, nous allons prendre explicitement en considération la transfor-
mation sous-jacente aux fonctions pére et fils et considérer pour chaque solution non
pas une dégradation possible, mais toutes les dégradations pouvant mener a une pire
solution par cette transformation. Dans le graphe G, le stable {1, 4,5} est autant la ré-
sultante de I’ajout du sommet 1 au stable {4, 5} que la conséquence de I’intégration du
sommet 5 au stable {1, 4}. Déclarer la radialité d’un probléme, c’est établir la possibi-
lité de déduction de toute solution d’une pire solution par améliorations successives;
une fois cette structure mise a jour commence son exploitation par la représentation
exhaustive de la constitution des solutions.

Nous nous concentrons donc sur les propriétés sous-jacentes a la radialité : d’une
part, la possibilité de construire en temps polynomial I’unique pire solution de toute
instance, d’autre part, la possibilité de déduction de toute solution par un chemin amé-
liorant & partir de cette pire solution.

7.2.2.1. Définition et exemples

Rares sont les problémes dont le graphe de transition prend naturellement la forme
d’un arbre et comme nous I’avons vu pour les quelques exemples proposeés, la repré-
sentation sous la forme d’arbre force a restreindre arbitrairement la représentation des
arcs entre solutions voisines (ce qui revient a faire des coupes dans le voisinage), en-
gendrant éventuellement des feuilles non optimales : c’est ce que nous voulons éviter
maintenant. Nous travaillerons donc sur le graphe de transition complet de problemes
radiaux particuliers dits 7-radiaux qui nous intéressent plus précisément pour I’ap-
proche GLO.

DEFINITION 7.5.— Un probléme IT de NPO est dit 7-radial s’il existe deux poly-
ndmes p et ¢ et une famille de fonctions multivoques :

(T[ : SOIH(I) — P<SOIH(I)))IEIH

polynomiales en || tels que II et (77),., Vérifient pour toute instance I de Iy les
propriétés :
1) la pire solution w; est unique et constructible en temps p(|
2) Vs € Solp (1),
a) Ik < q(|I]) € N tel que 7F(s) = {wr};
b) Vk € N, si wy € 7F(s), alors 7F(s) = {wr};

3) Vs #£ wy € Soly (1), Vt € 71(s), mu(1,s) = mn(I,t);

);
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4) la fonction 0; : s € Solp(I) +— 0;(s) = {t € Soln(I) : s € 77(t)} est
polynomiale en |1].

Le graphe de transition d’un probléme 7-radial permet de se déplacer facilement
de solution en solution voisine a la recherche d’optima locaux : une solution s a par
exemple pour voisins directs (ou 1-locaux vis-a-vis d’une certaine transformation) les
ensembles 77(s) de solutions qui sont toutes strictement pires que s et ;(s) de solu-
tions qui lui sont toutes strictement meilleures. Cette fois, optima locaux et sommets
absorbants coincident.

1,4,5

Gu([)

Figure 7.3. Le graphe de transition pour un probleme de stable

Le probléme de stable, par exemple, est bien 7-radial avec pour transformation
élémentaire le retrait unitaire de sommet (voir figure 7.3) : Vs € {0,1}", 77(s) =
Ujs,=1{t € {0,1}" : (Vj #4,t; = s;) A (t; = 0)}.

A I’évidence, il en est de méme du probléme de couverture d’ensembles, en consi-
dérant naturellement comme transformation élémentaire le retrait unitaire de sous-
ensemble.

Nous avons déja parlé de hauteur dans le graphe de transition, nous parlerons
maintenant de niveau : si pour I’estimation de la complexité d’un LSA, on s’intéresse
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a la longueur d’un chemin améliorant de toute solution a un sommet absorbant, pour
I’estimation de la qualité des optima locaux en différentiel, on s’intéresse a la longueur
d’un chemin améliorant de la pire solution a toute solution, et en particulier a un
sommet absorbant. La propriété 2b permet, en imposant pour toute solution s que les
chemins de w; a s soient de longueur unique, de définir une telle notion de niveau.
Effectivement, considérons une solution s et deux chemins C; et Cs de w; & s de
longueur respective k, et ks ; cela signifie que w; € 77 (s) et w; € 77(s), ce dont
on déduit par la propriété 2b, 7F'(s) = 7F2(s) = {w;}. Si jamais C; était plus
long que C1, le kiiéme sommet rencontré en remontant Cs a partir de s serait une
solution ¢ différente de wy, contredisant ainsi la propriété 2b. Appelons donc niveau
d’un sommet s dans T'Gi(I) et notons n(s) la longueur d’un chemin de wy a s;
de plus, nous désignerons par N; la longueur d’un plus long chemin de la racine a
un sommet absorbant et par L; le plus grand demi-degré extérieur (le demi-degré
extérieur d’un sommet s compte le nombre se sommets ¢ extrémité terminale d’un arc
d’extrémité initiale s) : Vs € Soly (1),

n(s) = min{keN:7f(s) = {wr}}
Moo= g, i)}
Ly = snax {10r(s)[}-

Notons que, par définition des problémes 7-radiaux, les quantités N; (condition 2a
de la définition 7.5) et L; (condition 4) sont bornées par des polyndmes en la taille de
I’instance.

7.2.2.2. Problémes 7-radiaux et optima locaux

Pour une transformation 77 adéquate (par exemple : ajout/supression unitaire d’élé-
ments d’une structure considérée), les ensembles de solutions 7;(s) et 6;(s) forment
les voisinages 1-bornés qui nous ont permis d’établir I’appartenance des problémes
a la classe GLOJR], et les solutions qui se situent sur les sommets absorbants de
TGr(I) ne sont autres que les optima 1-locaux relativement & ces voisinages. Le
nombre de solutions de niveau k est borné par la quantité L% ainsi, il y a dans
TGr(I) au pire LY sommets absorbants, optima 1-locaux relativement a la trans-
formation 77 : si s est absorbant, c’est qu’il n’est pas de solution ¢ meilleure que s
telle que s = 77(t) ; parmi ces solutions se trouvent des optima globaux. Combien de
temps faut-il, partant de wy, pour atteindre un sommet absorbant ? Au plus C(6;) x Ny
si C(0;) désigne la complexité de 6;, soit une quantité bornée par un polyndéme en la
taille de I’instance, C'(67) étant supposée polynomiale, Ny étant bornée par ¢(|I])
(condition 2a de la définition 7.5). La pire solution w; étant elle-méme constructible
en temps polynomial, elle permet de garantir I’obtention d’une solution 7-maximale
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ou T-minimale, selon qu’il s’agisse d’un probléme de maximisation ou de minimisa-
tion, en temps polynomial.

PROPRIETE 7.1.— Si un probléme IT de NPO est 7-radial, alors on sait déterminer des
solutions 7-maximales si IT probléme de maximisation, 7-minimales si IT probléme
de minimisation en temps polynomial.

Au-dela des solutions maximales et minimales, saurait-t-on déterminer des optima
locaux h-bornés sur le graphe T'Gr(I) ? On définit comme voisins h-distants d’une
solution s I’ensemble des solutions que I’on peut atteindre a partir de s en appliquant
au plus h fois alternativement les fonctions 7; et 6, désignant ainsi pour tout entier
naturel & le voisinage h-borné V" suivant : Vh € N,

VO(I,s) = {s} h=0
Vi, s) =V s) U (VL s)Ue (VL) VR 1

La détermination d’un optimum local relativement au voisinage V" n’est pas po-
lynomiale dans le cas général pour & > 2 : les retours en arriére (dégradation de la
solution) étant autorises par I’utilisation de la transformation 7;, il est possible que la
recherche d’un optimum local méne au parcours « en largeur » du graphe TG (1) ;
or, le déroulement d’un tel parcours n’a aucune raison d’étre polynomial puisque I’ex-
ploration de toutes les solutions de niveau k pourrait revenir a considérer de I’ordre
de L% solutions, k pouvant étre une puissance de n. Par la suite, nous nous restrein-
drons a une famille de problémes au support polynomialement borné, ce qui, nous
I’avons vu au paragraphe 3.1.1.3, assure le déroulement polynomial des algorithmes
de recherche locale : il s’agit des problémes 7-radiaux dont la transformation 7; en-
gendre entre une solution et I’une de ses images un saut constant de la fonction objec-
tif. Cette classe renferme les familles remarquables des problémes héréditaires (resp.,
anti-héréditaires) tels MaxIS (resp., MinSC) et des problémes de partitionnement hé-
réditaires tels MinC et MinBP.

7.2.3. Une sous-famille remarquable

7.2.3.1. Les problémes réguliers

Les auteurs de [AUS 80] qualifient de convexe tout probléme pour lequel, entre
les performances wrr(7) et S (I) d’une pire et d’une meilleure solutions, toutes les
valeurs sont atteintes par des solutions réalisables de I’instance considérée :

VI € Iy {mn(I,s): s € Solu(I)} = [Bu(I),wn(D)] N
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Cette notion a été élargie dans [DEM 98] au cas d’un saut constant (mais non plus
nécessairement unitaire) entre deux valeurs consécutives : VI € Iy, 3K; € N* tel
que Vs € Solr (1) :

mn(1,s) 0 (mod K)
{mn(I,s):seSoln(l)} = {/3?((11)’ wHK(II)} AN.

Dans le cadre de la radialité, de tels problémes seront qualifiés de réguliers.

DEFINITION 7.6.— Un probléme II 7-radial de NPO est dit régulier s’il vérifie pour
toute instance I : 3K tel que Vs # w; € Solp(I) et Vt € 7y(s), |mn(1,s) —
mn(l,t)l = K].

Si un probléme IT est régulier, alors la valeur de ses solutions se lit aisément dans
le graphe T'G11(I), chaque arc faisant évoluer de son extrémité initiale & son extrémité
finale la fonction objectif d’exactement K; unités ; ainsi, la valeur de toute solution s
sera donnée par :

{ optp(I) =max = mp(l,s) =wn(l)+ (K5 x n(s))
optp(I) =min = mp(l,s) =wn(l) — (K5 x n(s)).

En particulier,on a:

{ opt(I) =max = fn(l) =wn
opty (/) =min = fBu(l) = wn(l) — (K1 x Np).

On en déduit le rapport différentiel de performance donné par toute solution s par
le rapport des niveaux : d11(1, s) = n(s)/Njy.

Pour le théoréme qui suit, h; désigne la hauteur de w; (longueur d’un plus court
chemin de w; & un sommet absorbant) dans le graphe T'G;(I).

THEOREME 7.1.— Si IT € NPO est 7-radial et régulier, alors : h;/N; > r = 11 €
GLOJd].

Preuve. Pour toute instance I, les optima 1-locaux sont les solutions s associées aux
sommet absorbants de TG 1 (), dont la valeur réalise le rapport n(s)/N; > hy/Ny.1

Plus précisément, quand un probléme II est 7-radial régulier, on a méme I’équiva-
lence IT € GLO[0](1) si et seulement si 3r tel que VI € Iy, hy/Np > r.
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7.2.3.2. Les problemes héréditaires et anti-héréditaires

Il est aisé de voir que, par exemple, MaxIS et MinSC sont réguliers avec Ky = 1
pour toute instance I, mais c’est en réalité le fait de la famille plus large formée des
problémes héréditaires et anti-héréditaires. Une propriété 7 sur un ensemble X est
héréditaire si, des lors qu’elle est vraie pour un ensemble Y C X, alors elle I’est
sur tout sous-ensemble Z de Y ; de fagon symétrique, on dira d’une propriété qu’elle
est anti-héréditaire si, étant vérifiée pour un ensemble Y C X, elle le sera égale-
ment pour tout ensemble Z vérifiant Y C Z C X. Remarquons qu’une propriété =
héréditaire (resp., anti-héréditaire), pour étre définie sur un ensemble X, devra néces-
sairement vérifier 7(0) (resp., (X)) (sinon 7 ne sera vraie sur aucun sous-ensemble
de X). Par exemple, la stabilité comme la clique sur I’ensemble V' des sommets d’un
graphe est une propriété héréditaire, tandis que la couverture de sommets comme la
dominance, toujours sur I’ensemble V' des sommets d’un graphe, sont des proprié-
tés anti-héréditaires. De ces propriétés découlent des problémes naturels d’optimisa-
tion : on appelle probléme héréditaire tout probleme II qui cherche & maximiser sur
un ensemble X la taille d’un ensemble vérifiant une certaine propriété héréditaire =
(MaxIS, MaxCl); un probléme II sera qualifié de probléme anti-héréditaire des lors
qu’il faudra pour le résoudre minimiser la taille d’un ensemble qui avére une pro-
priété anti-héréditaire 7 sur un ensemble X (les problémes de couverture MinVVC sur
un ensemble d’arétes, MinSC sur un ensemble, MinFNS et MInFES sur les cycles
d’un graphe). Bien entendu, le critere d’optimisation peut étre étendu, dans le cas
d’instances pondérées, a la somme des poids des éléments du sous-ensemble solution
considéré (MinWVC, MaxKS), au poids de I’élément le plus lourd ou au poids moyen
pour des propriétés anti-héréditaires, etc. Dans ce cadre, on retrouve notamment la
classe des problémes de sac-a-dos Maximum Knapsack qui est dans FPTAS et dont
on connait, pour de nombreuses variantes, des conditions nécessaires et suffisantes
d’admission de schémas standard et complets [GEN 79].

DEFINITION 7.7.— Soit IT un probleme de NPO ; IT est un probléme héréditaire (resp.,
anti-héréditaire) s’il existe une propriété héréditaire (resp., anti-héréditaire) = telle
que toute instance I de II revient a résoudre un probléme du type :

On(I) =max{a(Y): Y C X,n(Y)} sin héréditaire
Bu(I) = min{a(Y) : Y C X, 7(Y)} six anti-héréditaire.

ou « est une fonction d’évaluation des ensembles de type cardinalité, somme des
poids, poids maximum, poids moyen, etc.

Quels sont les problémes r-radiaux a rapport de niveaux constant? MaxIS-B est
de ceux-1a, a I’instar du probléme général MaxIS, garantissant ainsi la qualité de ses
optima locaux. Nous démontrons de nouveau I’appartenance du probleme MaxIS-B
a la classe GLOId] par I’exploitation du graphe T'Gr1(I) ; ce résultat, déja établi, n’a
d’intérét que dans I’aisance et le caractére constructif de sa démonstration : en se
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promenant dans le graphe de transition, pour évaluer le rapport des hauteurs d’un
optimum local et d’optimum global, on explicite la facon dont se construit la solution
optimale a partir de la solution optimum locale. Cela encourage a regarder, quand cela
est possible, les problémes de NPO au travers des graphes de transition quand ceux-1a
ont de bonnes propriétés.

—(n(s) —n(a))

sommets

+(n(s") —n(s))
sommets

s* s

Figure 7.4. Les hauteurs de MaxIS-B

Soit I = G(V, E) un graphe a n sommets, situons-nous sur un sommet absor-
bant s du graphe TG (I) et soit s* une solution optimale; on appelle a le vecteur
correspondant a I’intersection de s et s*, solution de plus grand niveau se trouvant a
I’intersection d’un chemin de w; a s et de wy a s* (voir figure 7.4). La solution s
est optimum local si I’on ne peut lui incorporer de sommet sans violer sa stabilité :
les n — n(s) sommets restants sont donc interdits. Pour construire s* & partir de s, il
aura fallu enlever n(s) —n(a) sommets a s puis en ajouter n(s*) —n(a). Si A est le de-
gré maximum d’un sommet de G, alors en enlevant n(s) — n(a) sommets & s, on a pu
lever jusqu’en la solution a I’interdiction d’incorporation d’au plus A x (n(s) — n(a))
sommets; on en déduit n(s*) —n(a) < A x (n(s) —n(a)) etainsi:

n(s*) <nla)+ A x (n(s) —n(a)) < An(s)=2n(s*)+ (A—-1)n(a)
n(s) < 1

~ n(s*) = A

Si A est borné par une constante B, on retrouve le résultat annoncé par le théo-
réme 3.1.
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7.2.3.3. Les problemes de partitionnement héréditaire

Etant donné un ensemble X et une propriété =, les problémes de partitionnement
héréditaire consistent a partager X en un minimum de sous-ensembles vérifiant la
propriété 7 (voir section 4.1). Soit donc II un tel probléme et I une instance de 1T ;
la pire solution w; consiste a isoler les éléments de X en n = |X| sous-ensembles.
Notant S = {V4,...,V,} les partitions de X, on définit la transformation 7; qui
consiste, d’une partition S, & considérer toute partition obtenue a partir de S en isolant
un sommet de I’un de ses sous-ensembles, en d’autres termes, pour toute instance I et
toute partition S = {V4,...,V,}surI:

n(S)= |J U s=s\{viu{lz}, Vifz}}}.

i€{1,....q} z€V;

La transformation 7; désigne en réalité les mémes optima 1-locaux que ceux qui
ont permis au paragraphe 4.1 d’établir I’appartenance des problémes de partitionne-
ment héréditaire 8 GLO[4].

7.3. Conclusion

Les optima locaux, leur recherche comme leur degré de performance, sont un vaste
sujet d’étude dont nous avons présenté seulement quelques aspects, peu approfondis
mais éloquents ; I’idée, le principe est si naif, et pourtant déterminer un optimum local
en temps raisonnable peut se révéler trés ambitieux, et pourtant ils suffisent a assurer
un bon rapport d’approximation. Ce chapitre n’a pas proposé de résultat, seulement
une ouverture sur une voie déja empruntée et combien exploitée par d’autres, celle qui
plonge a I’intérieur de la structure méme du probléme, I’organisation de son ensemble
de solutions. Cela va dans le sens de I’ambition, toujours présente, d’une structuration
de I’éclectique classe NPO et de la mise en regard de la définissabilité des problémes
et de leur approximabilité.



Annexe A

Guide des problemes rencontrés

Nous présentons ici les différents problemes évoqués au cours de ce travail par
le biais d’une définition accompagnée de certains résultats d’approximation, en se li-
mitant toutefois a I’approximation a rapport constant. Aussi invitons-nous fortement
le lecteur a consulter le trés complet et toujours a jour compendium de Crescenzi et
Kann a I’adresse http ://www.nada.kth.se/~viggo/problemlist pour plus de précisions
concernant ces problémes et les références des différents résultats qui s’y rapportent.
Tous les résultats négatifs énoncés sont conditionnés par une hypothese forte de com-
plexité de type P # NP. Attention, les résultats donnés pour les rapports classique
et différentiel, pour les problémes de maximisation comme de minimisation, consi-
dérent les rapports p’ et &’ inverses des rapports p et d pris comme référence dans ce
document, et ceci dans un but de cohésion avec le compendium :

Bu(d) — mi
SWI0] optH—IHlIl
prlaall) = § 300
Gn(r) OPln = max
wr(I)— I
(I aa() = |jeol=fadl

S’agissant de la mesure classique, on dira qu’un probléme II est p-approximable
a rapport r et s’agissant du rapport différentiel, que II est §-approximable a rap-
port . On parlera, pour le rapport R classique ou différentiel, de NPO[R] (resp.,
d’APX[R])-complétude ou difficulté vis-a-vis d’une réduction préservant les schémas
d’approximation (resp., I’approximation a rapport constant). Pour exprimer la non-
approximabilité & rapport constant au sens de la mesure R, on notera “APX[R] =
NPO \ APX[R]; I’hypothése de complexité (généralement P # NP) conditionnant
cette assertion sera toujours omise.

193
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Nous séparons les problémes en trois catégories, problémes dans les graphes, pro-
blemes de programmation linéaire et problemes de logique, selon la fagon dont il est
le plus naturel ou le plus courant de les représenter (chaque probleme ayant plusieurs
représentations pertinentes envisageables et envisagées pour leur résolution).

A.1l. Problémes dans les graphes
MinDS, Minimum Dominating Set, ensemble dominant, = APX, APX[d]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V vérifiant pour tout sommet v
deV:veUou <{v},U>#(

Solution optimale : ensemble dominant U de taille minimum

Déclinaison

MinDS-B : degrés bornés par B, é-approximable a B par LSA

A noter

J-approximable a 1/2 par LSA (optima miroirs 1-locaux, chapitre 3)2

MinVC, Minimum Vertex Cover, couverture de sommets, APX-complet, - APX][4]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V tel que £ =<U,V >
Solution optimale : couverture de taille minimum

Déclinaison

MinVC-B : degrés bornés par B, p- et §-approximable a B par LSA (optima 1-locaux,
[AUS 95b], chapitre 3), APX-complet pour B > 3 [PAP 91]

MaxIS, Maximum Independent Set, stable maximum, = APX, — APX]{]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V tel que <U,U >= ()
Solution optimale : ensemble stable de taille maximum

Déclinaison

1. On rappelle la notation pour deux sous-ensembles de sommets X et Y, < X, Y >= {zy €
E/ze Xetye Y}

2. Un LSA (Local Search Algorithm) est un algorithme de recherche local (voir paragraphe
3.1.1).
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MaxIS-B : degrés bornés par B, p- et §-approximable a 1/(B + 1) par LSA (optima
1-locaux, [AUS 95b]), atteint & 1/B chapitre 3 tandis que les optima 3-locaux sont
0-approximable & 2/(B + 1), APX-complet pour B > 3 [PAP 91]

MaxRIS : Max Regular-degree IS, probléme de stable dans un graphe régulier (graphe
dont les sommets sont tous de méme degré A)

MaxWIS : Max Weighted IS, sommets pondérés, il faut maximiser la somme des poids
des sommets d’un stable dans G

MaxCl, Maximum Clique, clique maximum

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V tel que <U,U>=U x U
Solution optimale : clique de taille maximum

A noter

approximation identique a celle de MaxIS sous tout rapport

MaxSP, Maximum Set Packing, ensembles disjoints dans un hypergraphe

Description

Instance : une famille C = {cy,...,c;,...,c,} d’ensembles finis

Solution réalisable : sous-ensemble D C C d’ensembles ¢; deux a deux disjoints
Solution optimale : sous-ensemble d’ensembles disjoints de taille maximum

A noter

approximation identique a celle de MaxIS sous tout rapport

MaxPSG Hy-Free, Max Partial Subgraph Hg-Free, sous-graphe partiel Hy-libre,
ou sous-graphe partiel libre de Hy, = APX [YAN 78], = APX[d]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V' ne contenant pas de sous-
graphe partiel isomorphe & Hy

Solution optimale : sous-ensemble de sommets de taille maximum ne contenant pas
de sous-graphe partiel isomorphe a Hy

Déclinaison

MaxPSG Hy-Free-B : degrés bornés par B, p- et 6-approximable & §,,;, /(B + 1) ou
Omin = Miny,ep, {dm, (v)} par LSA (optima 1-locaux, chapitre 3)
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MinIDS, Minimum Independent Dominating Set, ensemble dominant stable mini-
mum, NPO-complet [HAL 93] et [KAN 94], = APX]4]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets & la fois stable et dominant

Solution optimale : solution réalisable de taille minimum

Déclinaison

MaxWIDS : Min Weighted IDS, sommets pondérés, il faut minimiser la somme des
poids des sommets d’un ensemble dominant stable dans G

A noter

également appelé MinMaxIS Minimum Maximal Independent Set, stable maximal mi-
nimum (tout stable maximal étant dominant) ; non d-approximable a mieux que 0
[BAZ b]

MaxCB, Maximum Complete Bipartite-graph, sous-graphe biparti complet

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : deux sous-ensembles disjoints U; et U, de V' qui forment un
graphe biparti complet (soit tels que < Uy,Us >= Uy x Uy et < Uy, U; >=<
Uy, U >= @)

Solution optimale : sous-graphe biparti complet sur U; et U, qui maximise |Uy |+ |Us|

MaxCut, Maximum Cut, coupe maximum, APX-complet [PAP 91], APX[4]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V

Solution optimale : ensemble U de sommets qui maximise | <U, V\U > |

A noter

p- et o-approximable a 1/2 par LSA (optima 1-locaux, [AUS 95b], chapitre 3)

MInFES[r], Minimum Feedback Edge Set, ensemble minimum d’arétes retour,
APX[d]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble d’arétes F' C F tel que tout cycle de G de taille
au plus r emprunte au moins une aréte de F'

Solution optimale : ensemble d’arétes retour £ de taille minimum
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Déclinaison

MiInDFES|r] (Min Directed FES) : graphe orienté, APX-hard [KAN 92] pour tout
r>2

A noter

MinFES|r] est NP-difficile pour tout » > 3 constant et polynomial lorsque » = |V].
d-approximable a 1/2 par LSA pour tout » > 3 (optima 1-locaux, chapitre 4).

MinFNS, Minimum Feedback Node Set, ensemble minimum de sommets retour,
APX-complet [BAF 99]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : sous-ensemble de sommets U C V tel que tout cycle de G em-
prunte au moins un sommet de U

Solution optimale : ensemble de sommets retour £ de taille minimum

Déclinaison

MiInFNS-B : sommets de degré borné par B, d-approximable a 2/(B + 2) par LSA
(optima 1-locaux, chapitre 4)

MinDFNS (Min Directed FNS) : graphe orienté, APX-hard [KAN 92]

A noter

n’est pas ni dans GLO, ni dans GLO[d] (chapitre 4)

MinSC, Minimum Set Cover, couverture d’ensembles, = APX, = APX[d]

Description

Instance : une famille S = {si,...,s;,...,s,} de sous-ensembles d’un ensemble
fini C

Solution réalisable : une couverture de I’ensemble C (i.e., un sous-ensemble S’ C S
de sous-ensembles d’union C')

Solution optimale : une couverture de taille minimum

Déclinaison

MinSC-B : sous-ensembles s; de taille au plus B, §-approximable & 1/(B + 1) par
LSA (optima 1-locaux, chapitre 4)

MinSC-A : les éléments ¢; apparaissent dans au plus A sous-ensembles

MinRSSC : les sous-ensembles s; sont tous de méme taille

MinWSC : les sous-ensembles s; sont pondérés par des entiers pq, ..., p,, il s’agit
de déterminer une couverture S’ qui minimise la somme des poids des sous-ensemble
dont elle est constituée
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MinHS, Minimum Hitting Set, ensemble transversal

Description

Instance : une famille C = {e¢y,...,¢;,...,c,} de sous-ensembles d’un ensemble
fini S

Solution réalisable : un ensemble transversal (c’est-a-dire un sous-ensemble 7' C S
qui contient un élément au moins de chaque sous-ensemble ¢;)

Solution optimale : un transversal de taille minimum

A noter

approximation identique a celle de MinSC sous tout rapport

MinC, Coloration Minimum, = APX, APX[§]\PTASI[4] [DUH 97, HAL 95]

Description

Instance : un graphe simple G(V, E)

Solution réalisable : une partition S = {V4,...,V;,} de I’ensemble V' des sommets
en sous-ensembles stables

Solution optimale : partition de taille minimum

A noter

d-approximable par LSA a 1/2 comme probléme de partitionnement héréditaire (op-
tima 1-locaux, chapitre 4)

MinTSP, Minimum Traveling Salesman Problem, voyageur de commerce, NPO-
complet [ORP 87], APX[4] [MON 02]

Description

Instance : (G(V, E), d) graphe simple complet arétes-valué

Solution réalisable : T C F tel que T forme un tour sur V, de valeur la somme des
distances des arétes qui le constituent

Solution optimale : tour de codt minimum

Déclinaison

MiInATSP : les distances vérifient I’inégalité triangulaire, approximable a rapport 2/3
[CHR 76], APX-complet [PAP 93]

MinTSPab : distances a valeur dans {a, b} pour deux réels a < b, approximable a 6/7
pour a = 1 et b = 2, 6-approximable a 3/4 [MON 01d]

A noter

d-approximable & 1/2 par LSA (voisinage 2-opt, chapitre 4 et 5-approximable a 2/3
[MON 02]

MaxTSP, Version maximisation du probléme précédent, APX, APX[d]

Approximation
Approximable a rapport 3/4 pour le cas non orienté, 38/63 pour le cas orienté, a 7/8
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pour le cas particulier bivalué MaxTSPab [MON 01d]; p- et §-approximable a 1/2
par LSA (voisinage 2-opt, chapitre 4) ; résultats différentiels identiques a ceux donnés
pour la version minimisation

MinHPP, Minimum Hamiltonian Path Problem, chaine hamiltonienne, NPO-com-
plet [ORP 87], APX[6] [MON 01a]

Description

Instance : (G(V, E), d) graphe simple complet arétes-valué

Solution réalisable : T C E tel que T forme une chaine élémentaire couvrant V, de
valeur la somme des distances des arétes qui la constituent

Solution optimale : chaine élémentaire couvrant V' de colt minimum

Déclinaison

MinHPP, : une extrémité de la chaine est le sommet s, 2/3-approximable en différen-
tiel [MON 01a]

MinHPP; ; : les extrémités de la chaine sont les sommets s et ¢, 1/2-approximable en
différentiel [MON 01a]

MaxDSTP-B, Maximum Depth bounded by B Spanning Tree Problem, arbre
recouvrant de profondeur au plus B, APX[é] [MON 01c]

Description

Instance : (G(V, E), d) graphe simple complet arétes-valué

Solution réalisable : T C E tel que T forme un arbre couvrant V' de profondeur au
plus B, de valeur la somme des distances des arétes qui le constituent

Solution optimale : arbre couvrant V' de profondeur au plus B de co(t maximum
Approximation

p- et 6-approximable a (B — 1)/ B [MON 01c]

A.2. Problémes de programmation linéaire

MinPL{0, 1}, Programmation Linéaire en {0,1} ou en binaire, NPO-complet
[ORP 87], = APX[d]

Description

Instance : une matrice A m x n a coefficients dans Z, un vecteur b de N™, un vecteur ¢
de N™

Solution réalisable : un vecteur x de {0, 1}™ qui vérifie Ax > b

Solution optimale : une solution x qui minimise ¢ -

Version maximisation MinPL{0, 1} : il faut maximiser ¢ - x sous contrainte Az < b;
NPO-complet [BER 92] ; équivalent 8 MinPL{0, 1} en différentiel

A noter

non d-approximable a mieux que 0 (chapitre 5)
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MaxKS, Maximum Knapsack, version maximisation du probleme de sac-a-dos,
FPTAS [IBA 75], FPTAS[¢]

Description

Instance : un ensemble X d’objets a valeur dans NI, pour chague objet = un volume
unitaire a, € N, une utilité unitaire ¢, € N et éventuellement une borne b, € N; une
capacité b € N (capacité du sac)

Solution réalisable : une affectation entiere des variables x telle que > v a, < b
Solution optimale : une affectation réalisable qui maximise Iutilité >y ¢,
Déclinaison

MaxKS(k) : poids et utilités bornées par | X |* pour k constante universelle
MaxKS{0, 1} : les variables sont a valeur dans {0, 1}

Version minimisation MinKS : il faut minimiser ¢ - = sous contrainte a - * > b;
équivalent a MaxKS en différentiel.

MaxSubsetSum, Maximum Subset Sum, probléme de plus grand minorant, FP-
TAS, FPTAS[4] (comme cas particulier du probléme de sac-a-dos)

Description
Instance : une collection de n entiers a4, ..., a,, un entier b
Solution réalisable : une sélection = € {0,1}" des entiers a4, ..., a, dont la valeur

totale """, a; x z; n"excede pas b

Solution optimale : une sélection réalisable qui se rapproche le plus de b

Version minimisation MinSubsetSum, probléme du plus petit majorant : il faut mini-
miser a - x Sous contrainte a - x > b; admet également un schéma complet d’ap-
proximation en classique [GEN 79] , est p-approximable par LSA a 1/2; équivalent a
MaxSubsetSum en différentiel.

A.3. Problémes de logique

MaxSat, Maximum Satisfiability, probléme de satisfaisabilité maximum, APX-com-
plet [PAP 91]

Description
Instance : un ensemble X de variables bivalentes, une famille C = {ci,..., ¢, } de
clauses disjonctives sur I’ensemble des littéraux {x1,..., .} U{Z1,...,ZTn}

Solution réalisable : une affectation des valeurs de vérité

Solution optimale : une affectation qui rende vraies un nombre maximum de clauses
A noter

p-approximable a 1/2 par LSA (optima 1-locaux [AUS 95b], chapitre 5)

Déclinaison

Maxk-Sat : chaque clause contient au plus £ littéraux ; APX-complet [PAP 91], admet



Probléemes rencontrés 201

un schéma d’approximation polynomial pour ses instances denses [ARO 95] ;
MaxE#k-Sat : chaque clause contient exactement k littéraux, APX-complet (par réduc-
tion a partir de Maxk-Sat), p-approximable a 1/(1 — 2=%) [JOH 74], et ce ratio n’est
améliorable par aucune constante ¢ > 0 [HAS 97]

Maxk™-Sat : chaque clause contient au moins & littéraux ; approximable par LSA
a2k/(2k+ 1) (optima 1-locaux altérés, selon le crittre MaxNAESat, chapitre 5) pour
k > 3, par LSA a3/4 pour k = 2 (optima miroirs 1-locaux chapitre 5, optima 1-locaux
altérés [KHA 98])

MaxWSat : les clauses sont pondérées par des entiers p1, . .., p,, et il s’agit de trouver
une affectation 7" des valeurs de vérité qui maximise la somme des poids des clauses
vérifiées par T

MaxWWSat : les variables sont pondérées par des entiers p1, . . ., p, dont la somme est
comprise dans un intervalle [ B, 2B] (B dépendant éventuellement de ») et il s’agit de
trouver une affectation 7" des valeurs de vérité qui maximise la somme des poids des
variables mises a 1 par 7 si T satisfait la formule, B sinon ; APX-complet [CRE 91] ;
non §-approximable & mieux que 0, indépendamment de I’ordre de grandeur des poids,
et méme pour des ensembles de clauses de taille & pour k£ > 4 (paragraphe 4.4.1)
MinSat (il faut vérifier un nombre minimum de clauses) : approximable a 1/2 en clas-
sique [BER 96], non §-approximable a mieux que n<~1, Ve > 0 (chapitre 5)
Mink-Sat (vérifier un nombre minimum de k-clauses) : APX-complet [KOH 94] et
p-approximable a 1/(2(1 — 1/2%)) [BER 96] pour k& > 2; admet un schéma d’ap-
proximation polynomial pour ses instances denses pour k£ = 2 [BAZ 99]

MaxNAEk-Sat, Maximum Not-All-Equal k-Satisfiability, APX-completsi k = 3
[PAP 91]

Description

Instance : un ensemble X de variables bivalentes, une famille C' = {c1,..., ¢} de
clauses disjonctives de taille k sur I’ensemble des littéraux {z1,Z1 ..., z,, T}
Solution réalisable : une affectation des valeurs de vérité

Solution optimale : une affectation qui place au moins un littéral vrai et un littéral faux
dans un nombre maximum de clauses

Déclinaison

MaxPosNAEk-Sat : seuls les littéraux positifs x4, .. ., x, interviennent, équivalent a
MaxCut sous tout rapport

Maxk-CCSP, Maximum k-ary Conjunctive Constraint Satisfaction, probléme de
satisfaction de k-conjonctions maximum, APX-complet [BER 92]

Description
Instance : un ensemble X de variables bivalentes, une famille C = {ci,..., ¢, } de
clauses conjonctives de taille & sur I’ensemble des littéraux {x1,Z1 ..., Zn, Tn}



202  Optima locaux et rapport différentiel

Solution réalisable : une affectation des valeurs de vérité

Solution optimale : une affectation qui rende vraies un nombre maximum de clauses
Approximation

p-approximable & 1/2%~! pour toute constante k¥ [TRE 96a], & 1/1.165 pour k& = 2
eta 1/2 pour k = 3; p-approximable par LSA & 1/(2% — 1) (optima 1-locaux altérés
[ALI 97]) pour k > 3, & 2/3 pour k& = 2 (optima miroirs 1-locaux altérés, chapitre 5) ;
Déclinaison

MaxEk-CCSP : chaque clause contient exactement k littéraux, admet un schéma d’ap-
proximation polynomial pour ses instances denses [AND 98]

Min3-CCSP-3 : version minimisation et le nombre des occurrences de chaque variable
est borné par 3, NPO-PB-complet pour la E-réduction et ne peut étre approché a nc—!
pour toute constante ¢ > 0 [KLA 96]

MiInEQ, Minimum Equivalence, probléme de satisfaction d’équivalences, APX-
hard [GAR 96]

Description

Instance : un ensemble X de variables bivalentes, une famille £ = {eq,...,em}
d’équivalences du type I; = [, sur I’ensemble des littéraux {z1,Z1 ..., 2z, Tn}
Solution réalisable : une affectation des valeurs de vérité

Solution optimale : une affectation qui rende vraies un nombre minimum d’équiva-
lences

A noter

approximable en O(1/logn) [GAR 96] ; admet un schéma d’approximation polyno-
mial pour ses instances denses [BAZ 99]

MinEk-Lin2, Minimum kary-Equations2, probléme d’équations k-aires sur Z/27Z

Description

Instance : un ensemble X de variables bivalentes, une famille £ = {ei,..., e}
d’équations linéaires k-aires a coefficients binaires sur X (du type z;, ... @z, = b,
p <k be{0,1})

Solution réalisable : une affectation des variables de I’ensemble X

Solution optimale : une affectation qui rende vraies un nombre minimum d’équations
A noter

admet un schéma d’approximation polynomial pour ses instances denses [BAZ 99]
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A.4. Autres problémes

MinBP, Minimum Bin Packing, probléme de rangement en un nombre minimum
de boites, APX, PTAS[§]\FPTAS[4] [DEM 99a]

Description

Instance : une collection de n objets x1,...,xz, de volumes entiers ay,...,a,, n
boites b1, ..., b, de méme capacité entiere b

Solution réalisable : une affectation = € {1,...,n}" des objets z; aux boites b; de
sorte que lasomme >_%7 | a;, des volumes des objets z;,, . . ., Tj,, placés dans chaque

boite b; n’excede pas la capaciteé b de la boite

Solution optimale : une affectation réalisable qui minimise le nombre de boites utili-
sées

A noter

d-approximable par LSA a 1/2 comme probléme de partitionnement héréditaire (op-
tima 1-locaux, chapitre 4)

MinMS[m], Minimum Multiprocessor Scheduling, probléme d’ordonnancement
multiprocesseurs, PTAS [HOC 87]

Description

Instance : n taches z1,...,z, de durées d’exécution entiéres p1,...,p, (indépen-
dantes de la machine sur laquelle les taches sont exécutées), m machines My, ..., M,
Solution réalisable : toute répartition z € {1,...,m}" des tches x; sur les machines
M, ..., M,, de sorte que chaque tache soit exécutée une et une seule fois

Solution optimale : une répartition qui minimise le plus long temps d’exécution des
machines, le temps d’exécution d’une machine étant donné par la somme >_%7, p,,
des temps d’exécution des taches x;, , . ..., 2, qui lui ont été confiées

A noter

MinMS[m] est NP-difficile pour tout m > 2 constant et p-approximable par LSA a
2(1—1/(m + 1)) et §-approximable par LSA am/(m+1) (optima 1-locaux, chapitre
4)



Annexe B

Guide des définitions

B.1. Les fondements
NPO (paragraphe 2.1.1)

Un probléme TI de NPO est un quadruplet (I, Solr, mi, optyy) qui Vérifie :
1) I est reconnaissable en temps polynomial en |I|,0u I € Iy

2) 3 pr polyndme tel que VI € Iy, Solyy (1) C {0, 1}pudiD;

3) VI € Iy, Vs, décider si s est réalisable pour I est polynomial en |1
4) myy : Im X Solp — N est calculable en temps polynomial en |7];

5) opty € {min, max};
6) VI € I, on sait déterminer une solution trivy (1) en temps polynomial en |I].

Valeurs remarquables B (1) et wr(I) (paragraphe 2.1.2)

Soient IT un probléme de NPO et I I’'une de ses instances :

valeur optimale : Sr1 (1) = opty,egor, () {mn(l,s)};

valeur d’une pire solution : wri(I) = opty gl {mm(Z, )}

1. VII € NPO, (opt; = max = opty = min) A (optg = min = optg = max).

205



206  Optima locaux et rapport différentiel

Quantités remarquables supp; (I) et diamy (I) (paragraphe 2.1.2)

Soit IT un probléme de NPO et I I’'une de ses instances :

le support : supp; (1) = {mu(I,s) : s € Soln(I)}|;

le diamétre : diamp (1) = |wn (1) — Bu(I)].

Problémes polynomialement bornés NPO-PB (paragraphe 2.1.2)

Un probleme IT de NPO est dans la classe NPO-PB s’il existe un polynéme gy tel
que : VI € I, max{wn (1), Bu(l)} < qu(|1]).
Rapports d’évaluation (section 2.3)

La performance d’un algorithme approché A sur une instance I d’un probléme IT

de NPO est donnée par les rapports, respectivement classique pi;(I) et différen-
tiel 5¢}(1) :

(D) _

() = | @ OPim=max

H Bl pt,; = min
Aa(l) bl

Ay len(D-aa)] .

(D) = oamBaDl

la performance de .A pour II, en classique pf; et différentiel &7, est alors donnée par :

inf {pr(D)}

5 = jnf {s7(D)}.

A
=
Il

Limites des classes (paragraphes 2.6.2 et 2.6.3)

Soient X et Y deux classes de problémes de NPO et X" une réduction préservant
I’appartenance a X, on définit les trois classes suivantes :

— problémes Y-complets: Y-c = {II € Y : VII' € Y, II' ¥ 1T} ;
— problémes Y-difficiles : Y-h = {I1 : VII' € Y, Il' * 11} ;
—fermeturede Y : Y = {ll e NPO : JII' € Y, T ox* T}
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B.2. Les classes
B.2.1. Classes d’approximation

PO : un probléme IT de NPO est dans PO s’il existe un algorithme polynomial .4
qui résoud IT & I’optimum ;

APXI[R] (section 2.4) : un probléme II de NPO est dans APX|[R] s’il existe un
algorithme polynomial approché A pour II et une constante o dans ]0, 1] tels
que Ry} > 7o

PTAS[R] (section 2.4) : un probléme IT de NPO est dans PTAS[R] s’il admet un
schéma d’approximation? (A, )o<,<1 dont la complexité C' vérifie : VI, Vr,
C(A.(I)) = p-(I|) (le degré de p,. dépend de 7).

B.2.2. Classes définies par la logique

MaxNPq (section 2.5) : un probléme II de maximisation de NP est dans MaxNP
s’il existe deux types similaires finis Z et S, une formule ¢ du premier ordre
sans quantificateur et deux constantes k et ¢, tels que les optima de II peuvent
étre exprimés sous la forme :

Bu(l) = mgx‘{:c eU": Iy e Ultel que ¢(I, 5, 2,y) }|

ou I est une Z-structure finie d’univers U et S une S-structure finie de méme
univers U ;

MaxSNP (section 2.5) : un probléme IT de maximisation de NPO est dans la classe
MaxSNP s’il existe deux types similaires finis Z et S, une formule ¢ du pre-
mier ordre sans quantificateur et une constante k, tels que les optima de II
peuvent étre exprimés sous la forme :

Bu(I) :méxxHa: eU": QS(I,S,J:)H

ou I et S sont respectivement une Z et une S-structures finies d’univers U.
MaxSNP et NP (section 2.5) :

MaxNP = MaxNP,"
MaxSNP = MaxSNP, .

2. Un schéma d’approximation(section 2.4) pour II est une famille d’algorithmes approchés
(Ar)o<r<1 qui vérifie : Vr € [0,1], R} > r.
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B.2.3. Classes d’approximation locale

GLOIR] (section 3.2) : soit R une mesure d’approximation ; un probléme IT de NPO
est dans la classe GLO[R] s’il existe une constante &, une constante » € ]0, 1] et
un voisinage V h-borné pour II tels que I’on sait pour toute instance déterminer
des optima locaux relativement & V en temps polynomial et qui verifient : VI €
Ir1, V5 € Solr (1), si § est un optimum local relativement &V, alors Ry (I, $) >
T,

CGLOJR] (section 5.2) : soit R une mesure d’approximation ; un probléme II est
dans la classe CGLO[R] s’il existe une constante &, une constante » € ]0, 1]
et un voisinage V miroir h-borné pour II tels que I’on sait pour toute instance
déterminer des optima locaux relativement & 1 en temps polynomial et qui véri-
fient: VI € Iy, V§ € Solr (1), si § est un optimum local relativement & ), alors
Rn(1,8) > r;

GGLOI[R] (section 5.2) : soient IT = (optyy, I11, Solr, myr) un probléme de NPO
et une fonction mj; : Iy x Sol(I) — N; II' = (optyy, I, Solp, mf;) dénote
le probléme altéré associé & II et my; ; soit R une mesure d’approximation ; un
probléeme IT de NPO est dans la classe GGLO[R] s’il existe une constante 5,
une constante r € ]0, 1], un voisinage V h-borné pour II et une fonction mf;
calculable en temps polynomiale en |I| pour I € I tels que I’on sait pour
toute instance I déterminer des optima locaux relativement a V et m{; en temps
polynomial et qui vérifient : VI € Iy, si § € Soln(I) est un optimum local
de IT relativementa V, alors Ry (I, 8) > r;

GCGLOIR] (section 5.2) : soit R une mesure d’approximation; un probleme II de
NPO est dans la classe GCGLOIR] s’il existe une constante h, une constante
r € ]0,1], un voisinage V h-borné pour II et une fonction m/}; calculable en
temps polynomial en |I] pour I € Iy tels que I’on sait pour toute instance 1
déterminer des optima locaux relativement & V et my; en temps polynomial et
qui vérifient : VI € Iy, V5 € Solp(1), si mu(I1,5) = mnu(l,3) et Vs' €
V(I,s), my(1,8) = m(I,s"),alors Ry (1,58) > r;

PLS (section 7.1) : un couple (II, V) ou II est un probléme de NPO et V une fonc-
tion voisinage sur IT est un probléme de PLS s’il existe un algorithme Cpy qui
verifie :

— Jp, polyndme tel que Cri (I, s) est de complexité au pire des cas p,(|1]) ;
-VI € I1,Vs € SOIH(I),

s si s optimum sur V(I, s)
teV(,s):mn(l,t) = mp(l,s) sinon.

CH(LS):{
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B.3. Réductions

Réduction polynomiale (paragraphe 2.6.1) - une réduction polynomiale d’un pro-
bléeme IT a un probléme II’ de NPO est la donnée d’un couple R = (f, g) de fonctions
polynomiales en |I| pour I € Iy définies par :

IH — IH/
I I N 7
{SOlH/(f(IH)) — SO]H
s € Soly (f(I)) +— s € Soln().

B.3.1. Propriétés remarquables

Réduction monotone (paragraphe 2.6.1) - une réduction R = (f, g) est monotone
si elle vérifie pour toute instance I € Iy et tout couple de solutions (sf,s5) €

SOIH/(f(I)) .
v (1), 81) = v (f(1);52) = o (1,9 (1)) = on (1,9 (3)) -

Réduction surjective (paragraphe 2.6.1) - une réduction R = (f, g) est surjective si
elle vérifie, pour toute instance I € Iy, Sol (1) = g(Solw (f(1))).

Réduction bijective (paragraphe 2.7.2) - une réduction R = (f, g) est bijective si et
seulement si pour toute instance I € I11, gjso1,,, (£(1)) €St une bijection de Soly (f(I))
sur Soly (7).

Réduction de voisinage (paragraphe 3.5.1) - une réduction R = (f, g) entre deux
problémes IT et IT" de NPO est une réduction de voisinage si elle vérifie : VA’ € N, vV’
voisinage h/-borné sur f(I), 3h € N, 3V voisinage h-borné sur I tels que VI € I, Vs
optimum sur V(I, §), 38" optimum sur V'(f(I)s’) tel que mp (1, 3) = mu(I, g(§)).

Réduction strictement monotone (paragraphe 3.5.1) - une réduction (f, g) est stric-
tement monotone si elle vérifie pour toute instance I € Iy et tout couple de solutions

(s',t") € Solp (f(1)) :
my (f(1),t') = mu (f(I),s") = mn (I,g(t') = mu(1,g9(s)).

Réduction voisinage-surjective (paragraphe 3.5.1) - une réduction (f, g) est voisi-
nage-surjective si et seulement si elle vérifie : YV’ voisinage h’-borné pour II', 3V
voisinage h-borné pour II tels que VI € I, Vs’ € Sol (f(1)), gV (f(I),s")) C
VI, g(s").
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B.3.2. Réductions remarquables

A-réduction (paragraphe 2.6.1) - soient II et IT’ deux problemes de NPO, on dit
P A[R1,R2] . . ‘ .
que ITse A-réduita I’ et 'onnote IT ~ o< ~II’ s’il existe une réduction R = (f, g)

et une fonction ¢ : [0,1] — [0, 1] qui Vérifient pour deux mesures d’approximation
R1,R2 € {p,d}:

—c(r)=0=r=0;

-VI € I, Vs € Solp (f(I)), Rl (f(I),s") = r = R2u(I,g(s")) = c(r).

P-réduction (paragraphe 2.6.1) - soient II et IT’ deux problémes de NPO, on dit
que II se P-réduit a II” et I’on note IT P[Réc’m] IT’ s’il existe une réduction R = (f, g)

et une fonction ¢ : [0,1] — [0, 1] qui Vérifient pour deux mesures d’approximation
R1,R2 € {p,d}:

—c(r)=1=r=1;

-VI € Iy, Vs’ € Sol (f(I)), R2r (f (1), s") = ¢(r) = Rln(I,g(s")) = .

L-réduction (paragraphe 2.6.1) - soient II et IT’ deux problémes de NPO tels que
opty; = optyy, on dit pour les rapports classique et différentiel que IT se L-réduit
(resp., se L[0]-réduit) & II’ et I’on note &I (resp., HL&S] IT') s’ils vérifient pour
deux constantes «v; > O et ap > 0

=VI € Iy, B (f (1)) < a1 B (1) (resp., diampy (f(I)) < agdiamp (1)) ;

=VI € In, Vs’ € Solw (f(1)), Imn(l,9(s")) — Bu(l)| < az|muw (f(I),s') —
B (f(1))]-

Réduction continue (paragraphe 2.7.1) - soient IT et I’ deux problémes de NPO tels
que opty; = optyy, une réduction continue de IT & IT” est la donné de trois fonctions f
de Iy dans I{;, g de Solpy f (Ir) dans Soly et ¢’ de Solyy dans Solp (f(Im)), toutes
trois polynomiales en |I], et qui vérifient pour quatre constantes a > 0,5 > 0,a’ > 0
et b’ > 0 les propriétés suivantes :

-VI € Iy, Vs € Soli (1),

= xmy(l,s) —b opty = max

N WV

mH’(f(I)’g’(S)){ 1 XT?’LH(I,S)""b opty; = min
- VI € I, Vs' € Soln(f(I)),

> L xmp (f(I),s") = opty = max
/ = 11 ) II
mn({l, 5()) { <& xmm (F(1),5) + ¥ opty = min
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Réduction continue différentielle (paragraphe 2.7.1) - une réduction continue entre
deux problemes IT et IT’ de NPO sera dite continue différentielle et notée II Co[g] sielle
vérifie les propriétés supplémentaires suivantes :

—a x a’ =1 (réduction d’expansion 1) ;

-VI e In,w(f(I)) = 1/a x wn(I) —b(resp., < 1/a x wi () +b).

Réduction affine (paragraphe 2.7.2) - soient II et II’ deux problémes de NPO, on
dit que IT se AF-réduit a IT’ et I’on note 11X I 57l existe de IT & IT’ une réduction
R = (f, ¢) qui vérifie :

— R surjective;;

-VI € Iy, K1 € R, Fk; € R* avec k; > 0 si opty = optyy, et k; < 0 sinon
tels que Vs’ € Solp: (f(1)), mr (f(I),s") = kymu (I, g(s")) + K.

Réduction fortement affine (paragraphe 2.7.2) - une réduction fortement affine entre
deux probléemes II et I’ de NPO, notée 12X 11, est une réduction R = (f, g) affine
bijective ; s’il existe deux réductions fortement affines, I’une de II a IT’, I’autre de IT’
a I, on notera IT A0 et les problémes IT a IT’ seront dits affinement équivalents.

LOC-réduction (paragraphe 3.5.1) - une réduction R = (f,g) entre deux pro-
blémes II et IT' de NPO est une LOC-réduction si elle vérifie les propriétés suivantes
(on note pour toute instance I de Iy I’ = f(I)):

—VI € Iy, 3Sw (I') C Solp/ (1) tel que
surjectivité : g(Srr(I')) = Soln (1) ;
monotonie partielle : Vs',¢' € S (I'), si mw(I’,s") < mp(I',t), alors
mu(I,g(s") < mu(,g(t'));
— Vh' constante existsh constante telle que
localité : YV’ voisinage h’-borné pour II’, 3V h-borné pour II vérifiant VI € I,
Vs’ € Sw(I'), g(V'(I',s") N S (I') S V(I 9(s));
dominance : V¢’ € Sy (I'), si ¢’ est un optimum sur Sy (I") N V/(I’,t') alors ¢’ est
un optimum sur V'(I',t').

LOC’-réduction (paragraphe 3.5.1) - une LOC’-réduction d’un probléme II a un pro-
bléme TI” est une réduction R qui est a la fois surjective, monotone et voisinage-
surjective.

G-réduction (paragraphe 3.5.2) - soient II et IT’ deux problémes de NPO, on dit
- G[R1,R2 S . .
que IT se G-réduit a I’ et I’on note I [ x ]H’ s’il existe trois fonctions f, g et ¢

qui vérifient pour deux mesures d’approximation R1 et R2 :
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- (f,g,c) estune A[R1, R2]-réduction ;
- (f, g) est une réduction de voisinage.

PLS-réduction (paragraphe 7.1) - soient (II, V) et (I, V') deux problémes de PLS,
une PLS-réduction R = (f,g) de (I, V) a (IT', V'), notée (II, V) PoLcs(H’,V’), est
une réduction de IT a II’ qui vérifie pour toute instance I € Iy et toute solution
s’ € Soli (f(I)) : si ¢’ est un optimum sur V'(f(I), s’), alors g(s’) est un optimum
sur V(I,g(s")).

B.4. Localité

Voisinage (paragraphe 3.1.2) - soit IT un probléme de NPO, un voisinage sur IT est une
fonction V : Iy x Solip — P(Solyy) qui a toute solution s € Solyy(7) de toute instance
I € Iy associe un sous-ensemble V(1,s) C Soly(I) de solutions de I contenant s,
de taille au plus py (|I|) ot py, est un polynéme.

Optimum local (paragraphe 3.1.1) : § est un optimum local de I relativement & V si
et seulement si Vs € V(I,5), mi(1,3) = mn(I,s).

Voisinages h-borné (paragraphe 3.1.2) - soient II un probleme de NPO et & une
constante, le voisinage V{ h-borné pour II est défini en toute solution s comme
I’ensemble des solutions au plus h-distantes de s : Vh, VI € Iy, Vs € Solp (1),
VE(I,s) = {t € Soln(I) : d(s,t) < h}; un voisinage V : I x Soly — Soln
est un voisinage miroir h-borné s’il existe un voisinage h-borné W tel que VI € Iy,
Vs € Soln(I), V(I,s) = W(I,s) UW(L,3).

B.5. Problemes particuliers

Propriété héréditaire et anti-héréditaire (section 4.1 et paragraphe 7.2.3) : une
propriété 7 est héréditaire (resp., anti-héréditaire) sur un ensemble Z si elle
vérifie r(M AV(X,Y) : X CY C Zn(Y) = n(X) et m(Z2) AV(X,Y) :
XCYCZn(X)=nY);

Probléme héréditaire et anti-héréditaire (paragraphe 7.2.3) : soit II un probléme
de NPO; IT est un probléme héréditaire (resp., anti-héréditaire) s’il existe une
propriété héréditaire (resp., anti-héréditaire)  telle que toute instance I de II
revient a résoudre un probléme du type :

Bu(l) = max{a(Y),Y CX:m(Y)}
B (1) min{a(Y),Y C X :7(Y)}

ol « est une fonction d’évaluation des ensembles de type cardinalité, somme
des poids, poids maximum, poids moyen. ..
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w-partition (section 4.1 et paragraphe 7.2.3) : soit 7 une propriété et X un ensemble,

une m-partition de X est un ensemble S = {V4,...,V,} de sous-ensembles
de X qui vérifie, Vi,j = 1,...,q,, les trois propriétés suivantes :
q
Uuv. = X
=1
i£j = VinV; = 0
(Vi)

Probléme de partitionnement héréditaire (section 4.1 et paragraphe 7.2.3) : soit I1
un probleme de NPO dont les instances sont la donnée d’un ensemble X et
éventuellement d’une valuation p : X — N des éléments de X ; II est un
probléme de partitionnement héréditaire s’il existe une propriété héréditaire =
telle que toute instance I de IT revient a résoudre un probléme du type :

q
Bri(I) = min {Za(m—) :S={V1,...,V,} m-partition de V}

i=1

oU « est une fonction d’évaluation des ensembles de type indicatrice notée 1|,
poids maximum, poids moyen. ..
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