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Partiel du 15 mars 2013

3 heures sans documents. Toute sortie est définitive.

Les 9 exercices sont indépendants.

Exercice 1 (Diviseurs)

1. Décomposer 2000 en facteur premiers.
2. En déduire le nombre de ses diviseurs dans N puis dans Z.

3. Représenter l’ensemble de ses diviseurs dans N, sous la forme d’un diagramme de Hasse
pour l'ordre de divisibilité.

Exercice 2 Donner l’ensemble des solutions dans Z. des équations suivantes.
1. 97u 4+ 18v =1
2. 1818u+18v =1

Exercice 3
Comparer les polynomes (X +1)% et X+ 1 dans Z/6Z.
Montrer que pour tout entier n > 1 et tout entier k,1 < k < n, k:(:) = ”(Zj)

Montrer que si p € P, alorsVk,1 <k <p-—1, (i) =,0

Montrer que cette propriété est fausse si p & P.
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Pourp € P, Montrer, en utilisant le binome de Newton, que polynome (X +1)? est congru
au polynome XP + 1 modulo p.

6. Donner un argument simple pour expliquer pourquoi dans R[X], Vn € N;n > 2, méme
premier, (X +1)" # X" + 1.

Exercice 4 (Etude d’une suite)

On considére la suite (u,) d’entiers naturels définie par : ug =1 et Vn € N, u, 1 = 10u,, + 21
1. Calculer uy, us et us.
2. Démontrer que Vn € N, 3u,, = 10" — 7

3. En déduire l’écriture en base 10 de u,, Yn € N.

On pourra penser da poser 10" = (3.3 + 1)10" pour, en s’appuyant sur 1., en déduire
une nouvelle relation entre u, et t,_1.

4. En déduire que, Yn € N, u,, n’est divisible ni par 2, ni par 3 ni par 5.



Exercice 5 (reste)

1. Déterminer, sutvant la valeur de l’entier naturel n, le reste dans la division euclidienne
par 9 de 33"

2. En déduire que 2013 est divisible par 9

Exercice 6 (résolution d’un systéme d’équations) Résoudre le systéme (*) et donner la
plus petite solution positive et la plus grande solution négative.

Exercice 7 (structure) Dans (N, +, x), soit *, lopération  puissance,
* N(;ig : GN* b b s AV la convention Ya € N,ax0 =1,

. * est-elle commutative ?

. * est-elle associative ?

. % est-elle distributive a gauche par rapport d la multiplication ¢

. % est-elle distributive a droite par rapport a la multiplication ?

1
2
3
4
5. x est-elle distributive par rapport a la multiplication ?
6. posséde-t-elle un élément neutre a gauche ?

7. possede-t-elle un élément neutre a droite ?

8. possede-t-elle un élément neutre ?

9. posséde-t-elle des éléments réquliers, a droite, 4 gauche ?

10. posséde-t-elle des éléments inversibles ¢

Exercice 8 (structure, congruence)

Soit a, b deur entiers relatifs non nuls. On définit dans l’ensemble Z 'opération T par x Ty =
ar + by

1. Montrer que ¥n € N,, la relation de congruence modulo n est compatible avec T.
En déduire que T induit une opération T dans Z/nZ.

Comment faut-il choisir a,b pour que dans Z/7Z, T soit commutative ?
Comment faut-il choisir a,b pour que dans Z/7Z, T soit associative ?

Comment faut-il choisir a,b pour que dans Z/7Z, T posséde un élément neutre ?
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Comment faut-il choisir a,b pour que ( Z/7Z, T ) soit un monoide commutatif (ie posséde
les trois propriétés)

Exercice 9 (Etude des triplets de pythagore) Le but du probléme est la recherche des tri-
plet pytagoriciens, c’est-a-dire des triplets d’entiers naturels (a, b, c) satisfaisant a® + b* = c?.

1. Montrer que (3,4,5) est un triplet pytagoricien.
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2. préliminaires. Soit a,b,c € N

(a) Montrer que

aNb=1
aNc=1 =aAbAc=1
bAhc=1
(b) Montrer qu’en général
aNb=1
aNbAc=1#= CaNc=1
bAhc=1
(c) Montrer que
aNb=1
a’+ b =c?
= JaANhc=1
aNbANc=1
bAc=1

3. FEtude des solutions évidentes.
FEtudier les cas ou l'un au moins des trois entiers est nul.

4. On suppose maintenant que a,b,c # 0
(a) Montrer que l'on peut se ramener ¢ a ANbAc=1
(b) Montrer que ¥n € N;n?> =40 oun® =4 1.
(¢c) En déduire que a ou b est pair.
(d) On supposera d partir de maintenant que a = 2r et a AbAc=1

1. En déduire la parité de b et c.

—b b
1. Montrer que r2=(02 )(C; )

c—b c+b . . .

1ii. Montrer que et sont deux nombres entiers et qu’ils sont premiers
entre eux.

] oo c—b c+b ,

w. En déduire que et sont deuz carrés o et 3.

v. Fxprimer a,b,c en fonction de o et 5.

5. en déduire une condition nécessaire sur un triplet quelconque (non nécessairement pre-
miers entre euz) (a,b,c) pour que l’équation a® = b* + ¢ ait une solution.



Notes de cours :

Dans Z,

e Voici la liste des premiers nombres premiers : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47,53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101,

e Théoreme fondamental de I'arithmétique : tout nombre entier strictement supérieur a 1 est
factorisable de maniere unique a une permutation pres en un produit de puissance non nulle
d’un nombre fini de nombre premiers.

e On note a A b le pged de a et b, a Vb le ppcm de a et b

e Théoreme de Gauss : Si c|ab et ¢ A a =1 alors c|b.

e Si alc etb|c et a Ab=1 alors ablc.

e Si d|a etd|b alors d|\a + ub, VA, u € Z.

e aZ +bZ = (aAND)Z; aZNbZ = (a V b)Z

e Théoreme de Bezout : a A b =1 si et seulement si Ju,v € Z,au+bv =1

e Les éléments réguliers (et inversibles) de Z/nZ sont les a tels que a An =1

e Dans un ensemble F, deux polynémes P et ) sont égaux si et seulement si P(a) = Q(a),Va €
E

e Une opération T dans un ensemble E, est

— commutative si aTb=0Ta, Va,b € K

— associative si (aTb)Tc=aT(bTc), Va,b,c € E

— e est élément neutre a gauche si eTa =a, Va € F

— e est élément neutre a droite siaTe =a, Va € E

— e est élément neutre s’il est élément neutre a gauche et a droite.

— c est régulier a gauche si cTa=cTb= a=0,Va,be FE

c est régulier a droite siaTc=bTc= a=0b,Va,be F

c est régulier s’il est régulier a gauche et a droite.

S’il existe un élément neutre e, ¢ est inversible si 3b € E.bTc=cTb=e

T est distributive a gauche pour la loi L si aT(bLlc) = (aTb)L(aTc), Va,b,c € E

T est distributive a droite pour la loi L si (blc)Te= (bTa)l(cTa), Ya,b,c € E
compatible avec une relation d’équivalence = si ¢ = 2’ et y = ¢ = zTy = 2Ty,
Va,y,2',y € E. Dans ce cas, induit une opération T dans E/ = définie par [z]=T[y]= =
[z Ty]=.



