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0O Preambule

Ce cours est commun awtudiants originaires des filies Matématique, Informatique et
filieres d’'Ingnieurs . Il est concu de fagc@npermettre aurtudiants des trois sensibéi de
pouvoir s’entréner tant au niveau de la programmation (TP - TD - libre sevgu’au niveau
conceptuel : outils de calcul (analytiques etadgques) de I'informatique #orique &/ou uti-
lisés en informatique moderneg@uri€, simulation en finance, algorithmique rapide). Les T.D.
se font en maple et Mupad, mais le contenu de I'enseignernsemtdependant du langage.

Le poly correspondh un programme maximal. Seule une partie de celui-ci selt&draette
anree. Les exercices qui sout pour aidega la compehension du cours.

Il se peut que vous ne compreniez pas certamme@s, dans ce cas choisissez que les questions
que vousetes capables d’aborder ... et contactez-nous rapidernanig ecodage (question
par oral, email ou wiki).

Ceci vaudra aussi lorsque vous vous exercerez sur annales.

Les parties empetits caragiressont des suppments et ne sont pas obligatoires.



1 Introduction

Le Calcul Symboliquest I'art de manipuler (scientifiquement) les symboles

(exacts 4/7, 72 /6, v/10 ou bien literauxz,y,z.t,u,v) selon certainesegles dites “de calcul”
(ou bien de édrivationt). En fait, cette activéé est t&és ancienne et remonéela nungration
puisque celle-ci consistesymboliser des quari par des symboles et que les quaté&rations
arithmétiques ne sont autres que le calcul symbolique ataathes prol#mes concrets (ajout
ou retrait de quantes, calcul de longueur, de surface, de volume, mesure d'rarelgur) et
donnent lieu aux alogorithmes de I'arit@tigueélémentaire.

De méme que la ma#tmatique (quand elle n’est pas awtag) @&veloppe des mades pour les
sciences de la naturéquations de la physique, lois ..), d&me I'Informatique ThBorique a
developpe des modles et des concepts pour les ordinateurs (machines degTaalttulabilie,
automates,éries @grératrices, complex@, grammaires..).

Le Calcul Formef est ré des que I'on a ess&de traiter automatiquement certains calculs trop
compligtés ou fastidieux pol&treélaboésa la mair?. Il se cemarque diCalcul Nunériqueen
ceci qu'il est un calcul exact (c’estdire sans perte d'information due aux erreurs d’arrondi).
Par exemple, si I'on veut faire @aniquement les quatre@pations avec les fractions ¢, il

faut utiliser la structure de doéga + bv/2; a,b € Q, il n'y a pas b d’arrondi. Le pro#me
principal du Calcul Formel est I'explosion des dées en cours de calcul (c’est le péxpayer
pour I'exactitude). Ansi toute l'arithitique et ses applicatiohsiecessite le calcul exact, en
effet une erreur d’'un digit @Bme sur un nombre de 250 chiffres peut transformer un nombre
pair en nombre impair! Ceci eségant pour les tests de p&ripar exemple dans les modems:
le bit de pari€, une forme tés rudimentaire de codé@tkcteur d’erreurs.

Le Calcul Symbolique peut ié@tre vu comme la science qui va traiéela fois des structures de
donrés du Calcul Formel et du comportement de ceux-ci (cf infrmé@thode Symbolique en
complexig).

Pour Esumer, le voisinage scientifique du Calcul Symbolique seposmainsi:

le calcul scientifique exact

le calcul formel (et, conétement, les systnes de Calcul Formel)
I'informatique treorique

les systmes formels

la combinatoire

les sciences voisines sont l'informatique, les reathtiques, la physique et, depuis peu, la
chimie et la biologie.

1. On parle deegle de @rivationen logique formelle ou eréécriture et darbre de erivationdans les thories
des grammaires et des sstes formels

2. Computer Algebra en anglais.

3. En anglais : hand and paper computation.

4. comme le codagegdodage, cryptage, l&surie des transmissions par exemple..



2 Sysemes de Calcul Formel et structures de donees

2.1 Revision numeration

Il est bon, avant d’attaquer, de itréser la nunération en base quelconque. Voici quelques
exercices.

2.1.1 Quelques exercices

Objectifs : Il faut que lesetudiants soient nites (papier crayon et programmation) des conver-
sions entre bases (avec virgule) et du passage (fraetiodeveloppement griodique). La
commande maple pouvifier les conversions est chercher dansonvert , celle pour les
developpement illimiés danevalf (attentiona la variable d’environnemeitigits ).

1) Mettre les nombres binaires suivants sous forémrdale
a)(101101) b)(101101101), c) (101 ---101), (pour le (c), on montrera que leponse

; . 3n chiffres
dépend de la conversion d’'un nombre plus simple)

2) Mettre les fractions suivantes sous forngeidhale
a) (0,615)s b) (12,321)5 ¢) (0, 7777777777)s
————

10 chiffres
3) Calculer
a)a, = (0,5-:5)s  b)by=(12,1212:--12)s  C)c, = (12,2112 2112 )y
n chiffres 2n chiffres n chiffres
d) f1 = (0,(54321)>)s
e) le ceveloppementé&kcimal illimite de

iy23/7 i) 7/22 i) 1/99999

4) Conversions Fraction» Développements illimés en basé (les ®©sultats seront toujours
donrés en base dix sauf pour les points c,e).

a)12,(345)®; b=10 b)12,(345)®; b =S8

C)BA/CA; b=16 d)22/132; b=10 e)BA,(CA)*®; b=16

2.2 Les systmes de Calcul Formel
2.2.1 Presentation

Un syséme de CF est compesie
— un noyau
— des biblioteques

Les objets manipéls sont:

1. Toutes les structures de d@as classiques:
arbres, listes, permutations, graphes, ensembles, afiesytables, tableaux, mots, parti-
tions, compositions,partitions, endofonctions.

2. Les quantis du calcul scientifique :
nombres, radicaux, polgmes, fractions rationnelles, matrices, vecteurs, tasséanc-
tions, ®ries.



3. Les oj@rateurs pour ces structures :

(a) Pour les structures de dares : Manipulation d’arbres (sous arbres, etc...), reter
ajouter urélement dans une liste ou un ensemble, un sommet ou étedans un
graphe, concéner ou simplifier des mots (fusiorgunion, contraction etc...).

(b) Pour les quantis du calcul scientifique @&divation, inegration et sommation sym-
boliques.equations diférentielles, dveloppements limés ou en &rie.

4. Résolution degquations pases dans le cadreguédent.
Bien entendu, un sysme de calcul formel comprend aussi des interfaces graphidaxte
etc....
On peut repesenter toutes sortes de formules et on & tite confroré aux probémes
d’égalie (i.e. reconnidre les doubles repsentations). Par exemple on a

\/§+\/§+\/5_\/1o+2\/ﬁ+2\/§ 74210 (1)

comment le systme peut-il s’en appercevoir? Plus difficile, comment leé&aye peut-il don-
ner la premier membra partir du second? (pradthesA = B, A — B, voir les fonctions
convert(??,parfrac), rationalize, normal, collect ) (— forme normale,
canonique, simplification automatique).

: Remarquer que:

> A:=/7+2V/10;

> simplify( A);

A:=+T+2/10

V2+4/5

Mais

> Bi= /104 2V10+2V3V7+ 2VI0: simify( B)

V10 +2v2V5 +2V3V5 + 232
Vaut-il mieux repésenter une fraction sous la forrglu par son @veloppementé&kcimal (qui
est compdtement re@sentable en machine parce qéeipdiquea partir d’un certain rang) ?
Comment passer d’'une ré&ggentatiora I'autre ?
Combinatoire. —
C’est I'art de manipuler Is structures de dées disostes.

Exercice 2.1i) BijectionsN? — N et écriture explicite du couple de rang
i) Arbre de Wilf
i) Fractions continues.

2.2.2 Exemples de sessions

Interpr éteur (cf [3] p17). —

> c:= [1,2,3,u,v];



c:=11,2,3,u,v]

> nops(c);

5
> op(4,c);

u
> c[4];

u
> d=[2,5 *u,4d xv];

d:=[2,5u,40]

> e:=[op(c),op(d)];
e:=11,2,3,u,v,2,5u,40]
> map(x->X"2,c);
[1,4,9,u* v?]
La formule de Rodrigues pour les polynomes d’Hermite est

22 d" 2

dxm (™)

On peut les calculer en repetant unenme commanda 'aide dediff . Soit
> n:=0:c:=[n,exp(-X"2)];

Hy(z) = (—1)"e

c:=10, 6(712)]
> n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],X))];
ci=1[1, =2z e

> n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],X))];



>

c:=1[2,2e) (=1 + 22?)]
> n:=n+1:c:=[n,factor(diff(c[2],x))];
c:=[3, —4ze) (=34 22?)]
> for i to 7 do n:=n+1l:c:=[n,factor(diff(c[2],x))]: od : print(c);
10,3277 (=945 + 9450 2 — 12600 z* + 5040 2° — 720 2% + 32 2')]

> £:=1/(1+x74);

> int(f,x);

2
é\/ﬁln(x +zv2+1

1 1
+ 2 v/2arctan(z V2 + 1) + = v2arctan(z v2 — 1
x2—x\/§+1) 4 ( ) 4 ( )

> with(combinat);

Warning, the protected name Chi has been redefined and unpro tected

[Chi, bell, binomial, cartprod, character, choose, composition, conjpart, decodepart,
encodepart, fibonacct, firstpart, graycode, inttovec, lastpart, multinomial,,

nextpart, numbcomb, numbcomp, numbpart, numbperm, partition, permute,
powerset, prevpart, randcomb, randpart, randperm, stirling1 , stirling2, subsets,

vectoint]

> fibonacci(43);
433494437;
> # Les 20 premiers nombres de Fibonacci ...
> [fibonacci(i)$ i=0..19];
[0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233,377,610, 987, 1597, 2584, 4181]
> P:=fibonacci(43,x);



P =1+ 435897 232 + 73815 23 + 40116600 ' + 67863915 2'6 4 86493225 2.
+ 84672315 2% + 38567100 22* + 18156204 26 4 6724520 228 + 1947792 2°

+ 2% 4+ 41 210 + 780 238 + 9139 25 + 64512240 *? + 17383860 ' 4 231 22

+ 8855 2% + 134596 2° + 1081575 2° + 5311735 2'°

> subs(x=1,P);
2
433494437

Exercice 2.2 On consi@re la suite des nombres de Fibonaégi= 0, F} = 1, F,,,» = F,, +

Foi1.
a) Montrer que
0 1\" [ F  Fu
<1 1) - (Fnﬂ Fn+2) 3)
b) En ceéduire que, poun. > 2, 0n a
n—2
0 1 0

c) En ceduire une rathode rapide de calcul d€s,.

d) Evaluer la complexé, en nombre d’ogrations arithnétiques, de la @hode néve (ferétre
glissante) et de la Athode propose en (b).

e) Indiquer comment on peut encoreduire la complex& en remarquant une pro@iée de

o (0 11"
synetrie sur les matrice RE

Taylor: Exemple dé(1 — x)/(1 + z))'/?

> fi= ((1+2)/(1 = 2) )
1+=x

Vi—z

> taylor(f,x = 0,20);
1 1 3 3 5) 5) 35
1 -2, -, 3,2 4,2 5, 9 6, 2 7, 29
(+x+2x+2x+8x+8x+16x+16x+128

35 5 63 ., 63 ., 231 ., 231 . 420
1287 To567 To56% T10mat T1omat oot T

429 . 6435 ., 6435 . 12155 , 12155 . "
i D299 22109 O
208" 32768 T 32768" T 65536° | 65536" ()

> fl=f/(1+w);
> taylor(f1,x = 0,20);

o4




1., 3 5 35 63
14224, 26 8 10
(+2x +8$ —1—1695 +128$ +256x +

231 , 429 ,, 6435 5 12155 ”

il i O

1022% T 20a8% t3776a” Tameagt TOE)

> f2:=(1—a)Y?;

Galesde 50 B0 63, 21, 429 .

=T =T — X —X — X —X —X

27 78" 16 128" 256" | 1024° ' 2048

6435 , 12155 , 46189 ,, 88179 ,, 676039 ,, 1300075 5 5014575 ,
+ + + + +

32768 65536 | 262144" ' 524288" | 4194304" ' 8388608° ' 33554432
0694845 . 300540195 ,, 583401555 ,. 2268783825 . 4418157975

19 20
Gri08864" T o1a7as3648° T 420a067206° T17179860184° 3a35073azes” O (&)

> f3:= subs(x =4 x x,f2);
> taylor(f3,x = 0,20);
(1+22+62%+202% + 702" +2522° + 924 25 + 343227+
12870 2% +48620 2° + 184756 x° + 705432 ' +2704156 2% + 10400600 '* +40116600 z'*+
155117520 2'°+601080390 x'°+2333606220 ' "-+9075135300 '*+35345263800 ' +O (2*°))
> cb := proc(n) binomial(2 * n,n) end,
proc(n) binomial(2 * n,n) end

> cb(17);

2333606220
> ¢b(19);

35345263800
> sum(binomial(2 x n,n) *x " n = 0..in finity);

1
V1—dz

Solutions approd¥es dgx = arctan(2x))

> read flot;
f :=proc(n)
localx,y;
T =1
y =2
while eval f(y — x,n) <> 0do x = y;y := eval f(2 * arctan(z),n) od
end,

> f(10);
2.331122370
> f(20);
2.3311223704144226136
> f(100);



2.3311223704144226136678359559171213382690776953861145751097372933932308174327
16673842154257104393014

Exercice 2.3 Les €rieslog(1 + h) etexp(X) étant connues. On pose,
(1 4+ h)* := exp(a.log(l + h))
pour« € C. D’autre part, pour tout complexe, on cefinit

(10;) o Oé(a—l)"l'g!(a—kﬂ)

i) En utilisant le ceveloppement de Taylor, montrer que

(1+h)a:§:(2‘)hk

k=0

S (%)=
nso N 1 —da

i) En déduire la formule

Programmation. —
Le produit de facteurs

[ &+av2+eav3+evh)

ee{-1,1}, i=1..3

qui peut servila montrer lequation (1).

pol2 =
proc()

local res,i,j,k;
res :=1;

for i from -1 by 2 to 1 do

for j from -1 by 2 to 1 do

for k from -1 by 2 to 1 do

res:i= res *(X —ix27(1/2) —j*x37(1/2) — kx5 (1/2))
od

od

od,;

res

end;

> pol2();
<X+\/§+\/§+\/5) (X+\/§+\/§—\/5) <X+f—\/§+\/5> <X+\/§—\/§—\/5)
(X—\/§+\/§+\/5> (X—ﬁ+f—\/5) (X—\/_—\/§+\/3) (X_@_ﬁ—ﬁ)

> expand(”);
—960 X2 + 352 X* — 40 X% + X® + 576
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> subs(seq(X ) = a'i = 1.4),");

—960x + 35222 — 4023 + z* + 576

> [solve(”)];
[10 + 210 + 2v/31/7 + 2V/10,10 + 2v/10 — 2v/31/7 + 210,
10 — 2v/10 4+ 2+v/31/7 — 21/10,10 — 23/10 — 234/ 7 — 210
> op(1,7);

10 +2v10 + 231/ 7+ 210

2.2.3 Histoire succinte des Syémmes de Calcul Formel

Voici, a gros traits, deglements de l'histoireécente (nous ne parlons pas de la machine
arithmetique de Pascal) des S§stes de Calcul Formel.

1953: Premier systme de @rivation (en LISP).

1958: LISP (John Mc Carthy au MIT).

1960-70. SAC-1 (G. Collins) manipulations de polymes en Fortran.
ALPAK aux Bell Labs (polydmes et fractions rationnelles).
FORMAC a IBM.

Premier programme d’iegration en LISP.
MATHLAB au MIT (utilisation interactive, affichage bidiméonnel).
REDUCE (en Lisph Standford.
1970-80¢ MACSYMA (En lisp au MIT).
SCRATCHPAD (chez IBM).
1980-90 MAPLE & Waterloo (en C).
SMP par S. Wolfram.
SCRATCHPAD Il (chez IBM).
Sysemes @dies MACAULAY, GAP, CAYLEY, PARI,...

1990-.. MATHEMATICA (S. Wolfram), AXIOM (Version commercialise de SCRATCHPAD I),
MuPAD (Dévelopg par des universitaires euggns).
http://mupad.sourceforge.net/

Quelques commentaires..

AXIOM, demande une grosse station de travail 1.B.M.

MACSYMA, dévelopg au MIT, commercialis par Symbolics.

REDUCE de Anthony C. Hearn, disponible chez Softworld.

MATHEMATICA, tr €s convivial mais pas toujourss fiable.

MUMATH, peut fonctionner sur de petits ordinateurs.

SCRATCHPAD, @&velopg par IBM, langage fortement t@p

CAYLEY, manipule les groupes.

MACAULAY, d évelope par David Bayer et Michel Stillmargsout bien les systes dequations
algebriques.

MAPLE, developf a I'universié de Waterloo (Canada), disponible chez Softworld.

11



PARI Comporte les meilleurs algorithmes actuels deotie des nombres gdelop@ a Bor-
deaux).

SYMMETRICA Comporte les meilleurs algorithmes sur la combairatdu groupe sy#trique,
les polyrdmes syratriques, les algbres de Hecke et leurs résentations.

MuPAD Syseme @réraliste qui a des commandes similaires a Maple, mais la conwation
avec C et C++ est plus simple.

2.3 Introduction a Maple: T.D.

2.4 Quelques structures de donees
2.4.1 Arbres binaires complets

L'ensembleA des arbres binaires est construit par la gramn{&d9

A=t /N
A A

Il'y a trois notions ddaille classiques : le nombre de nceuds, le nombre de sommets, ¢taprof
deur.

Exercice 2.4 1) Montrer que pour toutes ces notions de taille, le nombeglites d’une taille
donree est fini.

2) Donner la &rie gerératrice des arbres binaires complets par nombre de nceuds.

3) Donner la grammaire qui engendre les arbres binaires desifeuilles sont indées par un
ensembld’ fini donré. Donner les premiersléements pouf” = {a,b}.

Elements pour la solution (s’entrdner a rédiger I'exercice precedent). —

On peut adopter une notation typographiquement plus rapiderbre diferent des sera donc
note A = (A,,As) ou A, (resp.A,) est le sous-arbre gauche (resp. droit). La taille (ici ne@mb
de nceuds) peut s&finir réecursivement par

7(8) = 1; 7((AgAa)) = 7(Ag) + 7(Ad) +1 ()

ce qui donne Bquation pour la SGQ _, ., apz® (oU a; est le nombre d’arbres binairésk
nceuds).
T =x+ 2T? (6)
soitzT? — T + x = 0 on résout (6) par la @thode habituelle. Le discriminant est= 1 — 422
et les racines possibles sont
1—+V1—4a2 14+ 1 — 4a?
T= i T = —— )
2x 2x

T, ayant un terme de plus bas degn1/z ne peut pagtre retenue. On a doriE = T;.
Veérifions ce esultat.
On sait que

(1+X)Q:Z(g>X’“ (8)



avec

« a)la—1)---(a—k+1
(k)::m ) ) -
ceci qui donne

VIEE = < /2 ) (—4a?)* (10)

a l'aide de (9), on a, pour > 1

1/2 (/2)1/2-1)(1/2—-2)---(1/)2—k+1) (=1).(=3)---(3—2k)
( 1{; ) - k! - 2% k| = (@D
(—1)F11.3.- - (2k—3) (1) 1(2k —2)!

2k k! o221l — 1) (12)

en remplacant ceesultat dans (10) puis dans (7), il vient

(%—2)
k—1
T:§ Tm”f—l = (13)

k>1
x4 23+ 22° + 527 + 142° 4 422" + 132213 4 42921 . .. (14)

Exercice 2.5 Reprendre I'exercice @edent avec le nombre de sommets comme taille.

2.4.2 Arbres binaires incomplets

L'ensembleA des arbres binaires est construit par la gramm{&®)

A=0+ / + N\ + / N\
A A A A

De méme que prcedemment, il y a trois notions daille classiques: le nombre de nceuds, le
nombre de sommets, la profondeur.

Exercice 2.6 Reprendre I'exercice @edent pour ce type d'arbres.

2.4.3 Arbre 1-2

Pour les arbres 1-2, on a la grammaire

A=e+ | + \
A A A

Exercice 2.7 1) Peut -onénungrer ces arbres par nombre de feuilles, par profondeur?
2) Reprendre les exercicesguedents pour le nombre de noeuds.

13



Elements pour la solution (s’entrainera rédiger I'exercice precedent) —

Par nombre (total) de nceuds on a

T =x+aT + 2T soit 2T + (x — )T +2 =0 (15)
on obtient
1—z—1—2z— 322
Y — L 208 et 4 925 + 2128 + 5127 + 12725 +--- (16)

2z

2.4.4 Arité variable

Cette fois, chaque nceud peut avoir un nombre arbitraire deLilgrammaire en notation
symbolique est

A=ot 3 (AA - A (17)

k=21 k fois

Exercice 2.8 Ecrire et résoudre la &rie gerératrice de ces arbres.

2.4.5 Expressions arithngtiques

Une expression arithatique, impliquant les quatre émations(+, x , — ,/) est un arbre dont
les nceuds sont margs avec ces @ateurs. Les deux preates ogrations (associatives) sont
d’arité variable et les deux degries (non associatives) d’@itleux. Le nombre de feuilles de
ces arbres est lgombre de places de I'expression arithinque

Exemple 2.9 Par exemplé (o + o+ o) x0) /(o — o) est une expression aritlétiquea 6 places.

Exercice 2.101) Donner la grammaire des expressions ariétigue et les prergres d’entre
elles.
2) Comment éfinir le domaine de&finition d’une expression arithetique ?

2.4.6 Mots noncommutatifs

Cette structure est famdlie auxétudiants de nos formations, c’est celle destssur un alphabet
donré A. La grammaire de ces mots est

M=e+> aM (18)

a€A
I'ensemble engendrest lemonadde libre M = A*.

Exercice 2.11 Donner la grammaire pour les mots de,b}* sansa®. Sansa? ni v°.
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2.4.7 Mots commutatifs

Ce sont les madmes du calcul akprique. Par exemple pour deux lettfesb}, les mordmes

sont les expressionst’. Informatiquement, c’est la structure de list@ places.

Remarque 2.12 Ces modmes sont munis d’'une structure de mialeopar

(ail Bt ) (aiQ b]z) = glrtizpiitiz

(19)

Plus ¢eréralement, soit un alphabet fidi = {a;,as, - - - ,a,, }, le mondde commutatif libre est

défini par
A% ={al'ay - ;] igen
la loi étant don@e par
i1 i in\(,J1 72 in\ _ i1+J1  92+72 in+Jn
(af'ag’ -~ ay)(at'ay’ - ay) = a7 ag ceay™?
ce qui permet les calculs comrie’y®22) (z%y%21) = a5y32S.

Exercice 2.13 Payement par @ces. (Dona en cours.)
Codage avec les sous ensembles. Triangles.

2.4.8 Autres €ries

Fontaines de gices (Doné en cours).

3 Les constructeurs set, multiset & list

3.1 Definitions générales
3.2 Set
3.3 List

3.4 Multiset

341 OGF

3.4.2 EGF

3.4.3 Laformule exponentielle

Soit G une classe de graphésqueés qui est

(20)

(21)

1. Stable par renommage. C'estlire, si on gétiquette les sommets (bijectivement, c’'ast

dire sansé&péter destiquettes), on reste dans la classe.

2. Stable par composantes connexes @afite, un graphe est dagsssi toutes ses compo-

santes connexes y sont.
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on peut appliquer la formule exponentielle.

Théoreme 3.1 Soit M (n,k) le nombre de graphes:
i) Dont lesétiquettes sontl..n|

i) Qui ont £ composantes connexes.

On forme la &rie

Zn
SGE(G) = Y | M(nk)=y* (22)

n,k>0 n

alors .
SGE(G) = e¥Znx1 M5y (23)

TODO exemples: classes de Burnside, Nombres Idempotents

3.5 Series rationnelles (regesentations lireaires et aspect automatique)

Exercices p€liminaires. — Fontaine de gices de Wilf, polyomino tas.

Avant de gréraliser la tiorie des &ries rationnellea plusieurs variables (non-commutatives),
il est utile de voir comment elles peuvent se gsanter par un automate (unaireaenltipli-
cités). On a la proposition suivantenon@&e dans le casagéeral ai 'ensemble des scalairés
est un corps commutatif quelconque)

Proposition 3.2 Soit S = Y _ ya,2" € K((2)) une €rie. Les conditions suivantes sont
équivalentes

i) S est rationnelle, c'esh dire S = P(Q)' ol P,Q € K{(z) etQ(0) # 0

ii) Les coefficients d& vérifient une currence lieaire

k—1
(3e)ogjcr € K*)(Vn € N)(anin =Y jans) (24)
§=0
jii) Il existe A € K" T e K™~y e K™ tels que
(Vn € N)(a, = \T") (25)
Preuve —ii) = iii). —
La relation de ecurrence ligaire implique
0 0 0 ap
1 0 '
o 1 " P :
(an+17an+2 e 7an+k) = (anvan-‘rl e 7an+k’—1) . . . . 0 . (26)
- 0 ag_e
0 0 -+ -+ 1 ap,

soit, en posant’, la matrice et,, = (a,,an11 " Gnik-1)s Vns1 = v, T, d'00 v, = vT™. On a
finalement

1 1
0 0

an =y | . | = (ag,ar---,ap_1)T" | . (27)
0 0
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i) = i) —
Eneffet,S =3 a,2" => MNT"yz" = X3, T"2")y = A\(I — 2T)"'v. Mais

(I — 2171 comatrice(] — zT") (28)

1
~ det(I — 2T)

etlesQ(z) = det(I — =zT') est un polydme enz tel que@(0) = 1 et comatrice(l-zT) est une
matrice de polydmes erx (exercice !!). D’ai le resultat.

1) =ii). —

On peut poser)(z) = Z?;é B;2 avecfly, = 1. CommeP = SQ, pour toutn € N, on a

(Pl2") = >, 4en Bpaq, SOIt, sSin > N = maz(deg(P),k), >_ ., Bpas = 0 ce qui peut

encore scrirea,, = — Zle B;a,—;, ce qui donne, pour tout € N,

k
p4N = — 5;‘ An4N—j (29)
j=1

ce qui entraine (ii). &
Définition 3.3 Un triplet 7 = (\T,y) tel que (S|z") = AT™y est appek repasentation
linéairede dimensiom de S. De némeS est appetecomportementle 7.

Note 3.4 Une <rie rationnelle admet enégéral plusieurs repésentations ligaires. La di-
mension minimale de ces r&sentations est appékrangde S. C'est aussi la dimension de
I'espace vectoriel engendipar les @cakes desS.

3.5.1 Produit de Hadamard

C’est juste le produit des fonctions (fonctions “coefficignil sera noé ©. Par exemple pour
les €ries d’'une variable on a

i a2 © i b,z" = i anby 2" (30)
n=0 n=0 n=0

Exercice 3.5 Effectuer les produits de Hadamard suivants

a) 1—1z2 © 1—12z b) 1+21+22 © 1—122 c) 1+zl+z2 ® f(2)

A0 e 06 N o f()

Q(=)’
indication. — Pour le (b), @composer ealéments simples. Pour le (¢) on pourra remarquer q{geL

T+ 22 = 13

Montrer que le esultat de (c) est rationnel $i(z) est rationnelle i.e. sf(z) = Plz). Q(0) #0
1—2

Théoréme 3.6 PRODUIT DE HADAMARD DE SERIES RATIONNELLES —
SoientS, T € C|[z]] rationnelles. AlorsS ® T est rationnelle.

Preuve — On peut remarquer qu'une&ge R € C|[z]] est rationnelle ssi 'ensemble de ses
déecabes(:)" R est de rang fini. Comme' (U © V) = v:(U) @ v;(V), on a le Esultat.
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4 Sysemes et Calcul

4.1 Introduction

Exemples d’automates b@ains, stochastiques, de comptage, de plus courts cheragseini-
anneaux assogs sont B, R, N, ([0, + oo],min,+).

4.2 Description de la structure d’automate
4.2.1 Graphe poncré

L’ éelément de base de ces graphes esélegh#A = ¢, ale g avecq; € Q,a € ¥, a € kol
@ est un ensemble @tats,> un alphabet ek, un semi-anneau Pour un tel objet, oné&finit,
selon les conventionsggérales de la thorie des graphes,

— t(A) := ¢ (“tail”: queue, source, origine)

— h(A) := ¢, ("head” #te, but, ex@mite)

— I(A) := a (“label” étiquette)

— w(A) := « (“weight” poids).
Un cheminest une suite d'@tesc = A; A, - - - A, (C’est un mot en les ates et sa longueur est
n) telle queh(Ay) = t(Axs1) pourl < k& < n — 1 pour un tel chemiri(c) = t(Ay), h(c) =
h(Ay), l(c) = I(A))I(As) - - - 1(A,) (concagnation),w(c) = w(A;)w(As)---w(A,) (produit
dans le semi-anneau).
Par exemple pour le chemin de longueur 3 suivant(N),

Uu=p—q—1r-—s: (31)

on at(u) = p, h(u) = s, l(u) = abc, h(u) = 30.
Le poids d’'un ensemble de chemins déme source, but d@tiquette est la somme des poids
des chemins de cet ensemble. Ainsi, si

ulo
—

ql ul@ q2 (32)
ulf

le poids de cet ensemble de cheminscest 5. On a donc que les poids se multiplient énis
et s'aditionnent en parale. Les diagrammes suivants montrent éz¢essié des axiomes de

5. Nous verrons plus bas que les axiomes de la structure dease@au sont contraints par lafahition meme
du syséme de transitions ainsi obtenu.
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semi-anneau.

| Diagramme | Identit | Nom
alo
D 28 q a+ (f+7v) = (a+ B)+~ | Associativie de+
ﬂv)
ple;q a+fB=0+a Commutativie de+
p:f a+0=a Element neutre (droite) de
paogq g 0+ 6 =a Element neutre (gauche) de
p g q g r o s | a(By) = (af)y Associativie dex
pzl\:;q oy r (a+ B)y = ay+ By Distributivité (droite) dex sur+
D % qzlﬁr a(f+7) =ab+ ay Distributivité (gauche) dex sur-+
p S g My axl,=a Element neutre (droite) de
p gLy L, xB3=p Element neutre (gauche) de

4.2.2 Structure et comportement des automates

Un automatea poids ou poneré (“automaton with weights”) est la doae de troi€léements
vectoriels(I,M,T'):

e Un vecteur d’entrée I € k<9

e Une famille (indexée & A) de matrices de transition M : A — k@*@

e Un vecteur de sortie T € k@*!

La donree des transitions\{) estéquivalentea celle d'un graphe poike dont les sommets
sont(), l'alphabetA et les poids sont pris daris De plus celle dd (resp.T") correspond la
donree de féches rentrantes (resp. sortantes) maeguavec des poids. Dans tout ce processus,
on peut ne pas indiquer legfihes de poids nul.

Ce type d’automateségeéralise les automates (béeins) de la thorie des langages (que I'on
obtient alors pouk = B) est une machine qui prend un mot en éatet retourne un coefficient
(dansk) en sortie. Son comportement est donc une fonctlon A* — £ (que I'on peut noter,

de manereéquivalente, comme unése A = Y- _ . A(w)w).
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Calcul du poids A(w). —
Onétend d’abord la fonction de transitidd a A* par

M(e) = Ioxg, M(w) = M(aras---a,) = M(ay)M(az--- M(ay) (33)

ou I« est la matrice identt de format) x (). Le calcul du poids d’un mot est alors, par
définition,

A(w) = IM(w)T (34)
d’apres la egle de multiplication des matrices, on a bien ¢ié(w) 7" est une matrice de format

1 x 1 et donc urelement dék. Le lien avec le graphe de I'automate est dopar la proposition
Suivante :

Proposition 4.1 Soit, pour dewetatsr,s et un motw € A*

A" (w) =1, Z weight(c) | Ts (35)
¢, chemin [(c¢)=w

t(c)=r, h(c)=s

alors

Alw) = A (w) (36)

r,s€EQ

Cette proposition a le sens intuitif suivant :

1. I'équation (35) donne le poids calewdomme au paragraphespedent
— onfaitle bilan paraélle (c’esta dire une somme) des poids des chemins qui joingnent
ras
2. on multiplie & gauche si c’est non commutatif) par le poids d’eaten-
3. on multiplie @ droite si c’est non commutatif) par le poids de sortigen

4.2.3 Premiers automates

1. Longueur totalg . |w|w

2. Comptage des, » 4. |w|,wetdesh, Y 4.
3. Produit des de@s partielsy _, .. |w|.|w|yw

4. Autres produite . Flu)|wlw, >, cas Flul,|wlsw

|wlyw

Fin du tronc commun

4.2.4 Composition des automates

Somme et multiplication par un coefficient constant
Produit de Hadamard

Produit (de concagénation)

Nous avons vu que nous pouvions coder de “l'infini dans du fam”consiérant les suites
ultimement @riodiques que sont le€deloppements illimés des rationnels. Nous allons voir
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gu'’il en est de rdme pour la production des automates finis, en effet, un aateofimi, ces qu'il
pos&de un chemingussi qui comporte un boucle, recofina langage infini.

Exercice 4.2 Montrer que cette condition est suffisante, autrement diysun chemin @ussi
ne comporte de boucle, alors le langage reconnu par I'auteneat fini.

Commencons par un exemple : On coeselun automate (boaén), d’ensemble dtats(Q) et
dont les transitions sorétiqueées par un alphabet. Cet automate, via la correspondance
(graphes— matrices) peuétre vu comme un triplet/, 7',M ) avec:

e Un vecteur d’entrée [ € k1*9
e Une famille de matrices de transition M : A — k@%@
e Un vecteur de sortie T € k@*1

Dans les automates usuels, les scalaires sont pris {dahs Si on consiére ces nombres
comme des entiers naturels, l&@ationw — M (w)T donne le nombre de cheminsussis.
Une expression rationnelle du comportement de I'aurontateafit compte des multipliés)
résulte du calcul suivant

> (IMw)T)yw=1(Y_ Mw)w)T =I(Id,— Y _ M(a)a)™'T

wEX* wEX* a€Xx
si on noteMy, = Y v M(a)a, on aMy, = (Id, — Y ,.x, M(a)a)~'. C'est la matrice dont
I'entrée d’adresséi,j) est la somme

Z (nb de chemins i — j d’étiquette w)w

w=(30)
o= (fo 0 )

il est facile de voir que lesésies assoéies sont sans multipliét(i.e. pour(i,j) etw donrés il
existe au plus un cheminé&tiquettew), mais ce n’est pas le cas pour

Qz—(Z j)

QL = (a+ aa*d)*  (a+ aa*b)a*a
7 \a*b(a+ aa*b)*  (a+ ba*a)*

w étiquette
un chemin de 7 vers j

par exemple la matrice

a pourétoile

qui a pourétoile

Exercice 4.3 1) Dessiner les automates (sans vecteurs dé&nét sortie) assoes aux matrices
Ms,Qs.

2) a) Montrer, en utilisant un raisonnement sur les chemarssdun graphé&tiqueé convenable,
que pour deux lettres, on@ + b)* = (a*b)a* (Elimination de Lazard moridale).

b) Appliquer cette ident pour trouver une autre forme de + aa*b)*.

c) Montrer quea*aa* = a5 = 3,5, na”.

21



d) Si un mot ne se termine pas garsa multiplicié dans(a*aa*b)* est nulle, mais s’il Scrit

w = a"ba"b---a"b, on a(w,(a*aa*b)*) = ny + ns + - - - ng. En céduire le éveloppement
(i.e. les multiplicies des mots) de*aa*b)*a*, puis des 4 coefficients de la matrigg..

3) a) Soit I'alphabet quatre lettres> = {ay1,a12,a91,a22 }, montrer directement en raisonnant

) a a
surles chemins, que&l= | ' "? Jona
Q21 Q22
Aqy Aqia120;
G" = * A A 205 Ay = (@11 + a12a59a91)", Ago = (age + ag1a7,012)"
A99U21111 22

b) Expliquer en quoi ces formules fournissent un algoritip@emettant de calculer &toile de
toute matrice deéries propres.

Exemple 4.4 Soit L,, le langage fini forrd@ des mot tels quejw|, + 2|w|, = n.

a) Ecrire les premiers termeky,L,Ls - - -.

b) Calculer|L, | & I'aide d’'une ecurrence simple.

c) Montrer queSG = Y, |L,[t" = (t + t*)* = ——4.

d) Faire le lien avec le nombre de pavages d’un rectarigien par des dominog x 1 ([?] pp
321) comment coder les pavages,desinérer, les @rérer.

e)A I'aide des @calages, former 'automate qui reconnait lere S.

On a un analogue parfait de ce qui se passe pour les ratiqroetds. Plus pecigment :

Exercice 4.5 A) On consié@re les arbred — 2 qui sont les arbres 1 ou deux fils.

A chaque arbrd — 2, dont les noeuds internes sont ségrpar "+” s'ils ont deux fils et O~
s’ils en ont un on fait correspondre une fraction (i.e. Smraluation avec les feuilles eb)
donrée par la egle ecursive

1
ev(A)
montrer que I'ensemble des valeurs obtenueg)éstEst-ce que la re@rsentation est unique ?
Est-ce qu’elle englobe les fractions continues ? Commeiteniser les arbres qui les donnent?
B) On consiére les gries sur un alphabet (i.e. fonctionsA* — k ou k est un semi-anneau
(i.e. suffisant pour faire la calcul matriciel).
a) Montrer que les conditions suivantes séqtiivalentes::
i) La série S est I'evaluation d’'une expression rationnelle.
i) La série S est combinaison ligaire d’'un ensemble dégess;,5,, - - - S,, qui est (lireairement)
stable par @calages soit

(Vz € A)(Vi € [Ln])(a™'Si= Y piy(x)S,

0<j<n

ev(e) = 1; ev((A1,A2)) = ev((A1) + ev(Ay); ev((A)) =

iii) Il existe A € K" 1 : A — K™ " v € K" tels que pour touty € A*, (S,w) = Au(w)y
(ou u() denote encore I'extention gea A*).

Lorsque I'on a une parti& € A*, on peut se demander:

Quel est le langagé(X) engende parX ?

c’'est a dire les suites finies d’instructions (i.e. le sous-nidacengend¥). On aL(X) =
Y .0 X™ a coefficients dan®. La meéme somme coefficients dan®l contient plus d'in-
formations (soit le nombre de fagons d’obtemicomme produit de facteurs daig.
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Automates. Automatea multiplicite (notion de cat). Comportement d’un automateérges
(exemples), rationnelles.

Passage SGO©-> Aut «+ EXp. rat.

Exemples d&N et Z automates.

Seéries greratrices (rationnelles -arbres de Fibonacci- et nonmagtes -arbres binaires, che-
mins de Dyck-). Rsolution des prerares ecurrences,&alage ef\. Complexieé du comptage
des boucles. Arbres— 2.

4.3 Series

4.3.1 Exemple: Comportement d'un automate

4.3.2 Ofgerations sur les €ries

4.3.3 Lien avec les grammaires et les structures de doaas
4.3.4 Enumeration

4.3.5 Rudiments de Calcul Modulaire
5 Annexes

5.1 Fonctions @nératrices

On a utilie, tout au long de ce cours, la notion fd@ction grératrice Une telle fonction se
présente sous la forme d’un “polgme infini”

Z an2" (37)

nel

ou I ¢ N est un ensemble d’indices entiers (souvent expnoar des contraintes). On calcule
avec de la rame fagonn qu’avec les polgmes.

Exemple 5.1 Voici plusieurs exemples

= > ren Forp1 2% = Zkfﬁz] F;,2* (SG des Fibonacci impairs)

= Y en Fonz?* = Zé%?z] F,.2* (SG des Fibonacci pairs)

n n
"ﬂL:ZkEN(k)Zk:ZL“Eﬁ(k)Zk

n
_Sk:ZneN(k)zk

— etc...

5.2 Une variable
5.3 Application au calcul de complexié

5.4 Plusieurs variables
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6 TD etTP (E. Laugerotte & J-P. Dubernard)
MI-MIM TD1 Calcul Formel 2002/2003

Exercice 1 On consi@re les expressions aritl@tiques suivantes :
o vk (y+2)*(—2)
o 2xx/yx* 2t
e s A(yAz)
1) Construire les arbres assesi CF
2) A l'aide des fonctionsvhattype, nops op de Maple, confirmer et erédluire les types.

3) A l'aide de la fonctionsubsde Maple, remplacer par2  z1 + 22 dans les expressions
préccdentes.

Exercice 2 A l'aide des fonctionsvhattype, nops op de Maple, donner I'arbre et le type
assoc@a22/7 eta32.6789.

Exercice 3 (Suite de Fibonacci) Soit(F,,) la suite @finie par

FO = 07
F =1,
Fn+2 — FTL+1 + Fn Vn € N

1) Ecrire une proedure écursive Maple efficace calculaf,.

2) CalculerF,, en fonction den. Pouvez-vous enatluire une nouvelle prédure ? Est-elle
plus performante ?

3) Montrer que, pour tout entier,
e O
4) Montrer que, pour tout entier,
Foim =FnFo+ FraF,

puis en @duire que
pgcd £, Frn) = Fpgedin,m)-

Exercice 3 (Algorithme d’Euclide)
1) Ecrire une proédure Maple rendant le PGCD de deux nombres entiers natueels

2) Ensupposant connu leégbreme de Dirichlet qui dit que la probabéipour que deux entiers
positifsu etv soient premiers est dﬁz écrire une proedure qui calcule efficacement le PGCD
de plusieurs entiers.

Exercice 4 (Theoreme de Lane) On suppose que etb sont deux entiers naturels tels que
a>b>0.

1) Sil'algorithme d’Euclide demande itérations pour le calcul du PGCD deet b, montrer
quea > F,, o etb > F, ;. Combieny a-t-il d'i€rations sk = F,, ;o etb = F,, ;1 ?
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2) Avec les némes hypoteses qu’er), montrer que

logyo v/5(a + 1)

n+2<
logyo @

et
1Oglo \/E(b + 1)

logyg ¢
ol ¢ est le nombre d'or i.e la racine positive déduationX? — X — 1 = 0.
3) Sin estle nombre de chiffresedimaux d’un entieb positif, montrer que

n+1<

lOglo ¢

{loglo V5(b + 1)J <5pil,

4) Sin estle nombre d’#rations de I'algorithme d’Euclide pour> b > 0, montrer que
n <5 ([loggb) +1).

En deéduire la complexé de I'algorithme d’Euclide.
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Ml CALCUL FORMEL 2002/03

Travaux Pratiques 1 - Opérations sur les entiers

Manipulations 1 Taper, noter lesasultats affices et comprendre...

>22/7;
>evalf(%);
>a:=23/7,
>evalf(a,500);
>18/12;

>?igcd
>igcd(456,752);

Manipulations 2 Idem.

>sum(i,i=1..n);

>factor(%);

>sum(i"2,i=1..n);

>factor(%);

Exercice 1

1) Calculer la forme factorise de la sommg_"" | 3.
2) Chercher le mode d’emploi de I'instructidength

3) Donner le nombre de chiffres g€ i”.

(2

Exercice 2
1) Calculer 100!.
2) Donner le nombre de chiffres de 100!.

3) Donner les 50 prersres @cimales der.

Exercice 3
1) Calculer (ou programmer) la somnig = >/, %
2) Exprimer de fagcon exacte puis de facon appe$y, Sog, Si0, S1000 €t:S1000000-

Exercice 4
1) Trouver la &ecomposition en facteurs premiersd3#§6543210123456789.

2) Calculer le nombre de diviseurs.
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Travaux Pratiques 2 - L'algorithme d’Euclide

Manipulations d’ensembles Tapez les ordres suivants et observez égonses.
>A:={1,3,5,7,9};

>B:={0,2,4,6,8};

>C:={seq(2 =*1i,i=0..9)};

>DD:=A union B;

>X:=A intersect C;

>Y:=C minus B;

Exercice 1 Soit S I'ensemble des entiers strictementéariEursa 100. Soient4, B et C' les
sous-ensembles derespectivement multiples de 2, de 3 et de 5. On fote compementaire
de la partieX de S et on cfinit 'opérationA parXAY = (X NY) U (Y N X)

1) Déterminerf AAB) N (AAC).
2) DéterminerAA(B N C).
3) A-t-on (AAB) N (AAC) C AA(BN(C)?

Exercice 2

1) Ecrire une proedure Maple rendant le premier (resp. dern@@ment d’'une liste.

2) Ecrire une proedure Maple rendant la liste pée de son premier (resp. derniéf@ment.
3) Ecrire une procedure Mapléalisant la fusion de deux listes.

4) Ecrire une proédure Maple rendant une liste “miroir” de L.

Exercice 3 Les nombres de Mersenne sont de la fothig= 2P — 1 avecp premier.
1) Ecrire les nombres de Mersenne pput 31.

2) Parmi eux, quels sont ceux qui sont premiers?

3) Décomposer les autres en facteurs premiers et trouver lissuts.

Exercice 4 Soitp un nombre premiefp > 5). On c&finit la somme

1) CalculersSs, S7, Sag sous forme de fraction ieductible.

2) Donner le reste de la division du nénateur de5, parp? pour les trois valeurs deprécedentes.
3) Calculer le reste de la division du némateur deS, parp? pour toutp premier dans I'en-
semble{2,...,100}.

Exercice 5

1) Ecrire une proéedure qui calcule le PGCD de deux entiers.

2) Ecrire une proedure qui calcule le PGCD de plusieurs entiers sachant quebalpilitt pour
que deux entiers positits etv soient premiers est d%

3) Ecrire une proedure qui calcule le PPMC de plusieurs entiers.



Travaux Pratiques 3 - Representation graphique

Il'y a trois types d’objets Maple que I'on peut régenter graphiquement :

e une expression
>P:=x"3-3 *XxX2+x+1;
>plot(P,x=-5..5,-3..3);

e une fonction
>f.=x->if x=0 then 1 else sin(x)/x fi;
>plot(f,-3 *Pi..3  *Pi);

e une ligne polygonale
>L:=[[1,1],[3,4],[1,3].[-1,5]];
>plot(L);

On peut repgsenteégalement une famillgy,,) de fonctions (respectivement d’expressions) :
>g:=n->n *exp(X)+X;

>famille:={seq(g(n),n=0..10)};

>plot(famille,x=-5..5,y=-5..5);

Exercice 1 Repgsenter la fonctiorf définie parf(x) = xsinx dans les featres suivantes
[-10,10,-10,10] et [-500,500,-500,500].

Exercice 2 Repgsenter la suite de fonctiorig,) définie parf,(z) = nz/(1 + n*z*) pourn
variant de (a 10 dans la fegtre [0,2,0,10].

Exercice 3 Repésenter sur un &me graphique la fonctiofi(z) = e” et la suite de fonctions
(f,) pourn € {0,...,10} définie parf,(z) = >_;_, =" /k!. Reprendre le @me travail avec la
fonction f(z) = — In(1 — z) et la suite de fonctionéf,,) définie parf,(z) = >_,_, 2" /k.

Exercice 4 Etant donie une fonction nuariquef, un reela et un entiem, on veut obtenir la
liste

Ly, = [[uo,0],[wo,ur ], [wr,uq ], [ur,us), - o [tn—1,tn], [t 0]

avec
Up = a,
Upt1 = f(un), YneN.
1) Déterminer cette liste quantiz) = 1/2(2* + 1), a = 1/2 etn = 4. Repésenter, si possible
sur un néme graphique, la courbe dela droitey = x et la liste L.

2) Ecrire une proedure Maple qui admet une fonctignun réela et un indicen, et qui construit
la liste L,,. Repésenter sur un &me graphique, la courbe dela droitey = z et la liste L,
aveca = 1.2 etn = 15.

3) Ecrire une proedure Maple qui “automatise” cetétude graphique.



4) Etudier graphiquement les suitesfithies par les&currences

Ug = 1
Upt1 = 2Up /(1 +up) —In(1 4+ u,) VneN
Ug = 1

Upr1 =2(1 —e™™) VneN

Uy = 3.9
Upy1 = 2¢/4 —u, VneN
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Travaux Pratiques 4 - Nombres aéatoires

Exercice 1 Ecrire une proédure qui calcule les premiers termes de la suite obtenue par
la méthode MSM connaissant la graine et le nombre maximum dérehitlans Ecriture
decimale. Quel nombre suitt10101010 et 3792 dans la rdthode MSM ? Donner les premiers
termes si la graine e8845678 et le nombre maximum de chiffres dst

Exercice 2 On consi@re un @rérateur dona par:

U = ¢
ui = f(ui—1) [m] (i > 0)

1) Ecrire une proédure calculant le Bime terme de la suite connaissanf etm.
2) Montrer que la suite est ultimemerénodique.

3) Soit/(n) la plus grande puissance ggui est plus petite oggalean. Montrer qu'il existe
un entiern > 0 tel quew,, = uym)—1- Ecrire un algorithme (I'algorithme de Brent) qui calcule
les differents paragetres de la suite ultimemenépodique.Evaluer I'efficacié du gerérateur
de nombres &latoires de Maple puis celui du langage C qui est éqyar :

U, = 1103515245 x u,_1 + 12345 [2°'] (n > 0).

4) Soit le gerérateura deux pas éfini par :

Up = 9o
U = G1
up = f(ui—1,ui2) [m] (i > 1)

Quelle transformation faut-il faire pour appliquer I'atbme de Brent? @réraliser aux §rérateurs
an pas.
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Calcul Formel 2002/2003

Exercice 1Donner des formes closes de foncticgngratrice ordinaire et exponentielle de la
suite2,5,13,35,...,2" + 3", .. ..

Exercice 2Pavage d’'un rectanglex n

1. Quel est le nombréd;, de facons de recouvrir eetement un rectangte x n avec des do-
minos2 x 1? Nous supposerons que les dominos sont tous identiques segle compte leur
orientation (verticale ou horizontale).

2. Un collectionneur excentrique agfe des pavagesx n par des dominos au prix de 4 euros
le domino vertical et 1 euro le domino horizontal;, Combien @epes valent exactement
euros?

Exercice 3Résoudre les relations deaurrence suivantes par l@&thode des fonctionggératrices :
1 { Fy=0,F =1,
| F,=F,_1+ F,_5sinon
2 Uo = U1 - 1,
"1 U,=4U,_1 — 4U,_5 +n — 1 sinon
3.Yn > 22U, =3U,_1 — U,_»
4.Nn > 2.U, = AU,_1 — AU, _,
5 { Up=1U,=0,
"\ U,=3U,_1 —2U, 2+ n/2" sinon

Exercice 4Résouder les relations deaurrence simultaées

UQ = 1,U1 =0etVn 2 2,Un = Un = 2Vn71 + Un,Q
% = 0,‘/1 = D10 etVn > 2,Vn =U,=U,-1+U,_2

Exercice 50n suppose que la dee d’un point dans le code morse est de 2amie temps et
celle d'un trait de 3 unés. Determiner la fonction grératrice des mots du code morse selon
leur duge

Exercice 6Nombres de Stirling de deuxine espce

k
4
sembles). Par exempl{, 9 } =T.

Soit{ " } Ir nombre de fagons de partitionnet] = {1,2,...,n} enk classes (ou sous en-

, . ., n
1. Déterminer uneécurrence sur le 3

2. En déduire une expression d#,(z) = ) { Z } puis de{ Z }

Exercice 7Dans le “prob&éme du collectionneur de coupons”, imaginons que nous \anslr
avoir la collection complete desphotos des stars de @ma. A chaque achat d’'unei®de
céreales, on obtient une de ces photos qui peut biedtse une que I'on a&a.

Soitp, la probalie d’obtenir emm achats exactement la collection cogtgl.
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1. Montrer que

2.Soitp(z) = ), d,2™. Montrer que

(d —1)la?
(d—z)(d—2z)---(d—(d—1)x)

p(x) =

Exercice 8SoitT" un arbre binaire complét2n + 1 sommets. On conside

E= Y prof(x),
« feuille
I= > prof()

= Sommet interne
Trouver une relation entr®, I etn et la cemontrer.

Exercice 9SoientC;, le nombre d’arbres binaires complets ayant+ 1 sommets eC(x) la
fonction ¢gerératrice de ces arbres selon le nombre de sommets.

C(z) = Z Cpa".
n>0
1. Déterminer uneé&currence sur leg,,.
2. En utilisant le ésultat pecddent, trouver unéquation fonctionnelle pour(z) et la iesoudre.
3. En céduire la valeur de€,,.

Exercice 10Le but de cet exercice estatiunerer les objet&tudies en construisant une bijec-
tion avec des mots d’'un langage.

1. Construire tous les arbres binaires complets ayant albgommets.

2. Déterminer un codage de ces arbres par des mots construliasoabet{z z}.

3. Calculer le codage des arbres construits en 1.

4. Carackriser le langage enger@par ces mots etederminer la grammaire afprique corres-
pondante.

5. En ceduire uneequation fonctionnelle et l&soudre.

6. En utilisant Iequation fonctionnelle&ermiree en 4.gcrire un programme Maple calculant
lesp premiers termes d€(x).

Exercice 11Apres avoir fait une diée auxéleves de sa classe, un instituteur redistribue les
copies. On noté,, le nombre de fagons de distribuer les copies de fagom qu’auculeve ne
recoive sa propre copie.

1. Calculerby b, etbs.

2. Montrer que I'on a la relatioh,, = (n — 1)(b,,—1 + b,—2), pourn > 2.

3. Etablir la relatior,, — b,_1 = (—1)", pourn > 2.

4.0n pose), = 1 et on c.finit la €rie gerératrice exponentielle par

BESS b’;j".

n>0
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Montrer queb(z) =

1—2z
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