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Ïðåäèñëîâèå ê ëåòíåé øêîëå 2020

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçäàòî÷íûå ìàòåðèàëû ëåòíåé øêîëû ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ¾Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå 2020¿. Î å¼ öåëÿõ è çàäà÷àõ áóäåò
ïîäðîáíî ðàññêàçàíî âî Âñòóïèòåëüíîì ñëîâå íèæå, çäåñü æå ìû î÷åðòèì ñòðóêòóðó
çàíÿòèé, à òàêæå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè, ïðèñóùèå øêîëå â 2020 ãîäó ïî ïðè÷èíå
êîðîíàêðèçèñà.

Òðàäèöèîííî ïðîãðàììà øêîëû âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå òðè âèäà äåÿòåëüíîñòè.

1. Ïðîñìîòð âèäåîëåêöèé. Êàæäûé ó÷àñòíèê äåëàåò ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî â ñîá-
ñòâåííîì ðèòìå, â çàâèñèìîñòè îò ñâîèõ ïîòðåáíîñòåé è ïðèâû÷åê. Ïîëíûé ñïèñîê
âèäåîëåêöèé 2020 ãîäà ïðèâåä¼í â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå. Îáú¼ì ïðåäëàãàåìî-
ãî âèäåîìàòåðèàëà äîâîëüíî áîëüøîé � â 2020 ãîäó äàæå ñ ó÷¼òîì ðåêîìåíäîâàí-
íîé ñêîðîñòè âîñïðîèçâåäåíèÿ îí ñîñòàâëÿë îêîëî 10 ÷àñîâ. Ïîýòîìó â èäåàëå ìû
áû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäîâàëè ïîòåíöèàëüíûì ó÷àñòíèêàì øêîëû íà÷àòü ïðîðà-
áàòûâàòü åãî çàðàíåå, õîòÿ áû çà äâå-òðè íåäåëè äî ñòàðòà øêîëû. Ýòî ïîçâîëèëî
áû âî âðåìÿ çàíÿòèé ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà áîëåå äåòàëüíîì îáäóìûâàíèè ñëîæíûõ
âîïðîñîâ è íà îñìûñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷.

2. Ñåìèíàðñêèå çàíÿòèÿ. Âñå ó÷àñòíèêè øêîëû ðàñïðåäåëåíû ïî ãðóïïàì ÷èñ-
ëåííîñòüþ 5-10 ÷åëîâåê â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì òåêóùèì óðîâíåì ïîäãîòîâêè,
è ñåìèíàðû ïðîâîäÿòñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé ãðóïïû. Â 2020 ãîäó íàïîëíåííîñòü
ãðóïï ñîñòàâëÿëà 6-8 ÷åëîâåê â íà÷àëå øêîëû, à ñåìèíàðû ïðîõîäèëè â ôîðìà-
òå âèäåîêîíôåðåíöèé ïðè ïîìîùè ïëàòôîðì zoom è discord. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü
îäíîãî ñåìèíàðñêîãî çàíÿòèÿ � 1 ÷àñ 20 ìèíóò, ïîñåðåäèíå çàíÿòèÿ ïðåäóñìîòðåí
ïÿòèìèíóòíûé ïåðåðûâ.

3. Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàêòèêóì, îí æå � ïðè¼ì çàäà÷. Íà íàø âçãëÿä, ýòî íàè-
áîëåå âàæíàÿ àêòèâíîñòü øêîëû, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ â ôîðìå èíäèâèäóàëüíûõ
áåñåä ñ ñåìèíàðèñòàìè è ïðèíèìàþùèìè-âîëîíò¼ðàìè èç ÷èñëà ñòóäåíòîâ è àñïè-
ðàíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Â 2020 ãîäó äëÿ ïðè¼ìà çàäà÷ èñïîëüçîâà-
ëàñü ïëàòôîðìà discord, â ñðåäíåì íà íåãî îòâîäèëîñü ïîëòîðà ÷àñà â äåíü.

Íàì áû õîòåëîñü îñîáî ïîä÷åðêíóòü çíà÷èìîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðàêòèêóìà. Ê ñîæà-
ëåíèþ, ÷àñòî ñëó÷àåòñÿ, ÷òî ó÷àñòíèêè íåäîîöåíèâàþò ïðèíîñèìóþ èì ïîëüçó (è, êàê
íàì êàæåòñÿ, 2020 ãîä íå ñòàë èñêëþ÷åíèåì). Îäíàêî êàê ðàç ïðàêòèêóì ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíûì êàòàëèçàòîðîì ðàçâèòèÿ, ïîñêîëüêó èìåííî âî âðåìÿ âäóì÷èâîé áåñåäû ñî
ñòàðøèì òîâàðèùåì ïðèõîäèò îñîçíàíèå, êàê óñòðîåíû òå èëè èíûå àñïåêòû òåîðèè,
âîçíèêàåò âíèìàíèå ê äåòàëÿì. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íà÷èíàòü áåñåäó ñ ïðåïîäàâàòå-
ëåì ñòîèò íå òîëüêî â òîò ìîìåíò, êîãäà çàäà÷à ðåøåíà, íî è òîãäà, êîãäà óñåðäíûå
ðàçäóìèÿ íàä íåé íå äàëè ðåçóëüòàòà, à ìîçã ïîñòàâëåí â òóïèê. È óæå òåì áîëåå íåîá-
õîäèìî îáðàòèòüñÿ çà ïîìîùüþ, åñëè îùóùåíèÿ ëó÷øå âñåãî õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëîâàìè
¾íè÷åãî íå ïîíÿòíî¿.
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Îïèøåì ïîäðîáíåå ñòðóêòóðó íàñòîÿùåé áðîøþðû. Íåïîñðåäñòâåííî çà Îãëàâëåíè-
åì ñëåäóåò Âñòóïèòåëüíîå ñëîâî, èç êîòîðîãî ÷èòàòåëü â ïîäðîáíîñòÿõ óçíàåò î ïðè÷è-
íàõ âîçíèêíîâåíèÿ ëåòíåé øêîëû ¾Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå¿ è å¼ öåëÿõ è çàäà÷àõ. Äàëåå
ìîæíî íàéòè Ñïèñîê âèäåîëåêöèé 2020 ãîäà, ñíàáæ¼ííûé èíòåðàêòèâíûìè ññûëêàìè íà
âèäåî, ðàçìåù¼ííûå íà ïëàòôîðìå youtube. Íèæå äàþòñÿ çàäà÷è Âñòóïèòåëüíîãî òåñòà,
ïðåäëàãàâøåãîñÿ ó÷àñòíèêàì ïåðåä íà÷àëîì øêîëû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èõ ïî ãðóïïàì
â ñîîòâåòñòâèè ñ óðîâíåì òåêóùåé ïîäãîòîâêè. Îñíîâíîé îáú¼ì áðîøþðû ñîñòàâëÿþò
íóìåðîâàííûå ãëàâû, íàïîëíåííûå òåîðåòè÷åñêèì è ïðàêòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì, è Ìà-
òåìàòè÷åñêèé ïðàêòèêóì. Çàâåðøàþò áðîøþðó Îòâåòû è óêàçàíèÿ ê óïðàæíåíèÿì,
à òàêæå Ñïèñîê ðåêîìåíäîâàííîé ëèòåðàòóðû.

Êàæäàÿ íóìåðîâàííàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ìàòåðèàë, îòíîñÿùèéñÿ ê òîé èëè èíîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé òåìå: ëîãèêå, ìíîæåñòâàì, èíäóêöèè è ò.ä. Ïåðâàÿ ÷àñòü òàêîé ãëàâû �
òåîðåòè÷åñêàÿ è âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò ëåêöèîííûé ìàòåðèàë. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñìîòð
âèäåîëåêöèé ìîæíî äîïîëíèòü è çàêðåïèòü ÷òåíèåì òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè áðîøþðû.
Âòîðàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç çàäà÷, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îáñóæäåíèÿ íà ñåìèíàðå. Ìû íå
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ýòè çàäà÷è íåïðåìåííî äîëæíû áûòü ðàçîáðàíû â õîäå ñåìèíàð-
ñêèõ çàíÿòèé. Áîëåå òîãî, ìû íå ñ÷èòàåì, ÷òî îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî èìè.
Ñêîðåå, ðå÷ü èä¼ò î ðåêîìåíäîâàííîì íàïðàâëåíèè, îò êîòîðîãî äîïóñòèìî îòñòóïàòü
â çàâèñèìîñòè îò íóæä àóäèòîðèè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷ ïî òåìå ïîäîáðàëîñü ìíî-
ãî, ÷àñòü èç íèõ ïîìå÷åíà ñïåöèàëüíûìè ñèìâîëàìè: òàê, ñèìâîëîì (T) îáîçíà÷àåòñÿ
òåõíè÷åñêàÿ çàäà÷à, à (C) � ýòî çàäà÷à, ïðåäíàçíà÷åííàÿ ê ïåðâîî÷åðåäíîìó ðàçáîðó
íà ñåìèíàðå.

Îñîáíÿêîì ñòîèò ãëàâà, ïîñâÿù¼ííàÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðàêòèêóìó. Â íåé íåò íè-
êàêîé òåîðèè, îíà ñîñòîèò èñêëþ÷èòåëüíî èç çàäà÷, ïðîáåãàþùèõ âñå çàòðîíóòûå íà
øêîëå òåìû è ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî îøèáî÷íî áûëî
áû äóìàòü, ÷òî âî âðåìÿ ïðè¼ìà çàäà÷ ó÷àñòíèêè øêîëû îáñóæäàþò ñ ïðèíèìàþùèìè
ëèøü çàäà÷è èç ýòîé ãëàâû. Ìû ïîîùðÿåì îáñóæäàòü ñ ïðèíèìàþùèìè ëþáûå èíòåðåñ-
íûå èëè âûçûâàþùèå ñòóïîð ôàêòû, áóäü òî ïîíÿòèÿ èç âèäåîëåêöèé, òåîðåòè÷åñêèå
âîïðîñû èç áðîøþðû èëè ñåìèíàðñêèå çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî â 2020 ãîäó â íåêîòîðûõ àñïåêòàõ âèäåîëåêöèè äîâîëüíî çàìåòíî îò-
ëè÷àëèñü îò òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà áðîøþðû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü
âèäåî çàïèñûâàëàñü, èñõîäÿ èç ïîòðåáíîñòåé ëåòíåé øêîëû 2019 ãîäà, à âíåñòè â íèõ
èçìåíåíèÿ â ñâÿçè ñ íåïðîñòîé ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèåé âîçìîæíîñòè íå áûëî.
Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ìàòåðèàë â áðîøþðå èçëîæåí áîëåå ïîäðîáíî. Òàêæå íåëüçÿ îáîéòè
âíèìàíèåì òîò ôàêò, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü áðîøþðû âåðñòàëàñü â óñëîâèÿõ öåéòíîòà
ïðÿìî âî âðåìÿ ðàáîòû øêîëû. Ýòèì îò÷àñòè îáúÿñíÿþòñÿ ïðèñóùèå åé íåäîñòàòêè.

Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû âûðàçèòü èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü âñåì àñïèðàíòàì
è ñîòðóäíèêàì ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè ÂØÝ è äðóãèõ ó÷ðåæäåíèé, áëàãîäàðÿ êîòî-
ðûì ïîÿâëåíèå ýòîé áðîøþðû îêàçàëîñü âîçìîæíûì. Ê ñîæàëåíèþ, ó íàñ íåò óâåðåí-
íîñòè â òîì, ÷òî ïðèâåä¼ííûé íèæå ñïèñîê ïîëîí, ñòîëü ìíîãèå çà ïðîøåäøèå òðè
ãîäà âíåñëè ñâîé âêëàä â ðàçâèòèå øêîëû. Òåì íå ìåíåå, íàì êàæåòñÿ âàæíûì ïåðå-
÷èñëèòü ïðèëîæèâøèõ ê ýòîìó ðóêó ïîèì¼ííî. Ïðåæäå âñåãî, ýòî àâòîðû îòäåëüíûõ
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ðàçäåëîâ � Ðåíàò Àáóãàëèåâ, Âëàäèñëàâ Áàëàêèðåâ, Àðèíà Âîîðõààð, Þëèÿ Ãîðãèíÿí,
Åâãåíèé Êðàñèëüíèêîâ, Àëåêñåé Êëèìåíêî, Èâàí Íèêèòèí è Àíàñòàñèÿ Øåïåëåâöåâà.
Â íå ìåíüøåé ñòåïåíè íóæíî áëàãîäàðèòü àâòîðîâ âèäåîìàòåðèàëîâ, íà îñíîâå êîòî-
ðûõ áûëà íàïèñàíà áðîøþðà, � Áîðèñà Áû÷êîâà, Àëåêñåÿ Êëèìåíêî, Ìàðèþ Ìàòóø-
êî, Äìèòðèÿ Ìèíååâà, Àíäðåÿ Ðÿáè÷åâà, Âëàäëåíà Òèìîðèíà, Àëåêñàíäðà Òèõîìèðîâà
è îñîáåííî Àëåêñàíäðà Øòåðíà, ÷üè çàïèñè ïîñëóæèëè îñíîâîé ãëàâ ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ëîãèêà¿ è ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿. Òàêæå õîòåëîñü áû ñêàçàòü ñïàñèáî âñåì òåì,
êòî ãîòîâèë ìàòåðèàëû â ïðåäûäóùèå ãîäû, çàëîæèâ òåì ñàìûì íàä¼æíûé ôóíäàìåíò
äëÿ íàøåé ðàáîòû � ýòî, ïîìèìî âûøåïåðå÷èñëåííûõ, Ðàâèëü Ãàáäóðàõìàíîâ, Âàëåí-
òèíà Êèðè÷åíêî, Êîíñòàíòèí Êîçåðåíêî, Àíäðåé Êóäèíîâ, Ãðèãîðèé Ìåðçîí, Àëåêñåé
Ïàõàðåâ è Âëàäèìèð Øàðè÷. Íàêîíåö, îñîáóþ ïðèçíàòåëüíîñòü õîòåëîñü áû âûðàçèòü
¾îòöó-îñíîâàòåëþ¿ è ðóêîâîäèòåëþ ïðåäûäóùèõ øêîë Àëåêñàíäðó Ýñòåðîâó, âäóì÷è-
âîå âíèìàíèå è êðîïîòëèâûé òðóä êîòîðîãî ïîñëóæèëè îïîðîé íå òîëüêî äëÿ íàñòîÿùåé
áðîøþðû, íî è äëÿ âñåé øêîëû ¾Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå¿ â öåëîì. Êðîìå òîãî, ìû áëàãî-
äàðíû Àðèíå Áàííèêîâîé, ñîçäàâøåé äëÿ ýòîé áðîøþðû ÿðêóþ îáëîæêó, âñåì ñòóäåí-
òàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, îêàçàâøèì íàì ïîìîùü íà äîáðîâîëüíûõ íà÷àëàõ,
à òàêæå ó÷àñòíèêàì øêîëû, âûñêàçàâøèì ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé, êîòîðûå ïîìîãóò
ñäåëàòü ëåòíþþ øêîëó, è, â ÷àñòíîñòè, ýòó áðîøþðó, ëó÷øå â áóäóùåì.

Õàéäàð Íóðëèãàðååâ,
23 ñåíòÿáðÿ 2020 ãîäà.
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Äàâíî çàìå÷åíî, ÷òî â íà÷àëå îáó÷åíèÿ ïåðâîêóðñíèêè, ïî íåçàâèñÿùèì îò íèõ ïðè-
÷èíàì, èìåþò î÷åíü ðàçíûé óðîâåíü ïîäãîòîâêè. Âî ìíîãîì ýòî îáóñëîâëåíî òåì ôàê-
òîì, ÷òî ìåæäó ëþáîé óíèâåðñèòåòñêîé ïðîãðàììîé ïî ñïåöèàëüíîñòè Ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ Ìàòåìàòèêà è íûíåøíåé øêîëüíîé ïðîãðàììîé ëåæèò ¾íè÷åéíàÿ çåìëÿ¿. Ê íåé
îòíîñÿòñÿ, ïðåæäå âñåãî, êëàññè÷åñêèå òåìû òàê íàçûâàåìîé ¾îëèìïèàäíîé ìàòåìà-
òèêè¿ � èíäóêöèÿ, êîìáèíàòîðèêà, äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë, ìíîãî÷ëåíû è íåêîòîðûå
àñïåêòû ãåîìåòðèè. Îäíàêî ìû áû ïðè÷èñëèëè ê íåé òàêæå íà÷àëà àíàëèçà è ëîãèêè,
òàêèå êàê ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ è áàçîâûå ôàêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîñòðîåíèþ äåéñòâè-
òåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷åííîìó âûøå êðóãó âîïðîñîâ, íà íàø âçãëÿä,
âî ìíîãèõ øêîëàõ óäåëÿþò íåäîñòàòî÷íîå âíèìàíèå. Îäíàêî âîçìîæíîñòè çàäåðæàòü-
ñÿ íà íèõ ïîäîëüøå íà ïåðâîì êóðñå îáû÷íî íåò: ïðè ãëóáîêîì è âäóì÷èâîì ïîäõîäå
ýòî çàíÿëî áû ñëèøêîì ìíîãî âðåìåíè. Òàê, â âåäóùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ íà
îñâîåíèå ïîäîáíîé ïðîãðàììû îáû÷íî âûäåëÿåòñÿ îò òð¼õ äî ïÿòè ëåò ([6],[7], [9], [18]).
Íå ìåíüøå âðåìåíè òðàòèò íà ðåøåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ è øêîëüíèê, âëèâøèéñÿ
â îëèìïèàäíîå äâèæåíèå è ïðîõîäÿùèé ïóòü îò âå÷åðíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ äî
âûåçäíûõ øêîë è ñáîðîâ ([5], [10], [12]). Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè, íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî
èñïîëüçóþùàÿñÿ â ðÿäå ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë ñèñòåìà Êîíñòàíòèíîâà ïðåäïîëàãàåò íå
òîëüêî íàñûùåííóþ ïðàêòè÷åñêóþ ÷àñòü, íî è ¾ïåðåîòêðûòèå¿ øêîëüíèêîì òåîðèè,
êîòîðàÿ òàêæå äà¼òñÿ â âèäå çàäà÷. Ýòî æå â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
îëèìïèàäûõ êðóæêîâ, õîòÿ îíè è íå âñåãäà ïðåòåíäóþò íà ñòîëü æå ôóíäàìåíòàëüíûé
ïîäõîä ê îáðàçîâàíèþ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íèâåëèðîâàòü ðàçíèöó â èñõîäíûõ ïîçèöèÿõ àáèòóðèåíòîâ è ïî-
ìî÷ü âñåì æåëàþùèì îñâîèòü âûøåóïîìÿíóòóþ ¾íè÷åéíóþ çåìëþ¿, íà÷èíàÿ ñ 2018
ãîäà ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Âûñøåé Øêîëû Ýêîíîìèêè ïðîâîäèò ëåòíþþ øêîëó
¾Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå¿. Áûëî áû íàèâíî äóìàòü, ÷òî çà äâå íåäåëè ìîæíî ïîëíîöåííî
îñâîèòü ìàòåðèàë, íà êîòîðûé â ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ òðàòÿò òðè ãîäà. Ê ñ÷àñòüþ,
â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðå÷ü íå èä¼ò îá îñâîåíèè ñ íóëÿ. Ïî÷òè âñåãäà
ïîñòóïàþùèå íà ôàêóëüòåò àáèòóðèåíòû óæå çíàêîìû ñ òåìè èëè èíûìè àñïåêòàìè
ïðîãðàììû, à ïîòîìó èìååò ñìûñë ãîâîðèòü, ñêîðåå, î âîñïîëíåíèè ëàêóí â óæå ñó-
ùåñòâóþùèõ ïîçíàíèÿõ è ôîðìèðîâàíèè öåëîñòíîé êàðòèíû ìèðà. Íå ìåíåå âàæíûìè
âèäÿòñÿ è äðóãèå öåëè ëåòíåé øêîëû. Ïî çàìûñëó ñîçäàòåëåé äâóõíåäåëüíûé èíòåíñèâ
äîëæåí ïîçâîëèòü àáèòóðèåíòàì çàðàíåå ïî÷óâñòâîâàòü, ÷òî èõ æä¼ò âî âðåìÿ îáó÷åíèÿ
íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå, è âòÿíóòüñÿ â ó÷åáíûé ïðîöåññ åù¼ äî íà÷àëà ó÷åáíîãî
ãîäà. Òàêæå íåëüçÿ íåäîîöåíèâàòü ðîëü çíàêîìñòâà ñ êîëëåêòèâîì. Â óñëîâèÿõ, êîãäà
îëèìïèàäíèêè è âûïóñêíèêè ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë óæå äàâíî âàðÿòñÿ â îïðåäåë¼ííîé
ñðåäå è çíàêîìû ñ ÷àñòüþ ïðåïîäàâàòåëåé, àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ åù¼
äî ïîñòóïëåíèÿ íà ôàêóëüòåò, ÷åëîâåê èçâíå ìîæåò ÷óâñòâîâàòü ñåáÿ åñëè íå ïîñòî-
ðîííèì, òî ïî êðàéíåé ìåðå ¾áåäíûì ðîäñòâåííèêîì¿. Ïîýòîìó íàì êàæåòñÿ êðàéíå
âàæíûì îáåñïå÷èòü äëÿ âíîâü ïðèíÿòîãî ñòóäåíòà áåçáîëåçíåííóþ àäàïòàöèþ íà íî-
âîì ìåñòå. Ïðåäóñìîòðåííûå ëåòíåé øêîëîé àêòèâíîñòè � ëåêöèè, ñåìèíàðû è îñîáåííî
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ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàêòèêóì, ïðåäïîëàãàþùèé èíäèâèäóàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñî ñòàð-
øåêóðñíèêàìè èëè àñïèðàíòàìè, ïðèíèìàþùèìè çàäà÷è, � îò÷àñòè âûïîëíÿþò è ýòó
ôóíêöèþ òîæå.

Îñîáî îòìåòèì íåîáõîäèìîå, íà íàø âçãëÿä, èñêëþ÷åíèå èç ïðîöåññà ëåòíåé øêîëû
ñîðåâíîâàòåëüíûõ è îöåíî÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ñáîð èíôîðìàöèè î çà÷ò¼ííûõ çàäà÷àõ
åñëè è âåä¼òñÿ, òî ëèøü ñ öåëüþ àíàëèçà ïîäà÷è ìàòåðèàëà è äàëüíåéøåãî åãî ñîâåð-
øåíñòâîâàíèÿ. Òî÷íî òàê æå ôèíàëüíûå êîíòðîëüíûå ðàáîòû, â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè
ïðîâîäÿòñÿ, ñëóæàò, ïðåæäå âñåãî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, íàñêîëüêî ëåòíÿÿ øêîëà
óäàëàñü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû íå ìîæåì îòðèöàòü òîãî ôàêòà, ÷òî è äëÿ ó÷àñòíèêîâ
øêîëû ôèíàëüíàÿ ðàáîòà ìîæåò èìåòü íåñîìíåííûé èíòåðåñ: ñ å¼ ïîìîùüþ ïîñëåäíèå
ìîãóò îïðåäåëèòü, ÷åìó èì óäàëîñü íàó÷èòüñÿ íà øêîëå, à êàêèì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè
èìååò ñìûñë óäåëèòü äîïîëíèòåëüíîå âíèìàíèå â áóäóùåì. Â êîíå÷íîì èòîãå ðåàëüíûé
ñìûñë äëÿ êàæäîãî èìååò ëèøü ñðàâíåíèå ñ ñàìèì ñîáîé â÷åðàøíèì, è åñëè øêîëà
¾Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå¿ ïîìîæåò êîìó-òî ñòàòü ÷óòî÷êó ëó÷øå è õîòü íåìíîãî ïðèáëè-
çèòüñÿ ê ñâîåé öåëè, òî ìû óæå ñ óâåðåííîñòüþ ñìîæåì ñêàçàòü, ÷òî íàøà ðàáîòà áûëà
âûïîëíåíà íå çðÿ.

Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íåâîçìîæíîñòü íàâåðñòàòü ñòîëü îá-
øèðíûé ìàòåðèàë çà äâå íåäåëè � ýòî íå ïîâîä îò÷àèâàòüñÿ. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî çà
âðåìÿ îáó÷åíèÿ íà áàêàëàâðèàòå ïî ñïåöèàëüíîñòè Ôóíäàìåíòàëüíàÿ Ìàòåìàòèêà ðàç-
íèöà ìåæäó ìíîãîîïûòíûìè îëèìïèàäíèêàìè è íåèñêóø¼ííûìè àáèòóðèåíòàìè ñòèðà-
åòñÿ. Âî ìíîãîì ýòî ïðîèñõîäèò çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî ïî èíòåíñèâíîñòè ïîãðóæåíèÿ â íàóêó
÷åòûðå ãîäà áàêàëàâðèàòà çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò ÷åòûðå ãîäà â ìàòåìàòè÷åñêîé øêî-
ëå. Ýòî æå ñîîáðàæåíèå äîëæíî ñòàòü ïðåäîñòåðåæåíèåì äëÿ âûïóñêíèêîâ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ êëàññîâ: âïå÷àòëåíèå âñåçíàíèÿ îáìàí÷èâî, à ñîáëàçí ïî÷èâàòü íà ëàâðàõ êîãî-òî
ðàíüøå, êîãî-òî ïîçæå íåèçáåæíî ïðèâåä¼ò ê ïå÷àëüíîìó ôèíàëó. Â êîíå÷íîì èòîãå
íà âûõîäå ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò ëèøü òî, íàñêîëüêî ñòóäåíò óâëå÷¼í ìàòåìàòèêîé
è êàê ìíîãî âðåìåíè îí óäåëÿåò ó÷¼áå. Ïðè ýòîì ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå â äîñòèæå-
íèè ðåçóëüòàòà èìååò ïîòðà÷åííîå âðåìÿ, à êëþ÷åâîé ñîñòàâëÿþùåé óñïåõà ÿâëÿþòñÿ
ìîòèâàöèÿ è ëþáîâü ê äåëó. Íàì ñëîæíî ïðåäñòàâèòü ïåðâîå áåç âòîðîãî, è ìû áû î÷åíü
íå ðåêîìåíäîâàëè çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé ïðîôåññèîíàëüíî ëþäÿì, êîòîðûå íå ïîëó-
÷àþò îò ýòîãî óäîâîëüñòâèÿ, ïîñêîëüêó ýòî âåñüìà òðóäîçàòðàòíàÿ è íåïðîñòàÿ äåÿòåëü-
íîñòü. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ïðîöåññå ó÷¼áû ñòóäåíò ïîéì¼ò, ÷òî ìàòåìàòèêà íå ïðèíîñèò
åìó óäîâîëüñòâèÿ, è ïåðåâåä¼òñÿ íà äðóãîé, áîëåå ïðèâëåêàþùèé åãî ôàêóëüòåò, � ýòî
òîæå óñïåõ. Âåäü ÷åì ðàíüøå ÷åëîâåê îñîçíàåò, ÷åì èìåííî îí õîòåë áû çàíèìàòüñÿ ïî
æèçíè (èëè, õîòÿ áû, ÷åì çàíèìàòüñÿ òî÷íî íå õîòåë áû), òåì áîëüøå âðåìåíè ó íåãî
áóäåò íà ñàìîðåàëèçàöèþ è èñïîëíåíèå çàâåòíûõ æåëàíèé, è òåì ñ÷àñòëèâåå â êîíå÷íîì
ñ÷¼òå îí áóäåò.
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Îñíîâíûå âèäåîìàòåðèàëû.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (Àëåêñàíäð Øòåðí)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.25.

2. Ìíîæåñòâà (Âëàäëåí Òèìîðèí)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.25.

3. Îòîáðàæåíèÿ (Âëàäëåí Òèìîðèí)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.25.

4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ (Àëåêñàíäð Øòåðí)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.25.

5. Äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë � 1 (Áîðèñ Áû÷êîâ)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.25.

6. Äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë � 2 (Äìèòðèé Ìèíååâ)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.

7. Êîìáèíàòîðèêà (Àíäðåé Ðÿáè÷åâ)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.5.

8. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ (Äìèòðèé Ìèíååâ)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.

9. Ñðàâíåíèÿ (Ìàðèÿ Ìàòóøêî)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.5.

10. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (Àëåêñåé Êëèìåíêî)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.5.

11. Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè è âåêòîðû (Àëåêñàíäð Òèõîìèðîâ)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.75.

12. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà (Àëåêñàíäð Òèõîìèðîâ)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.75.

https://www.youtube.com/playlist?list=PLq3E5oubNNoBMfFTH34iKvoispyHa7wWP
https://www.youtube.com/watch?v=c8S-XO8rWmY&feature=youtu.be
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLq3E5oubNNoCkx2NUPoF8UjGvhp9Djhtf
https://www.youtube.com/playlist?list=PLq3E5oubNNoC_Mx56p0ObdZfwSf_wDdN_
https://www.youtube.com/playlist?list=PLq3E5oubNNoAVji8ACMTZpvDp9-0v44AU
https://www.youtube.com/watch?v=RP7D260siRs&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/playlist?list=PLq3E5oubNNoDhr1ZzATvfLmBE1D8bVgAP
https://www.youtube.com/playlist?list=PLq3E5oubNNoDHuGgZR3lc7oxs5vWXKZUV
https://www.youtube.com/playlist?list=PLq3E5oubNNoBOZjZcOxAeBm0Vag-dSd1X
https://www.youtube.com/playlist?list=PLq3E5oubNNoB0FNo-3Hmn0LofNxHL4SJA
https://www.youtube.com/playlist?list=PLq3E5oubNNoBaaQnG8uGK1W3KoikZ14rM
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2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ � äîïîëíèòåëüíûå ìàòåðèàëû (Àëåêñàíäð Øòåðí)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.25.

3. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà � àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä (Àëåêñåé Êëèìåíêî)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.5.

4. Ìåðà: äëèíà, ïëîùàäü, îáú¼ì (Àëåêñåé Êëèìåíêî)
Ðåêîìåíäîâàííàÿ ñêîðîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ: 1.5.
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Óñëîâèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 0.1. Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà 22021 + 92019.

Çàäà÷à 0.2. Äàíû ìíîæåñòâà A = {1, 2, 3, 4} è B = {x, y, z, w}. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ
â ìíîæåñòâå A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}?
Çàäà÷à 0.3. Íàéäèòå ñóììó äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ x3 + 2x2 + 3x+ 2 = 0.

Çàäà÷à 0.4. Èìååòñÿ 3 ïàðû áðþê, 4 ðóáàøêè è 5 øëÿï. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
îäåòüñÿ?

Çàäà÷à 0.5. Ñðåäè ÷èñåë X, Y , R, S è W âûáåðèòå îáðàòíîå ê z.

X

W S

z

RY 1

Çàäà÷à 0.6. Ó ÷èñëà 2020! ïîñ÷èòàëè ñóììó öèôð, çàòåì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà òîæå
ïîñ÷èòàëè ñóììó öèôð è òàê äàëåå. Òàê ïðîäîëæàëè äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èëîñü
îäíîçíà÷íîå (ñîñòîÿùåå èç îäíîé öèôðû) ÷èñëî. Êàêîå?

Çàäà÷à 0.7. Èç ñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ ñîñòîèò ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ

{0, 17, 36, 99, 127, 144, 243, 572} è {9n | n ∈ N, 1 6 n 6 15}?

Çàäà÷à 0.8. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè x2018 ìíîãî÷ëåíà (1 + x)2020.

Çàäà÷à 0.9. Îäíà èç âåðøèí êâàäðàòà ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíîìó ÷èñëó ω. Óñòàíî-
âèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè {A,B,C} è {ω̄,−ω, iω}.

ω A

C B
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Çàäà÷à 0.10. Ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà {{1}, 0, 1, {0},∅}?
Çàäà÷à 0.11. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî 40! äåëèòñÿ íà 2n.

Çàäà÷à 0.12. Âû÷èñëèòå ñóììó C0
11 + C1

11 + C2
11 + . . .+ C10

11 + C11
11 .

Çàäà÷à 0.13. Êàêîå èç ïðèâåä¼ííûõ íèæå óòâåðæäåíèé ýêâèâàëåòíî ñëåäóþùåìó: ¾Åñ-
ëè A èñòèííî, òî B ëîæíî¿? Âàðèàíòû îòâåòà:

à) ¾Åñëè A ëîæíî, òî B èñòèííî¿.
á) ¾Åñëè B èñòèííî, òî A èñòèííî¿.
â) ¾Åñëè B èñòèííî, òî A ëîæíî¿.
ã) ¾Åñëè B ëîæíî, òî A èñòèííî¿.
ä) ¾A èñòèííî èëè B èñòèííî¿.

Çàäà÷à 0.14. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ x3+x2+x+1 = 0.

Çàäà÷à 0.15. Êàêèå èç óêàçàííûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ öåëûìè? Óêàæèòå âñå âàðèàíòû:

à)
nm − 1

n− 1
,

á)
1000!

(100!)10
,

â)
n4 + n2 + 1

n2 + n+ 1
,

ã) [log29(n
3 + 1)] + 0.01,

ä)
(1 +

√
2)n

2
+

(1−
√
2)n

2
.

Çàäà÷à 0.16. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = x150 + x+ 1 íà (x− 1).

Çàäà÷à 0.17. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ó÷åíèêîâ 8Ó êëàññà, ëþáÿùèõ ôóòáîë. Ïóñòü,
äàëåå, B � ìíîæåñòâî ó÷åíèêîâ 8Ó êëàññà, óìåþùèõ èãðàòü íà ñêðèïêå. Íàêîíåö, ïóñòü
C � ìíîæåñòâî ó÷åíèêîâ 8Ó êëàññà, ó êîòîðûõ åñòü ñåñòðà. Êàêàÿ èç ïðèâåä¼ííûõ íèæå
ôîðìóë îïèñûâàåò ìíîæåñòâî ó÷åíèêîâ 8Ó êëàññà, ó êîòîðûõ íåò ñåñòðû, íî êîòîðûå
ëþáÿò ôóòáîë è óìåþò èãðàòü íà ñêðèïêå? Âàðèàíòû îòâåòà:

à) (A \B) ∪ (B \ C).
á) (A ∩B) \ (B ∪ C).
â) (A ∩B) \ (A ∩B ∩ C).
ã) (A ∩B ∩ C) ∪ (B ∩ C).

Çàäà÷à 0.18. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îäíî÷ëåíîâ ïîëíîé ñòåïåíè d îò n ïåðåìåííûõ?

Çàäà÷à 0.19. Âûáåðåòå èç ñïèñêà âñå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ.
à) Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z âåëè÷èíà z · z̄ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé.
á) Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 3 ñ öåíòðîì â òî÷êå i ìîæíî çàäàòü êàê ìíîæåñòâî òî÷åê z,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó |z − i| = 9.
â) Åñëè p � ìíîãî÷ëåí è p(z) = i, òî è p(z̄) = i.
ã) Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z åãî êâàäðàò z2 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì.
ä) Ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîðíåé ñåäüìîé ñòåïåíè èç åäèíèöû ðàâíî åäèíèöå, à èõ ñóììà

ðàâíà ìèíóñ åäèíèöå.
å) Ïóñòü òî÷êè X, Y è Z èìåþò êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû 27− 4i, 2− 10i è −4+ 15i

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðÿìûå XY è Y Z ïåðïåíäèêóëÿðíû.
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Çàäà÷à 0.20. Ïåðå÷èñëèòå äâèæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè
äâóõ ïîâîðîòîâ. Óêàæèòå âñå ïîäõîäÿùèå âàðèàíòû.

à) Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.
á) Ïîâîðîò.
â) Îñåâàÿ ñèììåòðèÿ.
ã) Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.
ä) Ñêîëüçÿùàÿ ñèììåòðèÿ.

Çàäà÷à 0.21. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x150 + 1 íà x2 + x+ 1.

Çàäà÷à 0.22. Ïóñòü óòâåðæäåíèÿ A è C èñòèííû, à B ëîæíî. Êàêèå èç âûðàæåíèé
íèæå èñòèííû? Óêàæèòå âñå âàðèàíòû îòâåòà:

à) A→ (B ∧ C).
á) ¬(B → (A ∨ C)).
â) (¬A ∨ C) ∧ (¬B).
ã) (¬A) ∧ (¬B) ∧ C.

Çàäà÷à 0.23. Ñïðàâåäëèâû ëè ïðèâåä¼ííîå íèæå óòâåðæåíèå è åãî äîêàçàòåëüñòâî?
¾Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî åñëè òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà ìåíüøèå òðåóãîëüíèêè îò-
ðåçêàìè (íå îáÿçàòåëüíî äèàãîíàëÿìè), òî õîòÿ áû îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ
íå îñòðîóãîëüíûé. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî åñëè òðåóãîëüíèê ðàçáèò îòðåçêîì íà äâà
òðåóãîëüíèêà, òî îäèí èç íèõ íå îñòðîóãîëüíûé. Äàëåå, ïóñòü íåêîòîðûé òðåóãîëüíèê
ðàçáèò íà n ìåíüøèõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïðîâåä¼ì åù¼ îäèí îòðåçîê, ðàçáèâ îäèí èç ìà-
ëåíüêèõ òðåóãîëüíèêîâ íà äâà. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå íà (n+1) òðåóãîëüíèê, ïðè÷¼ì îäèí
èç äâóõ íîâûõ òðåóãîëüíèêîâ íå îñòðîóãîëüíûé. Ïî èíäóêöèè òåîðåìà äîêàçàíà.¿
Âàðèàíòû îòâåòà.

à) Óòâåðæäåíèå âåðíîå, äîêàçàòåëüñòâî âåðíîå.
á) Óòâåðæäåíèå âåðíîå, íî â áàçå èíäóêöèè îøèáêà.
â) Óòâåðæäåíèå âåðíîå, íî â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå îøèáêà.
ã) Óòâåðæäåíèå íåâåðíîå, îøèáêà â áàçå èíäóêöèè.
ä) Óòâåðæäåíèå íåâåðíîå, îøèáêà â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå.

Çàäà÷à 0.24. Ñðåäè n ðûöàðåé êàæäûå äâîå � ëèáî äðóçüÿ, ëèáî âðàãè. Ó êàæäîãî èç
ðûöàðåé ðîâíî òðè âðàãà, ïðè÷¼ì âðàãè åãî äðóçåé ÿâëÿþòñÿ åãî âðàãàìè. Ïðè êàêèõ n
òàêîå âîçìîæíî?

Çàäà÷à 0.25. Óðàâíåíèå z6 + z3 + 1 = 0 èìååò ðåøåíèå, àðãóìåíò êîòîðîãî ëåæèò
â ïðîìåæóòêå [π/2, π]. Íàéäèòå àðãóìåíò ýòîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 0.26. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé 200 ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ (íèêàêèå 2 íå ïàðàë-
ëåëüíû è íèêàêèå 3 íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó) äåëÿò ïëîñêîñòü?

Çàäà÷à 0.27. ×èñëî x äà¼ò îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 8, îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 11,
è îñòàòîê 12 ïðè äåëåíèè íà 15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ x?
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

1.1. Âûñêàçûâàíèÿ è ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè

Ìàòåìàòèêà � ñòðîãî äåäóêòèâíàÿ íàóêà. Íèêàêèå ññûëêè íà íàáëþäåíèÿ è îïûò
â íåé íå ïðèíèìàþòñÿ. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (î÷åíü ãðóáîì) âñå âûñêàçûâàíèÿ â ìà-
òåìàòèêå äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû èç îïðåäåëåíèé è àêñèîì ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ëî-
ãè÷åñêîãî âûâîäà. Ìû íå áóäåì ñòðîãî îáúÿñíÿòü, ÷òî ýòî çíà÷èò, íî ïîïðîáóåì îïèñàòü
íåêîòîðûå âàæíûå ýëåìåíòû, èç êîòîðûõ ýòîò âûâîä ñêëàäûâàåòñÿ. Â ìàòåìàòèêå (êàê
è âåçäå) ìû ðàáîòàåì ñ âûñêàçûâàíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Âûñêàçûâàíèå � ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, äëÿ êîòîðîãî
èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î åãî èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè.

Ïðèìåð 1.1.
• A : ¾Âñå ëåáåäè áåëûå¿;
• B : ¾5 � íå÷¼òíîå ÷èñëî¿;
• C : ¾Íüþ-Éîðê � ñòîëèöà ÑØÀ¿.

Îïðåäåëåíèå 1.2.Èìååòñÿ äâà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèÿ� ¾èñòèíà¿ (È) è ¾ëîæü¿ (Ë).
Â ðàçíûõ èñòî÷íèêàõ îíè ìîãóò îáîçíà÷àòüñÿ ïî-ðàçíîìó, íàïðèìåð: (È/Ë), (T/F),
(1/0), (⊤/⊥), è ò.ä.

Óïðàæíåíèå 1.1. Óñòàíîâèòå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ âûñêàçûâàíèé èç ïðèìåðà 1.1

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ � ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ
èç äàííûõ âûñêàçûâàíèé, ïðè êîòîðîì èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè èñõîäíûõ âûñêàçûâàíèé.

Îñíîâíûå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè:
• êîíúþíêöèÿ X ∧ Y (¾X è Y ¿) èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííû îáà

âûñêàçûâàíèÿ X, Y ;
• äèçúþíêöèÿ X ∨Y (¾X èëè Y ¿) èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííî õîòÿ

áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé X, Y ;
• îòðèöàíèå ¬X (¾íå X¿) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ëîæíî.

Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà, â åñòåñòâåííîì ÿçûêå ÷àùå èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ¾èñêëþ÷àþùåå èëè¿. Èíûìè ñëîâàìè, ãîâîðÿ ¾X èëè Y ¿,
ìû èìååì â âèäó, ÷òî èñòèííî ëèáî X, ëèáî Y , íî íèêàê íå îáà âûñêàçûâàíèÿ.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü âûñêàçûâàíèÿ X è Y òàêîâû:
X: â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD âûïîëíåíî AB ∥ CD.
Y : â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD âûïîëíåíî AD ∥ BC.

Òîãäà:
X ∧ Y : ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.
X ∨ Y : ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì èëè òðàïåöèÿ.
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Óïðàæíåíèå 1.2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïàðó âûñêàçûâàíèé.
X : n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 2;
Y : n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå 4.

×òî îçíà÷àþò âûñêàçûâàíèÿ X ∧ Y è X ∨ Y ?

1.2. Èìïëèêàöèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòü

Ïîìèìî îñíîâíûõ ñâÿçîê ¾è¿, ¾èëè¿, ¾íå¿ â ðå÷è ìû ÷àñòî èñïîëüçóåì è áîëåå
ñëîæíûå, íàïðèìåð, ñâÿçêó ¾åñëè ..., òî ... ¿. Íåñîìíåííî, â ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå òà-
êàÿ îïåðàöèÿ áûëà áû î÷åíü ïîëåçíà. Îäíàêî, çäåñü ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ
â åñòåñòâåííîì ÿçûêå èìïëèêàöèÿ ¾åñëè X, òî Y ¿ íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêîé îïåðàöè-
åé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1, òàê êàê èñòèííîñòü äàííîãî âûñêàçûâàíèÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ íå òîëüêî èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè ñàìèõ âûñêàçûâàíèé X è Y, íî è íàëè÷èåì
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè ìåæäó íèìè.

Ïîýòîìó â ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå ìû ñ÷èòàåì èìïëèêàöèþ X → Y èñòèííîé òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî âûñêàçûâàíèå Y èñòèííî, ëèáî âûñêàçûâàíèå X ëîæíî.
Ñìûñë î÷åíü ïðîñòîé: èç èñòèííîãî âûñêàçûâàíèÿ ëîæíîå íå ñëåäóåò, à âî âñåõ îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ èìïëèêàöèÿ âåðíà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Âûñêàçûâàíèÿ X è Y ýêâèâàëåíòíû (X ⇔ Y ), åñëè îíè ñëåäóþò
äðóã èç äðóãà, òî åñòü, åñëè èñòèííî âûñêàçûâàíèå (X → Y ) ∧ (Y → X).

1.3. Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû

Ìû óæå çíàåì èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, ÷òî âûñêàçûâàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç áîëåå
ïðîñòûõ ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñâÿçîê). Áîëåå òîãî, ìû óæå âèäåëè ïåð-
âûå ïðèìåðû çàïèñè âûñêàçûâàíèé â âèäå ôîðìóë � ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóêâ (íà-
ïðèìåð, ëàòèíñêîãî àëôàâèòà), ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ ¬,∧,∨,→ è ñêîáîê. Ðàçóìååòñÿ,
òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü äàëåêî íå ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêàçàííîãî âèäà.
Íàïðèìåð, íèêàêîãî ñìûñëà íå èìååò çàïèñü ¾∧)X¬¿.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ, èç êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ âñå îñòàëüíûå,
íàçûâàþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè. Èõ ìû îáîçíà÷àåì çàãëàâíûìè ëàòèí-
ñêèìè áóêâàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. âñÿêàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé;

2. åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà, òî ¬ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà;

3. åñëè ϕ è ψ � ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû, òî (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ) è (ϕ → ψ) òîæå
ÿâëÿþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ôîðìóëàìè.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó íàñ áûëà âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íî èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîïîçèöè-
îíàëüíûå ôîðìóëû, âàæíî çàôèêñèðîâàòü ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Ïðèâåä¼ì ñïèñîê ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïîðÿäêå èõ âûïîëíåíèÿ (îò íàèáîëüøåãî ïðè-
îðèòåòà ê íàèìåíüøåìó):

1. îòðèöàíèå (¬);

2. êîíúþíêöèÿ (∧);

3. äèçúþíêöèÿ (∨);

4. èìïëèêàöèÿ (→);

5. ýêâèâàëåíòíîñòü (⇔).

Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê äåéñòâèé âñåãäà ìîæíî èçìåíèòü ñêîáêàìè.

Ïðèìåð 1.3. X ∧ Y ∨ Z è X ∧ (Y ∨ Z) � ðàçíûå âûñêàçûâàíèÿ (ñì. ïðèìåð 1.5).

Óïðàæíåíèå 1.3. Cêîëüêî ñóùåñòâóåò ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ äâå îïåðàöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî
êîíúþíêöèåé, ëèáî äèçúþíêöèåé, ëèáî îòðèöàíèåì?

1.4. Òàáëèöû èñòèííîñòè

Êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå
ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ èñòèíîñòíûìè çíà÷åíèÿìè âûñêàçû-
âàíèé, èç êîòîðûõ îíî îáðàçîâàíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âìåñòî âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ôîðìóëå ϕ, âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ïîäñòà-
âèòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ 0 è 1, òî ìîæíî îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü èñòèííîñòíûå çíà-
÷åíèÿ ôîðìóëû ϕ. Ðåçóëüòàòû òàêèõ ïîäñòàíîâîê ìîæíî çàïèñàòü â òàáëèöó, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé èñòèííîñòè ôîðìóëû ϕ.

Ïðèìåð 1.4. Ïðèâåäåì òàáëèöû èñòèííîñòè èçâåñòíûõ íàì ôîðìóë: ¬X, (X ∧ Y ),
(X ∨ Y ), (X → Y ). Äëÿ óäîáñòâà îáúåäèíèì òðè èç íèõ â îäíó.

X ¬X
0 1
1 0

X Y (X ∧ Y ) (X ∨ Y ) (X → Y )
0 0 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ôîðìóëû ϕ è ψ ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè èñòèííû ïðè îäíèõ è òåõ
æå çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ.

Óïðàæíåíèå 1.4. Ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ôîð-
ìóë X ∧ (X → Y ) è X ∧ Y .
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Ïðèìåð 1.5. Ïîñòðîèì è ñðàâíèì òàáëèöû èñòèííîñòè ôîðìóë èç ïðèìåðà 1.3. Íà÷í¼ì
ñ ôîðìóëû X ∧ Y ∨ Z. Çàìåòèì, ÷òî òàáëèöó èñòèííîñòè ôîðìóëû ìîæíî ñòðîèòü
ïîýòàïíî, ó÷èòûâàÿ ñïîñîá, êîòîðûì ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà. Â äàííîì ñëó÷àå, ìû
íà÷àëè ñ ôîðìóë X è Y . Äàëåå, ñ ïîìîùüþ êîíúþíêöèè ïîñòðîèëè ôîðìóëó X ∧ Y ,
à çàòåì, âçÿâ åù¼ îäíó ôîðìóëó Z, äèçúþíêöèåé ïîëó÷èëè X ∧ Y ∨ Z.

Ôîðìóëà X ∧ (Y ∨ Z) áûëà ïîñòðîåíà ÷óòü-÷óòü èíà÷å. Ñíà÷àëà èç ýëåìåíòàðíûõ
ôîðìóë Y è Z äèçúþíêöèåé áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà Y ∨ Z, à çàòåì, ñ ïîìîùüþ êîíú-
þíêöèè ñ X óæå áûëà ïîëó÷åíà èíòåðåñóþùàÿ íàñ ôîðìóëà.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå òàáëèöû èñòèííîñòè óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

X Y Z X ∧ Y X ∧ Y ∨ Z
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 0
0 1 1 0 1
1 0 0 0 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1

X Y Z Y ∨ Z X ∧ (Y ∨ Z)
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1

Òàêèì îáðàçîì, ìû âû÷èñëèëè, ÷òî ïåðâàÿ ôîðìóëà ëîæíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îäíîâðåìåííî ëîæíû âûñêàçûâàíèå Z è õîòÿ áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé X è Y .
Âòîðàÿ ôîðìóëà ëîæíà, åñëè X ëîæíî, ëèáî ëîæíû îáà âûñêàçûâàíèÿ Y è Z. Êàê
ìîæíî âèäåòü, äàííûå ôîðìóëû íå ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ôîðìóëà ϕ ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, åñëè îíà èñòèííà ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íå¼ ïåðåìåííûõ.

Óïðàæíåíèå 1.5. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà (X → Y )∨ (Y → X) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëî-
ãèåé.

Óïðàæíåíèå 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëû ϕ è ψ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôîðìóëà (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

1.5. Äîïîëíèòåëüíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè

Ïîìèìî îïåðàöèé (∧,∨,¬) íà ïðàêòèêå óäîáíî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ëîãè-
÷åñêèå ñâÿçêè, óïðîùàþùèå ðàáîòó ñ ôîðìóëàìè è ñîêðàùàþùèå èõ çàïèñü.

Ïðèìåð 1.6. Çàïèñü X → Y íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì.

Óïðàæíåíèå 1.7. Âûðàçèòå èìïëèêàöèþ (→) ÷åðåç îñíîâíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, òî
åñòü ÷åðåç îïåðàöèè (∧,∨,¬).
Ïðèìåð 1.7. Àíàëîãè÷íî, çàïèñü X ⇔ Y , ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì áîëåå äëèííîé çàïèñè
(X → Y ) ∧ (Y → X), èñïîëüçóþùåé îïåðàöèè (∧,→).
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1.6. Ïðÿìîå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå

Îïðåäåëåíèå 1.9. Åñëè íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå èìååò âèä èìïëèêàöèè X → Y , òî
óòâåðæäåíèå Y → X íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê íåìó.

Çàìå÷àíèå. Èñòèííîñòü îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ íèêàê íå ñâÿçàíà ñ èñòèííîñòüþ ïðÿ-
ìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðèìåð 1.8. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïàðó âûñêàçûâàíèé:
X : ¾Äàííîå öåëîå ÷èñëî n îêàí÷èâàåòñÿ íà 4¿,
Y : ¾Äàííîå öåëîå ÷èñëî n ÷¼òíî¿.

Âûñêàçûâàíèå X → Y îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: ¾Åñëè öåëîå ÷èñëî n îêàí÷èâàåòñÿ íà 4,
òî îíî ÷¼òíî¿. Îáðàòíîå ê íåìó âûñêàçûâàíèå Y → X îçíà÷àåò ¾Åñëè öåëîå ÷èñëî n
÷¼òíî, òî îíî îêàí÷èâàåòñÿ íà 4¿.

Â äàííîì ñëó÷àå, X → Y èñòèííî, à îáðàòíîå ê íåìó ëîæíî.

Çàìå÷àíèå. Áîëåå òîãî, äàæå åñëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âåðíî, åãî äîêàçàòåëüñòâî
ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ïðÿìîãî, êàê ïî ñëîæíîñòè, òàê è ïî
ñîäåðæàíèþ.

Ïðèìåð 1.9. Ðàññìîòðèì (î÷åíü ïðîñòîå) óòâåðæäåíèå ¾Åñëè â áåñêîíå÷íîé àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñîñòîÿùåé èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, åñòü ïðîñòîå ÷èñëî, îòëè÷íîå
îò å¼ ïåðâîãî ÷ëåíà, òî ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü âçàèìíî ïðîñòû¿. Óòâåðæäåíèå, îá-
ðàòíîå ê äàííîìó, åñòü çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Äèðèõëå, âåñüìà ñëîæíûé è âàæíûé ôàêò
òåîðèè ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå 1.8. Äîêàæèòå ïðÿìîå óòâåðæäåíèå èç ïðèìåðà 1.9.

1.7. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî

Ïðåäïîëîæèì, ìû õîòèì äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå X. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ¬X ëîæíî.

Äîïóñòèì, èç ïðåäïîëîæåíèÿ îá èñòèííîñòè ¬X ñëåäóåò íåêîòîðîå çàâåäîìî ëîæ-
íîå óòâåðæäåíèå Y. Òîãäà óòâåðæäåíèå X èñòèííî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Y ëîæíî, òî
èìïëèêàöèÿ ¬X → Y èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ¬X ëîæíî.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ðàññìîòðåííûé âûøå ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íàçûâàåòñÿ äîêàçà-
òåëüñòâîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðèìåð 1.10. Åñëè â âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, òî ñóì-
ìû åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíû. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî.

Óòâåðæäåíèå. Îêîëî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ êîòîðîãî
ðàâíà 180◦, ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè, ∠BAD+∠BCD = 180◦. Îïèøåì îêðóæíîñòü Ω îêîëî òðåóãîëüíèêà ABD. Ïðåä-
ïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî òî÷êà C íå ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì çà C1
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òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé DC è îêðóæíîñòè Ω. Òîãäà ∠BC1D+∠BAD = 180◦. Ïîýòî-
ìó ∠BCD = ∠BC1D. Åñëè òî÷êà C íàõîäèòñÿ âíóòðè
îêðóæíîñòè Ω, òî óãîë BCD áóäåò âíåøíèì â òðåóãîëü-
íèêå BCC1 è ∠BCD = ∠BC1D+∠CBC1. Åñëè æå òî÷-
êà C íàõîäèòñÿ ñíàðóæè Ω, òî BC1D � âíåøíèé óãîë
â òðåóãîëüíèêå BCC1 è ∠BC1D = ∠BCD + ∠CBC1.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

A

B

Ω D

C1

C

Óïðàæíåíèå 1.9. Ïóñòü a è b � ñòðîãî ïîëîæèòåëü-
íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âûïîë-

íåíî ðàâåíñòâî
a

1 + b
=

b

1 + a
, òî a = b.

Ïðåäîñòåðåæåíèå: íå ñòîèò ïûòàòüñÿ äîêàçûâàòü âñå èìïëèêàöèè îò ïðîòèâíîãî.
Äîâîëüíî ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàæå åñëè ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò, îí ÿâëÿåòñÿ äàëåêî
íå ñàìûì îïòèìàëüíûì.

Ïðèìåð 1.11. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ¾Åñëè ñóììó â n òóãðèêîâ ìîæíî
ðàçìåíÿòü ìîíåòàìè â 10 è 15 òóãðèêîâ, òî n äåëèòñÿ íà 5 è n > 5.¿ Äîêàæåì îáðàòíîå
ê íåìó óòâåðæäåíèå. Ïðèäóìàòü ÿâíûé àëãîðèòì ðàçìåíà â äàííîì ñëó÷àå ãîðàçäî
ïðîùå, ÷åì äîêàçàòü åãî îò ïðîòèâíîãî.

• Åñëè n > 5 è 5 | n, òî n = 5k äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k > 1.

• Åñëè k = 2m (÷¼òíîå), òî n = 10m; çíà÷èò, ìîæíî âçÿòü m ìîíåò â 10 òóãðèêîâ.

• Åñëè k = 2m + 1 (íå÷¼òíîå), òî n = 10(m− 1) + 15. Çíà÷èò, ìîæíî âçÿòü (m− 1)
ìîíåòó â 10 òóãðèêîâ è 1 ìîíåòó â 15 òóãðèêîâ.

1.8. Êâàíòîðû

Â ìàòåìàòèêå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ âûñêàçûâàíèÿ, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñî ñëîâ
¾äëÿ êàæäîãî¿ è ¾ñóùåñòâóåò¿. Äëÿ íèõ èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñèìâîëû ∀ è ∃
ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåìûå êâàíòîðàìè.

Ïðèìåð 1.12. Çàïèñü ∀n ∈ N ∃m ∈ N : m > n îçíà÷àåò ¾Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå áîëüøå åãî¿.

×ðåçâû÷àéíî âàæíî ñëåäèòü çà ïîðÿäêîì, â êîòîðîì èäóò êâàíòîðû.

Ïðèìåð 1.13. Èçìåíèâ ïîðÿäîê êâàíòîðîâ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîëó÷èì ôîðìóëó
∃m ∈ N ∀n ∈ N : m > n (¾Ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ñòðîãî áîëüøå
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà¿).

Óïðàæíåíèå 1.10. Êàêèå èç óòâåðæäåíèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðèìåðàõ 1.12 è 1.13,
âåðíû? Ïî÷åìó?
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1.9. Êâàíòîðû è îòðèöàíèå

Îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ ñâÿçàíà ñ êâàíòîðàìè ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè ëîãè÷åñêîãî âû-
âîäà. Ïóñòü P (x) � óòâåðæäåíèå î ïåðåìåííîé x. Òîãäà:

• (¬(∀xP (x))) ⇔ (∃x(¬P (x)));

• (¬(∃xP (x))) ⇔ (∀x(¬P (x))).
Òàê, ñîãëàñíî ïåðâîìó ïðàâèëó, ¾Íå âñå äîìà¿ ⇔ ¾Ñóùåñòâóåò êòî-òî, êòî íå äîìà¿.
À ñîãëàñíî âòîðîìó ïðàâèëó, ¾Íåò äåíåã¿ ⇔ ¾Âñ¼, ÷òî åñòü, äåíüãàìè íå ÿâëÿåòñÿ¿.

Ïðèìåð 1.14. Ïîñòðîèì îòðèöàíèå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

∃m ∈ N ∀n ∈ N : m > n.

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ îòðèöàíèé, ïîëó÷àåì:

(¬(∃m ∈ N ∀n ∈ N : m > n)) ⇔ (∀m ∈ N ∃n ∈ N : m 6 n).

Ôîðìóëà â ïðàâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó âûñêàçûâàíèþ: ¾Äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå åìó¿.

Ñ ïîìîùüþ îòðèöàíèÿ ìîæíî çàìåíèòü êâàíòîðû â óòâåðæäåíèè, òåì ñàìûì çàìåò-
íî óïðîñòèâ åãî äîêàçàòåëüñòâî èëè îïðîâåðæåíèå.

Ïðèìåð 1.15. Èñòèííî ëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ¾Èç ëþáûõ 10 îòðåçêîâ ìîæíî âñå-
ãäà âûáðàòü 3 ðàçëè÷íûõ îòðåçêà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èç íèõ ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü
òðåóãîëüíèê¿?

Ïûòàòüñÿ íàïðÿìóþ äîêàçûâàòü íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå ñâîéñòâî äëÿ ëþáûõ íàáî-
ðîâ èç 10 îòðåçêîâ, âîçìîæíî, íå ñàìàÿ ðàçóìíàÿ èäåÿ. Âìåñòî ýòîãî ñíà÷àëà ðàññìîò-
ðèì îòðèöàíèå èíòåðåñóþùåãî íàñ óòâåðæäåíèÿ: ¾Ñóùåñòâóåò íàáîð èç 10 îòðåçêîâ
òàêîé, ÷òî íè èç êàêèõ 3 îòðåçêîâ äàííîãî íàáîðà íåëüçÿ ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê¿.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü îòðèöàíèå (åñëè îíî âåðíî), íàì äîñòàòî÷íî íàéòè îäèí
íàáîð èç 10 îòðåçêîâ, íå óäîâëåòâîðÿþùèé äàííîìó êîíêðåòíîìó ñâîéñòâó. Èíûìè ñëî-
âàìè, íàì äîñòàòî÷íî ïðèäóìàòü íàáîð èç 10 äëèí îòðåçêîâ, íèêàêèå 3 èç êîòîðûõ íå
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàéòè òàêîé íàáîð ìîæíî. Òàêîâûì, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ íà-
áîð èç 10 èäóùèõ ïîäðÿä ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89), èëè, íàïðèìåð,
íàáîð èç 10 ïåðâûõ ñòåïåíåé äâîéêè (1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîêàçàëè, ÷òî èíòåðåñóþùåå íàñ óòâåðæäåíèå ëîæíî, òàê êàê
èñòèííî åãî îòðèöàíèå.

1.10. Ëèòåðàòóðà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

• Âåðåùàãèí Í.Ê., Øåíü À., Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è òåîðèè àëãîðèò-
ìîâ. ×àñòü 2. ßçûêè è èñ÷èñëåíèÿ (4-å èçäàíèå) � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2012.

• Óñïåíñêèé Â.À., Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, Áèáëèîòåêà
¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿, âûïóñê 34 (2-å èçäàíèå) � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2012.
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Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

Çàäà÷à 1.1. Òðè ñòóäåíòà òî ëè èçó÷àëè ëîãèêó, òî ëè íå èçó÷àëè. Âûñêàçûâàíèå Xk

ïðè êàæäîì k = 1, 2, 3 óòâåðæäàåò, ÷òî k-é ñòóäåíò ëîãèêó èçó÷àë. Èçâåñòíî, ÷òî èñ-
òèííî âûñêàçûâàíèå (X1 → X3) ∧ ¬(X2 → X3). Êòî èç ñòóäåíòîâ èçó÷àë ëîãèêó, à êòî
íå èçó÷àë?

Çàäà÷à 1.2. Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè çàêîíîâ äå Ìîðãàíà:
a) ¬(X ∧ Y ) ⇔ (¬X ∨ ¬Y );
á) ¬(X ∨ Y ) ⇔ (¬X ∧ ¬Y ).

Çàäà÷à 1.3. Ïîñòðîéòå òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ñëåäóþùåé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîð-
ìóëû: ¬(X → Z) ∨ ¬Y ∧ Z.
Çàäà÷à 1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðàâèëî, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó íàáîðó äëèíû n
èç íóëåé è åäèíèö çíà÷åíèå 0 èëè 1, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîð-
ìóëû ϕ îò n ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 1.5. Âûñêàçûâàíèå X ↑ Y îçíà÷àåò, ÷òî ëîæíî õîòÿ áû îäíî èç óòâåðæäå-
íèé X, Y . Çàïèøèòå, èñïîëüçóÿ òîëüêî çíàê ↑ è ñêîáêè, âûñêàçûâàíèÿ, ýêâèâàëåíòíîå
âûñêàçûâàíèÿì X ∨ Y è X ∧ Y .
Çàäà÷à 1.6. Èìååòñÿ íåêîòîðûé ñïèñîê óòâåðæäåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî, åñëè â ýòîì ñïèñêå
åñòü óòâåðæäåíèÿ A è B, òî åñòü è óòâåðæäåíèå ¬(A ∨ B). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ýòîì
ñïèñêå åñòü óòâåðæäåíèÿ A è B, òî åñòü è óòâåðæäåíèå A ∨B.
Çàäà÷à 1.7. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèé âåðíû? Ïî÷åìó?

X : ∃x ∀y : xy + 1 > y;
Y : ∀x ∃y : xy + 1 > y;
Z : ∃x ∀y : xy + 1 < y;
T : ∀x ∃y : xy + 1 < y.

Çàäà÷à 1.8. Ïóñòü Q1, . . . , Qn � íàáîð êâàíòîðîâ (êàæäûé èç íèõ � ëèáî ∀, ëèáî ∃),
à P (x1, . . . , xn) � óòâåðæäåíèå î ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå
¬Q1x1 . . . Qnxn : P (x1, . . . , xn) ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ Q̄1x1 . . . Q̄nxn : ¬P (x1, . . . , xn),
ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò çàìåíó êâàíòîðà ïðîòèâîïîëîæíûì (∀ íà ∃ è îáðàòíî).

Çàäà÷à 1.9. Ñôîðìóëèðóéòå îòðèöàíèå ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

∀x ∃n ∈ N :

(x > 1/n) ∨ (x 6 0)


.

×òî âåðíî: èñõîäíîå óòâåðæäåíèå èëè åãî îòðèöàíèå?

Çàäà÷à 1.10. Ïóñòü x, y, z, t � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {1, 2, 3, 4}. Íàéäèòå
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ x, y, z, t, åñëè èñòèííû ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ:

A : (x ̸= 1) → (z ̸= 2);
B : ((y = 2) ∨ (y = 3)) → (x = 1);
C : (y ̸= 3) → (z = 4);
D : (t = 2) → (y ̸= 1);
E : (t ̸= 1) → (y = 1).



Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

2.1. Ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà è ýëåìåíòà. Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ
ìíîæåñòâ.

Ìíîæåñòâî � ýòî íåîïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå. (Íåôîðìàëüíî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê
ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ.) Ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ åãî ýëåìåíòîâ.

Îáîçíà÷åíèÿ. a ∈ A � ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A;
a /∈ A � ýëåìåíò a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A.

Äðóãîé âîçìîæíûé ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâà � ÷åðåç îïèñàíèå ñâîéñòâ åãî ýëå-
ìåíòîâ. Òî åñòü B = {a ∈ A |P (a)} � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ a ìíîæåñòâà A,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó P (a).

Ïðèìåð 2.1. Ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü êàê
{x ∈ Z | íàéä¼òñÿ y ∈ Z, òàêîé, ÷òî x = 2y}.
Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ � ýòî ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà.

Óïðàæíåíèå 2.1. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâàõ:
à) {0},
á) {0, {0},∅},
â) {x | áóêâà x âñòðå÷àåòñÿ â ñëîâå ¾êðîêîäèë¿}?

Óïðàæíåíèå 2.2. Êàêèå ÷èñëà ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A, çàäàííîìó óñëîâèåì
A = {x | x ∈ N, x 6 45, x äåëèòñÿ íà 5}?

2.2. Ïîíÿòèÿ ïîäìíîæåñòâà. Êðèòåðèé ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëèì âàæíåéøèå ïîíÿòèÿ, ïîçâîëÿþùèå íàì, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ¾ñðàâíè-
âàòü¿ ìíîæåñòâà:

• Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B (ïèøåì A ⊂ B), åñëè êàæ-
äûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ òàêæå ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B. Äðóãèìè ñëîâàìè,
a ∈ A âëå÷¼ò a ∈ B.

• Äâà ìíîæåñòâà A è B ðàâíû (A = B), åñëè x ∈ A âëå÷¼ò x ∈ B è x ∈ B âëå÷¼ò
x ∈ A äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x.

Ñôîðìóëèðóåì òàêæå êðèòåðèé ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ â òåðìèíàõ ïîäìíîæåñòâ:
• Äâà ìíîæåñòâà A è B ðàâíû (A = B) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ⊂ B è B ⊂ A.

Óïðàæíåíèå 2.3. Âûïèøèòå âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {∅, {0}, 1}.
Óïðàæíåíèå 2.4. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà èç ÷åòûð¼õ ýëå-
ìåíòîâ? Îáîñíóéòå îòâåò.
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2.3. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè: îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, ðàçíîñòü,
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå.

Íàä ìíîæåñòâàìè ìîæíî ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè, â ÷¼ì-òî ïîõîæèå íà îïåðàöèè íàä
÷èñëàìè. Îïðåäåëèì îñíîâíûå èç íèõ:

• Îáúåäèíåíèå A ∪B ìíîæåñòâ A è B:

A ∪B = {x | x ∈ A ÈËÈ x ∈ B}.

• Ïåðåñå÷åíèå A ∩B ìíîæåñòâ A è B:

A ∩B = {x | x ∈ A È x ∈ B} = {a ∈ A | a ∈ B} = {b ∈ B | b ∈ A}.

• Ðàçíîñòü A \B ìíîæåñòâ A è B:

A \B = {a ∈ A | b /∈ B}.

• Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y } ìíîæåñòâ X è Y
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y), òàêèõ, ÷òî x ∈ X è y ∈ Y .

Óïðàæíåíèå 2.5. ×òî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ öåëûõ
÷èñåë? À ïåðåñå÷åíèåì?

Óïðàæíåíèå 2.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B âûïîëíåíî:
à) A ∪ A = A, A ∩ A = A;
á) A ∪B = B ∪ A, A ∩B = B ∩ A;
â) (A\B) ∪B = A ∪B.

2.4. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñëèøêîì îáùèì;
èíòóèòèâíî ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå çàäàíèå ¾ñâÿçè¿ ìåæäó íåêîòîðûìè åãî ýëåìåí-
òàìè, íî ïðè ôîðìàëüíîì çàäàíèè ýòîò ¾ñìûñë¿ òåðÿåòñÿ. Ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíî îá-
ñóæäàåòñÿ â Âèäåîëåêöèè ¾Ìíîæåñòâà¿ íà÷èíàÿ ñ 40 : 15.

• Áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå X � ýòî ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà X ×X.

Îáîçíà÷åíèå. x ∼ y, åñëè (x, y) ∈ X ×X.
• Áèíàðíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî
à) ðåôëåêñèâíî (ò.å. x ∼ x äëÿ êàæäîãî x ∈ X);
á) ñèììåòðè÷íî (ò.å. x ∼ y âëå÷¼ò y ∼ x);
â) òðàíçèòèâíî (ò.å. x ∼ y è y ∼ z âëå÷åò x ∼ z).
Ïðî ýëåìåíòû, ñâÿçàííûå îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî îíè

ýêâèâàëåíòíû. Âàæíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ðàâåíñòâà.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ïî
êàêèì-ëèáî ñâîéñòâàì. Ïîëó÷åííûå êëàññû íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè.

• Êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

C(x) = {y ∈ X |x ∼ y}.
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Ñôîðìóëèðóåì âàæíóþ ëåììó è íå ìåíåå âàæíîå ñëåäñòâèå èç íå¼:

Ëåììà 2.1. Åñëè x ∈ C(y), òî C(x) = C(y).

Ñëåäñòâèå 2.2. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Óïðàæíåíèå 2.7. Óáåäèòåñü, ÷òî ëåììà 2.1 ñïðàâåäëèâà.

Óïðàæíåíèå 2.8. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîãî âåêòîðà íà ïëîñêîñòè êàê êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ.

Óïðàæíåíèå 2.9. Ïóñòü m � íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå

x ≡ y (mod m)

íà ìíîæåñòâå âñåõ öåëûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì: x− y äåëèòñÿ íà m. Äîêàæèòå,
÷òî îòíîøåíèå ≡ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

2.5. Ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ, ôóíêöèè è èõ ãðàôèêà.

Íåôîðìàëüíî, ìû õîòèì ñîïîñòàâëÿòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ýëåìåíòàì ìíîæå-
ñòâà Y . Òîãäà èíòóèòèâíî ìû ìîæåì ïîíèìàòü îòîáðàæåíèå êàê íåêîòîðûé ñïîñîá
ýòî ñäåëàòü. Ôîðìàëüíî

• Îòîáðàæåíèå � ýòî ïîäìíîæåñòâî f ⊂ X × Y ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé y ∈ Y òàêîé, ÷òî (x, y) ∈ f .

Â ñìûñëå ïðèâåä¼ííîãî âûøå ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèÿ � ýòî òî æå ñà-
ìîå, ÷òî å¼ ãðàôèê. Òàêèì îáðàçîì, çàïèñü y = f(x) ýêâèâàëåíòíà çàïèñè (x, y) ∈ f .
Èíîãäà îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò ôóíêöèÿìè è îáîçíà÷àþò êàê f : X → Y .

2.6. Èíúåêöèÿ, ñþðüåêöèÿ, áèåêöèÿ. Èõ îïèñàíèå â òåðìèíàõ îáðàçîâ
è ïðîîáðàçîâ.

Îòîáðàæåíèå ìîæåò îáëàäàòü (èëè íå îáëàäàòü) ñëåäóþùèìè ñïåöèàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè:

• Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì (èëè èíúåêöèåé, èëè âëîæå-
íèåì), åñëè f(x) = f(x′) âëå÷¼ò çà ñîáîé x = x′.

• Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì (èëè ñþðúåêöèåé, èëè îòîá-
ðàæåíèåì ÍÀ), åñëè äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y íàéä¼òñÿ òàêîé x ∈ X, ÷òî f(x) = y.

• Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì (èëè áèåêöèåé), åñëè îíî îäíîâðåìåííî
èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

Áèåêöèè òàêæå íàçûâàþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè ñîîòâåòñòâèÿìè.

Òàêæå ââåä¼ì âàæíûå ïîíÿòèÿ îáðàçà è ïðîîáðàçà: äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y
è âñÿêîãî åãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X îïðåäåëèì f(A) êàê {f(a) | a ∈ A}.

• Ìíîæåñòâî f(A) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ïîäìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè f .
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Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ Y îïðåäåëèì f−1(B) êàê {x | f(x) ∈ B} ⊂ X.
• Ìíîæåñòâî f−1(B) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì ïîäìíîæåñòâà B ïðè îòîáðà-

æåíèè f .

Çàìå÷àíèå. Êîãäà ìíîæåñòâî Â ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî åñòü åñëè B = {y},
ôèãóðíûå ñêîáêè îáû÷íî îïóñêàþò è ïèøóò f−1(y) âìåñòî f−1({y}).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé ñâÿçàíû ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè, à èìåííî:
• Îòîáðàæåíèå f : X → Y ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè è òîëüêî åñëè f−1(y) ïðè

y ∈ Y íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà.
• Îòîáðàæåíèå f : X → Y ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè è òîëüêî åñëè f(X) = Y

(ýêâèâàëåíòíî, åñëè è òîëüêî åñëè f−1(y) íåïóñòî äëÿ âñÿêîãî y ∈ Y ).
• Âñåãäà f−1(Y ) = X ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ.
Òàêæå âñåãäà âåðíî, ÷òî f(X) ⊂ Y è ÷òî f−1(∅) = f(∅) = ∅.

Óïðàæíåíèå 2.10. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A×B è B × A.

Óïðàæíåíèå 2.11. Ïåðå÷èñëèòå âñå îòîáðàæåíèÿ èç ìíîæåñòâà {7, 8, 9} â ìíîæå-
ñòâî {0, 1}. Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ñþðúåêöèé, èíúåêöèé, áèåêöèé?

2.7. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Òîæäåñòâåííîå, îáðàòèìîå è îáðàòíîå
îòîáðàæåíèÿ. Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿ.

Åù¼ îäíèì âàæíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Íåôîðìàëüíî
ñòîèò ïîíèìàòü åãî êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå íåñêîëüêèõ îòîáðàæåíèé. Ôîð-
ìàëüíî, ïóñòü f : X → Y è g : Y → Z � äâà îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà

• Êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé f è g íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå g ◦ f : X → Z, îïðåäå-
ëåííîå ôîðìóëîé

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

äëÿ âñÿêîãî x ∈ X.

Äàäèì îïðåäåëåíèÿ åù¼ äâóõ ïîíÿòèé: òîæäåñòâåííîãî è îáðàòíîãî îòîáðàæåíèé.
• Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idX : X → X îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé f(x) = x äëÿ

âñÿêîãî x ∈ X.
• Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ g : Y → X, åñëè

âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ: g ◦ f = idX è f ◦ g = idY
Åñëè âûïîëíåíî òîëüêî

g ◦ f = idX ,

òî g íàçûâàåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì ê f ;
åñëè òîëüêî

f ◦ g = idY ,

òî g íàçûâàåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ê f .
Ýòè ïîíÿòèÿ âàæíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæåñëåäóþùåãî êðèòåðèÿ.
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Òåîðåìà 2.3. Îòîáðàæåíèå f : X → Y îáëàäàåò îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà f � áèåêöèÿ.

Óïðàæíåíèå 2.12. Ïðîâåðèâ èíüåêòèâíîñòü è ñþðüåêòèâíîñòü äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé ñîîòâåòñòâåííî, óáåäèòåñü, ÷òî òåî-
ðåìà 2.3 ñïðàâåäëèâà.

Óïðàæíåíèå 2.13. Ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíîå ê ñëåäóþùåìó îòîáðàæåíèþ:
f : A = {x | x ∈ N, 1 6 x 6 45} → îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà x íà 5?

Ñóùåñòâóþò ëè ëåâîå è ïðàâîå îáðàòíîå?

2.8. Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà. Ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà.

Ïîíÿòèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ìû ïîêà îñòàâèì áåç îïðåäåëåíèÿ, íî ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü, ÷òî òàêîå ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà:

• Äâà ìíîæåñòâà X è Y èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ ìåæäó X è Y .

Äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, åñëè è òîëüêî åñëè îíè ñî-
ñòîÿò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Óäèâèòåëüíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî áûâàþò áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà ðàçíîé
ìîùíîñòè. Íåôîðìàëüíî, îäíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ¾áîëüøå¿ äðóãî-
ãî. Ìû ââåä¼ì îïðåäåëåíèå îäíîé êîíêðåòíîé ìîùíîñòè. Ìíîæåñòâà òàêîé ìîùíîñòè
íàçûâàþòñÿ ñ÷¼òíûìè. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî � ýòî òî ìíîæåñòâî,
êîòîðîå ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ôîðìàëüíî

• Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó X è ìíîæå-
ñòâîì N âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Âàæíûìè ïðèìåðàìè ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

Ïðèìåð 2.2. Ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ÷¼òíû.

Óïðàæíåíèå 2.14. Ïîñòðîéòå áèåêöèè:
à) ìåæäó ìíîæåñòâàìè Z è N;
á) ìåæäó ìíîæåñòâàìè N× N è N.
Ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâàì ïðèñóù ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Òåîðåìà 2.4. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâî êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî.

Òåîðåìà 2.5. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî.
Åñëè A è B � ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà, òî A×B � òîæå ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî.

Êëþ÷åâûì ôàêòîì, èñïîëüçóþùèìñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.4, ÿâëÿåòñÿ ïðèí-
öèï ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà (ñì. ðàçäåë 3.1). Òåîðåìà 2.5 äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî, êîíñòðóêòèâíûì ïîñòðîåíèåì áèåêöèé.

Óïðàæíåíèå 2.15. Óáåäèòåñü, ÷òî òåîðåìû 2.4 è 2.5 ñïðàâåäëèâû.

Óïðàæíåíèå 2.16. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ÷¼òíî.
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2.9. Íåñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà: P(N) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 0 è 1.
Êàíòîðîâ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ.

Ñëåäóþùèå ðàçäåëû ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè. Ê íèì ñòîèò ïåðåõîäèòü ïîñëå
óâåðåííîãî îñâîåíèÿ âñåõ ïðåäûäóùèõ.

Ïóñòü A � ìíîæåñòâî.
• Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P(A) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A.
Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà P(A) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé. Èíîãäà åãî îáîçíà-

÷àþò êàê 2A, òàê êàê åñëè A ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, òî P(A) ñîñòîèò èç 2n ýëåìåíòîâ.

Óïðàæíåíèå 2.17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà A èç òð¼õ ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòî-
ðîãî A ⊂ P(A).

Òåîðåìà 2.6. Ìíîæåñòâî P(N) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N íåñ÷¼òíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. [ïðèâåä¼ííîå â ëåêöèè] Ïóñòü f : N → P(N) � áèåêöèÿ. Ðàññìîòðèì
ïîäìíîæåñòâî A = {n ∈ N |n /∈ f(n)} ⊂ N. Äîïóñòèì, A = f(m). Ñïðîñèì, âåðíî ëè,
÷òî m ∈ A. Íå ñìîæåì îòâåòèòü íè ÄÀ, íè ÍÅÒ. �

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî, äëÿ êîòîðîãî íàì ïîòðåáó-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîåðåìà:

Òåîðåìà 2.7. [Êàíòîð] Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäè-
íèö íåñ÷¼òíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü îíî ñ÷¼òíî, òîãäà
âñå åãî ýëåìåíòû (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
Îáîçíà÷èì n-íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê (ani), i ∈ N, ýëåìåíòû ani ∈ {0, 1}. Çàïèøåì
ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíà ïîä äðóãîé â âèäå òàáëèöû:

(a1i) : a11 a12 a13 . . .
(a2i) : a21 a22 a23 . . .
(a3i) : a31 a32 a33 . . .

...
...

...
...

.

Ðàññìîòðèì ¾äèàãîíàëüíóþ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýòîé òàáëèöå, òî åñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

a11a22a33a44a55 . . . .

Çàìåíèì â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàæäûé ýëåìåíò íà ¾ïðîòèâîïîëîæíûé¿, òî åñòü
0 íà 1 è íàîáîðîò. Ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íó-
ëåé è åäèíèö, òàêèì îáðàçîì îíà äîëæíà ïðèíàäëåæàòü íàøåìó èñõîäíîìó ìíîæåñòâó.
Íî å¼ íåò â òàáëèöå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òàê êàê îíà îòëè÷àåòñÿ îò ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (ani) â n-é ïîçèöèè. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö íåñ÷¼òíî. �

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Êàíòîðà, ìû ìîæåì äîêàçàòü íåñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà
ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü áèåêöèþ ìåæ-
äó ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç íóëåé
è åäèíèö.
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Óòâåðæäåíèå 2.8. Ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç íóëåé è åäèíèö.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäìíîæåñòâî ìû áóäåì êîäèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà i-òîì
ìåñòå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû ñòàâèì 1, åñëè i ïðèíàäëåæèò äàííîìó ïîäìíîæåñòâó,
è 0, åñëè íå ïðèíàäëåæèò. Ýòî ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî. �

Èòîãî, ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íåñ÷¼òíî.

2.10. Ïàðàäîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ïî÷åìó òàê âàæíà àêñèîìàòèêà, óïîìÿíóòàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå? Îêàçûâàåòñÿ,
å¼ îòñóòñòâèå ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñàì, ïðèìåðû êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ ðàññìîòðèì.

Ïàðàäîêñ (Ðàññåë-Öåðìåëî): Áîëüøèíñòâî ¾íîðìàëüíûõ¿ ìíîæåñòâ íå ÿâëÿþòñÿ ñîá-
ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Ñêàæåì, ÷òî X îáû÷íîå, åñëè X /∈ X, è ñòðàííîå, åñëè X ∈ X.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ îáû÷íûõ ìíîæåñòâ U = {x | x /∈ x}. Ñïðîñèì, âåðíî ëè,
÷òî U ∈ U . Åñëè äà, òî U ñòðàííîå, íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ U /∈ U . Åñëè íåò, òî U
îáû÷íîå, íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ U ∈ U .

Âîîáùå, ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñàì. Íàïðè-
ìåð, èç íåãî ìîæíî áûëî áû âûäåëèòü ìíîæåñòâî U â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðåííûé ïàðàäîêñ ñâÿçàí ñ ÿâëåíèåì àâòîðåôåðåíòíîñòè, òî åñòü ñèòóàöèè,
êîãäà îïèñàíèå íåêîòîðîãî îáúåêòà ññûëàåòñÿ íà ñàì ýòîò îáúåêò. Ñîâðåìåííûé ïîä-
õîä ê òåîðèè ìíîæåñòâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîïûòêó èçáåæàòü àâòîðåôåðåíòíîñòè èìåííî
áëàãîäàðÿ àêñèîìàòèêå.

• Ñàìûé èçâåñòíûé ïàðàäîêñ, îñíîâàííûé íà ýòîì ïðèíöèïå � ýòî ïàðàäîêñ ëæåöà:
Ïóñòü ÷åëîâåê ãîâîðèò ¾ß ëãó¿. Ìîæåò ëè äàííîå óòâåðæäåíèå áûòü ïðàâäîé èëè

ëîæüþ?
• Äðóãàÿ îá¼ðòêà òîãî æå ïàðàäîêñà � ýòî ïàðàäîêñ áðàäîáðåÿ:
Áðàäîáðåé âûâåøèâàåò îáúÿâëåíèå: ¾Áðåþ âñåõ òåõ è òîëüêî òåõ, êòî íå áðååòñÿ

ñàì¿. Íóæíî ëè åìó áðèòüñÿ ñàìîìó? Îòâåò íà äàííûé âîïðîñ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü.

Çàêëþ÷åíèå: Îò÷àñòè äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ïîäîáíûõ ïàðàäîêñîâ, íî, ÷òî áî-
ëåå âàæíî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ÷¼òêèå ïðàâèëà, ìàòåìàòèêè ñòîÿò òåîðèþ ìíîæåñòâ íà
÷¼òêèõ ëîãè÷åñêèõ îñíîâàíèÿõ è àêñèîìàõ òåîðèè ìíîæåñòâ. Ðàçáîð ýòèõ àêñèîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàòåðèàëîì äëÿ áîëåå ïîëíîãî êóðñà, â äàííûõ ìàòåðèàëàõ áûëè óïîìÿíóòû
ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ. Íî äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçó÷åíèÿ âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî óïîìÿ-
íóòûå àêñèîìû ÿâëÿþòñÿ èìåííî àêñèîìàìè, íà êîòîðûõ â òîì ÷èñëå è ñòðîèòñÿ âñÿ
ðàçîáðàííàÿ çäåñü òåîðèÿ.

2.11. Ëèòåðàòóðà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

• Âåðåùàãèí Í.Ê., Øåíü À., Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è òåîðèè àëãîðèò-
ìîâ. ×àñòü 1. Íà÷àëà òåîðèè ìíîæåñòâ (4-å èçäàíèå) � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2012.

• Âèëåíêèí Í.ß., ¾Ðàññêàçû î ìíîæåñòâàõ¿ (3-å èçäàíèå) � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2005.
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Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ
Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

2.1. Ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà è ýëåìåíòà, ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîæåñòâ

Çàäà÷à 2.1. (C) à) Ñòàðåéøèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ñòàðåéøèé øàõìàòèñò
ñðåäè ìàòåìàòèêîâ � ýòî îäèí èëè òîò æå ÷åëîâåê èëè (âîçìîæíî) ðàçíûå?

á) Ëó÷øèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ëó÷øèé øàõìàòèñò ñðåäè ìàòåìàòè-
êîâ � ýòî îäèí èëè òîò æå ÷åëîâåê èëè (âîçìîæíî) ðàçíûå?

â) Êàæäûé äåñÿòûé ìàòåìàòèê � øàõìàòèñò, à êàæäûé øåñòîé øàõìàòèñò � ìàòå-
ìàòèê. Êîãî áîëüøå � ìàòåìàòèêîâ èëè øàõìàòèñòîâ � è âî ñêîëüêî ðàç?

2.2. Ïîíÿòèå ïîäìíîæåñòâà, êðèòåðèé ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ

Çàäà÷à 2.2. (C) Âåðíî ëè, ÷òî ìíîæåñòâî ëåòàþùèõ êðîêîäèëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì ìíîæåñòâà áîòèíêîâ íà ëåâóþ íîãó? Îáîñíóéòå îòâåò.

Çàäà÷à 2.3. (C) Ìîæåò ëè òàêîå áûòü, ÷òî A ⊂ B è îäíîâðåìåííî A ∈ B? Ïðèâåäèòå
ïðèìåð èëè äîêàæèòå íåâîçìîæíîñòü.

2.3. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè: îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, ðàç-

íîñòü, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

Çàäà÷à 2.4. (T) Ïóñòü A = {57, 91, 179, 239}, B = {91, 239, 2014}, C = {2, 57, 239, 2014},
D = {2, 91, 2014, 2017} Íàéäèòå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

à) A ∪B,
á) A ∩B,
â) (A ∩B) ∪D,
ã) C ∩ (D ∩B),
ä) (A ∩B) ∪ (C ∩D),
å) (A ∪ (B ∩ C)) ∩D,
æ) (C ∩ A) ∪ ((A ∪ (C ∩D)) ∩B),
ç) (A ∪B)\(C ∩D),
è) A\(B\(C\D)),
ê) ((A\(B ∪D))\C) ∪B.

Çàäà÷à 2.5. (T) Èç êàêèõ ýëåìåíòîâ ñîñòîÿò ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: {0, 1} × {9},
{0, 1} × {0, 1}, ∅×∅, {5, 7} × {1, 3, 17}, {16, 41} ×∅?
Çàäà÷à 2.6. (C) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B, C âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(A ∩B) \ C = (A \ C) ∩B.
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Çàäà÷à 2.7. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ìíîæåñòâà A, B, C, äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî
âûïîëíÿëèñü áû ðàâåíñòâà A∩B ̸= ∅, A∩C = ∅, (A∩B) \C = ∅? Ïðèâåäèòå ïðèìåð
èëè äîêàæèòå, ÷òî òàêèõ ìíîæåñòâ íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 2.8. Îáîçíà÷èì

• ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî 20;

• ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë;

• ÷åðåç C ìíîæåñòâî âñåõ ÷¼òíûõ ÷èñåë;

• ÷åðåç D ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Âûïèøèòå âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ∩ (B \ (C ∪D)).

2.4. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Çàäà÷à 2.9. (C) Âûïîëíåíû ëè ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçè-
òèâíîñòè äëÿ ñëåäóþùèõ îòíîøåíèé:

à) x ∼ y, åñëè x è y âçàèìíî ïðîñòû, íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z;
á) x ∼ y, åñëè 10(x− y) ∈ Z, íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q;
â) x ∼ y, åñëè x2 + y2 ðàöèîíàëüíî, íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R?

ßâëÿåòñÿ ëè êàæäîå èç ðàññìîòðåííûõ îòíîøåíèé îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè?

Çàäà÷à 2.10. ßâëÿåòñÿ ëè îòíîøåíèå x < y íà ìíîæåñòâå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè? Îáúÿñíèòå îòâåò.

Çàäà÷à 2.11. Ïîñòðîéòå áèíàðíîå îòíîøåíèå C íà 3-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {x, y, z}
òàêîå, ÷òî C ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî, íî íå òðàíçèòèâíî.

Çàäà÷à 2.12. Ñêîëüêî âñåãî ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå èç
ïÿòè ýëåìåíòîâ?

2.5. Ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ, ôóíêöèè è èõ ãðàôèêà

Çàäà÷à 2.13. (C) Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç n > 0 ýëåìåíòîâ, à ìíîæåñòâî B ñîñòîèò
èç m > 0 ýëåìåíòîâ. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî îòîáðàæåíèé èç A â B.

2.6. Èíúåêöèÿ, ñþðüåêöèÿ è áèåêöèÿ; îáðàçû è ïðîîáðàçû

Çàäà÷à 2.14. (T) Óêàæèòå âñå áèåêöèè èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3} â ñåáÿ.
Çàäà÷à 2.15. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè (A×B)× C è A× (B × C).

Çàäà÷à 2.16. (C) Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç a ýëåìåíòîâ, à ìíîæåñòâî B � èç b ýëå-
ìåíòîâ. Ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ íà a è b ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ èç A â B? Ñþðúåêöèÿ?
Áèåêöèÿ? Ñòîðîãî îáîñíóéòå îòâåòû.
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Çàäà÷à 2.17. Ìîæåò ëè äëÿ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è íåêîòîðûõ ïîä-
ìíîæåñòâ A, B ⊂ X áûòü òàê, ÷òî A ∩ B = ∅, íî ïðè ýòîì f(A) = f(B)? Äîêàæèòå
íåâîçìîæíîñòü èëè ïðèâåäèòå ïðèìåð.

Çàäà÷à 2.18. (C) Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå, A,B ⊂ X. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî
à) åñëè f(A) ⊂ f(B), òî A ⊂ B,
á) f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B),
â) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B),
ã) A = f−1(f(A))?
Äëÿ êàæäîãî ïóíêòà äîêàæèòå èëè ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.

Çàäà÷à 2.19. Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå, C,D ⊂ Y . Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî
à) f−1(C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D),
á) f−1(C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D),
â) f−1(C \D) = f−1(C) \ f−1(D),
ã) C = f(f−1(C))?
Äëÿ êàæäîãî ïóíêòà äîêàæèòå èëè ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.

2.7. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé è îáðàòèìûå îòîáðàæåíèÿ

Çàäà÷à 2.20. (C) Ïóñòü f : X → Y è g : Y → Z � îòîáðàæåíèÿ, à C ⊂ Z � íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî (g◦f)−1(C) = f−1(g−1(C))? Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåò.

Çàäà÷à 2.21. Îòîáðàæåíèå f : R → R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé f(x) = x2. Íàéäèòå
îáðàç f(R), à òàêæå ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(x) äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ R.
Çàäà÷à 2.22. (C) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ýêâè-
âàëåíòíî áèåêòèâíîñòè: ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå g : Y → X ñî ñâîéñòâàìè g ◦ f = idX ,
f ◦ g = idY .

Çàäà÷à 2.23. Â öåïî÷êå îòîáðàæåíèé A → B → C ïåðâîå ñþðúåêòèâíî, à âòîðîå íå
èíúåêòèâíî. Âåðíî ëè, ÷òî èõ êîìïîçèöèÿ ñþðúåêòèâíà? Íå èíúåêòèâíà?

Çàäà÷à 2.24. (T) Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f : R → R è g : R → R çàäàíû ôîðìóëàìè
f(x) = −x è g(x) = x+ 1 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå f ◦ g è g ◦ f .
Çàäà÷à 2.25. Ïóñòü f : R → R � îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé f(x) = 2x2. Íàéäèòå
êîìïîçèöèþ f ◦n (êîìïîçèöèþ n êîïèé îòîáðàæåíèÿ f).

Çàäà÷à 2.26. Ïóñòü A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : A → A íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêèå, ÷òî èòåðàöèè f ◦m è f ◦n ñîâïàäàþò.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé áèåêöèè f : A→ A íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,

äëÿ êîòîðîãî f ◦n = idA.

Çàäà÷à 2.27. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c ∈ R îòîáðàæåíèå
f : R → R, çàäàííîå ôîðìóëîé f(x) = ax2 + bx + c ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé? Ñþðúåêöèåé?
Áèåêöèåé?
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2.8. Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà, ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà

Çàäà÷à 2.28. (C) Ïðî êàæäûå äâà èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ âûÿñíèòå, ñóùåñòâóåò ëè
ìåæäó íèìè áèåêöèÿ:

1. ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N;

2. ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

3. ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåç ÷èñëà 3;

4. ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z.

Çàäà÷à 2.29. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì N× N è ìíîæåñòâîì âñåõ ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 2 è 3 è íå äåëÿòñÿ íà äðóãèå ïðîñòûå ÷èñëà.

2.9. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è: ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ

Çàäà÷à 2.30. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B ïðîâåðüòå, âåðíî ëè ðàâåíñòâî
à) P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B),
á) P(A \B) = P(A) \ P(B).

Êàê è âûøå, ÷åðåç P(A) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A.

Çàäà÷à 2.31. Äëÿ êàêèõ ìíîæåñòâ A, B âûïîëíåíî ðàâåíñòâî P(A∪B) = P(A)×P(B)?
Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåò.
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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

3.1. Ïðèíöèï ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà

Ìû ïðèíèìàåì çà àêñèîìó ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, íàçûâàåìîå ïðèíöèïîì ìè-
íèìàëüíîãî ýëåìåíòà: êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
(â òîì ÷èñëå, áåñêîíå÷íîå) èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

Çàìå÷àíèå. Áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå èìååò ìàê-
ñèìàëüíîãî ýëåìåíòà.

Ïðèìåð 3.1. Ïîäìíîæåñòâî S ⊂ N, ñîñòîÿùåå èç ÷¼òíûõ ÷èñåë, èìååò ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò � ýòî 2.

3.2. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, êîòîðîìó ïîñâÿù¼í ýòîò ðàçäåë, î÷åíü ïîëåçåí
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà ìèíèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà. ×òî ìû äîêàçûâàåì ïî èíäóêöèè?

Óòâåðæäåíèå, ñîäåðæàùåå ïàðàìåòð n, êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå íàòóðàëü-
íûå çíà÷åíèÿ. Ëèáî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå èçíà÷àëüíî âûãëÿäÿò íå òàê, íî ìîãóò áûòü
ïåðåôîðìóëèðîâàíû òàêèì îáðàçîì.

Ïðèìåð 3.2. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n > 4 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 2n > n2.

Ïðèìåð 3.3. ×èñëî, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò èç 3n åäèíèö, äåëèòñÿ íà 3n.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü íà âñåõ ñòîðîíàõ è äèàãîíàëÿõ ìíîãîóãîëüíèêà ðàññòàâëåíû ñòðåë-
êè. Òîãäà íàéä¼òñÿ âåðøèíà, èç êîòîðîé ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé, äâèãàÿñü
ïî ñòðåëêàì.

Èòàê, ïðîñòåéøàÿ ñõåìà ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè òàêîâà.
• Áàçà èíäóêöèè: äîêàçûâàåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
• Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä : äîêàçûâàåì, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ

ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî.
Ïîñëå ýòîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè êàæäîãî èç óòâåðæäåíèé, äîñòàòî÷íî
ñîñëàòüñÿ íà ïðèíöèï ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Áîëåå ñòðîãî ýòî ôîðìóëèðóåòñÿ òàê.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé A1, A2, A3, . . ., ïðî-
íóìåðîâàííàÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, òàêàÿ, ÷òî

• óòâåðæäåíèå A1 èñòèííî,
• äëÿ ëþáîãî k ∈ N èç èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ Ak ñëåäóåò èñòèííîñòü óòâåð-

æäåíèÿ Ak+1.
Òîãäà âñå óòâåðæäåíèÿ A1, A2, A3, . . . èñòèííû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ìíîæåñòâå {A1, A2, A3 . . .} ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî M , ñîñòîÿ-
ùåå èç ëîæíûõ óòâåðæäåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî íåïóñòî. Òîãäà ïî ïðèíöèïó ìèíè-
ìàëüíîãî ýëåìåíòà íàéä¼òñÿ ëîæíîå óòâåðæäåíèå Ak ∈ M , èíäåêñ k êîòîðîãî ìèíèìà-
ëåí. ßñíî, ÷òî k ̸= 1, ïîñêîëüêó óòâåðæäåíèå A1 èñòèííî ïî óñëîâèþ. Óòâåðæäåíèå Ak−1

â òàêîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì (â ñàìîì äåëå, Ak � ëîæíîå óòâåðæäåíèå ñ ìèíè-
ìàëüíûì èíäåêñîì, çíà÷èò, âñå óòâåðæäåíèÿ ñ ìåíüøèìè èíäåêñàìè èñòèííû). Íî ïî
óñëîâèþ èç èñòèííîñòè Ak−1 ñëåäóåò èñòèííîñòü Ak, ïîýòîìóM = ∅, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. �

Íà ïðàêòèêå íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé ÷àñòî íà÷èíàåòñÿ íå ñ åäèíèöû, êàê ìîæíî
âèäåòü, ñêàæåì, â ïðèìåðå 3.2, îäíàêî ìåòîä ïðèíöèïèàëüíî íå ìåíÿåòñÿ � èçìåíåíèÿ,
êîòîðûå íóæíî ñäåëàòü â äîêàçàòåëüñòâå, î÷åâèäíû.

Óïðàæíåíèå 3.1. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ èç ïðèìåðîâ 3.2, 3.3 è 3.4, èñïîëüçóÿ
ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

3.3. Ðàçáîð áàçîâûõ ïðèìåðîâ

Äëÿ íà÷àëà âåðíåìñÿ ê ïðèìåðàì èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Ïðèìåð 3.2. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n > 4 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 2n > n2.
I Èòàê, óòâåðæäåíèå An çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 2n > n2. Ýòî êàê ðàç òîò ñëó÷àé,
êîãäà íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ íå ñ åäèíèöû, à èìåííî, áàçà èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ äëÿ
n = 5. Óòâåðæäåíèå A5 î÷åâèäíî: 32 > 25. Îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ âûâîäèòü íåðàâåíñòâî
2n+1 > (n+ 1)2 èç íåðàâåíñòâà 2n > n2. Ýòî äåëàåòñÿ òàê:

2n > n2 → 2n+1 > 2n2 > (n+ 1)2.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ ê n2 > 2n+ 1, ÷òî î÷åâèäíî ïðè n > 2. J

Ïðèìåð 3.3. ×èñëî, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò èç 3n åäèíèö, äåëèòñÿ íà 3n.
I Ñôîðìóëèðóåì èñêîìîå óòâåðæäåíèå êàê çàäà÷ó î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Óòâåðæäå-
íèå An áóäåò çâó÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = 11 . . . 11 (ñî-
ñòîÿùèé èç 3n åäèíèö) äåëèòñÿ íà 3n. Áàçà èíäóêöèè ÿñíà: 111 = 3 · 37. Äëÿ òîãî ÷òîáû
âûâåñòè èìïëèêàöèþ, óäîáíî ïåðåéòè ê ðåêóððåíòíîìó çàäàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(âûðàæàåì ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç ïðåäûäóùèå):

xn+1 = xn + xn · 10n + xn · 102n = xn(1 + 10n + 102n).

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå â ñêîáêàõ äåëèòñÿ íà 3 (íàïðèìåð, â ñèëó ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðè-
çíàêà äåëèìîñòè, ñì. óòâåðæäåíèå 4.3) èìïëèêàöèþ ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàííîé: êàæ-
äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèò â ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè íà îäíó òðîéêó
áîëüøå, ÷åì ïðåäûäóùèé. J

Çàìå÷àíèå. 1) Èç ïðèâåä¼ííîãî óòâåðæäåíèÿ ññûëêó íà ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè ìîæíî è óáðàòü. Â ñàìîì äåëå, ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîäåðæèò
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â ðàçëîæåíèè îäíó òðîéêó, à êàæäûé ñëåäóþùèé íà îäíó òðîéêó áîëüøå. Ïîýòîìó ÷ëåí
ñ íîìåðîì n ñîäåðæèò 1 + (n − 1) = n òðîåê. Ýòî � òèïè÷íûé ïðèìåð çàäà÷è, â êî-
òîðîé ññûëêà íà ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæåò áûòü çàìåíåíà àêêóðàòíî
ïðîâåä¼ííûì ñóììèðîâàíèåì.

2) Â ýòîì ðåøåíèè ìû ñäåëàëè äîâîëüíî ñòðàííóþ íà ïåðâûé âçãëÿä âåùü: ïåðå-
øëè îò çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáùåé ôîðìóëîé ê ðåêóððåíòíîé (âûðàæàþùåé
÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç ïðåäûäóùèé). Êàçàëîñü áû, îáùàÿ ôîðìóëà ëó÷øå, íî
â çàäà÷àõ íà èíäóêöèþ ïåðåõîä ê ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå î÷åíü ÷àñòî ïîìîãàåò.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü íà âñåõ ñòîðîíàõ è äèàãîíàëÿõ ìíîãîóãîëüíèêà ðàññòàâëåíû ñòðåë-
êè. Òîãäà íàéä¼òñÿ âåðøèíà, èç êîòîðîé ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé, äâèãàÿñü
ïî ñòðåëêàì.
I Áóäåì íàçûâàòü âåðøèíó, èç êîòîðîé ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé, êîðíåì.
Òîãäà óòâåðæäåíèå An îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè ñòðåëîê íà ñòîðîíàõ
è äèàãîíàëÿõ n-óãîëüíèêà íàéä¼òñÿ êîðåíü. Â ýòîì ïðèìåðå íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ íå
ñ åäèíèöû, à ñ n = 3. Óòâåðæäåíèå A3 ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ: ëèáî íàéä¼òñÿ âåðøèíà, èç
êîòîðîé âûõîäèò äâå ñòðåëêè (è òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì), ëèáî èç êàæäîé âåðøèíû
âûõîäèò îäíà ñòðåëêà, à êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì (òîãäà â êà÷åñòâå êîðíÿ ìîæíî
âçÿòü ëþáóþ âåðøèíó). Äîêàæåì èìïëèêàöèþ Ak → Ak+1. Èòàê, ìû óìååì èñêàòü íóæ-
íóþ âåðøèíó íà ñòîðîíàõ è âåðøèíàõ ëþáîãî n-óãîëüíèêà ñî ñòðåëêàìè, à íàì íóæíî
ñäåëàòü òî æå ñàìîå äëÿ (n + 1)-óãîëüíèêà. ×òî æå ñäåëàòü? Óáåð¼ì ìûñëåííî îäíó
èç âåðøèí âìåñòå ñî âñåìè âõîäÿùèìè â íå¼ è âûõîäÿùèìè èç íå¼ ñòðåëêàìè. Òîãäà
â ïîëó÷èâøåìñÿ n-óãîëüíèêå èñêàòü êîðåíü ìû óìååì. Òåïåðü âñïîìíèì îá (n + 1)-îé
âåðøèíå. Åñëè ñòðåëêà èç êîðíÿ âåä¼ò â íå¼, òî âñ¼ ïðåêðàñíî. Åñëè æå ñòðåëêà âåä¼ò èç
íå¼ â êîðåíü, òî ýòó ïîñëåäíþþ âåðøèíó è íóæíî îáúÿâèòü êîðíåì âìåñòî èìåþùåãîñÿ
êîðíÿ. J

Çàìå÷àíèå. Òîëüêî ÷òî ïðîäåëàííûé íàìè ïðè¼ì îáû÷íî íàçûâàþò òåðìèíîì ñïóñê.
Óáðàâ îäèí èç ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ,
òî åñòü ïîïàäàåì â óæå èçó÷åííóþ ñèòóàöèþ. Íî êàêîé èìåííî ýëåìåíò óáèðàòü, ÷òîáû
ìîæíî áûëî áëàãîïîëó÷íî âåðíóòüñÿ íàçàä? Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ýòî áûëî íåâàæíî, íî
÷àñòî áåç ïðàâèëüíîãî âûáîðà òàêîãî ïàðàìåòðà óïðîùåíèÿ èíäóêöèîííîå ðàññóæäåíèå
ïðîâåñòè íåâîçìîæíî. Ïðåêðàñíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Ïðèìåð 3.5. Íåêîòîðûå íàñåë¼ííûå ïóíêòû ñîåäèíåíû äîðîãàìè ñ äâóñòîðîííèì äâè-
æåíèåì. Ïðè ýòîì èç êàæäîãî ãîðîäà ïî äîðîãàì ìîæíî äîåõàòü äî ëþáîãî äðóãîãî
è íè â êàêîé ãîðîä íåëüçÿ âåðíóòüñÿ, íå ðàçâîðà÷èâàÿñü. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî äîðîã
íà 1 ìåíüøå ÷èñëà ãîðîäîâ.
I Èäåÿ ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû óáèðàòü íå ñîâñåì óæ ïðîèçâîëüíûé ãî-
ðîä, à òîò, êîòîðûé íàõîäèòñÿ ¾ñ êðàþ¿. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî ýòî çíà÷èò è ïî÷åìó
¾êðàéíèé¿ ãîðîä âñåãäà åñòü. J

Óïðàæíåíèå 3.2. Äîâåäèòå ðåøåíèå çàäà÷è èç ïðèìåðà 3.5 äî êîíöà.
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3.4. Íåñòàíäàðòíûå èíäóêòèâíûå ñõåìû

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïðîñòåéøàÿ ñõåìà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íå ïðîõîäèò è å¼
ïðèõîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü. Îáû÷íî ýòî íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì äîïîëíèòåëü-
íûì ñëîæíîñòÿì, íî áûòü ãîòîâûì ê òàêîé ñèòóàöèè íàäî.

Ïðèìåð 3.6. Èíäóêöèÿ îò âñåõ ìåíüøèõ çíà÷åíèé.
• Çàäà÷à. ×èñëî x ïîäîáðàíî òàê, ÷òî ÷èñëî x + 1

x
ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Äîêàæèòå, ÷òî

ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî xn + 1
xn òîæå ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

• Ðåøåíèå. Âûêëàäêà

xn +
1

xn
=


xn−1 +

1

xn−1


x+

1

x


−

xn−2 +

1

xn−2


ïîêàçûâàåò, ÷òî óòâåðæäåíèå An çäåñü ñëåäóåò íå èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ An−1,
à èç äâóõ ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé ïî ëîãè÷åñêîé ñõåìå (An−1 ∧ An−2) → An. Â ýòîì
ñëó÷àå ññûëêà íà ïðèíöèï ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü âñå óòâåðæäå-
íèÿ öåïî÷êè, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé A1 è A2, â ñâîþ î÷åðåäü,
íóæíî çàíîñèòü â áàçó èíäóêöèè è ïðîâåðÿòü îòäåëüíî. Óòâåðæäåíèå A1 âåðíî ïî óñëî-
âèþ, à óòâåðæäåíèå A2 ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ òîé æå âûêëàäêîé:

x2 +
1

x2
=


x+

1

x

2

− 2.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìû âûâîäèì èñòèííîñòü óòâðåæäåíèÿ An íå èç äâóõ, à èç k ïðåäû-
äóùèõ óòâåðæäåíèé, òî è â áàçó èíäóêöèè ïðèä¼òñÿ çàíîñèòü äîêàçàòåëüñòâî k ïåðâûõ
óòâåðæäåíèé.

Ïðèìåð 3.7. Èíäóêöèÿ ñ íååäèíè÷íûì øàãîì.
• Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 5 ëþáîé êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà n ìåíüøèõ

êâàäðàòîâ (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûõ).
• Ðåøåíèå. Ðàçðåçàÿ êâàäðàò íà 4 îäèíàêîâûå ÷àñòè, ìû äîáàâëÿåì ê èìåþùåìó-

ñÿ ÷èñëó êâàäðàòîâ åù¼ 3. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü èíäóêöèîííûé ïåðåõîä ëåãêî ñäåëàòü
ïî ñõåìå An−3 → An. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ññûëêà íà ïðèíöèï ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà
ñðàáîòàëà, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ïðèä¼òñÿ äîêàçàòü íå îäíî, à òðè áàçîâûõ óòâåð-
æäåíèÿ. Ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèÿ n > 5 ìîæíî âçÿòü óòâåðæäåíèÿ A4, A6, A8. Óòâåðæäå-
íèå A4 î÷åâèäíî, A6 ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèåíèåì êâàäðàòà íà 9 îäèíàêîâûõ êëåòîê è âçÿòèåì
îäíîãî êâàäðàòà 2 × 2 êëåòêè è ïÿòè îñòàâøèõñÿ êëåòîê 1 × 1, à A8 � ðàçáèåíèåì íà
16 îäèíàêîâûõ êëåòîê è âçÿòèåì îäíîãî êâàäðàòà 3× 3 è ñåìè îñòàâøèõñÿ êëåòîê 1× 1.

Ïðèìåð 3.8. Ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç.
• Çàäà÷à. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1 +
1

4
+

1

9
+

1

16
+ . . .+

1

n2
< 2.
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• Ðåøåíèå. Ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, êàê â ýòîé çàäà÷å ñäåëàòü ïåðåõîä èíäóêöèè. Îäíàêî
åñëè âìåñòî èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

(n− 1) · n
6
n− 1

n
,

òî ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà 1
n2 <

1
n(n−1)

äîêàçàòåëüñòâî èñõîäíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîÿñíÿåò-
ñÿ:

1+
1

4
+
1

9
+

1

16
+ . . .+

1

n2
< 1+

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

(n− 1) · n
6 1+

n− 1

n
< 1+1 < 2.

Óïðàæíåíèå 3.3. Äîêàæèòå, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ñïðàâäåëèâî äàæå áîëüøåå:

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

(n− 1) · n
=
n− 1

n
.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çäåñü áàçà èíäóêöèè n = 2.

3.5. Èíäóêöèÿ êàê îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà

Ñôåðà ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêà. Îä-
íîé èç âàæíûõ îáëàñòåé å¼ èñïîëüçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèå êîððåêòíîé ðàáîòû
ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Â ðàçäåëàõ 4.2 è 4.3 ìû óâèäèì ýòî íà ïðèìåðå äåëåíèÿ ñ îñòàò-
êîì è àëãîðèòìà Åâêëèäà. Çäåñü æå îáñóäèì, ïî÷åìó ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàç-
áèòü äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè � ïîäîáíûå ðàçáèåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðàâèëüíûìè
òðèàíãóëÿöèÿìè.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) îáëàäàåò ïðà-
âèëüíîé òðèàíãóëÿöèåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òðèàíãóëÿöèè, äîñòàòî÷íî
ïðåäúÿâèòü àëãîðèòì å¼ ïîñòðîåíèÿ äëÿ êàæäîãî n-óãîëüíèêà. Â íàøåì ñëó÷àå, ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ðåêóðñèâíûì (òî åñòü ññûëàþùèìñÿ íà ñåáÿ) àëãîðèòìîì:

• Åñëè n = 3 � íè÷åãî íå äåëàòü.

• Åñëè n > 3 � ïðîâåñòè âíóòðåííþþ äèàãîíàëü è ïðèìåíèòü àëãîðèòì ê êàæäîìó
èç ïîëó÷èâøèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ïîêàæåì ïðè ïîìîùè èíäóêöèè, ïî÷åìó ðàáîòà ýòîãî àëãîðèòìà çàâåðøèòñÿ è äàñò
ïðàâèëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ. Áàçà èíäóêöèè: n = 3 � â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíûé òðåóãîëü-
íèê ñîâïàäàåò ñî ñâîåé òðèàíãóëÿöèåé, è àëãîðèòì ñðàçó îñòàíîâèòñÿ. Èíäóêöèîííûé
ïåðåõîä: äîïóñòèì, ïðè âñåõ n 6 k àëãîðèòì êîððåêòíî çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó äëÿ
ëþáîãî n-óãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü (k + 1)-óãîëüíèê. Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì
ê íåìó, ìû äîëæíû ðàçäåëèòü åãî äèàãîíàëüþ íà äâà ìåíüøèõ ìíîãîóãîëüíèêà, à çàòåì
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ê êàæäîìó èõ íèõ ïðèìåíèòü âñ¼ òîò æå àëãîðèòì. Íî ê ìåíüøèì ìíîãîóãîëüíèêàì
ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå: ÷èñëî èõ ñòîðîí íå ïðåâûøàåò k, à çíà÷èò, äëÿ íèõ àëãî-
ðèòì çàâåðøèò ñâîþ ðàáîòó ïðàâèëüíî. Ïîýòîìó è äëÿ èñõîäíîãî (k+1)-óãîëüíèêà ìû
ïîëó÷èì ïðàâèëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ.

Îñòà¼òñÿ îáúÿñíèòü, ïî÷åìó â êàæäîì ìíîãîóãîëüíèêå ìîæíî ïðîâåñòè âíóòðåííþþ
äèàãîíàëü � äèàãîíàëü, ëåæàùóþ öåëèêîì âíóòðè ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Äëÿ âûïóê-
ëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ýòî î÷åâèäíî: ëþáàÿ äèàãîíàëü áóäåò âíóòðåííåé ïî îïðåäåëåíèþ
âûïóêëîñòè. Åñëè æå ìíîãîóãîëüíèê íåâûïóêëûé, ó íåãî íàéä¼òñÿ âåðøèíà, âíóòðåí-
íèé óãîë ïðè êîòîðîé áîëüøå ðàçâ¼ðíóòîãî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èñõîäÿùèõ èç ýòîé
âåðøèíû ëó÷åé, êîòîðûå èäóò âíóòðü äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà, è äëÿ êàæäîãî òàêîãî
ëó÷à îïðåäåëèì áëèæàéøóþ ñòîðîíó ìíîãîóãîëüíèêà, êîòîðóþ ëó÷ ïåðåñåêàåò. Ñðåäè
îïðåäåë¼ííûõ ñòîðîí õîòÿ áû äâå ðàçëè÷íûõ (èíà÷å ëó÷è çàïîëíÿþò óãîë, ìåíüøèé π),
à ïîãðàíè÷íûé ìåæäó íèìè ëó÷ êàê ðàç è çàäà¼ò âíóòðåííþþ äèàãîíàëü. �

Óïðàæíåíèå 3.4. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ â ïðîèçâîëüíîé òðè-
àíãóëÿöèè n-óãîëüíèêà íå çàâèñèò îò òðèàíãóëÿöèè è ðàâíî (n− 2).

á) Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ÷òî ñóììà óãëîâ n-óãîëüíèêà ðàâíà (n− 2)π.

3.6. Ëèòåðàòóðà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

• Ãîëîâèíà Ë.È., ßãëîì È.Ì., Èíäóêöèÿ â ãåîìåòðèè (Âûïóñê 21 èç ñåðèè ¾Ïîïó-
ëÿðíûå ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå¿) � Ìîñêâà, Ôèçìàòãèç, 1961.

• Êóðàíò Ð., Ðîáèíñ Ã., ×òî òàêîå ìàòåìàòèêà? (3-å èçäàíèå) � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ,
2001.

• Ñîìèíñêèé È.Ñ., Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (Âûïóñê 3 èç ñåðèè ¾Ïîïóëÿð-
íûå ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå¿) � Ìîñêâà, Íàóêà, 1965.

• Óñïåíñêèé Â.À., Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, Áèáëèîòåêà
¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùåíèå¿, âûïóñê 34 (2-å èçäàíèå) � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2012.

• Øåíü À., Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ (5-å èçäàíèå) � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2016.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ
Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

3.1. Òîæäåñòâà è íåðàâåíñòâà

Çàäà÷à 3.1. (T) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

à) 1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
;

á) 1 + 22 + 32 + 42 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

â) 1 + 23 + 33 + 43 + . . .+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
;

ã) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ n(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
;

ä) 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + . . .+ n · n! = (n+ 1)!− 1;

å)
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ . . .+

1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

n(n+ 3)

4(n+ 1)(n+ 2)
;

æ)
1

1 · 3
+

1

2 · 4
+

1

3 · 5
+ . . .+

1

n(n+ 2)
=

3

4
− 1

2n+ 2
− 1

2n+ 4
.

Çàäà÷à 3.2. Ïóñòü s1, s2, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî s1 = 2, à êàæäîå
ñëåäóþùåå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùåå ïî ôîðìóëå

sn+1 =
1

2


sn +

2

sn


.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1 6 sn 6 2.

Çàäà÷à 3.3. (C) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α > −1 è ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè: (1 + α)n > 1 + nα.

Çàäà÷à 3.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

à)
1√
1
+

1√
2
+ . . .+

1√
n
>

√
n;

á)
1 · 2 · 3 · . . . · 2n
(1 · 2 · 3 · . . . · n)2

>
4n

n+ 1
.

3.2. Ïðàâäîïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ

Çàäà÷à 3.5. (T) Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùåì äîêàçàòåëüñòâå.
Óòâåðæäåíèå: âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Äîêàçàòåëüñòâî: áàçà âûïîëíÿåòñÿ � îäíî ÷èñëî ðàâíî ñàìîìó ñåáå. Ïðåäïîëîæèì,

óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ k ÷èñåë. Ðàññìîòðèì k+1 ÷èñëî. Åñëè îòáðîñèòü
ïåðâîå ÷èñëî, òî âñå îñòàâøèåñÿ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè áóäóò ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Åñëè îòáðîñèòü âòîðîå ÷èñëî, òî âñå îñòàâøèåñÿ ÷èñëà òàêæå áóäóò ðàâíû ìåæäó ñîáîé,
â ÷àñòíîñòè, ðàâíû ïåðâîìó ÷èñëó. Èòàê, âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàâíû.
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Çàäà÷à 3.6. (T) Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùåì äîêàçàòåëüñòâå.
Óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîãî n ∈ N ïðîèçâîëüíûå n òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Äîêàçàòåëüñòâî: áàçà ïðè n = 1, ðàçóìååòñÿ, âûïîëíÿåòñÿ � îäíà òî÷êà ëåæèò íà

îäíîé ïðÿìîé. Ïðåäïîëîæèì, óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n = k. Òîãäà ïðè n = k + 1
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå n òî÷åê X1, X2, . . . , Xk, Xk+1. Òî÷êè X1, X2, . . . , Xk ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè; òî÷êè X2, X3, . . . , Xk+1 òàêæå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè X1, X2, . . . , Xk, Xk+1 ëåæàò íà åäèíñòâåííîé
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè X1, X2, . . . , Xk.

Çàäà÷à 3.7. (C) Ñïðàâåäëèâû ëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå è åãî äîêàçàòåëüñòâî?
Óòâåðæäåíèå: åñëè òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà ìåíüøèå òðåóãîëüíèêè îòðåçêàìè (íå îáÿ-

çàòåëüíî äèàãîíàëÿìè), òî õîòÿ áû îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ íå îñòðîóãîëüíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè òðåóãîëüíèê ðàçáèò îòðåçêîì íà äâà òðåóãîëüíèêà, òî îäèí

èç íèõ íå îñòðîóãîëüíûé (ÿñíî). Ïóñòü íåêîòîðûé òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà n ìåíüøèõ
òðåóãîëüíèêîâ. Ïðîâåä¼ì åù¼ îäèí îòðåçîê, ðàçáèâ îäèí èç ìàëåíüêèõ òðåóãîëüíèêîâ
íà äâà. Ïîëó÷èì ðàçáèåíèå íà (n + 1) òðåóãîëüíèê, ïðè÷¼ì îäèí èç äâóõ íîâûõ òðå-
óãîëüíèêîâ íå áóäåò îñòðîóãîëüíûì. Ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

3.3. Ñóììèðîâàíèå è ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

Çàäà÷à 3.8. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ an, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
à) a1 = 1 è an+1 = an + 3 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n;
á) a0 = 2, a1 = 3, à òàêæå an+1 = 3an − 2an−1 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 1.

Çàäà÷à 3.9. Ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) èçâåñòíî, ÷òî a1 = 1, a2 = 2, à òàêæå ÷òî
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 1 âûïîëíåíî an+1 = an − an−1. Äîêàæèòå, ÷òî an+6 = an äëÿ
âñåõ n ∈ N.
Çàäà÷à 3.10. (C) Íåñêîëüêî ïðÿìûõ íàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè
íèêàêèå 2 èç íèõ íå ïàðàëëåëüíû è íèêàêèå 3 íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Íàéäèòå
êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, íà êîòîðûå n ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ äåëÿò ïëîñêîñòü.

à) Âûïèøèòå ïÿòü ïåðâûõ ÷ëåíîâ.
á) Íàéòè ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
â) Íàéäèòå ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà.

3.4. Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà è êîíñòðóèðîâàíèå

Çàäà÷à 3.11. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò 2n×2n, èç êîòîðîãî âûðåçàíà ïðîèçâîëüíàÿ êëåò-
êà, ìîæíî ðàçðåçàòü íà ¾óãîëêè¿ èç òð¼õ êëåòîê (¾óãîëîê¿ � ýòî êâàäðàò 2×2 áåç îäíîé
êëåòêè).

Çàäà÷à 3.12. Èìååòñÿ êó÷à èç n êàìíåé. Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè çàáèðàþò èç íå¼ ïî
1, 2 èëè 3 êàìíÿ; òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä � ïðîèãðûâàåò. Êòî âûèãðûâàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè íà÷èíàåò Ïåòÿ?

Çàäà÷à 3.13. 2020 ÷åëîâåê íå çíàêîìû ìåæäó ñîáîé. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ïåðå-
çíàêîìèòü òàê, ÷òî íè ó êàêèõ òð¼õ ëþäåé íå áóäåò îäèíàêîâîãî ÷èñëà çíàêîìûõ.
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Çàäà÷à 3.14. Ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà ÷àñòè ïðÿìûìè è îêðóæíîñòÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî
ïîëó÷åííóþ êàðòó ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òî îáëàñòè, ãðàíè÷àùèå ïî äóãå
èëè îòðåçêó, áóäóò èìåòü ðàçíûé öâåò.

3.5. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 3.15. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé ãðóïïîé, åñëè
îíî ñîäåðæèò ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ÷èñëîâàÿ
ãðóïïà ñîñòîèò èç âñåõ öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n.

Çàäà÷à 3.16. Ïîåçä åõàë ÷åðåç òîííåëü è n ñðåäè ñèäÿùèõ â îäíîì êóïå ìóäðåöîâ
çàïà÷êàëèñü. Çàìåòèâ ýòî, ïðîâîäíèê ñêàçàë: ¾Ãîñïîäà, ñðåäè âàñ åñòü çàïà÷êàâøèåñÿ¿.
Ìóäðåöû ëåíèâûå è õîäÿò óìûâàòüñÿ òîëüêî íà îñòàíîâêàõ è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷íî
ïîéìóò, ÷òî çàïà÷êàëèñü. Çåðêàë â êóïå íåò, à óìûâàëüíèê âìåùàåò ïðîèçâîëüíîå ÷èñ-
ëî ïàññàæèðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íà îñòàíîâêå ñ íîìåðîì n âñå çàïà÷êàâøèåñÿ ìóäðåöû
îäíîâðåìåííî ïîéäóò óìûâàòüñÿ.

Çàäà÷à 3.17. Âîñüìè ìóäðåöàì ïîêàçàëè 5 êðàñíûõ, 4 ñèíèõ è 2 áåëûõ êîëïàêà. Â òåì-
íîòå íà íèõ íàäåëè 4 êðàñíûõ, 2 ñèíèõ è 2 áåëûõ êîëïàêà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îäèí
èç ìóäðåöîâ ïðàâèëüíî íàçâàë öâåò ñâîåãî êîëïàêà. Êàêîé íà í¼ì áûë êîëïàê?

Çàäà÷à 3.18. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó
à) íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè (âîçìîæíî, âêëþ÷àÿ íóëåâóþ ñòåïåíü);
á) íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

(fn) çàäà¼òñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè f0 = f1 = 1, à òàêæå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé
fn+1 = fn + fk−1 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 1).

Çàäà÷à 3.19. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Âûïèøåì âñå äðîáè âèäà 1
pq
, äëÿ êîòîðûõ

÷èñëà p è q ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 0 < p < q 6 n
è p+ q > n. ×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ äðîáåé òàêîãî âèäà?

Çàäà÷à 3.20. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå íàáîðû ÷èñåë èç ìíîæåñòâà 1, 2, 3, . . . , n, íå
ñîäåðæàùèå äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë. Íàéäèòå ñóììó êâàäðàòîâ ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë â ýòèõ
íàáîðàõ.

Çàäà÷à 3.21. Íà íåáå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çâ¼çä. Ó êàæäîé çâåçäû åñòü ðàçìåð è ÿð-
êîñòü, ïðè÷¼ì è òî, è äðóãîå � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå çâåçäû
îòëè÷àþòñÿ õîòÿ áû ïî îäíîìó èç ýòèõ äâóõ ïàðàìåòðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâå
çâåçäû, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ íå ìåíüøå âòîðîé íè ïî ÿðêîñòè, íè ïî ðàçìåðó.

Çàäà÷à 3.22. Èìååòñÿ òàáëèöà èç òð¼õ ñòðîê è áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ. Â êàæ-
äîé êëåòêå òàáëèöû ñòîèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê âûáðàòü äâà
ñòîëáöà â òàáëèöå, ÷òî â êàæäîé èç ñòðîê ÷èñëî, ñòîÿùåå â ïåðâîì ñòîëáöå, áóäåò íå
áîëüøå ÷èñëà, ñòîÿùåãî âî âòîðîì ñòîëáöå.

Çàäà÷à 3.23. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå n > 4 òî÷åê ìîæíî òàê ñîåäèíèòü ñòðåëêàìè, ÷òî
èç êàæäîé òî÷êè â êàæäóþ ìîæíî ïîïàñòü, ïðîéäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ëèáî ïî îäíîé
ñòðåëêå, ëèáî ïî äâóì.
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Äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Öåëûå ÷èñëà çíàêîìû ÷èòàòåëþ åùå ñî øêîëû. Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàïîìíèì îñíîâ-
íûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ öåëûìè ÷èñëàìè.

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Z è ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà

Z = {0,±1,±2, . . .}.

Ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Z+:

Z+ = {0, 1, 2, . . .} ⊂ Z.

Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà 6. Ïîäîáíî íà-
òóðàëüíûì ÷èñëàì, Z+, îáëàäàåò òåì âàæíûì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî
ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Ýòî íàáëþäåíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ î÷åâèäíûì, íî îíî
ïîñòîÿííî èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ.

Óïðàæíåíèå 4.1. ßâëÿåòñÿ ëè îòíîøåíèå ïîðÿäêà ðåôëåêñèâíûì? Ñèììåòðè÷íûì?
Òðàíçèòèâíûì?

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü a, b ∈ Z � öåëûå ÷èñëà. Ãîâîðÿò, ÷òî a äåëèòñÿ íà b è ïèøóò
a
... b, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ Z, ÷òî

a = k · b.

Ïðî ýëåìåíò b â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îí äåëèò a è ïèøóò b | a. Åñëè æå b íå äåëèò a,
òî ïèøóò b - a.
Ïðèìåð 4.1. 8

... 2, ïîñêîëüêó 8 = 2 · 4, íî 3 - 16.
Óïðàæíåíèå 4.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n | a è n | b, òî n | (a + b) è n | (a − b) äëÿ
ëþáîé òðîéêè n, a, b ∈ Z.
Óïðàæíåíèå 4.3. Ïóñòü öåëûå ÷èñëà n, a, b ∈ Z òàêîâû, ÷òî n | a è n - b. Äîêàæèòå,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå n - (a+ b).

Óïðàæíåíèå 4.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ Z, åñëè a ... b è b ... c, òî a ... c.
Íàïîìíèì âñåì çíàêîìóþ äåñÿòè÷íóþ çàïèñü öåëîãî ÷èñëà (î äåñÿòè÷íîé çàïèñè

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à òàêæå î çàïèñÿõ ñ äðóãèìè îñíîâàíèÿìè áóäåò ïîäðîáíî ðàñ-
ñêàçàíî â ãëàâå Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà). Öåëûå ÷èñëà â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ
çàïèñûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ öèôð 0, 1, 2, . . . 9. Ýòî çàïèñü îçíà÷àåò ñëåäóþùåå

anan−1an−2 . . . a0 := an10
n + an−110

n−1 + . . .+ a0.
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Çäåñü ai � (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) öèôðû, à ÷åðòà íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü
ýòó çàïèñü îò ïåðåìíîæåíèÿ.

Ïðèìåð 4.2. 1467 = 1 · 1000 + 4 · 100 + 6 · 10 + 7 = 1 · 103 + 4 · 102 + 6 · 10 + 7.

Â òåðìèíàõ äåñÿòè÷íîé çàïèñè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà ðàç-
íûå ÷èñëà.

Óòâåðæäåíèå 4.2.
• ×èñëî äåëèòñÿ íà 2, åñëè è òîëüêî åñëè åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà äåëèòñÿ íà 2.
• ×èñëî äåëèòñÿ íà 4, åñëè è òîëüêî åñëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç åãî ïîñëåäíèõ

öèôð äåëèòñÿ íà 4.
• ×èñëî äåëèòñÿ íà 5, åñëè è òîëüêî åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà â åãî çàïèñè � 0 èëè 5.

Óïðàæíåíèå 4.5. à) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 4.2.
á) Ñôîðìóëèðóéòå àíàëîãè÷íûå ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 8, 25, 16, 125.

Óòâåðæäåíèå 4.3.
• ×èñëî äåëèòñÿ íà 3, åñëè è òîëüêî åñëè ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 3.
• ×èñëî äåëèòñÿ íà 9, åñëè è òîëüêî åñëè ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 9.

Óïðàæíåíèå 4.6. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 4.3.

4.2. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïóñòü a, b ∈ Z � öåëûå ÷èñëà. Ãîâîðÿò, ÷òî a äåëèòñÿ ñ îñòàòêîì
íà b, åñëè ñóùåñòâóþò q, r ∈ Z òàêèå, ÷òî

a = qb+ r, 0 6 r < |b|.

Â òàêîì ñëó÷àå q íàçûâàþò (íåïîëíûì) ÷àñòíûì, à r � îñòàòêîì.

Òåîðåìà 4.5. Öåëûå ÷èñëà ìîæíî äåëèòü ñ îñòàòêîì. À èìåííî, äëÿ ëþáûõ öåëûõ
÷èñåë a è b ̸= 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà öåëûõ ÷èñåë q è r òàêàÿ, ÷òî

a = qb+ r, 0 6 r < |b|,

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî r > 0, � ýòî óñëîâèå íóæíî äëÿ åäèíñòâåííîñòè.

Ìîòèâèðîâêà.Äàííîå ðàññóæäåíèå íåëüçÿ ñ÷èòàòü ÷åñòíûì äîêàçàòåëüñòâîì, íî îçíà-
êîìèòüñÿ ñ íèì âåñüìà ïîëåçíî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî b > 0, è ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî {nb | n ∈ Z}. Òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà ðàâíûå
îòðåçêè (òî÷íåå, ïîëóèíòåðâàëû) äëèíû b. ßñíî, ÷òî ÷èñëî a äîëæíî íàõîäèòüñÿ â îä-
íîì èç íèõ:

bn 6 a < b(n+ 1).

Âû÷èòàÿ èç âñåõ ÷àñòåé ýòîãî äâîéíîãî íåðàâåíñòâà bn, ïîëó÷àåì

0 6 a− bn < b.
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Îñòà¼òñÿ ïîëîæèòü q = n è r = a− bn.
Åñëè æå b < 0, òî −b > 0 è ÷èñëî −a ïðåäñòàâèìî â âèäå

−a = q′(−b) + r′.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè r′ = 0, òî äîñòàòî÷íî âçÿòü q = −q′. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîëîæèì q = q′ + 1 è r = −b− r′.

Óïðàæíåíèå 4.7. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè b < 0 óêàçàííûå ÷èñëà q è r äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿþòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì è îñòàòêîì ïðè äåëåíèè a íà b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.5. Íà÷í¼ì ñ åäèíñòâåí-
íîñòè. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâå ïàðû ÷èñåë (q1, r1) è (q2, r2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
òåîðåìû, òî åñòü

a = q1b+ r1, 0 6 r1 < |b|, è a = q2b+ r2, 0 6 r2 < |b|.

Òîãäà
q1b+ r1 = q2b+ r2 =⇒ (q1 − q2)b = r2 − r1.

Çàìåòèì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû,

(r2 − r1)
... b =⇒ |r2 − r1|

... |b|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
|r2 − r1| < |b|.

Òàêèì îáðàçîì, r2 − r1 äîëæíî áûòü ðàâíî 0, à çíà÷èò, è b(q1 − q2) = 0. Ïîñêîëüêó ïî
óñëîâèþ òåîðåìû b ̸= 0, èìååì q1 = q2 è r1 = r2, ÷òî è õîòåëîñü äîêàçàòü.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì a > 0, b > 0,
îñòàâèâ îñòàëüíîå â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ èíäóê-
öèåé ïî a. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé a < b òðèâèàëåí, à èìåííî, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü q = 0
è r = a. Òåì ñàìûì, áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà. Ïóñòü òåïåðü a > b è óòâåðæäåíèå âåðíî
äëÿ âñåõ 0 6 a0 < a. Ïîëîæèì

a0 = a− b.

Òîãäà 0 6 a0 < a, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàéäóòñÿ q0 è r0 òàêèå, ÷òî

a0 = q0b+ r0, 0 6 r0 < b.

Òàêèì îáðàçîì,
a = q0b+ b+ r0 = (q0 + 1)b+ r0,

è îñòà¼òñÿ ïîëîæèòü q = q0 + 1 è r = r0. Òåîðåìà äîêàçàíà �

Óïðàæíåíèå 4.8. Ïðîâåðüòå ñóùåñòâîâàíèå â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Óïðàæíåíèå 4.9. Ïóñòü n ∈ Z. Íà êàêèå öèôðû ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ äåñÿòè÷íàÿ
çàïèñü ÷èñëà n2?

Óïðàæíåíèå 4.10. Íàéäèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ à) 22020 íà 3; á) 3777 íà 5.
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4.3. Àëãîðèòì Åâêëèäà

• Ïóñòü a, b ∈ Z � öåëûå ÷èñëà. Áóäåì íàçûâàòü èõ îáùèì äåëèòåëåì òàêîå ÷èñëî
n ∈ Z, ÷òî a ...n è b ...n. ßñíî, ÷òî ëþáûå äâà ÷èñëà èìåþò õîòÿ áû îäèí îáùèé äåëèòåëü:
òàêîâûì, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1.

Óïðàæíåíèå 4.11. Ïóñòü a ∈ Z, ïðè÷¼ì a ̸= 0, è a
...n. Ïîêàæèòå, ÷òî |n| 6 |a|.

• Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) ÷èñåë a, b ∈ Z � ýòî, êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ,
íàèáîëüøèé èç èõ îáùèõ äåëèòåëåé. Ïðèìåíÿþò äâà îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèÿ:

d = ÍÎÄ(a, b) èëè ïðîñòî d = (a, b).

Îáà îíè îçíà÷àþò, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a è b.

Èç óïðàæíåíèÿ 4.11 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ôàêòû.
• Ìíîæåñòâî äåëèòåëåé íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà êîíå÷íî.
• Ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé êîíå÷íîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë êîíå÷íî.
Ïîñêîëüêó â ëþáîì íåïóñòîì êîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë îáÿçàòåëüíî åñòü

ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ
÷èñåë a è b êîððåêòíî, êîëü ñêîðî îíè îáà íå ðàâíû íóëþ.

• Åñëè (a, b) = 1, òî ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü (a, b) êàê ÷èñëî d, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè
äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

1) a
... d è b

... d;
2) åñëè a

...n è b
...n, òî d

...n.
Ýòî îïðåäåëåíèå, îäíàêî, íå îïðåäåëÿåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü îäíîçíà÷íî, à ëèøü
ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ±1.

Îïèøåì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ÍÎÄ äëÿ ëþáîé ïàðû öåëûõ ÷èñåë, íå
ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî. Ñîãëàñíî ýòîìó àëãîðèòìó, èçâåñòíîìó â ëèòåðàòóðå êàê
àëãîðèòì Åâêëèäà, ÍÎÄ (a, b) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ:

a = q0b+ r0 íóëåâîé øàã

b = q1r0 + r1 ïåðâûé øàã

. . .

rn−2 = qnrn−1 + rn n-é øàã

rn−1 = qn+1rn (n+ 1)-é øàã

ãäå rn � ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê. Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøèò ñâîþ ðàáîòó
êîððåêòíî, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëî÷èñëåííûõ îñòàòêîâ

|b| > |r0| > |r1| > . . . > |rn|

ñòðîãî óáûâàåò. Â ÷àñòíîñòè, â êàêîé-òî ìîìåíò ïðåäïîñëåäíèé ïîëó÷åííûé îñòàòîê
áóäåò íàöåëî äåëèòüñÿ íà ïîñëåäíèé.
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Ïðèìåð 4.3. Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà, ÷òîáû âû÷èñëèòü ÍÎÄ(351, 120).

351 = 2 · 120 + 111,

120 = 1 · 111 + 9,

111 = 12 · 9 + 3,

9 = 3 · 3.

Òàêèì îáðàçîì, (351, 120) = 3.

Ïðåæäå, ÷åì îáîñíîâûâàòü êîððåêòíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà Åâêëèäà, ìû äîêàæåì
íåáîëüøóþ, íî âàæíóþ ëåììó.

Ëåììà 4.6. Ïóñòü a = qb+ r. Òîãäà (a, b) = (b, r).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ d = (a, b) è d′ = (b, r). Çàìåòèì, ÷òî ñ îäíîé
ñòîðîíû, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 4.2,

a = qb+ r =⇒ a
... d′.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d > d′, ïîñêîëüêó d′ � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b, à d � èõ
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî,

r = a− qb =⇒ r
... d.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ýòî âëå÷¼ò d′ > d. Òàêèì îáðàçîì, d1 = d. �

Òåîðåìà 4.7. [Àëãîðèòì Åâêëèäà] Ïîñëåäíèé îñòàòîê rn â îïèñàííîì âûøå àëãî-
ðèòìå � ýòî â òî÷íîñòè ÍÎÄ(a, b).
Äîêàçàòåëüñòâî. Áëàãîäàðÿ ëåììå 4.6 èìååì (a, b) = (b, r0) = (r0, r1) = . . . = (rn, 0).
Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî (rn, 0) = rn. �

Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ èíäóêöèÿ, õîòü è â íåìíîãî
íåïðèâû÷íîì âèäå: ïî êîëè÷åñòâó øàãîâ â àëãîðèòìå. Â êà÷åñòâå áàçû âûñòóïàåò ðà-
âåíñòâî (rn, 0) = rn, à èíäóêöèîííûé ïåðåõîä ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû 4.6.

Óïðàæíåíèå 4.12. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íàéäèòå ÍÎÄ (69, 372).

Ïðèìåð 4.4. Èç àëãîðèòìà Åâêëèäà ìîæíî âûâåñòè òàê íàçûâàåìîå ëèíåéíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ. Ìîòèâèðîâêó è áîëåå îáùåå äîêàçàòåëüñòâî
ìû îòëîæèì äî ñëåäóþùåãî ðàçäåëà, à çäåñü îáñóäèì êîíêðåòíûé ïðèìåð: ïðåäñòàâèì
(351, 120) = 3 â âèäå 3 = 351x + 120y. Â ïðèìåðå 4.3 ìû óáåäèëèñü, ÷òî íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 351 è 120 äåéñòâèòåëüíî ðàâåí 3. ×òîáû ïîëó÷èòü æåëàåìûé
ðåçóëüòàò, íóæíî â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîéòè ïî àëãîðèòìó â îáðàòíóþ ñòîðîíó:

3 = 111− 12 · 9 =

= 111− 12 · (120− 111) = 13 · 111− 12 · 120 =

= 13 · (351− 2 · 120)− 12 · 120 = 13 · 351− (13 · 2 + 12) · 120 =

= 13 · 351− 38 · 120.
Èòîãî x = 13, à y = −38.
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4.4. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ

Äëÿ ïàðû öåëûõ ÷èñåë a, b ∈ Z îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Z(a, b) = {ax+ by | x, y ∈ Z}, è Z(d) = {dm | m ∈ Z}, ãäå d = (a, b).

Îñíîâíàÿ öåëü ýòîãî ðàçäåëà � äîêàçàòü, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò. Íî ïðåæäå ÷åì
ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó, îáñóäèì ìîòèâèðîâêó.

Ðåøèì òàêóþ çàäà÷ó. Ïóñòü â íåêîòîðîé ñòðàíå, âàëþòó êîòîðîé äëÿ îïðåäåë¼í-
íîñòè ìû íàçîâ¼ì ðóáëÿìè, â îáðàùåíèè èìåþòñÿ ìîíåòû äâóõ íîìèíàëîâ: a ðóáëåé
è b ðóáëåé. Äîïóñòèì, íåêîòîðûé òîâàð ñòîèò n ðóáëåé. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî è ó ïî-
êóïàòåëÿ, è ó ïðîäàâöà ìîíåò î÷åíü ìíîãî � íåò îãðàíè÷åíèé ïî êîëè÷åñòâó ìîíåò íà
ñäà÷ó. Âñåãäà ëè ïîêóïàòåëþ óäàñòñÿ ðàñïëàòèòüñÿ? À åñëè íåò, òî êàêîâû óñëîâèÿ íà
ñòîèìîñòü òîâàðà n, ÷òîáû ðàñïëàòèòüñÿ áûëî âîçìîæíî?

Íàø áóäóùèé ðåçóëüòàò î ðàâåíñòâå ìíîæåñòâ Z(a, b) è Z(d) êàê ðàç îòâå÷àåò íà
ýòîò âîïðîñ � ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n

... d. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïî-
êóïàòåëþ óäàñòñÿ ðàñïëàòèòüñÿ, òî n ∈ Z(a, b), ïîñêîëüêó ïîêóïàòåëü îòäàñò ïðîäàâöó
(x1a+ y1b) ðóáëåé, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì ñäà÷ó (x2a+ y2b) ðóáëåé, òî åñòü

n = (x1a+ y1b)− (x2a+ y2b) = (x1 − x2)a+ (y1 − y2)b ∈ Z(a, b).

Åñëè æå ìû äîêàæåì, ÷òî Z(a, b) = Z(d), òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âñå ÷èñëà, ïðåä-
ñòàâèìûå â âèäå ñóììû ÷èñåë a è b ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, îáÿçàòåëüíî äåëÿòñÿ
íà èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Òàêèì îáðàçîì, òîâàð ìîæíî áóäåò êóïèòü, åñëè è
òîëüêî åñëè åãî ñòîèìîñòü êðàòíà d. Â ÷àñòíîñòè, åñëè a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî åñòü
åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî d = (a, b) = 1, òî ìîæíî êóïèòü òîâàð ëþáîé ñòîèìîñòè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.8. [Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ] Äëÿ ëþáûõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë a è b,
íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî, Z(a, b) = Z(d), ãäå d = (a, b).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ, ñôîðìóëèðîâàííîìó â ðàç-
äåëå 2.2, íàì íóæíî äîêàçàòü äâà âêëþ÷åíèÿ:

Z(a, b) ⊂ Z(d) è Z(d) ⊂ Z(a, b).

Ïåðâîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü k � ïðîèçâîëüíûõ îáùèé äåëèòåëü
÷èñåë a è b. Òîãäà ëþáîå ÷èñëî âèäà (ax+ by) äåëèòñÿ íà k, ïîñêîëüêó

ax+ by = ka1x+ kb1y = k(a1x+ b1y).

Â ÷àñòíîñòè d äåëèò ëþáîå ÷èñëî òàêîãî âèäà.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ áîëåå õèòðî. Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ñâîéñòâ
ìíîæåñòâ Z(a, b) è Z(d), êîòîðûå ìû îñòàâèì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé.

Óïðàæíåíèå 4.13. Ïðîâåðüòå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:
à) 0, a, b ∈ Z(a, b);
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á) 0, d, a, b ∈ Z(d).
Óïðàæíåíèå 4.14. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k è l:

à) åñëè k, l ∈ Z(a, b), òî k ± l ∈ Z(a, b);
á) åñëè k, l ∈ Z(d), òî k ± l ∈ Z(d).

Óïðàæíåíèå 4.15. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k è n:
à) åñëè k ∈ Z(a, b), òî nk ∈ Z(a, b);
á) åñëè k ∈ Z(d), òî nk ∈ Z(d).

Óïðàæíåíèå 4.16. Äîêàæèòå, ÷òî â ìíîæåñòâå Z(a, b) åñòü ìèíèìàëüíûé ïî ìî-
äóëþ íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Z(a, b), êîòîðûé ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî
óïðàæíåíèþ 4.16, áóêâîé t. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âîçüì¼ì
÷èñëî (−t) � îíî òîæå ëåæèò â íàøåì ìíîæåñòâå. Ïóñòü n = ax+ by � ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò èç Z(a, b). Ïîäåëèì n íà t ñ îñòàòêîì:

n = qt+ r, ãäå 0 6 r < t.

Ïðåîáðàçîâûâàÿ ýòî âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì r = ax + by − qt. Ïðè ýòîì qt ∈ Z(a, b) ïî
óïðàæíåíèþ 4.15, à çíà÷èò, r ∈ Z(a, b) ïî óïðàæíåíèþ 4.14. Êëþ÷åâîé ìîìåíò äîêàçà-
òåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â íàáëþäåíèè, ÷òî 0 6 r < t, îäíàêî t � íàèìåíüøèé íåíóëåâîé
ýëåìåíò! Ïîýòîìó ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî r = 0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî t = d. Ìû óæå çíàåì, ÷òî Z(a, b) ⊂ Z(d), òî åñòü d äåëèò
ëþáîé ýëåìåíò èç Z(a, b). Â ÷àñòíîñòè, d | t, à ïîòîìó d 6 t ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 4.11.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, t � îáùèé äåëèòåëü a è b, ïîñêîëüêó a, b ∈ Z(a, b) è t äåëèò ëþáîé
ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà. Íî âñÿêèé îáùèé äåëèòåëü íå ïðåâîñõîäèò ÍÎÄ, ïîýòîìó
t 6 d. Òàêèì îáðàçîì, d = t, îòêóäà d ∈ Z(a, b) è Z(d) ⊂ Z(a, b) ïî óïðàæíåíèþ 4.15. �

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò äàòü åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî
îáùåãî äåëèòåëÿ, à èìåííî

(a, b) = min{|ax+ by| | x, y ∈ Z}.

4.5. Ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ öåëûõ ÷èñåë îñîáóþ ðîëü èãðàþò óðàâíåíèÿ, â êîòîðûå âõî-
äÿò ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå Z. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ
äèîôàíòîâûìè. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ äëÿ èõ ðåøåíèÿ áûâàåò äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ïî-
âåäåíèå îñòàòêîâ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ ïðè äåëåíèè íà íåêîòîðîå ÷èñëî.

Ïðèìåð 4.5. Ðàññìîòðèì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå x2 + y2 = 2019 îò äâóõ ïåðåìåííûõ
x è y. Çàìåòèì, ÷òî 2019 = 504 · 4 + 3, òî åñòü îñòàòîê ïðè äåëåíèè 2019 íà 4 ðàâåí 3.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îñòàòîê êâàäðàòà öåëîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 4 âñåãäà ðàâåí 0 èëè 1.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê ñóììû êâàäðàòîâ x2 + y2 ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü çíà÷åíèÿ 0,
1 èëè 2, à çíà÷èò, èñêîìîå óðàâíåíèå ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ íå èìååò.
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Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í èçó÷åíèþ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé âèäà

ax+ by = c, (1)

ãäå a, b, c ∈ Z, ïðè÷¼ì a, b ̸= 0. Óðàâíåíèÿ âèäà (1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàèáîëåå ïðîñòîé
÷àñòíûé ñëó÷àé äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé � ëèíåéíûé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó èõ ðåøåíèÿ
ìîæíî îïèñàòü â îáùåì âèäå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ a, b è c.

Ïåðâîå, äîâîëüíî î÷åâèäíîå, íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ÷èñëî c íå äåëèòñÿ
íà (a, b), òî ðåøåíèé óðàâíåíèå (1) íå èìååò. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå ïðè ëþáûõ
x, y ∈ Z ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà ÍÎÄ, à ïðàâàÿ ÷àñòü � íåò. Ìåíåå î÷åâèäíîå ñîîáðàæå-
íèå óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè c

... (a, b), òî õîòü îäíî ðåøåíèå íàéä¼òñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
c = (a, b) · k. Áëàãîäàðÿ àëãîðèòìó Åâêëèäà ìû çíàåì, êàê èñêàòü öåëûå ÷èñëà x0 è y0
òàêèå, ÷òî

ax0 + by0 = (a, b).

Äîìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà k, ìû ïîëó÷èì ax0k+ by0k = (a, b) · k = c, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
x = x0k è y = y0k ñóòü ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Òåïåðü, çíàÿ îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), íàì áû õîòåëîñü îáëàäàòü ìåòîäîì äëÿ
ïîèñêà âñåõ îñòàëüíûõ ðåøåíèé. Ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì òóò áóäåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4.9. Åñëè öåëûå ÷èñëà a è c âçàèìíî ïðîñòû è ab
... c, òî b

... c.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (a, c) = 1, òî ïî òåîðåìå 4.8 ìû èìååì

ma+ nñ = 1

äëÿ íåêîòîðûõ m,n ∈ Z. Äîìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà b, ïîëó÷àåì

mab+ nbc = b.

Òàêèì îáðàçîì, c äåëèò ëåâóþ ÷àñòü, à çíà÷èò, b
... c. �

Óïðàæíåíèå 4.17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a
... b, a

... c è (b, c) = 1, òî a
... bc.

Îïèøåì òåïåðü, êàê ïîñòðîèòü âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), óãàäàâ èëè âû÷èñëèâ
îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü x0, y0 ∈ Z � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), òî åñòü

ax0 + by0 = c.

Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ åãî ðåøåíèé èìååò âèä

x = x0 +m
b

(a, b)
, y = y0 −m

a

(a, b)
,

ãäå m ïðîáåãàåò âñå öåëûå ÷èñëà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà a è b ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî ïðîñòûìè. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû âèäåëè âûøå, åñëè (a, b) = d è óðàâíåíèå (1)
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èìååò ðåøåíèå, òî c
... d, òàê ÷òî âñ¼ óðàâíåíèå ìîæíî ñîêðàòèòü íà d. Ïðåäïîëîæèì

òåïåðü, ÷òî x, y � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ïî óñëîâèþ

ax+ by = c è ax0 + by0 = c.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî a(x − x0) = b(y0 − y).
Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, èç ëåììû 4.9 ñëåäóåò, ÷òî (x − x0)

... b
è (y0 − y)

... a. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà m è n, ÷òî
x− x0 = mb
y0 − y = na

=⇒

x = x0 +mb
y = y0 − na.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

ax+ by = a(x0 +mb) + b(y0 − na) = (ax0 + by0) +mab− nab = c+ ab(m− n)

âûòåêàåò, ÷òî íàéäåííûå âûðàæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ïðè ëþáûõ m = n.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîäâåä¼ì èòîã. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå âèäà (1), äîñòàòî÷-
íî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.

• Ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî c
... (a, b) � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò. Äëÿ ýòîãî

îáû÷íî áûâàåò äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü àëãîðèòì Åâêëèäà è íàéòè (a, b).
• Íàéòè êàêîå-íèáóäü ÷àñòíîå ðåøåíèå: ëèáî ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî õîäà àëãîðèòìà

Åâêëèäà, ëèáî ¾ìåòîäîì ïðèñòàëüíîãî âãëÿäûâàíèÿ¿, òî åñòü ïîïðîñòó óãàäàâ åãî.
• Ïðèìåíåíèòü òåîðåìó 4.10.

Ïðèìåð 4.6. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 5x + 2y = 17. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî x0 = 3, y0 = 1
ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòíûì ðåøåíèåì. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 4.10 îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

x = 3 + 2m,
y = 1− 5m,

m ∈ Z.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû ìû íå óâèäåëè óêàçàííîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, ìîæíî áûëî
áû ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè (5, 2), à çàòåì,
óáåäèâøèñü, ÷òî 17

... (5, 2), ðàçâåðíóòü åãî è íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 5x+ 2y = (5, 2):

5 = 2 · 2 + 1
2 = 2 · 1, =⇒ (5, 2) = 1 =⇒ 1 = 1 · 5− 2 · 2.

Äîìíîæàÿ ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå íà 17, ìû íàéä¼ì ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:
x0 = 17, y0 = −34. Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.10:

x = 17 + 2n,
y = −34− 5n,

n ∈ Z.

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ðàçíûå ðåøåíèÿ. Íî ýòî íå òàê:
âòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî ïîäñòàíîâêîé m = n+ 7.
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4.6. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî p ∈ N íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ó íåãî íåò äåëèòåëåé, îòëè÷-
íûõ îò 1 è p. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò
÷èñëî 1: îíî íå ñ÷èòàåòñÿ íè ïðîñòûì ÷èñëîì, íè ñîñòàâíûì.

Ìû íà÷í¼ì ñ èíòóèòèâíî ïîíÿòíîãî, íî íå âïîëíå òðèâèàëüíîãî ôàêòà.

Óòâåðæäåíèå 4.11. Ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûé ôàêò: äëÿ ëþ-
áîãî ÷èñëà n > 1 íàéä¼òñÿ ïðîñòîå ÷èñëî p (âîçìîæíî, ðàâíîå n) òàêîå, ÷òî n äåëèòñÿ
íà p. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì èíäóêöèþ. Áàçà èíäóêöèè n = 2 î÷åâèäíà. Èíäóêöèîí-
íûé øàã: äîïóñòèì, ÷òî ìû óìååì äîêàçûâàòü èñêîìîå óòâåðæäåíèå äëÿ âñåõ ÷èñåë,
ìåíüøèõ n. Ñàìî n ìîæåò áûòü ïðîñòûì � òîãäà äîêàçûâàòü íå÷åãî � èëè ñîñòàâíûì.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå n = km äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k è m, ìåíüøèõ n.
Äëÿ íèõ óæå âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, íàïðèìåð, íàéä¼òñÿ ïðîñòîå p, íà
êîòîðîå äåëèòñÿ ÷èñëî k. Ñëåäîâàòåëüíî, è n äåëèòñÿ íà p.

Âåðí¼ìñÿ ê îñíîâíîìó óòâåðæäåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë
êîíå÷íî, è ó íàñ åñòü èõ ïîëíûé ñïèñîê: p1, . . . , pk. Òîãäà ðàññìîòðèì ÷èñëî

n = p1 · . . . · pk + 1.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ÷èñëî n èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íè îäíî
èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ÷èñåë p1, . . . , pk åãî äåëèòåëåì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Óïðàæíåíèå 4.18. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë n = p1 · p2 . . . pk (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ).
Ëåììà 4.12. Ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) p ïðîñòîå;
2) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z, åñëè p | ab, òî p | a èëè p | b.

Äîêàçàòåëüñòâî.
(1) ⇒ (2): Ïóñòü p ïðîñòîå è p - a, òîãäà (p, a) = 1. Åñëè p | ab, òî ïî ëåììå 4.9

ïîëó÷àåì p | b. Àíàëîãè÷íî, ïðåäïîëîæèâ p - b, èç p | ab ïîëó÷àåì p | a.
(2) ⇒ (1): Åñëè p íå ïðîñòîå, òî p = n1 · n2 äëÿ íåêîòîðûõ n1 > 1 è n2 > 1. Íî òîãäà

äëÿ a = n1 è b = n2 ìû èìååì p | ab, â òî âðåìÿ êàê p - n1 è p - n2 � ïðîòèâîðå÷èå. �

Óïðàæíåíèå 4.19. Ïóñòü p ïðîñòîå ÷èñëî, n1, . . . , nm ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
(n1n2 . . . nm)

... p, òî ñóùåñòâóåò k, äëÿ êîòîðîãî nk
... p.

Òåîðåìà 4.13. [Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè] Ëþáîå öåëîå ÷èñëî n > 1 åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

n = p1 · p2 · . . . · pk,

ãäå p1, . . . , pk íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà.

Çàìå÷àíèå. Â òàêîé çàïèñè åäèíñòâåííîñòü ïîíèìàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ
ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé. Ãðóïïèðóÿ îäèíàêîâûå ñîìíîæèòåëè âìåñòå è óïîðÿäî÷èâàÿ
èõ îò áîëüøåãî ê ìåíüøåìó, ìû ïîëó÷èì çàïèñü âèäà

n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαl
l ,
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ãäå p1 < p2 < . . . < pl � ïðîñòûå, à α1, α2, . . . , αl ∈ N � íàòóðàëüíûå. Òàêàÿ çàïèñü óæå
åäèíñòâåííà äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèìîñòü â òðåáóåìîì âèäå ñëåäóåò èç óïðàæíåíèÿ 4.18. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå

n = q1 · q2 · . . . · qr

÷èñëà n â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

q1 · q2 · . . . · qr = p1 · p2 · . . . · pk.

Ñîêðàòèâ â í¼ì âñå ñîâïàäàþùèå qi è pj, ïîëó÷èì íîâîå ðàâåíñòâî

q′1 · q′2 · . . . · q′r′ = p′1 · p′2 · . . . · p′k′ ,

ãäå íè îäíî ÷èñëî q′i â ëåâîé ÷àñòè íå ðàâíÿåòñÿ íèêàêîìó ÷èñëó p′j â ïðàâîé. Ëåâàÿ
÷àñòü, îäíàêî, äåëèòñÿ, ñêàæåì, íà p′1, ïîýòîìó ïî óïðàæíåíèþ 4.19 îäíî èç ïðîñòûõ
÷èñåë q′m äåëèòñÿ íà p′1. Îäíàêî ïîñëåäíåå áû îçíà÷àëî, ÷òî q′m = p′1, à ìû ñîêðàòèëè
âñå îáùèå ìíîæèòåëè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Ïðèìåð 4.7. ×èñëî 12 ðàçëàãàåòñÿ â âèäå 12 = 2 · 2 · 3, íî äîïóñêàþòñÿ è ðàçëîæåíèÿ
12 = 2 · 3 · 3 èëè 12 = 3 · 2 · 2. Èëè æå ìîæíî íàïèñàòü 12 = 22 · 3.
Óïðàæíåíèå 4.20. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå x, y, z ∈ N, îòëè÷íûå îò åäèíèöû, äëÿ
êîòîðûõ áûëè áû ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà xy = 64 è yz = 405?

Óïðàæíåíèå 4.21. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ Z
ñâîéñòâî n2 ... p âëå÷¼ò çà ñîáîé n2 ... p2.

Â êà÷åñòâå ïðèÿòíîãî ïðèëîæåíèÿ äîêàæåì êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò îá èððàöèî-
íàëüíîñòè êîðíÿ èç äâóõ. Ïóñòü ÷èñëî

√
2 ðàöèîíàëüíî, òî åñòü

√
2 = m

n
, m, n ∈ Z,

òîãäà 2n2 = m2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ýòó äðîáü íåñêîðàòèìîé:
(m,n) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, m2 ... 2, îòêóäà ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 4.21 èìååì m2 ... 4, òî
åñòü m2 = 4s äëÿ íåêîòîðîãî s. Çíà÷èò,

2n2 = 4s =⇒ n2 = 2s =⇒ n2 ... 2 =⇒ n
... 2.

íî ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåñîêðàòèìîñòè äðîáè.

4.7. Ëèòåðàòóðà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

• Çàñëàâñêèé À.À., Ïåðìÿêîâ Ä.À., Ñêîïåíêîâ À.Á., Ñêîïåíêîâ Ì.Á., Øàïîâàëîâ À.Â.,
Ìàòåìàòèêà â çàäà÷àõ. � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2009.
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Äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë
Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

4.1. Ñâîéñòâà äåëèìîñòè

Çàäà÷à 4.1. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ab äåëèòñÿ íà c2, òî a äåëèòñÿ íà c èëè b äåëèòñÿ íà c?

Çàäà÷à 4.2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî anan−1 . . . a1a0 äåëèòñÿ íà 11 åñëè è òîëüêî åñëè
çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà


a0 − a1 + a2 − a3 + . . .+ (−1)nan


äåëèòñÿ íà 11.

á) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 111.

Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n
à) (52n+1 + 3n+2 · 2n−1) äåëèòñÿ íà 19;
á) (72n − 42n) äåëèòñÿ íà 33.

4.2. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Çàäà÷à 4.4. (T) Íàéäèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ:
à) (1214 + 1412) íà 13;
á) (22225555 + 55552222) íà 7.

Çàäà÷à 4.5. (T) Êàêîé öèôðîé îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî
à) 1414;
á) 1414

14
;

â) 77
7
?

Çàäà÷à 4.6. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðàìè m× n êëåòîê,
ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ëèíèÿõ ñåòêè. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò åãî äèàãîíàëü

à) óçëû ñåòêè;
á) ëèíèè ñåòêè?

4.3. ÍÎÄ, àëãîðèòì Åâêëèäà è äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

Çàäà÷à 4.7. (T) Âû÷èñëèòå:
à) (7 777 777, 7 777);
á) (3289, 969);
â) (11391, 5673);
ã) (17711, 10946);
ä) (507885, 60808).

Çàäà÷à 4.8. Ïóñòü a, b ∈ Z è d = (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî


a

d
,
b

d


= 1.

Çàäà÷à 4.9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n
à) (n3 − n)

... 6;
á) (n5 − n)

... 30;
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â) (72n − 42n)
... 33.

Çàäà÷à 4.10. (T) Ðåøèòå ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ:
à) 2x+ 4y = 5;
á) 17x+ 29y = 31;
â) 85x+ 145y = 505;
ã) 123x+ 819y = 505

Çàäà÷à 4.11. Ïðè êàêèõ a è b ìîæíî çàïëàòèòü â êàññó 1 ðóáëü, èìåÿ íà ðóêàõ íåîãðà-
íè÷åííîå êîëè÷åñòâî a-ðóáë¼âûõ êóïþð, åñëè â êàññå åñòü íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ b-
ðóáë¼âûõ êóïþð?

4.4. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Çàäà÷à 4.12. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì (òî åñòü
n = k2 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n èìååò íå÷¼òíîå
÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé (âêëþ÷àÿ 1 è n).

Çàäà÷à 4.13. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, åñëè
à) n = 25324851;
á) n = 39!.

Çàäà÷à 4.14. Ñóùåñòâóåò ëè 100 ïîäðÿä èäóùèõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 4.15. ßâëÿåòñÿ ëè ðàöèîíàëüíûì ÷èñëî
à)

√
2;

á)
√
2 +

√
3;

â)
√
2 +

√
3 +

√
6?

4.5. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 4.16. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 7.

Çàäà÷à 4.17. Äëÿ âñåõ ïàð öåëûõ ÷èñåë m è n âû÷èñëèòå:
à) (2m − 1, 2n − 1);
á) (22

m
+ 1, 22

n
+ 1).

Çàäà÷à 4.18. à) Äëÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ ìèëëèîíà, ïðîâåëè àëãîðèòì
Åâêëèäà. Äîêàæèòå, ÷òî îí ñîñòîÿë íå áîëåå ÷åì èç 40 øàãîâ.

á) Äëÿ êàêèõ ïàð ÷èñåë îò 1 äî 1000 àëãîðèòì Åâêëèäà ðàáîòàåò äîëüøå âñåãî?

Çàäà÷à 4.19. Ó Ïåòè è Âàñè åñòü øîêîëàäêà â ôîðìå ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíè-
êà ñî ñòîðîíîé n, ðàçäåë¼ííàÿ áîðîçäêàìè íà äîëüêè� ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè
ñî ñòîðîíîé 1. Çà îäèí õîä ìîæíî îòëîìàòü îò øîêîëàäêè òðåóãîëüíûé êóñîê âäîëü
áîðîçäêè è ñúåñòü åãî, à îñòàòîê ïåðåäàòü ïðîòèâíèêó. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïîëó÷àåò
ïîñëåäíèé êóñîê � òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1. Åñëè æå èãðîê íå ìîæåò ñäåëàòü õîä,
òî îí ïðîèãðûâàåò. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè Ïåòÿ õîäèò ïåðâûì?

Çàäà÷à 4.20. Äîêàæèòå, ÷òî èç ÷èñåë, îáðàòíûõ ê íàòóðàëüíûì, ìîæíî ñîñòàâèòü
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ïðîèçâîëüíîé äëèíû.
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Êîìáèíàòîðèêà
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

5.1. Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ

Ïóñòü A è B � êîíå÷íûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà.

Ïðàâèëî ñóììû: Åñëè ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà A ìîæíî âûáðàòü a ñïîñîáàìè, à ýëå-
ìåíò èç ìíîæåñòâàB � b ñïîñîáàìè, òî âûáðàòü ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà A èëè ýëåìåíò
èç ìíîæåñòâà B ìîæíî a+ b ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 5.1. Åñëè íà ñòîëå ëåæàò 5 ÿáëîê è 7 àïåëüñèíîâ, òî âûáðàòü îäíî ÿáëîêî
ìîæíî 5 ñïîñîáàìè, âûáðàòü îäèí àïåëüñèí � 7 ñïîñîáàìè, à çíà÷èò, âûáðàòü îäèí
ôðóêò ìîæíî 5 + 7 = 12 ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ: Åñëè ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà A ìîæíî âûáðàòü a ñïî-
ñîáàìè, à ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà B � b ñïîñîáàìè, òî âûáðàòü ïàðó ýëåìåíòîâ èç
ìíîæåñòâà A è èç ìíîæåñòâà B ìîæíî a · b ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü ÿáëîêî ìîæíî âûáðàòü 5 ñïîñîáàìè, àïåëüñèí � 7 ñïîñîáàìè. Òîãäà
âûáðàòü ïàðó "ÿáëîêî + àïåëüñèí" ìîæíî 5 · 7 = 35 ñïîñîáàìè.

Ñ ïîìîùüþ ïðàâèë ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ðåøàåòñÿ áîëüøèíñòâî ñòàíäàðòíûõ êîì-
áèíàòîðíûõ çàäà÷.
Ïðèìåð 5.3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò àâòîìîáèëüíûõ íîìåðîâ âèäà À123ÁÂ , èñïîëüçóþ-
ùèõ òîëüêî ãëàñíûå (áåç Û) èëè òîëüêî ñîãëàñíûå áóêâû?
I Â ðóññêîì àëôàâèòå 9 ãëàñíûõ (áåç Û) è 21 ñîãëàñíûõ. Âû÷èñëèì êîëè÷åñòâî íî-
ìåðîâ òîëüêî ñ ãëàñíûìè áóêâàìè. Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü 9 áóêâ. Íà âòîðîì,
òðåòüåì è ÷åòâ¼ðòîì � öèôðû îò 0 äî 9 (ïî 10 âàðèàíòîâ). Íà ïÿòîì è øåñòîì � ïî
îäíîé èç 9 áóêâ. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì 9 ·10 ·10 ·10 ·9 ·9 = 93103 âàðèàíòîâ.
Äëÿ ñëó÷àÿ ñîãëàñíûõ áóêâ ïîëó÷àåì 21 · 10 · 10 · 10 · 21 · 21 = 213103 âàðèàíòîâ. Èòîãî
ïî ïðàâèëó ñóììû ÷èñëî íîìåðîâ òðåáóåìîãî âèäà: 93103 + 213103. J
Óïðàæíåíèå 5.1. Â êëàññå 20 þíîøåé è 15 äåâóøåê. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ
ñîñòàâèòü îäíó ïàðó äëÿ âûïóñêíîãî áàëà?

Óïðàæíåíèå 5.2. à) Íà øàõìàòíóþ äîñêó ïîñòàâèëè êîðîëÿ è ôåðçÿ, ïðè÷¼ì êîðîëÿ
íà ÷¼ðíîå ïîëå, à ôåðçÿ � íà áåëîå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

á) À åñëè è êîðîëÿ, è ôåðçÿ òðåáóåòñÿ ïîñòàâèòü íà áåëûå ïîëÿ?
â) À åñëè âìåñòî êîðîëÿ è ôåðçÿ ñòàâèì äâóõ êîíåé?
ã) À åñëè ìû ñòàâèì è êîðîëÿ, è ôåðçÿ, è äâóõ êîíåé, ïðè÷¼ì âñåõ � òîëüêî íà

áåëûå ïîëÿ?

Â òåðìèíàõ òåîðèè ìíîæåñòâ ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ òàê:

|A ∪B| = |A|+ |B| (åñëè A ∩B = ∅); |A×B| = |A| · |B|.



Êîìáèíàòîðèêà Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå

5.2. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé

Ïðèìåð 5.4. Èç 80 ñòóäåíòîâ íà êóðñå 50 çíàþò àíãëèéñêèé ÿçûê, 30 çíàþò íåìåöêèé
ÿçûê, 20 � îáà ÿçûêà. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ íà êóðñå íå çíàþò íè îäíîãî ÿçûêà?
I Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ, çíàþùèõ àíãëèéñêèé ÿçûê, B � çíàþùèõ íåìåöêèé
ÿçûê. Òîãäà A ∩ B çíàþò îáà ÿçûêà, A ∪ B çíàþò õîòÿ áû îäèí ÿçûê. Ïî óñëîâèþ
|A| = 50, |B| = 30, |A ∩ B| = 20. Çàìåòèì, ÷òî |A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|. Â ñàìîì
äåëå, â ñóììå |A|+ |B| ìû ïîñ÷èòàëè äâà ðàçà ñòóäåíòîâ, çíàþùèõ îáà ÿçûêà (âõîäÿùèõ
è â ìíîæåñòâî A, è â ìíîæåñòâî B). Âû÷èòàÿ |A ∩ B| èç ñóììû |A|+ |B|, ìû ïîëó÷èì
â òî÷íîñòè ÷èñëî ñòóäåíòîâ, çíàþùèõ õîòÿ áû îäèí ÿçûê.

Òàêèì îáðàçîì, |A ∪ B| = 50 + 30 − 20 = 60 ñòóäåíòîâ çíàþò õîòÿ áû îäèí ÿçûê.
Çíà÷èò, 80− 60 = 20 ñòóäåíòîâ íå çíàþò íè îäíîãî ÿçûêà. J

Â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å ñ òðåìÿ ÿçûêàìè (àíãëèéñêèé, íåìåöêèé, ôðàíöóçñêèé) ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà äëÿ òð¼õ ìíîæåñòâ:

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ n ìíîæåñòâ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1. [Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé]

|A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An| =
n

i=1

|Ai| −
n

i,j=1
i<j

|Ai ∩Aj|+
n

i,j,k=1
i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak| − . . .± |A1 ∩ . . . ∩An|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè: Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî, äëÿ n = 2 ôîðìóëà ïðîâåðÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ n ìíîæåñòâ ôîðìóëà âåðíà. Ðàññìîòðèì (n+1) ìíîæåñòâî
è âûäåëèì ìíîæåñòâî An+1. Òîãäà:

|(A1 ∪ . . . ∪ An) ∪ An+1| = |(A1 ∪ . . . ∪ An)|+ |An+1| − |(A1 ∪ . . . ∪ An) ∩ An+1|,

÷òî ñëåäóåò èç áàçû ïðè n = 2. Âû÷èòàåìîå ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê:

(A1 ∪ . . . ∪ An) ∩ An+1 = (A1 ∩ An+1) ∪ (A2 ∩ An+1) ∪ . . . ∪ (An ∩ An+1). (2)

Îáîçíà÷èì Ai ∩ An+1 = Bi. Ïîëó÷èì:

|(A1 ∪ . . . ∪ An) ∪ An+1| = |A1 ∪ . . . ∪ An|+ |An+1| − |B1 ∪ . . . ∪Bn|.

Ïðèìåíèâ ê ýòèì îáúåäèíåíèÿì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ïîëó÷èì èñêîìûå ñóììû. �

Óïðàæíåíèå 5.3. Äîêàæèòå ôîðìóëó (2).

Óïðàæíåíèå 5.4. Ñêîëüêî ÷èñåë â ïðîìåæóòêå ìåæäó 1 è 33000 âêëþ÷èòåëüíî íå
äåëÿòñÿ íè íà 3, íè íà 5?
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5.3. Ñî÷åòàíèÿ è ðàçìåùåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.2. ×èñëîì ðàçìåùåíèé èç n ïî k íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åí-
íûõ íàáîðîâ èç k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ.

Îáîçíà÷åíèå. Ak
n.

Ïðèìåð 5.5. Â àâòîïàðêå 10 ðàçëè÷íûõ àâòîáóñîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñî-
ñòàâèòü êîëîííó èç 5 àâòîáóñîâ?
I Íà ïåðâîå ìåñòî ìîæíî ïîñòàâèòü îäèí èç 10 àâòîáóñîâ, íà âòîðîå � îäèí èç 9, äà-
ëåå � îäèí èç 8, 7, 6 ñîîòâåòñòâåííî. Èòîãî ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëî ñïîñîáîâ
ñîñòàâèòü êîëîííó ðàâíî A5

10 = 10 · 9 · 8 · 7 · 6 = 30240. J

Óòâåðæäåíèå 5.3. Äëÿ âñåõ k, n ∈ N ïðè n > k âûïîëíÿåòñÿ Ak
n =

n!

(n− k)!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ýëåìåíòà ìîæíî âûáðàòü îäèí èç n, â êà÷åñòâå
âòîðîãî � îäèí èç (n− 1), è òàê äàëåå. Â èòîãå ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ èìååì

Ak
n = n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1) =

n!

(n− k)!
.

Òðåáóåìîå äîêàçàíî. �

Óïðàæíåíèå 5.5. Â êëóáå 20 ñïîðòñìåíîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü
4 èç íèõ â îäíó øåðåíãó?

Îïðåäåëåíèå 5.4. ×èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ïî k íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî k-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ.

Îáîçíà÷åíèå. Ck
n èëè


n
k


.

Ïðèìåð 5.6.Íà êóðñå 15 ÷åëîâåê óìåþò èãðàòü â ôóòáîë. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
ñîñòàâèòü ôóòáîëüíóþ êîìàíäó èç 7 ÷åëîâåê?
I Ïåðâîãî ôóòáîëèñòà ìîæíî âûáðàòü 15 ñïîñîáàìè, âòîðîãî � 14, äàëåå 13, 12, 11,
10, 9. Êàæäóþ êîìáèíàöèþ èç 7 ôóòáîëèñòîâ òàêèì ñïîñîáîì ìû ïîñ÷èòàëè 7! ðàç
(íåò ðàçíèöû, â êàêîì ïîðÿäêå âûáèðàòü ôóòáîëèñòîâ). Ñòàëî áûòü, ÷èñëî ñïîñîáîâ
ñîñòàâèòü êîìàíäó ñîñòàâëÿåò C7

15 = (15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9)/7! = 585.

Óòâåðæäåíèå 5.5. Äëÿ âñåõ k, n ∈ N ïðè n > k âûïîëíÿåòñÿ Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàáîð èç k âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî óïîðÿäî÷èòü k! ñïîñîáàìè.

Ïîýòîìó Ck
n · k! = Ak

n, òî åñòü C
k
n =

n!

k!(n− k)!
. �

Óïðàæíåíèå 5.6. Â íàáîðå 25 öâåòíûõ êàðàíäàøåé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
âûáðàòü 5 èç íèõ?

Óòâåðæäåíèå 5.6. Äëÿ âñåõ k, n ∈ N åñëè n > k, òî Ck
n = Cn−k

n .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåôîðìàëüíî, âûáðàòü k ýëåìåíòîâ èç çàäàííûõ n � ýòî òî æå
ñàìîå, ÷òî ¾íå âûáðàòü¿ îñòàâøèåñÿ (n − k) ýëåìåíòîâ. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
óêàçàííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó k-ýëåìåíòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè è (n − k)-
ýëåìåíòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìíîæåñòâî X
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èç n ýëåìåíòîâ. Òîãäà ìíîæåñòâî Ωk = {Y ⊂ X | |Y | = k} ñîñòîèò èç Ck
n ýëåìåíòîâ,

à ìíîæåñòâî Ωn−k = {Z ⊂ X | |Z| = n − k} ñîñòîèò èç Cn−k
n ýëåìåíòîâ. Óñòàíîâèì

áèåêöèþ Ωk → Ωn−k, ïîëîæèâ Y →→ (X \ Y ). �

Óòâåðæäåíèå 5.7. Äëÿ âñåõ k, n ∈ N åñëè n > k, òî Ck
n + Ck+1

n = Ck+1
n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èç (n+ 1) ýëåìåíòà, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ ¾îñîáåííûì¿. Ïî îïðåäåëåíèþ ó ýòîãî ìíîæåñòâà Ck+1

n+1 ïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç
(k+1) ýëåìåíòà. Ñðåäè ýòèõ ïîäìíîæåñòâ Ck+1

n òàêèõ, â êîòîðûõ ¾îñîáåííîãî¿ ýëåìåíòà
íåò, è Ck

n òàêèõ, êîòîðûå åãî ñîäåðæàò. Îòñþäà ïî ïðàâèëó ñóììû Ck
n +Ck+1

n = Ck+1
n+1. �

Óòâåðæäåíèå 5.8. Äëÿ âñåõ k,m, n ∈ N åñëè n > m > k, òî Cm
n · Ck

m = Ck
n · Cm−k

n−k .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû ÷èñëó ñïîñîáîâ ðàçáèòü n-ýëåìåíòíîå ìíî-
æåñòâî A íà òðè ïîäìíîæåñòâà A1, A2 è A3 òàêèõ, ÷òî â ïåðâîì (n−m) ýëåìåíòîâ, âî
âòîðîì (m− k) ýëåìåíòîâ, à â òðåòüåì k ýëåìåíòîâ. Ðàçíèöà ëèøü â òîì, ÷òî ñîãëàñíî
ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìû ñíà÷àëà âûäåëÿåì ïîäìíîæåñòâî A2 ∪A3, à ïîòîì äåëèì åãî
íà äâå ÷àñòè. Åñëè æå äåéñòâîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà, íóæíî
ñíà÷àëà âûáðàòü A3, à ïîòîì èç îñòàâøåãîñÿ ïîäìíîæåñòâà âûäåëèòü A2. �

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèÿ 5.6, 5.7 è 5.8 ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííûì
âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñåë ñî÷åòàíèé, îäíàêî òîãäà îò íàñ
îñòàëñÿ áû ñêðûòûì èõ êîìáèíàòîðíûé ñìûñë.

Óòâåðæäåíèå 5.9. [Áèíîì Íüþòîíà] Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R è n ∈ N âûïîëíåíî

(x+ y)n =
n

k=0

Ck
nx

kyn−k = C0
nx

0yn + C1
nx

1yn−1 + . . .+ Cn−1
n xn−1y1 + Cn

nx
ny0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äâà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà.
Êîìáèíàòîðíîå. Â ðàçëîæåíèè (x + y) · (x + y) · . . . · (x + y) èç êàæäîé ñêîáêè âûáè-
ðàåòñÿ x ëèáî y. Ïî îïðåäåëåíèþ ìîíîì, ñîäåðæàùèé k èêñîâ è (n− k) èãðåêîâ ìîæíî
âûáðàòü Ck

n ñïîñîáàìè, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî èíäóêöèè. Áàçà n = 1 òðèâèàëüíà. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä: ðàññìîòðèì ðàçëîæå-
íèå (x + y)n+1 = (x + y)n(x + y) è ïðèìåíèì ê ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè:

(x+ y)n+1 =

C0

nx
0yn + C1

nx
1yn−1 + . . .+ Cn−1

n xn−1y1 + Cn
nx

ny0

(x+ y).

Çàìåòèì, ÷òî ìîíîì xk+1yn−k ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: êàê ïðîèçâåäåíèå
(xkyn−k)x è êàê ïðîèçâåäåíèå (xk+1yn−k−1)y. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðè ýòîì ìîíîìå
áóäåò ðàâåí Ck

n + Ck+1
n . À ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.7 ýòî â òî÷íîñòè Ck+1

n+1. �

Çàìå÷àíèå. Ïðè n = 2 è n = 3 áèíîì Íüþòîíà ïðåâðàùàåòñÿ â õîðîøî èçâåñòíûå èç
øêîëüíîé àëãåáðû ôîðìóëû:

(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2 è (x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3.
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5.4. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ è åãî ñâîéñòâà

Âûïèøåì ÷èñëà ñî÷åòàíèé â ñòðî÷êè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C0
1 C1

1

C0
2

C0
3

C0
4

C0
5 C1

5 C2
5 C3

5 C4
5 C5

5

C1
4

C1
3

C1
2 C2

2

C2
4

C2
3 C3

3

C3
4 C4

4

C0
0

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

Ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ. Íà å¼ êðàÿõ íàõîäÿòñÿ åäè-
íèöû, à âíóòðè òàáëèöû êàæäîå ÷èñëî ðàâíî ñóììå äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ñëåâà è ñïðàâà
íàä íèì. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà Ck

n + Ck+1
n = Ck+1

n+1.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî, íàîáîðîò, îïðåäåëèòü òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ êàê ÷èñëîâóþ òàáëè-
öó òðåóãîëüíîãî âèäà, ïî áîêàì êîòîðîé ñòîÿò åäèíèöû, à êàæäîå èç îñòàëüíûõ ÷èñåë
ðàâíî ñóììå äâóõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ íàä íèì. Â òàêîì ñëó÷àå òîò ôàêò, ÷òî k-å
÷èñëî â n-é ñòðîêå ðàâíî Ck

n, áóäåò óæå ñâîéñòâîì, äîêàçûâàåìûì ïî èíäóêöèè. Ïðè
ýòîì ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî íóìåðàöèÿ ñòðîê íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ.

Óòâåðæäåíèå 5.10. Ñóììà ÷èñåë n-é ñòðîêè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ðàâíà 2n. Èíûìè
ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî n ∈ N âûïîëíåíî C0

n + C1
n + C2

n + . . .+ Cn
n = 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äâà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà.
Êîìáèíàòîðíîå. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ. Òàê êàê Ck

n åñòü
÷èñëî åãî ïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç k ýëåìåíòîâ, òî ñóììà C0

n+C
1
n+C

2
n+. . .+C

n
n ðàâíà

îáùåìó êîëè÷åñòâó ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàX. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûáîð ïîäìíîæåñòâà
îïðåäåëÿåòñÿ òåì, âêëþ÷àåì ëè ìû â íåãî êàæäûé êîíêðåòíûé ýëåìåíò. Ïîñêîëüêó
âîçìîæíîñòåé âñåãî äâå (ëèáî âêëþ÷àåì, ëèáî íå âêëþ÷àåì), à ýëåìåíòîâ n, ïî ïðàâèëó
ïðîèçâåäåíèÿ âñåãî âàðèàíòîâ 2n.
Ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà. Ïîäñòàâëÿÿ â áèíîì x = y = 1, èìååì

2n = (1 + 1)n = C0
n + C1

n + C2
n + . . .+ Cn

n ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

58



Êîìáèíàòîðèêà Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå

Óïðàæíåíèå 5.7. Óáåäèòåñü, ÷òî óòâåðæäåíèå 5.10 ñïðàâåäëèâî, âîñïîëüçîâàâøèñü
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé.

Óïðàæíåíèå 5.8. Äîêàæèòå, ÷òî C0
n−C1

n+C
2
n− . . .+(−1)nCn

n = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N,
à) ïðè ïîìîùè áèíîìà Íüþòîíà;
á) âîñïîëüçîâàâøèñü ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé.

Óòâåðæäåíèå 5.11. Äëÿ ëþáûõ k,m ∈ N âûïîëíåíî Ck
k +Ck

k+1 + . . .+Ck
k+m = Ck+1

k+m+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñóììó ÷èñåë íà äèàãîíàëè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ (ñì. ðèñóíîê). Ïîñêîëüêó èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî Ck

k = Ck+1
k+1 = 1, âåðõíåå ÷èñëî â äèàãîíàëè ìîæíî çàìåíèòü íà ÷èñëî,

ñòîÿùåå ïîä íèì ñïðàâà. Ïîñëå òàêîé çàìåíû â ñòðî÷êå íèæå âîçíèêíåò äâà ñîñåäíèõ
÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ïî ñâîéñòâó òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ðàâíà ÷èñëó, ñòîÿùåìó ïîä
íèìè. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ è äàëåå, ïîñëå m îïåðàöèé ïîëó÷èì â òî÷íîñòè Ck+1

k+m+1

(÷èñëî, îòìå÷åííîå íà ðèñóíêå êðóæî÷êîì). �

Óïðàæíåíèå 5.9. à) Ïðîâåäèòå ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.11 ñ ïî-
ìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

á) Êàêîìó ðàâåíñòâó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êàðòèíêà, ïîëó÷åííàÿ èç ðèñóíêà
âûøå îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî åãî îñè ñèììåòðèè?

5.5. Ìåòîä ïåðåãîðîäîê

Óòâåðæäåíèå 5.12. Ïóñòü k,m ∈ N, ïðè÷¼ì m > k. ×èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü
m îäèíàêîâûõ ïðåäìåòîâ ïî k óïîðÿäî÷åííûì íåïóñòûì êó÷êàì ðàâíî Ck−1

m−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìû âûëîæèì ïðåäìåòû â ðÿä, ìåæäó íèìè áóäåò (m − 1)
ïðîìåæóòîê:

Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñòàâèòü â ýòè ïðîìåæóòêè (k − 1) ïåðåãîðîäêó
(íå áîëåå îäíîé ïåðåãîðîäêè íà ïðîìåæóòîê). Òîãäà ïðåäìåòû, ëåæàùèå â íà÷àëå ðÿäà
(äî ïåðâîé ïåðåãîðîäêè) îáðàçóþò ïåðâóþ êó÷êó, ïðåäìåòû ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé
ïåðåãîðîäêè ñîñòàâëÿþò âòîðóþ êó÷êó è òàê äàëåå. Ñëîâîì, èç (m−1) ñëîòà íåîáõîäèìî
âûáðàòü (k − 1), êóäà ìû ïîñòàâèì ïåðåãîðîäêè, à ýòî ìîæíî ñäåëàòü Ck−1

m−1 ñïîñîáàìè.
�
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Óòâåðæäåíèå 5.13. Ïóñòü k,m ∈ N. ×èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü m îäèíàêîâûõ ïðåä-
ìåòîâ ïî k óïîðÿäî÷åííûì, âîçìîæíî, ïóñòûì, êó÷êàì ðàâíî Ck−1

m+k−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äâà ñëåãêà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà.
Ïåðâîå. Ñâåä¼ì ðåøåíèå ê óòâåðæäåíèþ 5.12. Äëÿ ýòîãî â êàæäóþ èç ðàññìàòðè-
âàåìûõ êó÷åê äîáàâèì ïî ïðåäìåòó. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à (ðàñïðåäåëèòü
m ïðåäìåòîâ ïî k êó÷êàì, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ, âîçìîæíî, ïóñòûå) ðàâíîñèëüíà ðàñ-
ïðåäåëåíèþ (m + k) ïðåäìåòîâ ïî k íåïóñòûì êó÷êàì. À äëÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è îòâåò
ìû óæå çíàåì.
Âòîðîå. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 5.12 âûëîæèì ïðåäìåòû â ðÿä è ðàñ-
ñòàâèì ìåæäó íèìè (k− 1) ïåðåãîðîäêó. Îäíàêî òåïåðü â îäèí ïðîìåæóòîê äîïóñòèìî
ïîñòàâèòü äâå è áîëåå ïåðåãîðîäîê: ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå êó÷êè
ïóñòû. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîñòàâèòü ïåðåãîðîäêó â íà÷àëî èëè â êîíåö ðÿäà, ÷òîáû
ñ îäíîãî êðàþ îò íå¼ ïðåäìåòîâ âîîáùå íå áûëî � ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ïåðâàÿ èëè
ïîñëåäíÿÿ êó÷êà ïóñòà. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ðàçëî-
æèòüm ïðåäìåòîâ è (k−1) ïåðåãîðîäêó â ðÿä (è ïðåäìåòû, è ïåðåãîðîäêè íåðàçëè÷èìû
ìåæäó ñîáîé). Èíûìè ñëîâàìè, èç (m+k−1) ìåñò â ðÿäó íóæíî âûáðàòü (k−1) ìåñòî,
êóäà ìû ïîëîæèì ïåðåãîðîäêè, à îñòàëüíûå ìåñòà çàïîëíèòü ïðåäìåòàìè. ßñíî, ÷òî
÷èñëî ñïîñîáîâ ñäåëàòü ýòî ðàâíî Ck−1

m+k−1. �

Ïðèìåð 5.7. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x1 + x2 + x3 + ...+ x10 = 5 â íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ?
I Êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ xk ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 5. Âîçüì¼ì 5 øàðîâ è ïî-
ñ÷èòàåì ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü 9 ïåðåãîðîäîê. ßñíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì
êîëè÷åñòâî ðåøåíèé èñêîìîãî óðàâíåíèÿ. Èìååì 14 ïîçèöèé, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñòî-
èò ëèáî øàð, ëèáî ïåðåãîðîäêà. ×èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü 5 øàðîâ ïî 14 ïîçèöèÿì
ðàâíî C5

14 = 2002 (ïåðåãîðîäêè âñòàíóò íà îñòàâøèåñÿ ïîçèöèè). J

Óïðàæíåíèå 5.10. Â øêîëüíîé ñòîëîâîé åñòü 4 âèäà ïèðîæêîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè ìîæíî êóïèòü 10 ïèðîæêîâ?

Óïðàæíåíèå 5.11. [Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè] Ïóñòü k, n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî
à) êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç k (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ) ýëåìåíòîâ,

âûáðàííûõ èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ðàâíî nk;
á) êîëè÷åñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç k (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ) ýëåìåíòîâ,

âûáðàííûõ èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ðàâíî Ck
n+k−1.

5.6. Ëèòåðàòóðà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

• Âèëåíêèí Í.ß., Êîìáèíàòîðèêà � Ìîñêâà, Íàóêà, 1969.
• Çàñëàâñêèé À.À., Ïåðìÿêîâ Ä.À., Ñêîïåíêîâ À.Á., Ñêîïåíêîâ Ì.Á., Øàïîâàëîâ À.Â.,

Ìàòåìàòèêà â çàäà÷àõ. � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2009.
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Êîìáèíàòîðèêà
Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

5.1. Îñíîâíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 5.1. Ïóñòü n = pα1
1 · . . . · pαl

l � ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
Äîêàæèòå, ÷òî n èìååò ðîâíî (α1 + 1) · . . . · (αl + 1) ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé
(ñ÷èòàÿ òðèâèàëüíûå 1 è n).

Çàäà÷à 5.2. a) Â çàáîðå 20 äîñîê, êàæäóþ èç êîòîðûõ Òîì Ñîéåð ñîáèðàåòñÿ ïîêðàñèòü
â ñèíèé, çåë¼íûé èëè æ¼ëòûé öâåò, ïðè÷¼ì ñîñåäíèå äîñêè êðàñÿòñÿ â ðàçíûå öâåòà.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

á) À åñëè òðåáóåòñÿ åù¼, ÷òîáû õîòü îäíà èç äîñîê îáÿçàòåëüíî áûëà ñèíåé?

Çàäà÷à 5.3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 17 îäèíàêîâûõ øàðèêîâ ïî 9 ïðî-
íóìåðîâàííûì ÿùèêàì, åñëè

a) â êàæäîì ÿùèêå äîëæíî áûòü õîòÿ áû ïî îäíîìó øàðèêó;
á) íåêîòîðûå ÿùèêè ìîãóò áûòü ïóñòûìè?

Çàäà÷à 5.4. Èç 12 äåâóøåê è 10 þíîøåé âûáèðàþò êîìàíäó â ñîñòàâå 5 ÷åëîâåê. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ýòó êîìàíäó òàê, ÷òîáû â íå¼ âîøëî íå áîëåå 3 þíîøåé?

Çàäà÷à 5.5. Ïóñòü A = {1, 2, . . . ,m}, à B = {1, 2, . . . , n}.
à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèé èç A â B?
á) Ñêîëüêî ñðåäè íèõ èíúåêöèé?
â) Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ñþðüåêöèé?
ã) Ñêîëüêî ñðåäè íèõ áèåêöèé?
ä) Ñêîëüêî ñðåäè íèõ âîçðàñòàþùèõ îòîáðàæåíèé?
å) Ñêîëüêî ñðåäè íèõ íåóáûâàþùèõ îòîáðàæåíèé?

Çàäà÷à 5.6. Â âûðàæåíèè (x+ y + z)n ðàñêðûòèëè ñêîáêè è ïðèâåëè ïîäîáíûå.
à) Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ?
á) ×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò ïðè xkylzm?

Çàäà÷à 5.7. Íà ñòîëå ïëîùàäè 1 ëåæèò òðè æóðíàëà, ïëîùàäü êàæäîãî èç êîòîðûõ
íå ìåíüøå 1/2. Ñðåäè èõ ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé ðàññìîòðèì íàèáîëüøåå ïî ïëîùàäè.
Êàêóþ íàèìåíüøóþ ïëîùàäü îíî ìîæåò èìåòü?

Çàäà÷à 5.8. à) Â êàêèõ ñòðîêàõ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ âñå ÷èñëà áóäóò íå÷¼òíûìè?
á) Â êàêèõ ñòðîêàõ âñå ÷èñëà, êðîìå åäèíèö ïî áîêàì, áóäóò ÷¼òíûìè?

Çàäà÷à 5.9. Êàæäàÿ ñòîðîíà êâàäðàòà ðàçáèòà íà n ÷àñòåé. Ñêîëüêî ìîæíî ïîñòðîèòü
òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ äåëåíèÿ (íå âêëþ÷àÿ âåðøèíû êâàäðàòà)?

Çàäà÷à 5.10. Èìååòñÿ 6 êðàñîê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü èìè ãðà-
íè êóáèêà òàê, ÷òîáû âñå öâåòà ïðèñóòñòâîâàëè? Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ âðàùåíèÿìè
êóáèêà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Çàäà÷à 5.11. Ïóñòü åñòü n øàðèêîâ ðàçíûõ öâåòîâ. Ñêîëüêî ìîæíî ñîáðàòü íàáîðîâ
èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà øàðèêîâ?
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5.2. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 5.12. Ìåíþ â øêîëüíîé ñòîëîâîé ïîñòîÿííî è ñîñòîèò èç n ðàçëè÷íûõ áëþä.
Ïåòÿ õî÷åò êàæäûé äåíü âûáèðàòü ñåáå çàâòðàê ïî-íîâîìó (çà îäèí ðàç îí ìîæåò ñúåñòü
îò 0 äî n ðàçíûõ áëþä).

à) Ñêîëüêî äíåé åìó óäàñòñÿ ýòî äåëàòü?
á) Ñêîëüêî áëþä îí ñúåñò çà ýòî âðåìÿ?

Âàñÿ ðåøèë ïîñëåäîâàòü ïðèìåðó Ïåòè, íî ñúåäàòü êàæäûé äåíü íå÷¼òíîå ÷èñëî áëþä.
â) Ñêîëüêî äíåé åìó óäàñòñÿ ýòî äåëàòü?
ã) Ñêîëüêî áëþä Âàñÿ ñúåñò çà ýòî âðåìÿ?

Çàäà÷à 5.13. Ïóñòü m,n, s ∈ N, ïðè÷¼ì s 6 m+ n. Äîêàæèòå, ÷òî:
à) C0

mC
s
n + C1

mC
s−1
n + C2

mC
s−2
n + . . .+ Cs

mC
0
n = Cs

n+m.
á) (C0

n)
2 + (C1

n)
2 + (C2

n)
2 + . . .+ (Cn

n)
2 = Cn

2n.
â) C1

n + 2C2
n + . . .+ nCn

n = n · 2n−1.
Êàêîâ êîìáèíàòîðíûé ñìûñë êàæäîãî èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ?

Çàäà÷à 5.14. Èìååòñÿ 4 ÷àøêè ñ ðàçíûìè ðèñóíêàìè, 4 îäèíàêîâûõ ñòàêàíà, 10 îäè-
íàêîâûõ êóñêîâ ñàõàðà è 10 ñîëîìèíîê ðàçíîãî öâåòà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
ðàçëîæèòü

a) ñàõàð ïî ÷àøêàì;
á) ñàõàð ïî ÷àøêàì;
â) ñîëîìèíêè ïî ÷àøêàì;
ã) ñîëîìèíêè ïî ñòàêàíàì?

Çàäà÷à 5.15. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ÷èñëî, êðîìå åäèíèöû, âñòðå÷àåòñÿ â òðåóãîëü-
íèêå Ïàñêàëÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

á) Ïóñòü n < 2k. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n âñòðå÷àåòñÿ â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ íå
áîëåå, ÷åì 2k − 2 ðàç.

Çàäà÷à 5.16. Â êàêèõ ñòðîêàõ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ âñå ÷èñëà, êðîìå åäèíèö, áóäóò
êðàòíû äàííîìó ïðîñòîìó ÷èñëó p?

Çàäà÷à 5.17. Ïî ïóñòûíå ø¼ë êàðàâàí èç 9 âåðáëþäîâ. Â êàêîé-òî ìîìåíò êàæäîìó
èç íèõ íàäîåëî âèäåòü ïåðåä ñîáîé îäíîãî è òîãî æå âåðáëþäà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ïåðåñòàâèòü âåðáëþäîâ òàê, ÷òîáû òåïåðü ïåðåä êàæäûì âåðáëþäîì ø¼ë íå òîò,
÷òî ðàíüøå?

Çàäà÷à 5.18. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äåñÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû êîòîðûõ ðàçëè÷íû
è êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 11111?
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Ìíîãî÷ëåíû
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

6.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Ìíîãî÷ëåíû â òîì èëè èíîì âèäå, ñêîðåå âñåãî, çíàêîìû ÷èòàòåëþ ñî øêîëû. Ìû,
îäíàêî, îïðåäåëèì èõ íåìíîãî íåïðèâû÷íûì îáðàçîì.

• Ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííîé x ñ êîýôôèöèåíòàìè â ìíîæåñòâå K íàçûâàåòñÿ ôîð-
ìàëüíîå âûðàæåíèå âèäà

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, ãäå ak ∈ K.

Â êà÷åñòâå K ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü Q, R èëè C � ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâè-
òåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Åñëè ÷èòàòåëü åù¼ íå çíàêîì ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè,
îí ìîæåò ñìåëî èãíîðèðîâàòü ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èõ èñïîëüçóþò, è âåðíóòüñÿ ê íèì
ïîñëå îñâîåíèÿ ãëàâû Êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

• Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â ìíîæåñòâå K îáîçíà÷àåòñÿ K[x].
• Êàæäûé ìíîãî÷ëåí f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 ∈ K çàäà¼ò ôóíêöèþ

f : K → K, îïðåäåëåííóþ ïðàâèëîì

λ →→ f(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0.

Ýòî äàåò åù¼ îäèí, áîëåå ïðèâû÷íûé, ñïîñîá äóìàòü î ìíîãî÷ëåíàõ. Ìû áóäåì ñìîòðåòü
íà ìíîãî÷ëåíû êàê íà ôîðìàëüíûå âûðàæåíèÿ èëè êàê íà ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, êàêîé âçãëÿä óäîáíåå â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè.

• Íóëåâîé ìíîãî÷ëåí íà ÿçûêå ôîðìàëüíûõ âûðàæåíèé � ýòî ìíîãî÷ëåí, âñå êîýô-
ôèöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ. Íà ÿçûêå ôóíêöèé � ýòî òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ
ôóíöèÿ, òî åñòü òàêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ K[x], ÷òî f(λ) = 0 äëÿ ëþáîãî λ ∈ K. Ïîç-
æå, â ðàçäåëå 6.5, ìû óáåäèìñÿ, ÷òî òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà òîëüêî ìíîãî÷ëåíîì, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ.

• Êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà akxk, âõîäÿùåå â ìíîãî÷ëåí, ïðè íåíóëåâîì ak íàçûâàåòñÿ
îäíî÷ëåíîì èëè ìîíîìîì. ×èñëî k íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìîíîìà.

• Ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x] íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé âõîäÿ-
ùèõ â íåãî îäíî÷ëåíîâ. Ñòåïåíü íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà íå îïðåäåëåíà.

• Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) îáîçíà÷àåòñÿ deg f(x).

Ïðèìåð 6.1. Ìíîãî÷ëåí 3x5 + 8x + 1 èìååò ñòåïåíü 5, à ìíîãî÷ëåí x2 − 2x + 1 èìååò
ñòåïåíü 2.

Óïðàæíåíèå 6.1. Äîêàæèòå, ÷òî deg(f(x) · g(x)) = deg f(x) + deg g(x) äëÿ ëþáûõ
íåíóëåâûõ f(x), g(x) ∈ K[x].

Óïðàæíåíèå 6.2. Äîêàæèòå, ÷òî deg(f(x) + g(x)) 6 max(deg f(x), deg g(x)) äëÿ ëþ-
áûõ íåíóëåâûõ f(x), g(x) ∈ K[x] (ñóììó òîæå ñ÷èòàåì íåíóëåâîé).
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Óïðàæíåíèå 6.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(x)·g(x) = 0, òî ëèáî f(x) = 0, ëèáî g(x) = 0.
Ïîä ðàâåíñòâîì íóëþ çäåñü ïîíèìàåòñÿ ðàâåíñòâî íóëåâîìó ìíîãî÷ëåíó!

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî K ⊂ K[x], à èìåííî, ïîäìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íóëåâîé
ñòåïåíè � ýòî êàê ðàç è åñòü K (ñ åñòåñòâåííîé îãîâîðêîé, ÷òî íóëåâîé ìíîãî÷ëåí
ñîîòâåòñòâóåò íóëþ). Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè f(x) ∈ K èìååò
âèä f(x) = a, ãäå a ∈ K, âñå îñòàëüíûå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

• ×èñëî λ íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x], åñëè f(λ) = 0. Âîîáùå ãîâîðÿ,
λ ìîæåò íå ëåæàòü â K.
Ïðèìåð 6.2. Êîðåíü ìíîãî÷ëåíà (x2 − 2) ∈ Q[x] íå ëåæèò â Q.

• Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ K[x] äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ K[x], è ïèøóò
f(x)

... g(x), åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí h(x) ∈ K[x] òàêîé, ÷òî f(x) = g(x) · h(x). Ïðî
ìíîãî÷ëåí g(x) â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îí äåëèò f(x), è ïèøóò g(x) | f(x).
Ïðèìåð 6.3. (x3 − 1) ∈ Q[x] äåëèòñÿ íà (x− 1). È ïðàâäà, x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1).

• Ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè n > 0 íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè îí èìååò äåëèòåëü
ñòåïåíè k, ãäå 0 < k < n. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

6.2. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ K[x] äåëèòñÿ ñ îñòàòêîì íà ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ K[x],
åñëè ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû q(x), r(x) ∈ K[x] òàêèå, ÷òî

f(x) = q(x) · g(x) + r(x) ïðè÷¼ì r(x) = 0 èëè deg r(x) < deg g(x).

Ìíîãî÷ëåí q(x) íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì, à ìíîãî÷ëåí r(x) � îñòàòêîì ïðè
äåëåíèè f(x) íà g(x).

Ïðèìåð 6.4. Ìíîãî÷ëåí x3 + x+ 1 äåëèòñÿ íà îäíî÷ëåí x2 ñ îñòàòêîì x+ 1. Äåéñòâè-
òåëüíî, x3 + x+ 1 = x · x2 + (x+ 1) è deg(x+ 1) = 1 < 2 = deg(x2).

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü f(x) è g(x) ̸= 0 � ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â K. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ q(x), r(x) ∈ K[x] òàêàÿ, ÷òî

f(x) = q(x) · g(x) + r(x), ãäå r(x) = 0 èëè deg r(x) < deg g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ ïðîâåðêè åäèíñòâåííîñòè. Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò äâå ïà-
ðû ìíîãî÷ëåíîâ (q1(x), r1(x)) è (q2(x), r2(x)) ñ êîýôôèöèåíòàìè â K, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì òåîðåìû, òî åñòü

f(x) = q1(x) · g(x) + r1(x), r1(x) = 0 èëè deg r1(x) < deg g(x).

f(x) = q2(x) · g(x) + r2(x), r2(x) = 0 èëè deg r2(x) < deg g(x).

Òîãäà

q1(x)g(x) + r1(x) = q2(x)g(x) + r2(x) =⇒ (q1(x)− q2(x))g(x) = r2(x)− r1(x).
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Çàìåòèì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû 
r2(x)− r1(x)

 ... g(x),
à ñ äðóãîé ñòîðîíû,

r2(x)− r1(x) = 0 èëè deg(r2(x)− r1(x)) < deg g(x).

Ñîãëàñíî óïðàæíåíèÿì 6.1 è 6.2 âòîðàÿ âîçìîæíîñòü íå ðåàëèçóåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
r2(x) − r1(x) = 0, à çíà÷èò, è g(x)(q1(x) − q2(x)) = 0. Ïîñêîëüêó g(x) ̸= 0, ñîãëàñíî
óïðàæíåíèþ 6.3 èìååì q1(x) = q2(x), ÷òî è õîòåëîñü äîêàçàòü.

Ïåðåéä¼ì ê ñóùåñòâîâàíèþ íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è îñòàòêà. Äîêàæåì åãî èíäóêöèåé
ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(x). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . a0 è g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b0 ̸= 0.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî deg g(x) > 0, ïîñêîëüêó íà ëþáûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 0 ìîæíî
äåëèòü ñ íóëåâûì îñòàòêîì. Áàçà èíäóêöèè òîãäà î÷åâèäíà: äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x)
ñòåïåíè 0, òî åñòü äëÿ f(x) = a, ãäå a ∈ K, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) = 0 · g(x) + f(x), deg f(x) = 0 < deg g(x).

Ýòî æå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå deg g(x) = m > n = deg f(x),
ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m 6 n. Øàã èíäóêöèè: ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøå n ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ìíî-
ãî÷ëåí g(x) ñ îñòàòêîì. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(x)− an
bm
xn−mg(x).

Îí èìååò ñòåïåíü, ñòðîãî ìåíüøóþ n, òàê ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

f(x)− an
bm
xn−mg(x) = q1(x)g(x) + r1(x), ãäå r1(x) = 0 èëè deg r1(x) < deg g(x).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

f(x) =


an
bm
xn−m + q1(x)


g(x) + r1(x) ãäå r1(x) = 0 èëè deg r1(x) < deg g(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîèñêà íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è îñòàòêà èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé
ìåòîä äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ¾ñòîëáèêîì¿.

Óïðàæíåíèå 6.4. Ïîäåëèòå ñ îñòàòêîì
à) x2 − 4x+ 3 íà x− 3;
á) x2 − 4 íà x− 5;
â) x4 − 2x+ 5 íà x2 + 1,

ðàññìàòðèâàÿ âñå ìíîãî÷ëåíû êàê ýëåìåíòû Q[x].

65



Ìíîãî÷ëåíû Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå

6.3. ÍÎÄ è åãî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

• Ìíîãî÷ëåí h(x) ∈ K[x] íàçûâàåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì äâóõ äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ
f(x), g(x) ∈ K[x], åñëè h(x) | f(x) è h(x) | g(x). ßñíî, ÷òî ëþáûå äâà ìíîãî÷ëåíà èìåþò
õîòÿ áû îäèí îáùèé äåëèòåëü � ïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí 1.

• Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì (ÍÎÄ) ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ∈ K[x] íàçûâàåòñÿ
èõ îáùèé äåëèòåëü, èìåþùèé íàèáîëüøóþ ñòåïåíü. Äëÿ ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèìåíÿþò
òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è äëÿ öåëûõ ÷èñåë:

d(x) = ÍÎÄ(f(x), g(x)) èëè ïðîñòî d(x) = (f(x), g(x)).

• Åñëè (f(x), g(x)) = 1, òî f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.

Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò öåëûõ ÷èñåë, ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåë¼í íåîäíîçíà÷íî.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü d(x) = (f(x), g(x)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî λ ∈ K\{0} ìíî-
ãî÷ëåí λd(x) � òîæå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x), ïîñêîëüêó
äîìíîæåíèå íà êîíñòàíòó (ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè) íå ìåíÿåò ñòåïåíü.

Óïðàæíåíèå 6.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(x), g(x) ∈ K � äâà ìíîãî÷ëåíà, íå ðàâíûõ
íóëþ îäíîâðåìåííî, òî èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü îïðåäåë¼í êîððåêòíî (õîòÿ
è íå îäíîçíà÷íî).

• Ìíîãî÷ëåí f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a0 íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè an = 1.

Ïðèìåð 6.5. x3 + 6x+ 1 � ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí, à 5x3 + 6x− 1 � íåò.

Ïóñòü d(x) = (f(x), g(x)), ãäå f(x), g(x) ∈ K[x]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α, ÷òî
αd(x) � ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû äëÿ
îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ÍÎÄ ïðèâåä¼ííûì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå öåëûõ ÷èñåë, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d(x)
ìíîãî÷ëåíîâ (f(x) è g(x)) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

d(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x)

äëÿ íåêîòîðûõ a(x), b(x) ∈ K[x]. Îáúÿñíåíèå ýòîãî ôàêòà áóäåò ïðîâåäåíî â äóõå ðàç-
äåëà 4.4. Äëÿ íà÷àëà, ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

K(d(x)) = {a(x)d(x) | a(x) ∈ K[x]}

K(f(x), g(x)) = {a(x)f(x) + b(x)g(x) | a(x), b(x) ∈ K[x]}.

Èíûìè ñëîâàìè, K(d(x)) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà d(x),
à K(f(x), g(x)) � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x).

Óïðàæíåíèå 6.6. Ïóñòü f(x), g(x) ∈ K[x]. Äîêàæèòå, ÷òî
à) 0, f(x), g(x) ∈ K(f(x), g(x));
á) åñëè, u(x), v(x) ∈ K(f(x), g(x)), òî


u(x)± g(x)


∈ K(f(x), g(x));

â) åñëè h(x) ∈ K(f(x), g(x)), òî s(x)h(x) ∈ K(f(x), g(x)) äëÿ ëþáîãî s(x) ∈ K[x].
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Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü f(x), g(x) ∈ K � äâà ìíîãî÷ëåíà, íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî,
à d(x) èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Òîãäà K(f(x), g(x)) = K(d(x)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è äëÿ öåëûõ ÷èñåë, î÷åâèäíî, ÷òî K(f(x), g(x)) ⊂ K(d(x)), ïî-
ýòîìó íóæíî äîêàçàòü ëèøü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Äëÿ ýòîãî â ìíîæåñòâå K(f(x), g(x))
ðàññìîòðèì ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí t(x) ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé
ìíîãî÷ëåí h(x) ∈ K(f(x), g(x)) äåëèòñÿ íà t(x). Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè
äåëåíèè h(x) íà t(x) âîçíèêíåò íåíóëåâîé îñòàòîê:

h(x) = q(x)t(x) + r(x), deg r(x) < deg t(x).

Íî òîãäà r(x) = h(x) − q(x)t(x), à çíà÷èò, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 6.6, r(x) ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà K(f(x), g(x)). Ïîñêîëüêó t(x) � ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè
â K(f(x), g(x)), îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî r(x) = 0. Â ÷àñòíîñòè, ïîäñòàâèâ âìåñòî h(x)
ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî t(x) ÿâëÿåòñÿ èõ îáùèì äåëèòåëåì.

Èç âêëþ÷åíèÿ K(f(x), g(x)) ⊂ K(d(x)) ñëåäóåò, ÷òî t(x)
... d(x), îòêóäà âûòåêàåò íåðà-

âåíñòâî deg t(x) > deg d(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, t(x) � îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x)
è g(x), à d(x) � èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, ïîýòîìó deg d(x) > deg t(x). Êàê ñëåä-
ñòâèå, èìååì deg d(x) = deg t(x). Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåíû d(x) è t(x) ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ
äî êîýôôèöèåíòà (îíè îäèíàêîâîé ñòåïåíè è îäèí äåëèò äðóãîé). Íî îáà ìíîãî÷ëåíà
âûáèðàëèñü ïðèâåä¼ííûìè, ïîýòîìó îíè ñîâïàäàþò. �

Ñëåäñòâèå 6.3. Ëþáîé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) ñ êîýôôèöèåíòàìè
â K äåëèò èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d(x) = (f(x), g(x)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ d(x) â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x). �

Ñëåäñòâèå 6.3 ïîçâîëÿåò äàòü àëüòåðíàòèâíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ÍÎÄà: ýòî òîò èç
îáùèõ äåëèòåëåé äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûé äåëèòñÿ íà ëþáîé èõ îáùèé äåëèòåëü.

6.4. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Àëãîðèòì Åâêëèäà ïåðåíîñèòñÿ ñ öåëûõ ÷èñåë íà ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè
â K ïî÷òè áåç èçìåíåíèé.

Ëåììà 6.4. Ïóñòü f(x), g(x) ∈ K[x], ïðè÷¼ì g(x) ̸= 0. Òîãäà (f(x), g(x)) = (g(x), r(x)),
ãäå r(x) � îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(x) íà g(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì d(x) = (f(x), g(x)) è d1(x) = (g(x), r(x)). Ñ îäíîé ñòîðîíû,

d(x) | (f(x)− q(x)g(x)) = r(x),

ïîýòîìó d(x) � îáùèé äåëèòåëü g(x) è r(x). Çíà÷èò, d(x) | d1(x) ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.3.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d1(x) | f(x) = q(x)g(x) + r(x),

ïîýòîìó d1(x) � îáùèé äåëèòåëü f(x) è g(x), òàê ÷òî d1(x) | d(x) ïî òåì æå ñîîáðàæå-
íèÿì. Òàêèì îáðàçîì, d1(x) = d(x). �
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Áëàãîäàðÿ ëåììå 6.4 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëå-
íîâ f(x) è g(x) ìîæåò áûòü íàéäåí ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ
â âûïîëíåíèè ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ:

f(x) = q0(x)g(x) + r0(x) íóëåâîé øàã

g(x) = q1(x)r0(x) + r1(x) ïåðâûé øàã

. . .

rn−2(x) = qn(x)rn−1(x) + rn(x) n-é øàã

rn−1(x) = qn+1(x)rn(x) (n+ 1)-é øàã

Çäåñü rn(x) � ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóåòñÿ òåì
ôàêòîì, ÷òî ñòåïåíü îñòàòêà íà êàæäîì øàãå ïîíèæàåòñÿ.

Óïðàæíåíèå 6.7. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî (f(x), g(x)) = rn(x).

Óòâåðæäåíèå 6.5. Ïóñòü f(x), g(x), h(x) ∈ K[x] � ìíîãî÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íåíî (f(x), h(x)) = 1 è f(x)g(x)

...h(x). Òîãäà g(x)
...h(x).

Óïðàæíåíèå 6.8. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 6.5.

Óòâåðæäåíèå 6.6. Ïóñòü f(x), g(x), h(x) ∈ K, ïðè÷¼ì h(x) íåïðèâîäèì. Òîãäà èç
óñëîâèÿ f(x)g(x)

...h(x) ñëåäóåò, ÷òî f(x)
...h(x) èëè g(x)

...h(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê h(x) íåïðèâîäèì, òî ëèáî f(x)

...h(x), ëèáî (f(x), h(x)) = 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå âñ¼ äîêàçàíî, à âî âòîðîì ïî óòâåðæäåíèþ 6.5 èìååì g(x)

...h(x). �

Óïðàæíåíèå 6.9. Ïóñòü f1(x), . . . , fn(x), h(x) ∈ K[x], ïðè÷¼ì h(x) íåïðèâîäèì. Òîãäà
èç

f1(x) · f2(x) · . . . · fn(x)

 ...h(x) ñëåäóåò, ÷òî fk(x) ...h(x) äëÿ íåêîòîðîãî k.
6.5. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ è îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó íåñêîëüêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Êðîìå òîãî, ìû áåç äîêàçàòåëüñòâà äàäèì îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè â R è C.
Òåîðåìà 6.7. [Òåîðåìà Áåçó] ×èñëî λ ∈ K ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ K[x],
åñëè è òîëüêî åñëè f(x)

... (x− λ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(x)

... (x − λ), òî f(x) = q(x)(x − λ) äëÿ íåêîòîðîãî q(x) ∈ K,
îòêóäà f(λ) = 0.

Îáðàòíî, ïóñòü f(λ) = 0. Ïîäåëèâ f(x) ñ îñòàòêîì íà (x− λ), ïîëó÷èì

f(x) = q(x)(x− λ) + r(x), ãäå r(x) = 0 èëè deg r(x) < deg(x− λ).

Ïîñêîëüêó deg(x−λ) = 1, ñòåïåíü îñòàòêà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ, òî åñòü r(x) = a ∈ K.
Ïîýòîìó 0 = f(λ) = q(λ) · 0 + r(λ) = a, îòêóäà r(x) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Óòâåðæäåíèå 6.8. [Ôîðìóëû Âèåòà] Ïóñòü ìíîãî÷ëåí x2 + bx + c ∈ K[x] èìååò
êîðåíü λ ∈ K. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî µ ∈ K, äëÿ êîòîðîãî

x2 + bx+ c = (x− λ)(x− µ),
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ïðè÷¼ì, λ+ µ = −b è λµ = c.

Óïðàæíåíèå 6.10. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 6.8.

Óòâåðæäåíèå 6.9. Êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõîäèò åãî ñòåïåíè.

Óïðàæíåíèå 6.11. à) Äîêàæèòå, óòâåðæäåíèå 6.9.
á) Óáåäèòåñü, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ êàê ôóíêöèÿ, òî âñå

åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà 6.10. Ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè â K åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè è äîìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû èç K) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ñîìíîæèòåëåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ðàçëîæåíèÿ. Áóäåì âåñòè èí-
äóêöèþ ïî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà n = deg f(x). Áàçà èíäóêöèè ñïðàâåäëèâà: ëþáîé ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè 0 èëè 1 íåïðèâîäèì. Øàã èíäóêöèè: åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ K[x] íåïðè-
âîäèì, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f(x) = u(x)v(x), ïðè÷¼ì ñòåïåíè
ìíîãî÷ëåíîâ u(x) è v(x) ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè f(x), à çíà÷èò, u(x) è v(x) ðàñêëàäûâà-
þòñÿ íà íåïðèâîäèìûå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðàçëîæåíèÿ

p1(x) · p2(x) · . . . · pk(x) = q1(x) · q2(x) · . . . · ql(x),

ãäå âñå pi(x), qj(x) íåïðèâîäèìû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íèêà-
êèå pi(x) íå ñîâïàäàþò ñ qj(x) (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñòî ñîêðàòèì íà íèõ). Òîãäà
ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 6.9 êàæäûé pi(x) äåëèò íåêîòîðûé qj(x), îòêóäà â ñèëó íåïðè-
âîäèìîñòè ïîñëåäíèõ ñëåäóåò, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà óìíîæåíèåì íà êîí-
ñòàíòó. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Êîíêðåòíûé âèä íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â K[x] ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò K.
Ïðèìåð 6.6. Ìíîãî÷ëåí (x2 − 2) íåïðèâîäèì, åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ýëåìåíò
ìíîæåñòâà Q[x]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îí áûë ïðèâîäèì, òî ðàñêëàäûâàëñÿ áû â ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè (âîçìîæíî, îäèíàêîâûõ), òî åñòü ñîãëàñíî
òåîðåìå Áåçó èìåë áû êîðåíü. Îäíàêî, óðàâíåíèå x2 = 2 íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ ðåøå-
íèé, ïîñêîëüêó

√
2 � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Òîò æå ñàìûé ìíîãî÷ëåí, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà R[x], ïðèâîäèì:
x2 − 2 = (x−

√
2)(x+

√
2).

Ïðèìåð 6.7. Ìíîãî÷ëåí (x2 + 1) ∈ R[x] íåïðèâîäèì, íî îí ñòàíîâèòñÿ ïðèâîäèìûì,
åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ýëåìåíò C[x]: èìåííî, x2 + 1 = (x− i)(x+ i).

Óïðàæíåíèå 6.12. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) = (x4−4) íà íåïðèâîäèìûå
ñîìíîæèòåëè, ðàññìàòðèâàÿ f(x)

à) êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà Q[x];
á) êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà R[x];
â) êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà C[x].
Ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêó âàæíåéøåé òåîðåìû, íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîé áó-

äåò ïðèâåä¼í â ðàçäåëå 10.6.
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Òåîðåìà 6.11. [Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû]
Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ C[x] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f(x) = a(x− λ1) · . . . · (x− λn),

ãäå n = deg f(x), a ∈ C, à ñðåäè êîðíåé λ1, . . . , λn ∈ C ìîãóò áûòü ñîâïàäàþùèå.
Â ÷àñòíîñòè, íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â C èìåþò ñòåïåíü 1.

Ïðèâåä¼ì òàêæå áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 6.12. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ R[x] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f(x) = a(x2 + b1x+ c1) · . . . · (x2 + bkx+ ck) · (x− λ1) · . . . · (x− λm),

ãäå a, bi, ci, λj ∈ R, à äèñêðèìèíàíòû âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ îòðèöàòåëüíû.
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Ìíîãî÷ëåíû
Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

Çàäà÷à 6.1. Ïóñòü f(x) ∈ R[x], deg f(x) = 3.
à) Ìîæåò ëè f(x) íå èìåòü êîðíåé â R?
á) Ìîæåò ëè f(x) èìåòü ðîâíî îäèí êîðåíü â R?
â) Ìîæåò ëè f(x) èìåòü ðîâíî äâà êîðíÿ â R?

Çàäà÷à 6.2. Îáîáùèòå ôîðìóëû Âèåòà íà ñëó÷àé ìíîãî÷ëåíîâ f(x) ∈ K[x], îáëàäàþ-
ùèõ êîðíÿìè λ1, λ2, λ3 ∈ K è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ deg f(x) = 3.

Çàäà÷à 6.3. Äîêàæèòå, ÷òî êîðíè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà (ax2 + bx + c) ∈ R[x] ïðè
a ̸= 0 è b2 > 4ac ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî õîðîøî èçâåñòíûì èç øêîëû ôîðìóëàì

λ1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
, λ2

−b−
√
b2 − 4ac

2a
.

Óêàçàíèå: Âûäåëèòå ïîëíûé êâàäðàò.

Çàäà÷à 6.4. Ïóñòü λ1 è λ2 � êîðíè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà x2+bx+c ∈ K[x]. Äîêàæèòå,
÷òî åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí (λ1 − λ2)

2.

Çàäà÷à 6.5. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
à) êîðíè λ1, λ2 ìíîãî÷ëåíà x2 − 6x+ q óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ 3λ1 + 2λ2 = 4;
á) ìíîãî÷ëåí x2 + qx+ 25 èìååò êðàòíûé êîðåíü.

Çàäà÷à 6.6. à) ×èñëî (1 +
√
2) � êîðåíü íåêîòîðîãî ïðèâåäåííîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé

ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàéäèòå ýòîò ìíîãî÷ëåí è åãî âòîðîé êîðåíü.
á) ×èñëî (3 +

√
5) � êîðåíü íåêîòîðîãî ïðèâåäåííîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàéäèòå ýòîò ìíîãî÷ëåí è åãî âòîðîé êîðåíü.
â) ×èñëî (2 −

√
3) � êîðåíü íåêîòîðîãî ïðèâåäåííîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàéäèòå ýòîò ìíîãî÷ëåí è åãî âòîðîé êîðåíü.
ã) ×èñëî (1 +

√
7) � êîðåíü íåêîòîðîãî ïðèâåäåííîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàéäèòå ýòîò ìíîãî÷ëåí è åãî âòîðîé êîðåíü.
ä) ×èñëî (4 −

√
3) � êîðåíü íåêîòîðîãî ïðèâåäåííîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàéäèòå ýòîò ìíîãî÷ëåí è åãî âòîðîé êîðåíü.

Çàäà÷à 6.7. Ïóñòü f(x) ∈ Z[x] ⊂ Q[x] � ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
λ ∈ Q ÿâëÿåòñÿ êîðíåì f(x) êàê ìíîãî÷ëåíà èç Q[x], òî λ ∈ Z.
Çàäà÷à 6.8. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè a ìíîãî÷ëåí x1000 + ax2 + 9 äåëèòñÿ íà x+ 1?

Çàäà÷à 6.9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí (x3 − 2) ∈ Q[x] íåïðèâîäèì.

Çàäà÷à 6.10. Ïóñòü a(x) = x5 + 2x3 + x2 + x + 1 è b(x) = x5 + x4 + 2x3 + 2x2 + 2x + 1.
Íàéäèòå ÍÎÄ a(x) è b(x) êàê ýëåìåíòîâ Q[x] è åãî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Çàäà÷à 6.11. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí (x + 1)6 − x6 − 2x − 1 äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí
x(x+ 1)(2x+ 1).



Ñðàâíåíèÿ
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

7.1. ßçûê ñðàâíåíèé

Ïóñòü n íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≡ íà ìíîæåñòâå
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

a ≡ b (mod n) ⇔ (a− b)
...n

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíòû a è b ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó, ãîâîðÿò, ÷òî a ñðàâíèìî
ñ b ïî ìîäóëþ n.

Çàìå÷àíèå. Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü òîò ôàêò, ÷òî îòíîøåíèå ≡
íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë â ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, áûëà
ïðîâåðåíà â óïðàæíåíèè 2.9.

Îáîçíà÷åíèå. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ êàê Z/nZ.
Çàìå÷àíèå. ×òîáû îïðåäåëèòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷èñëà a íàì äîñòàòî÷íî çíàòü
åãî îñòàòîê rn(a) ïðè äåëåíèè íà n. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Z/nZ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
{0, 1, 2, ..., n− 1}.
Ïðèìåð 7.1. Ïðè n = 2 â Z/nZ ñóùåñòâóåò âñåãî äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè: ÷¼òíûå
è íå÷¼òíûå ÷èñëà.

Íà ìíîæåñòâå Z/nZ ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ n åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ îïåðà-
öèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ðåçóëüòàò íå
çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Óïðàæíåíèå 7.1. Ïóñòü a ≡ b (mod n) è c ≡ d (mod n). Äîêàæèòå, ÷òî:
à) a+ c ≡ b+ d (mod n);
á) a− c ≡ b− d (mod n);
â) a · c ≡ b · d (mod n);
ã) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ∈ N âûïîëíåíî am ≡ bm (mod n).

Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå åñòåñòâåííûõ ïðåäñòàâèòåëåé öåëûõ ÷èñåë a è b èõ îñòàòêè,
ìû ìîæåì çàäàòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r(a+ b) = r(r(a) + r(b)) è r(a · b) = r(r(a) · r(b)).

Ïðèìåð 7.2. 726 = 11 · 11 · 6 ≡ (−2) · (−2) · 6 ≡ 2 · 12 ≡ 2 · (−1) ≡ 11 (mod 13).

Çàìå÷àíèå. ×òîáû ñëîæèòü èëè ïåðåìíîæèòü äâà ÷èñëà ïî ìîäóëþ äåñÿòè, äîñòàòî÷-
íî ïðîñòî ñëîæèòü èëè ïåðåìíîæèòü ïîñëåäíèå öèôðû èñõîäíûõ ÷èñåë è âçÿòü ïîñëåä-
íþþ öèôðó ðåçóëüòàòà:

146 + 8677 ≡ 6 + 7 ≡ 13 ≡ 3 (mod 10) è 476× 335 ≡ 6× 5 ≡ 30 ≡ 0 (mod 10).
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Óïðàæíåíèå 7.2. Êàê îïèñàòü ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ 2, 3, 5 èëè 9?

Çàìå÷àíèå. Íà âû÷èòàíèå ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëîæåíèÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âû÷èòàíèå îñòàòêà a, ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ïðèáàâëåíèå îñòàòêà (n − a).
Ïîñêîëüêó ÷èñëà (n − a) è (−a) ëåæèò â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, ýòîò îñòàòîê
÷àñòî îáîçíà÷àþò êàê (−a) è íàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíûì ê a. Ðåçþìèðóÿ, ïðîòèâî-
ïîëîæíûé ê a îñòàòîê õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî a+ (−a) ≡ 0 (mod n).

Ïðèìåð 7.3. Â ìíîæåñòâå Z/5Z ïðîòèâîïîëîæíûì ê îñòàòêó 2 ÿâëÿåòñÿ îñòàòîê 3.

Ñ äåëåíèåì âñ¼ îáñòîèò ñëîæíåå. Ðàññìîòðåíèå íåñëîæíûõ ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò,
÷òî áåçäóìíîå ñîêðàùåíèå ñðàâíåíèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïå÷àëüíûì ðåçóëüòàòàì.

Ïðèìåð 7.4. Èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå 6 ≡ 36 (mod 10), îäíàêî 1 ̸≡ 6 (mod 10).

Ñ ó÷¼òîì óêàçàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ, áûëî áû ëîãè÷íî çàìåíèòü äåëåíèå íà a óìíî-
æåíèåì íà îñòàòîê a−1, îáðàòíûé ê a. Òî åñòü òàêîé, ÷òî a · a−1 ≡ 1 (mod n). Ê ñîæà-
ëåíèþ, ýòî âîçìîæíî íå âñåãäà.

Óïðàæíåíèå 7.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n = 4, òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ÷èñëà a,
÷òî 2a ≡ 1 (mod 4). Òàêèì îáðàçîì, íåëüçÿ äåëèòü íà 2 ïî ìîäóëþ 4.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è a âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îñòàòîê x òàêîé, ÷òî ax ≡ b (mod n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê (n, a) = 1, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 4.10 Äèîôàí-
òîâî óðàâíåíèå ax + ny = b èìååò ðåøåíèå x0, y0. À ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 7.1 ìîæíî
çàìåíèòü öåëîå ÷èñëî x0 íà åãî îñòàòîê x = r(x0). �

Ñëåäñòâèå 7.2. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è a âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îñòàòîê a−1, îáðàòíûé ê a ïî ìîäóëþ n. Èíûìè ñëîâàìè, íà a ïî ìîäóëþ n ìîæíî äå-
ëèòü. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî äåëèòü íà ëþáîé íåíóëåâîé îñòàòîê ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî
÷èñëà.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 4.10 ïîìîãàåò íàì ïîíÿòü òàêæå è òî, ÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè ÷èñëà
n è a íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñðàâíåíèå ax ≡ b (mod n) èìååò
ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b

... (n, a). Â ÷àñòíîñòè, åñëè b = 1, ðåøåíèé ýòî
ñðàâíåíèå íå èìååò, òî åñòü îáðàòíîãî îñòàòêà ê a ïî ìîäóëþ n íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 7.5. Åñëè n = 10, òî ñðåäè îñòàòêîâ âçàèìíî ïðîñòûìè ñ n ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
1, 3, 7 è 9. Îñòàòêè 3 è 7 îáðàòíû äðóã äðóãó, à îñòàòêè 1 è 9 îáðàòíû ñàìè ñåáå.

Óïðàæíåíèå 7.4. Êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàòü êâàäðàò ïî ìîäóëþ 3, 8, 24?

Óïðàæíåíèå 7.5. ×åìó ðàâåí îñòàòîê 32020 ïî ìîäóëþ 5?

7.2. Îñòàòêè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ

Èç ëåììû 7.1 ìîæíî óâèäåòü, ÷òî îñòàòêè ïî ìîäóëþ ïðîñòûõ ÷èñåë ïîõîæè íà
ðàöèîíàëüíûå èëè âåùåñòâåííûå ÷èñëà â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ìîæíî íå òîëüêî ñêëàäû-
âàòü, âû÷èòàòü è óìíîæàòü, íî è äåëèòü äðóã íà äðóãà. Ýòó àíàëîãèþ ìîæíî ðàçâèâàòü
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è äàëüøå. Òàê, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ðåøåíèè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé èëè îïåðàöèè
èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Íàçîâ¼ì îñòàòîê a êâàäðàòè÷íûì âû÷å-
òîì ïî ìîäóëþ p, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî q òàêîå, ÷òî q2 ≡ a (mod p). Èíûìè ñëîâàìè
êâàäðàòè÷íûé âû÷åò � ýòî îñòàòîê, èç êîòîðîãî ìîæíî èçâëå÷ü êîðåíü.

Óòâåðæäåíèå 7.4. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ðîâíî ïîëîâèíà íåíó-
ëåâûõ îñòàòêîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ p.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì êâàäðàòû âñåõ îñòàòêîâ 12, 22, . . . , (p− 1)2. Çàìåòèì, ÷òî
äâà ðàçëè÷íûõ îñòàòêà a è b äàþò îäèí è òîò æå êâàäðàò, åñëè è òîëüêî åñëè èõ ñóììà
ðàâíî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

a2 ≡ b2 (mod p) ⇔ (a− b)(a+ b) ≡ 0 (mod p).

Òàê êàê (a − b) ̸= 0, òî ñîãëàñíî ëåììå 7.1 íà ýòîò ñîìíîæèòåëü ìîæíî ñîêðàòèòü
(îòìåòèì, ÷òî òóò âàæíî, ÷òî ìû ðàáîòàåì ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà). Ñëåäîâàòåëüíî,
â ñòðîêå 12, 22, . . . , (p− 1)2 êàæäûé îñòàòîê âûïèñàí ðîâíî äâà ðàçà. �

Ñëåäñòâèå 7.5. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà
a ̸= 0 ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p) ëèáî èìååò äâà ðåøåíèÿ, ëèáî íå èìååò ðåøåíèé âîâñå.

Óïðàæíåíèå 7.6. Êàêèå îñòàòêè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ 7?
Ïî ìîäóëþ 13?

7.3. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà

Òåîðåìà 7.6. [Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà] Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
öåëîãî ÷èñëà a âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ap ≡ a (mod p).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ a = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîýòîìó íèæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî a ̸= 0. Ìû ïðèâåä¼ì äâà ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû.
Ýëåìåíòàðíîå. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé íàáîð ÷èñåë a, 2a, 3a, . . . , (p−1)a. Çàìåòèì, ÷òî
îñòàòêè ýòèõ ÷èñåë ïðè äåëåíèè íà p ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå äëÿ íåêîòîðûõ k, l ∈ {1, 2, . . . , p − 1} âûïîëíÿåòñÿ (k − l)a

... p. Â ñèëó âçàèìíîé
ïðîñòîòû a è p ïî ëåììå 7.1 íà a ìîæíî ñîêðàòèòü, ÷òî âëå÷¼ò çà ñîáîé ðàâåíñòâî k = l.
Òàêèì îáðàçîì, íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò âñ¼ òå æå îñòàòêè 1, 2, . . . , (p − 1),
íî çàïèñàííûå â äðóãîì ïîðÿäêå. Ïåðåìíîæàÿ èõ, ïîëó÷àåì

ap−1(p− 1)! ≡ (p− 1)! (mod p).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà (p−1)!, ÷òî
äîïóñòèìî, ïîñêîëüêó ÷èñëà p è (p− 1)! âçàèìíî ïðîñòû.
Êîìáèíàòîðíîå. Çàäàäèìñÿ ñëåäóþùèì âîïðîñîì: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñ-
êðàñèòü êðóã, ðàçáèòûé íà p îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, a ðàçëè÷íûìè êðàñêàìè? Ïîñêîëüêó
êàæäûé ñåêòîð ìîæíî ïîêðàñèòü a ñïîñîáàìè, ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ âñåãî ñïîñîáîâ
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ðàñêðàñêè êðóãà ap. Ïðè ýòîì åñëè îòîæäåñòâëÿòü ðàñêðàñêè, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç
äðóãà ïîâîðîòîì, òî êàæäàÿ ðàñêðàñêà, êðîìå a îäíîöâåòíûõ, áóäåò ïîñ÷èòàíà p ðàç.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåîäíîöâåòíûõ ðàñêðàñîê â òî÷íîñòè (ap−a)/p. Îäíàêî ýòî öåëîå ÷èñëî,
îòêóäà (ap − a)

... p. �

Óïðàæíåíèå 7.7. Ãäå â êîìáèíàòîðíîì äîêàçàòåëüñòâå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà áûë
èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî p � ïðîñòîå ÷èñëî? Ïî÷åìó äëÿ ñîñòàâíûõ p äîêàçàòåëü-
ñòâî íå ðàáîòàåò?

Òåîðåìà 7.7. [Òåîðåìà Âèëüñîíà] ×èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà


(p− 1)! + 1


äåëèòñÿ íà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïðîñòîå. Ðàçîáü¼ì îñòàòêè íà ïàðû a, a−1. Ïîñìîòðèì
íà îñòàòêè, êîòîðûå îñòàëèñü áåç ïàðû � ýòî òå îñòàòêè, êîòîðûå îáðàòíû ñàìè ñåáå.
Îñòàòîê a ñàì ñåáå îáðàòåí â òîì ñëó÷àå, êîãäà

a2 ≡ 1 (mod p) =⇒ (a− 1)(a+ 1)
... p.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèøü îñòàòêè 1 è (p− 1) îáðàòíû ñàìèì ñåáå. Çíà÷èò,

(p− 1)! ≡ 1 · (2 · 2−1) · . . . · (p− 1) (mod p)

è ïðîèçâåäåíèå âñåõ îñòàòêîâ ñðàâíèìî ñ (p− 1).
Îáðàòíî, äîïóñòèì, p � ñîñòàâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò d < p, äåëÿùåå p. Ïîýòîìó

(p− 1)! äåëèòñÿ íà d, à (p− 1)! + 1 � íå äåëèòñÿ. À çíà÷èò, íå äåëèòñÿ è íà p. �

Ïðèìåð 7.6. Åñëè n = 17, òî îñòàòêè â ÷èñëå 16! ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû îáðàòíûõ äðóã
ê äðóãó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

17! = 1 · (2 · 9) · (3 · 6) · (4 · 13) · (5 · 7) · (8 · 15) · (10 · 12) · (11 · 14) · 16 ≡ 16 (mod 17).

Óïðàæíåíèå 7.8. Ïóñòü p ïðîñòîå ÷èñëî.
à) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè 1 < k < p, òî Ck

p äåëèòñÿ íà p.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z ñïðàâåäëèâî (a+ b)p ≡ ap + bp (mod p).
â) Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ïðåäûäóùèå ïóíêòû, ïðèäóìàé-

òå åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.

7.4. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ

Ïðèìåð 7.7. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñðàâíåíèé:
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 7)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî x = 23 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáùåå
ðåøåíèå èìååò âèä x = 23 + 105t, ãäå t ∈ Z.
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Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Òåîðåìà 7.8. [Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ]
Ïóñòü n1, n2, . . . , nm � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an ∈ Z ñóùåñòâóåò x ∈ Z òàêîå, ÷òî

x ≡ a1 (mod n1)
. . .

x ≡ am (mod nm)

Áîëåå òîãî, îíî åäèíñòâåííî ïî ìîäóëþ N = n1 · n2 · . . . · nm.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà
k ∈ {1, 2, . . . ,m} ïîëîæèì Nk = N/nk è bk ≡ N−1

k (mod nk). Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = a1N1b1 + a2N2b2 + . . .+ amNmbm.

Óáåäèìñÿ, ÷òî x, çàäàííûé òàêîé ôîðìóëîé, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Â ñàìîì äåëå, Åñëè
k ̸= 1, òî Nk

...n1. Ïðè ýòîì a1N1b1 ≡ a1 (mod a1). Òàêèì îáðàçîì, x ≡ a1 (mod a1)
è ïåðâîå ñðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ è îñòàëüíûå ñðàâíåíèÿ.

Òåïåðü óäîñòîâåðèìñÿ â åäèíñòâåííîñòè. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü èìååòñÿ äâà ðåøåíèÿ:
x è x′. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ñïðàâåäëèâî (x−x′) ...nk. Ïîñëåäíåå â ñèëó ïîïàðíîé âçàèìíîé
ïðîñòîòû ÷èñåë n1, n2, . . . , nm âëå÷¼ò çà ñîáîé (x− x′)

...N . Òðåáóåìîå äîêàçàíî. �

Çàìå÷àíèå. 1) Äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ìîæíî áûëî áû è èç êîëè÷åñòâåííûõ ñîîá-
ðàæåíèé. Â ñàìîì äåëå, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåýêâèâàëåíòíûõ íàáîðîâ âèäà a1, a2, . . . , am
ðàâíî n1 · n2 · . . . · nm = N , è êàæäîìó òàêîìó íàáîðó ñîîòâåòñòâóåò êàêîå-òî ðåøåíèå.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ N ðîâíî N . Çíà÷èò, êàæäîìó íàáîðó
ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

2) Êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ òåîðèè
ìíîæåñòâ. Èìåííî, åñëè ÷èñëà n1, n2, . . . nm � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, N � èõ
ïðîèçâåäåíèå, à rnk

(a) îáîçíà÷àåò îñòàòîê ïðè äåëåíèè a íà nk, òî îòîáðàæåíèå

f : Z/NZ → Z/n1Z× Z/n2Z× . . .× Z/nmZ

a →→ (rn1(a), rn2(a) . . . , rnm(a))

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Íà ñàìîì äåëå óòâåðæäàåòñÿ äàæå áîëüøåå: ýòà áèåêöèÿ ñîõðàíÿåò
ñòðóêòóðó, òî åñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ (ïîíèìàåìûå â ïðàâîì ìíîæåñòâå
êàê ïîêîìïîíåíòíûå). Ýòà êîíñòðóêöèÿ èìååò ãëóáîêèå îáîáùåíèÿ â ¾áîëüøîé íàóêå¿.

Ïðèìåð 7.8. Óñëîâèå ïîïàðíîé âçàèìíîé ïðîñòîòû ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Â ñàìîì
äåëå, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 6)

Èç âòîðîãî ñðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî (x − 3)
... 6, òî åñòü x äåëèòñÿ íà 3. Íî èç ïåðâîãî

ñðàâíåíèÿ (x− 1)
... 3. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ñèñòåìà ñðàâíåíèé ðåøåíèé íå èìååò.
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Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

Çàäà÷à 7.1. (T) Êàêèå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7 è íà 9 ìîæåò äàâàòü
à) ïîëíûé êâàäðàò;
á) ïîëíûé êóá?

Çàäà÷à 7.2. (T) Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå
à) 7x3 + 2 = y3;
á) x2 + y2 = 3z2;
â) 8x3 − 13y3 = 17.

Çàäà÷à 7.3. (T) Íàéäèòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ñðàâíåíèé:
à) 7x ≡ 3 (mod 15);
á) 6x ≡ 5 (mod 9);
â) 4x ≡ 2 (mod 18).

Çàäà÷à 7.4. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñðàâíåíèå 21x ≡ 14 (mod 91)?

Çàäà÷à 7.5. (T) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñðàâíåíèé, íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ
à) 12100 íà 13;
á) 21001 íà 11;
â) 4510000 íà 101;
ã) 1414

14
íà 17.

Çàäà÷à 7.6. Ïóñòü n � íå÷¼òíîå ÷èñëî. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà n ñëåäóþùåé
ñóììû: 13 + 23 + . . .+ (n− 1)3.

Çàäà÷à 7.7. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
n7

7
+
n11

11
+

59n
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ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Çàäà÷à 7.8. (C) Ïóñòü m è n � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, a è b � ïðîèç-
âîëüíûå öåëûå ÷èñëà.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà a, a+m, a+2m, . . ., a+ (n− 1)m äàþò ðàçíûå îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà n.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè a, a+m, a+2m, a+3m, . . .
ñ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé b, b+ n, b+ 2n, b+ 3n, . . . ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèåé ñ ðàçíîñòüþ mn.

Çàäà÷à 7.9. (T) Ðåøèòå ñëåäóþùèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé:

à)


x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 2 (mod 5)
x ≡ 3 (mod 7)

;

á)


x ≡ 2 (mod 6)
x ≡ 6 (mod 7)
x ≡ 4 (mod 9)

;

â)


x ≡ a (mod 4)
x ≡ b (mod 5)
x ≡ c (mod 7)

, ãäå a, b, c � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
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Çàäà÷à 7.10. (T) Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äàþùåå ïðè äåëåíèè íà 2,
3, 5, 7 îñòàòêè 1, 2, 4, 6 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 7.11. Ïðè êàêèõ öåëûõ n ÷èñëî n2 + 3n+ 1 äåëèòñÿ íà 55?

7.1. Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 7.12. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèçíàêàìè äåëèìîñòè íà 3 è íà 9 ìîæíî ïðåäëîæèòü
ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 27: ¾åñëè ñóììà öèôð ÷èñëà äåëèòñÿ íà 27, òî è ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 27¿. Âåðåí ëè ýòîò ïðèçíàê?

Çàäà÷à 7.13.Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå
íå ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

Çàäà÷à 7.14. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà, ñîñòîÿùåãî èç 19 äåâÿòîê, íà 19.

Îïðåäåëåíèå 7.9. Ïóñòü n ∈ N. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà φ(n) � ýòî êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 1
äî n âêëþ÷èòåëüíî, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n.

Çàäà÷à 7.15. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà.
à) φ(pk) = pk−1(p− 1), ãäå p � ïðîñòîå, k � íàòóðàëüíîå;
á) Ïóñòü a è b âçàèìíî ïðîñòû. Ïîêàæèòå, ÷òî φ(ab) = φ(a)φ(b);
â) Ðàçëîæèì ÷èñëî n êàê ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë: n = pα1 · . . . · pαl .

Âûðàçèòå φ(n) ÷åðåç p1, . . . , pl è α1, . . . , αl.

Çàäà÷à 7.16. [Òåîðåìà Ýéëåðà] Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è n âçàèìíî ïðîñòû.
Äîêàæèòå, ÷òî aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Îïðåäåëåíèå 7.10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îñòàòîê a ïî ìîäóëþ n ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì
âû÷åòîì, åñëè äëÿ íåãî íàéäåòñÿ òàêîé îñòàòîê b, ÷òî ab ≡ 1 (mod n).

Çàäà÷à 7.17. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îáðàòèìûõ âû÷åòîâ
à) ïî ìîäóëþ pα, ãäå p � ïðîñòîå, α �íàòóðàëüíîå;
á) ïî ìîäóëþ pα1

1 p
α2
2 , ãäå pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå, αk � íàòóðàëüíûå;

â) ïî ìîäóëþ pα1
1 . . . pαl

2 , ãäå pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå, αk � íàòóðàëüíûå?
ã) Ïî êàêèì ìîäóëÿì íåò îáðàòèìûõ âû÷åòîâ êðîìå ±1?

Çàäà÷à 7.18. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, a, b, c ∈ Z. Ñêîëüêî ðåøåíèé ìîæåò èìåòü
à) ñðàâíåíèå x2 ≡ 1 (mod p);
á) ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p);
â) ñðàâíåíèå ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod p)?

Çàäà÷à 7.19. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñðàâíåíèå

x2 + y2 + z2 ≡ 0 (mod p)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ (òðèâèàëüíîå ðåøåíèå � ýòî ðåøåíèå
x ≡ y ≡ z ≡ 0 (mod p)).
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Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

8.1. Ââåäåíèå

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿù¼í äåéñòâèòåëüíûì (âåùåñòâåííûì) ÷èñëàì. Èç øêîëüíîé ïðî-
ãðàììû õîðîøî èçâåñòíû ïîíÿòèÿ íàòóðàëüíûõ, öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà R � ñëåäóþùèé, åù¼ áîëåå øèðîêèé êëàññ ÷èñåë.

Ïðåäûäóùèå ðàñøèðåíèÿ áûëè íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû êàêèå-òî îïåðàöèè áûëè
âîçìîæíû äëÿ áîëüøåãî ìíîæåñòâà àðãóìåíòîâ. Íàïðèìåð: â öåëûõ ÷èñëàõ, â îòëè÷èå
îò íàòóðàëüíûõ, âñåãäà ìîæíî âû÷èòàòü èç îäíîãî ÷èñëà äðóãîå (èíà÷å ãîâîðÿ, ðåøàòü
óðàâíåíèå x + a = b ïðè ëþáûõ a è b), à â ðàöèîíàëüíûõ � äåëèòü îäíî íà äðóãîå
íåíóëåâîå (ðåøàòü óðàâíåíèå ax = b ïðè a ̸= 0).

Ïðè ýòîì ìû õîòèì, ÷òîáû ïðè ðàñøèðåíèè ¾ñòàðûå¿ ñâîéñòâà ïî âîçìîæíîñòè
ñîõðàíÿëèñü è â íîâîì ìíîæåñòâå ÷èñåë. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ.

a+ b = b+ a, ab = ba (êîììóòàòèâíîñòü),
(a+ b) + c = a+ (b+ c), (ab)c = a(bc) (àññîöèàòèâíîñòü),

a(b+ c) = ab+ ac (äèñòðèáóòèâíîñòü),

(a 6 b) ∧ (b 6 c) ⇒ a 6 c,
(a 6 b) ∧ (c 6 d) ⇒ a+ c 6 b+ d,

(0 6 a 6 b) ∧ (0 6 c 6 d) ⇒ 0 6 ac 6 bd.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâà ÷èñåë ýòè ñâîéñòâà äëÿ íîâîãî ìíîæåñòâà
(Z èëè Q) ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè, êîòîðûå ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èñõîä-
íîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë (N è Z ñîîòâåòñòâåííî). Ìû, îäíàêî, áóäåì èõ èñïîëüçîâàòü áåç
äîêàçàòåëüñòâà.

Ñëîæíîñòü ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè âîçíèêàåò â äâóõ âåùàõ. Âî-ïåðâûõ, åñòü
íåñêîëüêî âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé; êàæäàÿ èç íèõ äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ, è àïðèîðè
èçíà÷àëüíî íåïîíÿòíî,

(à) ïî÷åìó îíè çàäàþò êàêîé-òî èíòåðåñíûé îáúåêò,
(á) áóäåò ëè ýòîò îáúåêò îäèí è òîò æå.

Â ïîñëåäíåì ÿâíî ïðîÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå îò öåëûõ èëè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ãäå åñòü
åäèíñòâåííàÿ ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ. Âî-âòîðûõ, òðóäíî çàäàòü òî ñâîéñòâî, ðàäè êîòî-
ðîãî íóæíî ðàñøèðÿòü ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. ×òîáû ïîäîéòè ê îïèñàíèþ
ýòîãî ñâîéñòâà, ïðèâåä¼ì äâà ïðèìåðà ÷èñåë, êîòîðûõ íåò â ìíîæåñòâå Q.

Ïåðâûé ïðèìåð ïðîèñòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî â Q äàëåêî íå âñåãäà ìîæíî èçâëå-
êàòü êîðåíü. Íàïðèìåð, êàê áûëî äîêàçàíî â ðàçäåëå 4.6, óðàâíåíèå x2 = 2 (à èìåííî åãî
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü è îáîçíà÷àåòñÿ

√
2) íå èìååò ðåøåíèé â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ.

Òî åñòü íàì íóæíî äîáàâèòü ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó ÷èñëà
√
2,

√
3 è òàê äàëåå, à òàêæå
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áîëåå ñëîæíûå âûðàæåíèÿ òèïà 3
√

2 +
√
3. Çäåñü, ïðàâäà, âîçíèêàåò îäíà ñëîæíîñòü:

íåïîíÿòíî, êàê îïðåäåëèòü ðàâåíñòâî ÷èñåë. Íàïðèìåð, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

3


2 +

√
5 +

3


2−

√
5 = 1,

õîòÿ ýòî è íåî÷åâèäíî. Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî1±√
5

2

3
= 2±

√
5,

ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ðàâíà

1 +
√
5

2
+

1−
√
5

2
= 1

Êðîìå êîðíåé èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ïûòàòüñÿ äîáàâèòü è êîðíè èç îò-
ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, íàïðèìåð, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 = −1 (åãî òðàäèöèîííî îáîçíà-
÷àþò i). Ê ñîæàëåíèþ, åñëè äîïóñòèòü ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ ó ýòîãî óðàâíåíèÿ, íàì
ïðèä¼òñÿ êîå îò ÷åãî îòêàçàòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîïðîáóåì ïîíÿòü, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî i
ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì. Åñëè i > 0, òî −1 = i · i > 0. Åñëè æå i < 0, òî
−i > 0, à òîãäà −1 = (−i) · (−i) > 0. Òàê ÷òî çà ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ èç −1 ïðèõîäèòñÿ
ïëàòèòü íåâîçìîæíîñòüþ ñðàâíåíèÿ ÷èñåë.

Òåì íå ìåíåå, òàêîå ìíîæåñòâî ÷èñåë ÷àñòî ïîëåçíî; îíî íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, è ê íåìó ìû åù¼ âåðí¼ìñÿ â ãëàâå Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîêà æå
ìû õîòèì ñîõðàíèòü âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ ÷èñåë, ïîýòîìó êîðíè ÷¼òíîé ñòåïåíè èç
îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Êàê èçâåñòíî, åñëè ìû èìååì âîçìîæíîñòü èçâëåêàòü êâàäðàòíûé êîðåíü, òî è ëþ-
áîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ìû ìîæåì ðåøèòü ïî õîðîøî èçâåñòíîé ñî øêîëû ôîðìóëå
(ñì. çàäà÷ó 6.3). Áîëåå òîãî, èìåþòñÿ ïîäîáíûå ôîðìóëû è äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåé
è ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè.

Îäíàêî áûâàþò óðàâíåíèÿ ïÿòîé ñòåïåíè, êîòîðûå íåëüçÿ ðåøèòü c ïîìîùüþ ôîð-
ìóë, ñîäåðæàùèõ àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è âçÿòèå êîðíÿ ëþáîé ñòåïåíè. Íàïðèìåð,
òàêîâî óðàâíåíèå x5 + x + 1 = 0. Â òî æå âðåìÿ ÿñíî, ÷òî îíî äîëæíî èìåòü êîðåíü:
äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè x = −1 ëåâàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà, à ïðè x = 0 ïîëî-
æèòåëüíà. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî â êàêîé-òî ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå îíà îáðàòèòñÿ
â íîëü.

Óïðàæíåíèå 8.1. Ïîêàæèòå, ÷òî êîðåíü ó ýòîãî óðàâíåíèÿ x5+x+1 = 0 âñåãî îäèí.

Ïî òîé æå ïðè÷èíå ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿêîå óðàâíåíèå P (x) = 0, â êîòîðîì
ìíîãî÷ëåí P ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, äîëæåí èìåòü êîðåíü. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, ê ÷èñëó ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàöèé, íàðÿäó ñ àðèôìåòè÷åñêèìè è k

√ , ìû ìîæåì
äîáàâèòü òàêóþ: åñëè äàí ìíîãî÷ëåí P , ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü åãî êîðíè. ×èñëà, ïîëó÷àþùèåñÿ èç öåëûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ýòîãî íàáîðà
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îïåðàöèé, íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè.1

Äðóãîå ÷èñëî, êîòîðîãî íàì íå õâàòàåò ñðåäè ðàöèîíàëüíûõ, � ýòî π, îòíîøåíèå
äëèíû îêðóæíîñòè ê å¼ äèàìåòðó. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî π íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì
÷èñëîì, è äàæå àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì, íî ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà ñëîæíû,
è ìû èõ îáñóæäàòü çäåñü íå áóäåì.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ÷èñëà π. Ðàññìîòðèì âïèñàííûå â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü
ïðàâèëüíûå n-óãîëüíèêè äëÿ âñ¼ áîëüøèõ çíà÷åíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Òîãäà îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî èõ ïåðèìåòðû ñòðåìÿòñÿ ê ÷èñëó, êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ äëèíîé ýòîé
îêðóæíîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ 2π.

Íàì áóäåò óäîáíåå ðàññìîòðåòü íå âñå n-óãîëüíèêè, à òîëüêî òå, ÷èñëî ñòîðîí êîòî-
ðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Èòàê, ïóñòü Pn � ïåðèìåòð ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà,
âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Òîãäà Pn+1 > Pn. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ê âåðøè-
íàì 2n-óãîëüíèêà äîáàâèòü ñåðåäèíû äóã, íà êîòîðûå îïèðàþòñÿ åãî ñòîðîíû, ïîëó÷àòñÿ
âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2n+1-óãîëüíèêà. Ïóñòü äëÿ êàêîé-íèáóäü ñòîðîíû AB èñõîäíîãî
2n-óãîëüíèêà òî÷êà C � ýòî ñåðåäèíà ñîîòâåòñòâóþùåé äóãè. Òîãäà ñóììà AC + CB
äëèí äâóõ ñòîðîí 2n+1-óãîëüíèêà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà áîëüøå äëèíû AB. Ñëî-
æèâ òàêèå íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ ñòîðîí 2n-óãîëüíèêà, ìû è ïîëó÷èì Pn+1 > Pn.

Êàê ìîæåò ñåáÿ âåñòè âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë (xn)? Âî-ïåðâûõ, îíà
ìîæåò ¾óõîäèòü â áåñêîíå÷íîñòü¿: äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k-ãî, ñòàíîâÿòñÿ áîëüøå C. Äëÿ íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Pn)
ýòî íå òàê: ïîêàæåì, ÷òî Pn 6 8 ïðè âñåõ n. Ðàññìîòðèì ÷àñòü 2n-óãîëüíèêà, ïîïàäà-
þùóþ â ïåðâûé êâàäðàíò: ýòî ëîìàíàÿ A0A1 . . . A2n−2 , ãäå A0 = (1, 0), A2n−2 = (0, 1).
Äëèíà ýòîé ëîìàíîé ðàâíà Ln = Pn/4. Åñëè îáîçíà÷èòü As = (xs, ys), òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (xs)

2n−2

s=0 è (ys)
2n−2

s=0 � óáûâàþùàÿ è âîçðàñòàþùàÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,

AsAs+1 =


(xs − xs+1)2 + (ys − ys+1)2 6

6 |xs − xs+1|+ |ys − ys+1| = (xs − xs+1) + (ys+1 − ys)

(íåðàâåíñòâî íà âòîðîì øàãå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî äëèíà ãèïîòåíóçû êîðî÷å ñóììû
äëèí êàòåòîâ). Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïðè âñåõ s = 0, . . . , (2n−2 − 1), ïîëó-
÷èì Ln 6 (x0 − x2n−2) + (y2n−2 − y0) = 2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pn = 4Ln íå ìîæåò óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü.
Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ïîñòåïåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó,
êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ äëèíîé îêðóæíîñòè.

Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîëíîòà, êàê ðàç è ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå íå óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü, äåéñòâèòåëüíî

1Òî÷íåå, âåùåñòâåííî-àëãåáðàè÷åñêèìè. Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå âìåñòî ìíîãîêðàòíîãî ïðè-

ìåíåíèÿ îïåðàöèè íàõîæäåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèé ìîæíî îáîéòèñü îäíîêðàòíûì. Íàïðèìåð, åñëè y
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîðíåé óðàâíåíèÿ y2 = 2, à x � êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 + 2yx + 1 = 0, òî x ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì óðàâíåíèÿ x4− 6x2+1 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, x � êîðåíü îäíîãî èç óðàâíåíèé x2± 2
√
2x+1 = 0,

òî åñòü ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ (x2 + 2
√
2x + 1)(x2 − 2

√
2x + 1) = 0, è îñòà¼òñÿ òîëüêî ðàñêðûòü çäåñü

ñêîáêè. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîé æå èäåå, íî áîëåå ñëîæíî.
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ïðèáëèæàþòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó. Òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå ýòîãî ñâîéñòâà ïîñâÿùåíà
ñëåäóþùàÿ ÷àñòü.

8.2. Ïîëíîòà

Ýòîò ïîäðàçäåë ïîñâÿù¼í àêñèîìå ïîëíîòû � òîìó ñâîéñòâó, êîòîðîå è âûäåëÿåò
ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê àêñèîìå ïîëíîòû, îáñóäèì åù¼ îäíî óòâåðæäåíèå, íà ïåð-
âûé âçãëÿä íàñòîëüêî î÷åâèäíîå, ÷òî íå òðåáóåò îñîáîé ôîðìóëèðîâêè. Ðå÷ü èä¼ò îá
àêñèîìà Àðõèìåäà. Ñàì Àðõèìåä ôîðìóëèðîâàë å¼ (â ïåðåâîäå íà ñîâðåìåííûé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé ÿçûê) òàê: åñëè åñòü äâà îòðåçêà, òî ïåðâûé ìîæíî îòëîæèòü ñòîëüêî ðàç,
÷òî ïîëó÷åííûé îòðåçîê ñòàíåò äëèíåå âòîðîãî. Åñëè ïåðåéòè îò îòðåçêîâ ê èõ äëèíàì
a è b, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî

a+ a+ · · ·+ a  
n ðàç

= na > b.

Ïîäåëèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà a è îáîçíà÷èâ c = b/a, ïîëó÷èì ñîâðåìåííóþ ôîðìóëèðîâ-
êó: äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî n > c.

Äëÿ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ýòî ñâîéñòâî î÷åâèäíî: íàïðèìåð, ìîæíî ïðè
c 6 0 âçÿòü n = 1, à ïðè c = p/q > 0 âçÿòü n = p + 1. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, áûâàþò
ìíîæåñòâà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ àêñèîìà Àðõèìåäà íåâåðíà.
Ïîýòîìó äëÿ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìû ïîòðåáóåì å¼ âûïîëíåíèÿ.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ïîëíîòå. Åñòü íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâîê ýòîãî
ïîíÿòèÿ, î êîòîðûõ âàì ðàññêàæóò â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (òî÷íåå ãîâîðÿ,
îíè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ïðåäïîëàãàòü âåðíîé àêñèîìó Àðõèìåäà; èíà÷å ê íåêîòîðûì èç
ýòèõ ôîðìóëèðîâîê íóæíî å¼ äîáàâèòü, à ê äðóãèì å¼ äîáàâëÿòü íå íóæíî, ïîñêîëüêó
îíà èç íèõ âûâîäèòñÿ). Ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îäíîé ôîðìóëèðîâêîé � òîé, êîòîðàÿ
óæå îáñóæäàëàñü âûøå, êîãäà ðå÷ü øëà î äëèíå îêðóæíîñòè. Ìû ðàññìàòðèâàåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (xn), íåóáûâàþùóþ (xn 6 xn+1 ïðè âñåõ n) è îãðàíè÷åííóþ ñâåðõó
(ñóùåñòâóåò C, äëÿ êîòîðîãî xn 6 C ïðè âñåõ n). Íàì íóæíî îïðåäåëèòü, ÷òî îçíà÷à-
åò, ÷òî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæàåòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî (îáû÷íî ãîâîðÿò
¾ñòðåìèòñÿ¿) ê íåêîòîðîìó ÷èñëó A (åãî íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)).

Âî-ïåðâûõ, A äîëæíî áûòü íå ìåíüøå ëþáîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èíà÷å
êàêîé-òî ÷ëåí xk ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàíåò áîëüøå A, à òîãäà âñå ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò óäàëåíû îò A íà ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå (xk − A).

Íî ÷èñåë, íå ìåíüøèõ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî: åñëè ìû íàøëè îäíî
òàêîå ÷èñëî a, òî è ëþáîå ÷èñëî a′ > a òîæå òàêîâî. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü
íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì: A = min{a | xn 6 a ∀n ∈ N}.

Âîîáùå ãîâîðÿ, íå âî âñÿêîì ìíîæåñòâå åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Íàïðèìåð, ìíî-
æåñòâî Z = {x | x > 1} òàêîãî ýëåìåíòà íå èìååò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò a ∈ Z, òî äëÿ b = (a + 1)/2 âåðíî, ÷òî b ∈ Z è b < a, à ïîòîìó a íå
ìîæåò áûòü ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Z.
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Óïðàæíåíèå 8.2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî {x > 0 | x2 > 2} íå èìååò íàèìåíü-
øåãî ýëåìåíòà, íå èñïîëüçóÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

√
2.

Ôîðìóëèðîâêà àêñèîìû ïîëíîòû óòâåðæäàåò, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå íàèìåíüøèé ýëå-
ìåíò åñòü.

Àêñèîìà 8.1. [Àêñèîìà ïîëíîòû] Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)
• íåóáûâàþùàÿ, òî åñòü xn+1 > xn ïðè âñåõ n ∈ N;
• îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå C, ÷òî xn 6 C ïðè âñåõ n ∈ N.

Òîãäà ìíîæåñòâî ÷èñåë S = {a | xn 6 a ∀n} èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò A = minS.
Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn).

Îáîçíà÷åíèå. Îáîçíà÷åíèå: A = lim
n→∞

xn.

Ïðåäóïðåæäåíèå. Â êóðñå ìàòàíàëèçà âàì áóäåò äàíî äðóãîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðîå ðàáîòàåò íå òîëüêî äëÿ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Îäíàêî äëÿ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàøå îïðåäåëåíèå áóäåò ýêâèâàëåíòíî
ýòîìó áîëåå îáùåìó.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî ìíîæåñòâî S íåïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(xn) îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òàê ÷òî ýòî óñëîâèå îòáðîñèòü íåëüçÿ.

Èç àêñèîìû ïîëíîòû ïðÿìî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò äëèíà îêðóæíîñòè. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Pn) ïåðèìåòðîâ 2n-óãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü, âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì 8. Çíà÷èò, ïî àêñèîìå ïîëíîòû
îíà èìååò ïðåäåë, êîòîðûé ìîæíî îáîçíà÷èòü 2π. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
π 6 4. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 8 ëåæèò â ìíîæåñòâå {c | ∀n : Pn 6 c}, à ÷èñëî 2π � ýòî
ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â ýòîì ìíîæåñòâå, ïîýòîìó 2π 6 8.

×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ èç äâóõ, íàì áóäåò óäîáíî ðàññìîòðåòü óáû-
âàþùóþ, à íå âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Àíàëîã àêñèîìû ïîëíîòû äëÿ íåâîç-
ðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çâó÷èò òàê: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)

• íåâîçðàñòàþùàÿ, òî åñòü xn+1 6 xn ïðè âñåõ n ∈ N;
• îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå C, ÷òî xn > C ïðè âñåõ n ∈ N,

òî cóùåñòâóåò A = max{c | xn > c ∀n}.
Óïðàæíåíèå 8.3. Âûâåäèòå ýòî óòâåðæäåíèå èç àêñèîìû ïîëíîòû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðîÿùóþñÿ ïî ïðàâèëó

x1 = 2, xn+1 =
1

2


xn +

2

xn


ïðè n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îíà ñòðåìèòñÿ ê
√
2, ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåé ñåðèè çàäà÷.

Óïðàæíåíèå 8.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî
à) x2n > 2;
á) (xn) � íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïîñêîëüêó xn > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) îãðàíè÷åíà ñíèçó, à ïîòîìó èìååò íåêî-
òîðûé ïðåäåë, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì çà x.

83



Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå

Óïðàæíåíèå 8.5. Äîêàæèòå, ÷òî

x2n − x2 6 4(xn − x).

Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî x2 > 2.

Óïðàæíåíèå 8.6. Äîêàæèòå, ÷òî

x2n+1 − 2 6
x2n − 2

4
.

Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî x2 = 2.

Åñëè ýòè çàäà÷è âûçûâàþò ó âàñ çàòðóäíåíèÿ, ïðî÷èòàéòå ñëåäóþùèå ãëàâû � òàì
åñòü ïðè¼ìû, êîòîðûå ïîìîãóò è çäåñü.

8.3. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü (íàïîìèíàíèå)

Â ðàçäåëå 4.1 ìû óæå îáñóæäàëè, ÷òî òàêîå äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
Çäåñü ìû äàäèì ôîðìàëüíîå èçëîæåíèå ýòîãî âîïðîñà â áîëåå øèðîêîì êëþ÷å, çàòðî-
íóâ íå òîëüêî äåñÿòè÷íóþ, íî è d-è÷íóþ çàïèñü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d ∈ N. Îíî íàì
ïîíàäîáèòñÿ äàëåå, êîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü î áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáÿõ.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå d > 2 � îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Òîãäà äëÿ ÷èñåë
aj ∈ {0, 1, . . . , d− 1} (êîòîðûå ìîæíî áûëî áû íàçâàòü öèôðàìè), ãäå an ̸= 0, ïîëîæèì

an . . . a1a0d =
n

j=0

ajd
j = and

n + an−1d
n−1 + . . .+ a1d+ a0.

Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü dôèêñèðîâàííûì è îïóñêàòü åãî â ýòîì îáîçíà÷åíèè: an . . . a1a0.
Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò íàì ñêàçàòü, ê ïðèìåðó, ÷òî 7528 = 7·82+5·8+2,

íî èç íåãî íåÿñíî, ëþáîå ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî îáëàäàåò d-è÷íîé çàïèñüþ è åäèíñòâåííà
ëè îíà.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü d > 2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñóùåñòâóþò è åäèí-
ñòâåííû n > 0 è aj ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, j = 0, . . . , n, ãäå an ̸= 0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî N = an . . . a1a0d = N .

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ òàâòîëîãèåé, íî ýòî íå òàê. Äåëî â òîì, ÷òî
íàòóðàëüíîå ÷èñëî îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íåïóñòîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå,
à äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü óæå âòîðè÷íà. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî âû îáúÿñíèëè ýòó òåîðåìó
äðåâíåìó ðèìëÿíèíó, êîòîðûé íè î êàêîé äåñÿòè÷íîé çàïèñè íå çíàåò. Òîãäà îí ìîæåò
çàïèñàòü, íàïðèìåð, ÷òî2

÷èñëî äíåé â íåâèñîêîñíîì ãîäó = (III)(VI)(V)
X
= (I)(IV)(0)(V)

VI
.

2Îáùåóïîòðåáèòåëüíîãî ñèìâîëà äëÿ íóëÿ â àíòè÷íîñòè íå áûëî. Èçâåñòíû îòäåëüíûå ïðèìåíåíèÿ

íåñêîëüêèõ çíàêîâ, íàïðèìåð, ¾◦¿ èëè ¾N¿.
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È äëÿ íåãî ñîâñåì íåî÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ó ëþáîãî ÷èñëà åñòü è îíî
åäèíñòâåííî.

Ìû äàäèì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû.
Äîêàçàòåëüñòâî. [Ïåðâîå.] Íà÷í¼ì ñ åäèíñòâåííîñòè. Çàìåòèì, ÷òî

N =
n

j=0

ajd
j = a0 + d

n
j=1

ajd
j−1.

Ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ öèôðà a0 îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ N íà d,
à íåïîëíîå ÷àñòíîå ðàâíî N1 = and

n−1+an−1d
n−2+ . . .+a1. Ïîäåëèâ N1 ñ îñòàòêîì íà d,

ìû ïîëó÷èì, ÷òî îñòàòîê ðàâåí a1, à íåïîëíîå ÷àñòíîå N2 = and
n−2+an−1d

n−3+ . . .+a2,
è òàê äàëåå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó ÷èñëà åñòü d-è÷íàÿ çàïèñü, òî âñå å¼ öèôðû íàõîäÿòñÿ îäíî-
çíà÷íî: îíè ïîëó÷àþòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå îñòàòêè ïðè ìíîãîêðàòíîì äåëåíèè N
íà d. ×èñëî n ïðè ýòîì òîæå íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî: ýòî ïåðâîå òàêîå k, ÷òî íåïîëíîå
÷àñòíîå Nk+1 ðàâíî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè k < n

Nk+1 = and
n−k−1 + an−1d

n−k−2 + . . .+ ak+1 > and
n−k−1 > dn−k−1 > 0,

òàê êàê an > 1. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.
Ýòè æå âû÷èñëåíèÿ ïîäñêàçûâàþò àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà d-è÷íîé çàïèñè: íóæíî ïî-

ñëåäîâàòåëüíî äåëèòü N íà d c îñòàòêîì, ïîêà íåïîëíîå ÷àñòíîå íå ñòàíåò ðàâíî íóëþ:

N = dN1 + a0, N1 = dN2 + a1, . . . , Nn = d · 0 + an.

Òîãäà aj ∈ {0, 1, . . . , d − 1}, ïîñêîëüêó ýòî îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà d, à an = Nn > 0.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû äðóã â äðóãà, ïîëó÷àåì

N = a0 + d(a1 + d(a2 + d(· · ·+ (an−1 + d(an + d · 0)) . . . ))) =
n

j=0

ajd
j,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Îäíàêî, ïîêà â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå åñòü ïðîáåë: ïî÷åìó îáÿçàòåëüíî íàñòóïèò òàêîé

ìîìåíò n, ÷òî Nn+1 = 0? Ýòî ñëåäóåò èç òàêîãî ñîîáðàæåíèÿ: åñëè Nk+1 > 0, òî

Nk = dNk+1 + ak > dNk+1 > Nk+1

(íà ïîñëåäíåì øàãå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî d > 1). Ïîýòîìó Nk > Nk+1 + 1 (ýòî
âåäü öåëûå ÷èñëà), à òîãäà åñëè NN > 0, òî N = N0 > NN + N > N . Òàêèì îáðàçîì,
NN çàâåäîìî ðàâíî íóëþ. �
Äîêàçàòåëüñòâî. [Âòîðîå.] Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî îöåíèì, íà êàêîì èíòåðâàëå ìîæåò
ëåæàòü d-è÷íàÿ çàïèñü an . . . a0. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

n
j=0

ajd
j > and

n > dn,
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à ñ äðóãîé,
n

j=0

ajd
j 6

n
j=0

(d− 1)dj =
n

j=0

(dj+1 − dj) = dn+1 − 1. (3)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîùå óâèäåòü, åñëè ðàñïèñàòü çíàê


ñ ïîìîùüþ ìíîãîòî÷èÿ:
êàæäûé ÷ëåí dk âñòðåòèòñÿ â ñóììå äâà ðàçà, îäèí ðàç ñ ïëþñîì, îäèí ðàç ñ ìèíóñîì.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷èñëî ðàçðÿäîâ â d-è÷íîé çàïèñè íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî: íóæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d0, d1, . . . , dk, . . . è âûÿñíèòü, ìåæäó
êàêèìè å¼ ÷ëåíàìè ëåæèò N : åñëè dn 6 N < dn+1, òî d-è÷íàÿ çàïèñü äîëæíà èìåòü âèä
an . . . a0. Çäåñü, êñòàòè, îïÿòü íóæíî îáîñíîâàòü ïî÷åìó íå ìîæåò áûòü òàê, ÷òî dn < N
ïðè ëþáîì n. Äåéñòâèòåëüíî, dk > dk−1 + 1, ïîýòîìó dk > k + 1, òàê ÷òî dN > N .

Èòàê, ïóñòü dn 6 N < dn+1. Ïîêàæåì, ÷òî çàïèñü N = an . . . a0 åäèíñòâåííà. Äëÿ ýòî-
ãî çàìåòèì, ÷òî N = and

n+K1, ãäåK1 = an−1d
n−1+. . .+a1d+a0 6 dn−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

K1 � îñòàòîê, à an � íåïîëíîå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ N íà dn. Äàëåå, K1 = an−1d
n−1+K2,

ãäå K2 = an−2d
n−2 + . . . + a1d + a0 6 dn−1 − 1, òàê ÷òî an−1 è K2 � îñòàòîê è íåïîëíîå

÷àñòíîå îò äåëåíèÿ íà dn−1. Ïðîäîëæàÿ, äîéä¼ì äî Kn = a0 · 1, ãäå äåëåíèå íà åäèíèöó
äà¼ò íóëåâîé îñòàòîê. Çíà÷èò, è äëèíà çàïèñè, è âñå öèôðû íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî çàïèñü an . . . a0 ÷èñëà N , ãäå dn 6 N < dn+1, ñóùåñòâóåò. Äëÿ
ýòîãî áóäåì äåëèòü èñõîäíîå ÷èñëî íà dn, ïîòîì îñòàòîê íà dn−1 è òàê äàëåå:

N = and
n +K1, K1 = an−1d

n−1 +K2, . . . , Kn−1 = a1d+Kn, Kn = a0 · 1 + 0.

Òîãäà N < dn+1, Kj < dn+1−j (ïîñêîëüêó Kj � îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà dn+1−j). Ïîýòîìó
ïðè äåëåíèè Kj íà dn−j íåïîëíîå ÷àñòíîå an−j ìåíüøå d, òî åñòü aj ∈ {0, 1, . . . , d − 1}.
Êðîìå òîãî, N > dn, ïîýòîìó ïðè ïåðâîì äåëåíèè íåïîëíîå ÷àñòíîå an ïîëîæèòåëüíî.
Çíà÷èò, âñå óñëîâèÿ äëÿ aj âûïîëíåíû, à ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïîäñòàíîâêà ôîðìóë äëÿ Kj

äà¼ò íàì
N = and

n + (an−1d
n−1 + (· · ·+ (a1d+ a0 · 1)) . . . ).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Òåïåðü òî, ÷òî èçâåñòíûå èç íà÷àëüíîé øêîëû àëãîðèòìû äëÿ ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ
è ïðî÷èõ îïåðàöèé äàþò âåðíûé îòâåò � ýòî òåîðåìû. Ñòðîãî îíè ôîðìóëèðóþòñÿ òàê:
åñëè a = ak . . . a0, b = bl . . . b0 è ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ñëîæåíèÿ â ñòîëáèê (èëè äðóãîãî
àëãîðèòìà) ê (ak . . . a0) è (bl . . . b0) äà¼ò (cm . . . c0), òî cm . . . c0 = a + b. Ìû ýòè òåîðåìû
äîêàçûâàòü íå áóäåì.

Íàïîìíèì åù¼, êàê îïðåäåëÿþòñÿ äåñÿòè÷íûå çàïèñè öåëûõ ÷èñåë è íåêîòîðûõ ðà-
öèîíàëüíûõ. Äëÿ öåëûõ ÷èñåë d-è÷íàÿ çàïèñü îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî: äëÿ íàòóðàëüíûõ
ìû å¼ óæå îïðåäåëèëè, äëÿ íóëÿ ýòî 0, à äëÿ öåëîãî îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà −N íóæíî
ïåðåä çàïèñüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ïîñòàâèòü çíàê ¾−¿.

Â ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿþòñÿ êîíå÷íûå d-è÷íûå äðîáè � çàïè-
ñè âèäà ±an . . . a0, a−1 . . . a−m. Åäèíñòâåííîñòü çäåñü èìååò ìåñòî, åñëè îòîæäåñòâèòü
çàïèñè ñ äîáàâëåíèåì íóëåé â êîíåö ÷èñëà: íàïðèìåð, 0,47 = 0,470 = 0,4700. Îäíàêî
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íå êàæäîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå: íóæíî, ÷òîáû îíî áûëî ïðåäñòà-
âèìî â âèäå p/dm (p,m ∈ Z). Òàêèå ÷èñëà íàçûâàþò d-è÷íî-ðàöèîíàëüíûìè (äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíûìè, òðîè÷íî-ðàöèîíàëüíûìè è òàê äàëåå).

Íàì áóäåò äàëåå óäîáíî, îäíàêî, èñïîëüçîâàòü íåìíîãî íåïðèâû÷íûé âàðèàíò òàêîé
çàïèñè: äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ¾ìèíóñ¿ îòíîñèòñÿ òîëüêî
ê öåëîé ÷àñòè, òàê ÷òî ÷èñëî −273, 15 ìû áóäåì çàïèñûâàòü êàê (−274), 85.3

Èòàê, äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A ∈ Z, aj ∈ {0, . . . , d− 1}. Òîãäà

A,a1 . . . am = A+
m
j=1

ajd
−j = A+

a1
d

+
a2
d2

+ . . .+
am
dm

.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà çâó÷èò òàê: åñëè x = p/dm, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå x â âèäå d-è÷íîé äðîáè ñ m ðàçðÿäàìè ïîñëå çàïÿòîé. Äîêàçàòåëüñòâî
ýòèõ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ìîæíî ïðîâåñòè, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêà-
çàòåëüñòâ òåîðåìû äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äðóãîé âàðèàíò � ïîêàçàòü, ÷òî ïî d-è÷íîé
çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p ñòðîèòñÿ d-è÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà x (êàê?) è íàîáîðîò, è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå 8.7. Ïðîâåäèòå îïèñàííîå â ïîñëåäíåì ïðåäëîæåíèè ðàññóæäåíèå äëÿ
à) ïîëîæèòåëüíûõ x;
á) îòðèöàòåëüíûõ x.

Íååäèíñòâåííîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ äîáàâëåíèåì íóëåé â êîíåö çàïèñè, â òàêîé ôîðìó-
ëèðîâêå ñïðÿòàíà â íååäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà â âèäå p/dm:

x =
p

dm
=

pd

dm+1
=

pd2

dm+2
= . . .

Íà ñàìîì äåëå ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî îáëàäàåò áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé çàïè-
ñüþ: íàïðèìåð, 1/6 = 0,166666666 . . . . Ýòà çàïèñü ñîñòîèò èç íåêîòîðîé íà÷àëüíîé ÷àñòè
(ïðåäïåðèîäà) è çàòåì ïîâòîðÿþùåãî áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ïåðèîäà. Îäíàêî îïðåäåëå-
íèå òîãî, ÷òî îçíà÷àåò òàêàÿ çàïèñü, äîëæíî èñïîëüçîâàòü ñóììó áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
ñëàãàåìûõ, à ýòà îïåðàöèÿ òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóìì ïåð-
âûõ n ñëàãàåìûõ. Ìû îáñóäèì ýòîò âîïðîñ äàëåå.

3Òàêîé âàðèàíò çàïèñè ïðåæäå èñïîëüçîâàëñÿ ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè òàáëèöàìè.

Íàïðèìåð, ÷òîáû óìíîæèòü x = 0,02021 × 1147 × 1,520, ìîæíî íàéòè â òàáëèöå ëîãàðèôìîâ, ÷òî

log10 0,02021 = (−2) + log10 2,021 = (−2),3056, log10 1147 = 3 + log10 1,147 = 3, 0596, log10 1, 520 = 0,1818.
Òåïåðü ëîãàðèôìû íóæíî ñëîæèòü: öåëûå ÷àñòè ñêëàäûâàþòñÿ â óìå, à âñå òðè äðîáíûå ÷àñòè ñêëà-

äûâàþòñÿ â ñòîëáèê âìåñòå çà îäíó îïåðàöèþ: log10 x = 1,5470, è èç òàáëèöû àíòèëîãàðèôìîâ ïîëó-

÷àåì x = 35,23. Åñëè áû ìû èñïîëüçîâàëè ¾îáû÷íîå¿ ïðåäñòàâëåíèå log10 0,02021 = −1,6944, òî íàì

áû ïîíàäîáèëîñü äâå äîïîëíèòåëüíûõ îïåðàöèè: âû÷èòàíèå ïðè ïîëó÷åíèè èç òàáëè÷íîãî ëîãàðèôìà

log10 2,021 òðåáóåìîãî log10 0,02021, à çàòåì âìåñòî îäíîãî ñëîæåíèÿ â ñòîëáèê ïîíàäîáèëèñü áû ñëîæå-

íèå è âû÷èòàíèå. Ñåé÷àñ, êîíå÷íî, ýòè ïðè¼ìû ðó÷íûõ âû÷èñëåíèé íèêàêîãî ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ

íå èìåþò.
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8.4. Áåñêîíå÷íàÿ d-è÷íàÿ çàïèñü è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèÿ íàòóðàëüíûõ, öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íèêàê íå îïèðàëèñü íà
ïîíÿòèå d-è÷íûõ çàïèñåé. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñèòóàöèÿ äâîÿêàÿ. Åñëè ýòî ìíî-
æåñòâî óæå ïîñòðîåíî, òî ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî êàêîå-òî ÷èñëî îáëàäàåò òàêîé-òî
d-è÷íîé çàïèñüþ (êàê ìû, íàïðèìåð, ãîâîðèì, ÷òî ÷èñëî ïîëåé íà øàõìàòíîé äîñêå îá-
ëàäàåò äåñÿòè÷íîé çàïèñüþ 64 èëè òðîè÷íîé çàïèñüþ 2101). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñàìè áåñêîíå÷íûå d-è÷íûå çàïèñè êàê ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë.

Â ýòîé ÷àñòè ìû îáñóäèì ïåðâóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë óæå åñòü. Áåñêîíå÷íàÿ d-è÷íàÿ çàïèñü A, a1a2 . . ., ãäå A ∈ Z è aj ∈ {0, . . . , d − 1},
îáîçíà÷àåò áåñêîíå÷íóþ ñóììó

A, a1a2 . . . = A+
∞
j=1

ajd
−j = A+

a1
d

+
a2
d2

+ . . . .

×òîáû îïðåäåëèòü, ÷òî îçíà÷àåò áåñêîíå÷íàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà,
ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû

xn = A+
n

j=1

ajd
−j = A, a1a2 . . . an.

Ýòî íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

Óïðàæíåíèå 8.8. Ïðîâåðüòå ïî àíàëîãèè ñ âûêëàäêîé (3), ÷òî xn 6 A+ 1.

Çíà÷èò, ïî àêñèîìå ïîëíîòû ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò íåêîòîðûé ïðåäåë x, è ïî
îïðåäåëåíèþ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x =
∞
j=1

ajd
−j.

Êàê è â ñëó÷àå çàïèñåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âîçíèêàåò âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè d-è÷íîé çàïèñè. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííîñòü èìååò ìåñòî íå âñåãäà:

A, a1 . . . ak(d− 1)(d− 1) . . . = A, a1 . . . ak−1(ak + 1)00 . . .. (4)

Íàïðèìåð, äëÿ äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé 2,49999 . . . = 2,50000 . . . èëè 0,99999 · · · = 1,00000 . . .
(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå k = 0, òàê ÷òî ¾+1¿ óõîäèò ê öåëîé ÷àñòè).

Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (4). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûå ñóììû (êîíå÷íûå äðîáè)
äëÿ îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïðè n > k ïîëó÷àåì

xn = A, a1 . . . ak(d− 1) . . . (d− 1), yn = A, a1 . . . ak−1(ak + 1)0 . . . 0

(çäåñü â êàæäîé äðîáè n çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n > k âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî yn = xn + d−n. Ïðè ýòîì âñå yn ïðè n > k ðàâíû ìåæäó ñîáîé:

yn = y = A,a1 . . . ak−1(ak + 1).
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Ïîýòîìó lim
n→∞

yn = y.

Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→∞

xn = lim
n→∞


y − 1

dn


.

Âî-ïåðâûõ, xn 6 y, òî åñòü (xn) îãðàíè÷åíà ñâåðõó, à çíà÷èò, èìååò ïðåäåë. Áîëåå òîãî,
åñëè x = lim

n→∞
xn, òî x 6 y. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî x < y, ìû áû ïîëó÷èëè x = y − δ äëÿ

íåêîòîðîãî δ > 0, è ÷òîáû ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ, íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî xn > x, òî åñòü äëÿ êîòîðîãî 1/dn < δ. Ýòî ýêâèâàëåíòíî
íåðàâåíñòâó dn > (1/δ), äëÿ ïðîâåðêè êîòîðîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííîé âûøå
îöåíêîé dn > n + 1. Òåïåðü äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò n > (1/δ) − 1, à ýòî
âåðíî ïî àêñèîìå Àðõèìåäà.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè d-è÷íîé çàïèñè (ñ òî÷-
íîñòüþ äî çàìåíû ¾õâîñòà äåâÿòîê¿ íà ¾õâîñò íóëåé¿). Ïðåæäå ÷åì ÷èòàòü äàëüøå,
íà ìèíóòó îñòàíîâèòåñü çäåñü è ïîïðîáóéòå ïîíÿòü, êàêîå èç äâóõ äîêàçàòåëüñòâ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (òåîðåìà 8.2) ìîæíî ïûòàòüñÿ
îáîáùèòü íà ýòîò ñëó÷àé.

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òàêîâ. Íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, êîòîðîå íàõîäèò çíà÷åíèÿ
ðàçðÿäîâ ñëåâà íàïðàâî: ¾íàèìåíüøåãî¿ ðàçðÿäà ó íàñ òåïåðü íåò.

Ëåììà 8.3. Ïóñòü m > n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

A,a1 . . . an 6 A,a1 . . . am 6 A,a1 . . . an + d−n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

A+
n

j=1

ajd
−j 6 A+

m
j=1

ajd
−j 6 A+

n
j=1

ajd
−j + d−n,

èëè, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ,

0 6
m

j=n+1

ajd
−j 6 d−n.

Ëåâîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, à â ïðàâîì aj < d− 1:

m
j=n+1

ajd
−j 6

m
j=n+1

(d− 1)d−j = d−n − d−m 6 d−n.

Òðåáóåìîå äîêàçàíî. �

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë x = A,a1a2 . . . ïîïàäàåò íà òîò æå îòðåçîê. Ãåîìåòðè-
÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðàçáèòü îñü íà îòðåçêè äëèíû d−n òî÷êàìè âèäà p/dn, òî
âñå çàïèñè ñ îäèíàêîâûì íà÷àëîì A, a1 . . . an ïîïàäóò â îäèí òàêîé îòðåçîê.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x = A,a1a2 . . . = B,b1b2 . . .. Ïóñòü ýòè çàïèñè ñîâïàäàþò
äî (k − 1)-ãî ðàçðÿäà, à ak ̸= bk. Òîãäà ÷èñëî x äîëæíî ëåæàòü îäíîâðåìåííî â äâóõ
îòðåçêàõ: [z + akd

−k, z + (ak + 1)d−k] è [z + bkd
−k, z + (bk + 1)d−k], ãäå z = A,a1 . . . ak−1.

Ýòè äâà îòðåçêà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî åñëè ak = bk±1, è â ýòîì ñëó÷àå îíè èìåþò
îáùèé êîíåö.

Ïóñòü bk = ak + 1 (èíà÷å ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè aj ↔ bj). Òîãäà ýòè îòðåçêè
ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîé òî÷êå: x = z + (ak + 1)d−k. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî aj = d − 1,
bj = 0 ïðè j > k. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè åñòü bs > 0, òî

x = B,b1b2 . . . > B,b1b2 . . . bs > B,b1b2 . . . bk + d−s = x+ d−s > x.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè as < d− 1, òî

x = A,a1a2 . . . 6 A,a1a2 . . . as + d−s <

< A,a1a2 . . . ak +
s

j=k+1

(d− 1)d−s + d−s = A,a1a2 . . . ak + d−k = x.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî íååäèíñòâåííîñòü d-è÷íîé çàïèñè âîçìîæíà òîëüêî
â ñëó÷àå, óêàçàííîì â ôîðìóëå (4).

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿòü öèô-
ðû aj òàê, ÷òîáû îòðåçîê â ëåììå 8.3 ñîäåðæàë òî÷êó x.

Âî-ïåðâûõ, âûáåðåì A òàê, ÷òîáû A 6 x 6 A + 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïî àêñèîìå Àð-
õèìåäà ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà C > x è D > −x. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå A åñòü
ñðåäè ÷èñåë −D,−D + 1, . . . , C − 1, C. Ïóñòü ýòî íå òàê. Ðàç A = −D íå óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó A 6 x 6 A + 1, íî ïðè ýòîì −D 6 x, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî −D + 1 < x.
Ðàññìàòðèâàÿ A = −D + 1, àíàëîãè÷íî çàêëþ÷àåì, ÷òî −D + 2 < x. Ïðîäîëæàÿ ïî
èíäóêöèè, ìû ïðèä¼ì ê òîìó, ÷òî C < x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó C.

Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå áóäåì ïîñòóïàòü òàê: ïóñòü ÷èñëî yk = A, a1 . . . ak óæå
ïîñòðîåíî. Òîãäà îòðåçîê èç ëåììû 8.3 äëÿ ýòîé çàïèñè èìååò âèä [yk, yk+d

−k]. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ðàññìîòðèì d çàïèñåé A, a1 . . . akr, ãäå r = 0, 1, . . . , d−1: äëÿ íèõ àíàëîãè÷íûå
îòðåçêè èìåþò âèä [yk + rd−k−1, yk + (r + 1)d−k−1]. Ýòè îòðåçêè îáðàçóþò ïîêðûòèå
îòðåçêà [yk, yk+d−k], à çíà÷èò, ìîæíî âûáðàòü öèôðó r òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñïðàâåäëèâî
x ∈ [yk + rd−k−1, yk + (r + 1)d−k−1]. Ñîîòâåòñòâóþùåå r ìû è îáîçíà÷èì ak+1.

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî òàê ïîñòðîåííàÿ d-è÷íàÿ çàïèñü A, a1a2 . . . äåéñòâèòåëüíî
ðàâíà x. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî yk � å¼ ÷àñòè÷íûå ñóììû, è ïî ïîñòðîåíèþ
x− d−k 6 yk 6 x. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà (4), çàêëþ÷àåì,
÷òî lim

n→∞
yk = x.
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8.5. Ïîñòðîåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë êàê d-è÷íûõ çàïèñåé

Â ýòîé, çàêëþ÷èòåëüíîé, ÷àñòè ìû ïîïðîáóåì ðàçîáðàòü êîíñòðóêöèþ ìíîæåñòâà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îñíîâàííóþ íà d-è÷íûõ äðîáÿõ. Ýòî íå ñàìûé åñòåñòâåííûé
ñïîñîá: ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæå-
ñòâî êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç ýëåìåíòîâ {0, 1, . . . , d − 1} ïðè êàêîì-íèáóäü
ôèêñèðîâàííîì d, ïðè÷¼ì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñêëàäûâàþòñÿ èëè óìíîæàþòñÿ ïî
èçâåñòíûì àëãîðèòìàì ¾â ñòîëáèê¿. Òîãäà ñðàçó âîçíèêàþò âîïðîñû:

(1) ïî÷åìó òàêîå ñòðàííîå îïðåäåëåíèå äà¼ò èíòåðåñíûé îáúåêò;
(2) ïî÷åìó îïðåäåëåíèÿ ïðè ðàçíûõ d äàþò â êàêîì-òî ñìûñëå ¾îäíî è òî æå¿.

Òå æå ïðîáëåìû âîçíèêàþò è äëÿ òàêîãî îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ìû çäåñü
íà ýòèõ âîïðîñàõ íå îñòàíàâëèâàåìñÿ, îíè áóäóò èçó÷àòüñÿ â êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà è òîïîëîãèè.

Èòàê, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî çàïèñåé âèäà A,a1a2 . . ., ãäå A ∈ Z, aj ∈ {0, 1, . . . , d−1}.
Ïðè ýòîì ìîæíî çàïðåòèòü õâîñòû äåâÿòîê, íî äëÿ äàëüíåéøåãî áóäåò óäîáíåå îáú-
ÿâèòü, ÷òî ïàðû çàïèñåé èç ôîðìóëû (4) ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè è áóäåò íàøèì ìíîæåñòâîì R.

Ñëåäóþùèé øàã � íàäî îáúÿñíèòü, êàê îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ, à òàêæå îòíîøåíèå ¾ìåíüøå¿. Ñ ïîñëåäíèì ïðîùå âñåãî: ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî
x < y, íàäî, âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèòü, ÷òî x ̸= y, à âî-âòîðûõ, âçÿòü çàïèñè x = A,a1 . . .
è y = B,b1 . . . è ñðàâíèâàòü èõ ñëåâà íàïðàâî (ñíà÷àëà A è B, ïîòîì a1 è b1 è ò.ä.), ïîêà
íå íàéä¼ì ïåðâûé ðàçëè÷àþùèéñÿ ðàçðÿä: â í¼ì äîëæíî áûòü aj < bj.

Íóæíî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèå èìåííî çàïèñè
ìû âûáèðàåì èç êëàññà x èëè y. Ïóñòü ìû ñðàâíèâàåì îäíó è òó æå çàïèñü x = A,a1 . . .
c çàïèñÿìè y = B,b1 . . . bk99 . . . = B,b1 . . . bk−1(bk + 1)00 . . .. Åñëè ïåðâîå ðàçëè÷èå íà-
áëþäàåòñÿ ïðè j < k, òî ðàçíèöû íåò. Ïîñìîòðèì òåïåðü íà k-é ðàçðÿä. Çäåñü åñòü äâà
ñëó÷àÿ, òðåáóþùèõ ðàññìîòðåíèÿ: ak = bk è ak = bk+1. Ïóñòü ak = bk. Òîãäà äëÿ âòîðîé
çàïèñè (à ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî x ̸= y) âåðäèêò îäíîçíà÷åí: x < y, à äëÿ ïåðâîé íàäî
ïðîäîëæàòü ñðàâíèâàòü ak+1 ñ 9, ak+2 ñ 9 è òàê äàëåå. Ðàíî èëè ïîçäíî íàì âñòðåòèòñÿ
ak+s < 9 (èíà÷å x = y), à òîãäà x < y è äëÿ ýòîé çàïèñè. Âòîðîé ñëó÷àé ak = bk + 1
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí.

Îïðåäåëèì òåïåðü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëîæåíèÿ êîíå÷íûõ
ïðèáëèæåíèé. À èìåííî, äëÿ

x = A,a1a2 . . . è y = B,b1b2 . . .

îïðåäåëèì êîíå÷íûå ïðèáëèæåíèÿ

xn = A,a1 . . . an è yn = B,b1 . . . bn.

Ýòî d-è÷íî-ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ïîýòîìó èõ ñóììà ñíîâà áóäåò d-è÷íî ðàöèîíàëüíûì

÷èñëîì: zn = xn+yn = C(n),c
(n)
1 c

(n)
2 . . . c

(n)
n . Ïîêàæåì, ÷òî ñ ðîñòîì n öèôðû â çàïèñÿõ zn

ñòàáèëèçèðóþòñÿ, òî åñòü ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå Ni, ÷òî ïðè âñåõ n > Ni öèôðà c
(n)
i îäíà

è òà æå: c(n)i = ci; òîãäà ìû ñìîæåì ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèòü x+ y = C,c1c2 . . ..
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn íåóáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó (íàïðè-
ìåð, ÷èñëîì A + B + 2). Òîãäà öåëî÷èñëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C(n) = [zn] òîæå
íåóáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó, à ïîòîìó îíà ñòàáèëèçèðóåòñÿ: C(n) = C ïðè âñåõ
n > N0. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c(n)1 ïðè n > N0. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî c(n)1 = [d(zn − C)], ïîýòîìó ïðè n > N0 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå íåóáûâàåò
è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì d − 1. Çíà÷èò, îíà ñòàáèëèçèðóåòñÿ: c(n)1 = c1 ïðè n > N1

(ìû ñ÷èòàåì N1 > N0). Òîãäà ïðè n > N1 èìååì c
(n)
2 = [d2(zn − C, c1)], ýòî ñíîâà íåâîç-

ðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð, êîòîðàÿ òàêæå ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïðè n > N2 è òàê
äàëåå.

Íà ñàìîì äåëå â ýòîì îïðåäåëåíèè åñòü åù¼ îäèí íåÿñíûé ìîìåíò: íåêîòîðûå çà-
ïèñè ìû ñ÷èòàåì ýêâèâàëåíòíûìè, ïîýòîìó åñëè áû âûáîð ðàçíûõ çàïèñåé ïðèâîäèë
ê ðàçíûì ðåçóëüòàòàì, ñëîæåíèå íå áûëî áû êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Èòàê, ðàññìîòðèì äâà ñëîæåíèÿ:

A,a1 . . . ak−1(ak + 1)00 . . .+B,b1b2 . . . = C,c1c2 . . .,

A,a1 . . . ak−1ak(d− 1)(d− 1) . . .+B,b1b2 . . . = C ′,c′1c
′
2 . . .,

è äîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàòû áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè çàïèñÿìè.
Îáîçíà÷èì êîíå÷íûå äðîáè äëÿ ñëàãàåìûõ â ïåðâîé ôîðìóëå xn è yn, à äëÿ ñëàãàå-

ìûõ âî âòîðîé ôîðìóëå � x′n è yn. Òîãäà xn = x′n+d
−n è ïîòîìó zn = z′n+d

−n. Çàôèêñè-
ðóåì k ∈ N è áóäåì ñìîòðåòü íà ïåðâûå k öèôð ïîñëå çàïÿòîé. Êàê ìû îáñóæäàëè âûøå,
èõ çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òåì, â êàêîé ïîëóèíòåðâàë4 âèäà [p/dk, (p + 1)/dk) ïîïàäóò
zn è z′n. Ïîñêîëüêó ïåðâûå k ðàçðÿäîâ â çàïèñÿõ zn è z′n ñòàáèëèçèðóþòñÿ, ìû ìîæåì
âçÿòü n > k íàñòîëüêî áîëüøîå, ÷òî ïåðâûå k ðàçðÿäîâ zn � ýòî C,c1 . . . ck, à äëÿ z′n
ýòî C ′,c′1 . . . c

′
k. Òàê êàê |zn − z′n| ìåíüøå äëèíû ïîëóèíòåðâàëà, ÷èñëà zn è z′n ïîïàäàþò

ëèáî â îäèí è òîò æå èíòåðâàë, ëèáî â ñîñåäíèå. Èòàê, ëèáî C,c1 . . . ck = C ′,c′1 . . . c
′
k,

ëèáî C,c1 . . . ck = C ′,c′1 . . . c
′
k + d−k.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàêîé èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî äëÿ ðàçëè÷íûõ k. ßñíî,
÷òî åñëè äëÿ êàêîãî-òî k = k0 èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé, òî îí æå èìååò ìåñòî è ïðè
âñåõ k < k0. Çíà÷èò, åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî ïåðâûé ñëó÷àé èìååò ìåñòî ïðè âñåõ k
(è òîãäà çàïèñè ðåçóëüòàòîâ ñîâïàäàþò), ëèáî äëÿ íåêîòîðîãî n ïåðâûé ñëó÷àé èìååò
ìåñòî ïðè k < n, à âòîðîé ïðè k > n. Èòàê, C = C ′, c1 = c′1, . . . , cn−1 = c′n−1, cn = c′n + 1.
×åìó ìîãóò ðàâíÿòüñÿ cn+1 è c′n+1? Çàìåòèì, ÷òî

d−(n+1) = C, c1 . . . cn+1 − C ′, c′1 . . . c
′
n+1 =

= C, c1 . . . cn − C ′, c′1 . . . c
′
n + d−(n+1)(cn+1 − c′n+1) =

= d−(n+1)(d+ cn+1 − c′n+1),

ïîýòîìó c′n+1 − cn+1 = d− 1, à ïîñêîëüêó ýòî öèôðû, c′n+1 = d− 1, cn+1 = 0. Ïðîäîëæàÿ
òå æå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî c′j = d − 1, cj = 0 ïðè âñåõ j > n, òî åñòü çàïèñè
C, c1c2 . . . è C ′, c′1c

′
2 . . . ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.

4Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8.3, ïðàâîå íåðàâåíñòâî â ôîðìóëèðîâêå íà ñàìîì äåëå ñòðîãîå.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñëîæåíèè äðîáåé ñëîæåíèÿ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ êàê ðåçóëüòàò ñ õâî-
ñòîì íóëåé, òàê è ñ õâîñòîì äåâÿòîê. Çàïðåò îäíîé èç ýòèõ äðîáåé çàñòàâèë áû íàñ
óñëîæíèòü îïðåäåëåíèå ñëîæåíèÿ: íóæíî áûëî áû äîáàâèòü, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè ¾çà-
ïðåù¼ííîé¿ äðîáè â ñóììå îíà çàìåíÿåòñÿ íà ýêâèâàëåíòíóþ ¾ïðàâèëüíóþ¿. Ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ ïðèøëîñü áû îñîáî ðàññìàòðèâàòü
ñëó÷àè, êîãäà äåëàåòñÿ òàêàÿ êîððåêòèðîâêà.

Îïðåäåëåíèå óìíîæåíèÿ äà¼òñÿ àíàëîãè÷íî, åñëè ñîìíîæèòåëè íåîòðèöàòåëüíû:
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn = xnyn, êîòîðàÿ íåóáûâàåò, à ïîòîìó ðàçðÿäû
â çàïèñÿõ zn ñòàáèëèçèðóþòñÿ. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ïîõî-
æèì îáðàçîì.

Åñëè æå îäèí èëè îáà ñîìíîæèòåëÿ îòðèöàòåëüíû, óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ áîëåå
ñëîæíûì îáðàçîì: íóæíî íàéòè çàïèñè àáñîëþòíûõ âåëè÷èí, èõ ïåðåìíîæèòü, äîïè-
ñàòü ê ðåçóëüòàòó ïðàâèëüíûé çíàê, ïîñëå ÷åãî ïðè íåîáõîäèìîñòè îáðàòíî çàíåñòè ýòîò
çíàê â öåëóþ ÷àñòü, íàïðèìåð:

(−3),4336 . . . · 2,1083 . . . = (−2,5663 . . . ) · 2,1083 . . . =
= −(2,5663 . . . · 2,1083 . . . ) = −(5,410 . . . ) = (−6),589 . . . .

Óïðàæíåíèå 8.9. Ïóñòü α = A, a1a2 . . .. Ðåøèòå óðàâíåíèå x + α = 0 (òî åñòü
íàéäèòå çàïèñü äëÿ −α).

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: ñàìî ìíîæåñòâî (ìíîæåñòâî
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè áåñêîíå÷íûõ d-è÷íûõ äðîáåé), îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ è îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Äàëüøå ïðè ïîëíîöåííîì ïîñòðîåíèè íàì ïðèøëîñü áû äîêàçûâàòü ðàçíûå ñâîéñòâà
ýòèõ îïåðàöèé: êîììóòàòèâíîñòü (î÷åâèäíî), àññîöèàòèâíîñòü (òðåáóåò ðàáîòû) è äðó-
ãèå. Èëè, íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà 1/x (åù¼ ñëîæíåå). Ìû îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà
àêñèîìå Àðõèìåäà è àêñèîìå ïîëíîòû.

Àêñèîìà Àðõèìåäà çäåñü î÷åâèäíà:

A,a1 . . . 6 A+ 1 = (A+ 1),000 . . ..

Ïðîâåðèì àêñèîìó ïîëíîòû. Ïóñòü xn = A(n),a
(n)
1 a

(n)
2 . . . � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó êàêèì-òî ÷èñëîì. Ïî àêñèîìå Àðõèìåäà ìîæíî âìåñòî íåãî
âçÿòü íàòóðàëüíîå M . Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî xn çàïèñàíû áåç õâîñòîâ äåâÿòîê. Òî-
ãäà A(n) � íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó öåëûì
÷èñëîì M . Íî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíà ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ (âîçìîæíî íå áî-
ëååM−A(1) ìåñò, ãäå îíà ìåíÿåòñÿ). Ïóñòü A(n0) = B � ñòàáèëèçèðîâàâøååñÿ çíà÷åíèå.
Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ñëåäóþùèé ðàçðÿä a(n)1 ïðè n > n0. Ýòî ñíîâà íåóáûâàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ d− 1, à ïîòîìó îíà ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà a(n1)

1 = b1.
Òåïåðü ñìîòðèì íà a(n)2 ïðè n > n1 è ò. ä. Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî x = B, b1 . . .
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn).

Âî-ïåðâûõ, x > xn. Äåéñòâèòåëüíî, ó âñåõ xn c n < n0 öåëàÿ ÷àñòü ìåíüøå B (è ïðî
íèõ âñ¼ äîêàçàíî), à ó âñåõ c n > n0 îíà ðàâíà B. Òåïåðü ïðè n0 6 n < n1 èìååì a

(n)
1 < b1
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(è âñ¼ äîêàçàíî), à äàëüøå îíè ðàâíû è ìû ñìîòðèì íà b2 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ñðàâíåíèè x è xn íèêàêîé ðàçðÿä íå ìîæåò áûòü ïåðâûì, ãäå ñðàâíåíèå öèôð äàëî áû
¾íå òîò¿ ðåçóëüòàò.

Òåïåðü íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå y < x áóäåò ìåíüøå êàêîãî-òî xn. Íî äåéñòâè-
òåëüíî, ðàññìîòðèì òîò ðàçðÿä, ãäå çàïèñü y = C, c1 . . . îòëè÷àåòñÿ îò B, b1 . . .: ck < bk.
Òîãäà ïðè n > nk âåðíî, ÷òî xn = B, b1 . . . bk∗, à òîãäà xk > y. Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé xn = y (â ýòîì ñëó÷àå äëÿ y âçÿòà çàïèñü ñ õâîñòîì äåâÿòîê, à äëÿ xn ñ õâîñòîì
íóëåé), ïðè÷¼ì ýòî òàê ïðè âñåõ n > nk. Çíà÷èò, âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn îäè-
íàêîâû, íà÷èíàÿ ñ xnk

, à òîãäà è x èìååò òó æå ñàìóþ çàïèñü, òî åñòü y = x. Àêñèîìà
ïîëíîòû äîêàçàíà.

8.6. Ëèòåðàòóðà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

• Êóðàíò Ð., Ðîáèíñ Ã., ×òî òàêîå ìàòåìàòèêà? (3-å èçäàíèå) � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ,
2001.

• Ôîìèí Ñ.Â., Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ (Âûïóñê 40 èç ñåðèè ¾Ïîïóëÿðíûå ëåêöèè ïî
ìàòåìàòèêå¿) � Ìîñêâà, Ôèçìàòãèç, 1987.
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Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà
Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

8.1. Îñíîâíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 8.1. (T) Íàéäèòå d-è÷íûå çàïèñè ÷èñåë 15, 125 è 2749, åñëè
à) d = 2;
á) d = 3;
â) d = 5;
ã) d = 7;
ä) d = 11.

Çàäà÷à 8.2. (T) Íàéäèòå 99-þ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 5/7.

Îïðåäåëåíèå 8.4. Áåñêîíå÷íàÿ d-è÷íàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùå-
ñòâóþò òàêèå k, l ∈ N, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõm > k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå am+l = am.
Åñëè k � ìèíèìàëüíûé òàêîé èíäåêñ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð α1 . . . αk íàçûâàåòñÿ
ïðåäïåðèîäîì äðîáè, à αk+1 . . . αk+l � ïåðèîäîì äðîáè.

Îáîçíà÷åíèå. ±A,α1α2 . . . αk(αk+1 . . . αk+l).

Çàäà÷à 8.3. à) Äîêàæèòå, ÷òî d-è÷íîé äðîáè 0, (β1 . . . βm) ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî
β1 . . . βm
dm − 1

.

á) Íàéäèòå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå d-è÷íîé äðîáè A,α1 . . . αk−1(β1 . . . βm).

Çàäà÷à 8.4. (C) Äîêàæèòå, ÷òî:
à) âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ d-è÷íàÿ äðîáü çàäà¼ò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî;
á) âñÿêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî çàäà¼òñÿ ïåðèîäè÷åñêîé d-è÷íîé äðîáüþ.

Çàäà÷à 8.5. (T) Íàéäèòå d-è÷íûå çàïèñè ÷èñåë 1/7 è 1/17, åñëè
à) d = 2;
á) d = 3;
â) d = 5;
ã) d = 7;
ä) d = 11.

Çàäà÷à 8.6. Ïóñòü k, n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí ïðåäïåðèîäà è ìèíèìàëüíîãî
ïåðèîäà äðîáè k/n íå áîëüøå n.

Çàäà÷à 8.7.Ìèíèìàëüíûé ïåðèîä äðîáè 1/n íà÷èíàåòñÿ ¾ñðàçó ïîñëå çàïÿòîé¿ è èìååò
äëèíó t. Äîêàæèòå, ÷òî t � ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî 10t−1 äåëèòñÿ íà n.

Çàäà÷à 8.8. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n äåñÿòè÷íàÿ äðîáü 1/n
à) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé;
á) íå èìååò ïðåäïåðèîäà?

Çàäà÷à 8.9. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà k è n âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíè-
ìàëüíûå ïåðèîäû ó k/n è 1/n èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Çàäà÷à 8.10. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê îòðåçêà [0, 1] ðàâíîìîùíî ìíîæå-
ñòâó âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé è åäèíèö (à çíà÷èò, íåñ÷¼òíî).



Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè è âåêòîðû
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

9.1. Âåêòîðû êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

Ðàçãîâîð î âåêòîðàõ ìû íà÷í¼ì ñ íàïîìèíàíèÿ ¾øêîëüíîãî¿ îïðåäåëåíèÿ.
• Âåêòîð (à òî÷íåå, çàêðåïë¼ííûé âåêòîð) � ýòî íàïðàâëåííûé îòðåçîê. Êàæäûé

âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé òî÷åê A è B � åãî íà÷àëîì è êîíöîì ñîîò-
âåòñòâåííî.

Îáîçíà÷åíèÿ. Âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå B îáîçíà÷àåòñÿ êàê
−→
AB.

Ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì òàêæå àññîöèèðîâàííû ïîíÿòèÿ íàïðàâëåíèÿ è äëèíû (ìîäóëÿ)
âåêòîðà, îáîçíà÷àåìîé êàê |AB|.

• Âåêòîðû, èìåþùèå îäèíàêîâûå íàïðàâëåíèå, íàçûâàþòñÿ ñîíàïðàâëåííûìè, à èìå-
þùèå ïðîòèâîïîëîæíîå � ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè.

• Äâà îòëè÷íûõ îò íóëÿ âåêòîðà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé èëè ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ, íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè âåêòîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, êîëëèíåàð-
íûå âåêòîðû ëèáî ñîíàïðàâëåíû, ëèáî ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

Êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, âåêòîðû, íà÷èíàþùèåñÿ â ðàçíûõ
òî÷êàõ, íî èìåþùèå îäèíàêîâûå íàïðàâëåíèå è äëèíó, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ýòî ôîðìàëèçîâàòü, óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè (ñì. ðàçäåë 2.4). Â óïðàæíåíèè 2.8 ìû âèäåëè, ÷òî âåêòîðû ìîæíî çàäàâàòü êàê
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ. Ïðèâåä¼ì ýòî îïðåäåëåíèå çäåñü.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå çàêðåïë¼ííûõ
âåêòîðîâ: íàçîâ¼ì

−→
AB è

−−→
CD ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè êîëëèíåàðíû, èìåþò îäèíàêî-

âûå íàïðàâëåíèÿ è |AB| = |CD|. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòîìó îòíîøåíèþ íàçû-
âàþòñÿ (ñâîáîäíûìè) âåêòîðàìè.

Çàìå÷àíèå. Â ðàçãîâîðíîé ðå÷è áîëüøîé ðàçíèöû ìåæäó çàêðåïë¼ííûìè è ñâîáîäíû-
ìè âåêòîðàìè îáû÷íî íå äåëàåòñÿ: è òå, è äðóãèå íàçûâàþò ïðîñòî âåêòîðàìè. Çàïèñü
âèäà

−→
AB ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå íà÷àëà è êîíöà, òî åñòü ðå÷ü èä¼ò î çàêðåïë¼ííîì

âåêòîðå. ×òî æå êàñàåòñÿ ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ, òî èõ ÷àùå âñåãî îáîçíà÷àþò ñòðî÷íûìè
ëàòèíñêèìè áóêâàìè: −→u , −→v , −→w è òàê äàëåå.

9.2. Îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè

Âñïîìíèì áàçîâûå îïåðàöèè ñ âåêòîðàìè: èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà
÷èñëà. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 9.2. Åñëè òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êàêîãî-ëèáî âåêòîðà −→v , òî ãîâîðÿò,
÷òî âåêòîð −→v îòëîæåí îò òî÷êè A.
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Çàìå÷àíèå. Êîãäà ìû îòêëàäûâàåì âåêòîð −→v îò òî÷êè A, ñ òî÷êè çðåíèÿ ââåä¼ííîãî
â îïðåäåëåíèè 9.1 îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû âûáèðàåì ïðåäñòà-
âèòåëÿ â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè −→v . Åñëè òî÷êà A äëÿ âåêòîðà −→v ÿâíî íå çàäàíà, òî
ïî óìîë÷àíèþ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí îòëîæåí îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñóììó âåêòîðîâ:
• ×òîáû ïðèáàâèòü ê âåêòîðó −→u âåêòîð −→v , íóæíî îòëîæèòü âåêòîð −→v îò êîíöå-

âîé òî÷êè âåêòîðà −→u . Òîãäà âåêòîðîì ñóììû áóäåò âåêòîð −→w , ïðîâåä¼ííûé îò íà÷àëà
âåêòîðà −→u ê êîíöó âåêòîðà −→v .

x

y

−→u

−→v

−→w = −→u +−→v

• Ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ âåêòîðà −→v íà ÷èñëî λ > 0 � ýòî âåêòîð λ−→v , ñîíàïðàâëåííûé
âåêòîðó −→v è ðàâíûé ïî ìîäóëþ |λ| · |−→v |. Åñëè æå λ < 0, òî âåêòîð λ−→v ÿâëÿåòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûì ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó −→v , íî âñ¼ òàê æå ðàâíûì ïî
ìîäóëþ |λ| · |−→v |.

• ×òîáû âû÷åñòü èç âåêòîðà −→u âåêòîð −→v , íóæíî ïðèáàâèòü ê −→u âåêòîð (−1) · −→v .

9.3. Áàçèñ íà ïëîñêîñòè

Êàê ìû óâèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âåêòîð íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí â âèäå ñóììû äâóõ äðóãèõ âåêòîðîâ. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ìû âîçüì¼ì ëþáûå äâà
íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà, òî êàæäûé âåêòîð ìîæíî âûðàçèòü êàê èõ ñóììó ñ íåêîòî-
ðûìè ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñóììà âåêòîðîâ ñ íåíóëåâûìè ÷èñëîâûìè êîýôôè-
öèåíòàìè íàçûâàåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé.

Êàê âû óçíàåòå ïîçäíåå èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âû-
ïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî íà ïëîñêîñòè, íî è â òð¼õìåðíîì, ÷åòûð¼õìåðíîì è, áîëåå îáùî,
n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü òàêîå êî-
ëè÷åñòâî âåêòîðîâ, êàêîâà ðàçìåðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà. Íî ñåé÷àñ äëÿ
ïðîñòîòû ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà � ïëîñêîñòè.

• Áàçèñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ, ÷òî ëþáîé âåêòîð ìîæåò áûòü
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç ýòîãî
ìíîæåñòâà.
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• Äîïóñòèì, ìû îáîçíà÷èëè áàçèñíûå âåêòîðà ÷åðåç −→u è −→v . Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåê-
òîðà −→x â åãî ïðåäñòàâëåíèè ÷åðåç áàçèñ −→w = a−→u +b−→v êîýôôèöèåíòû a è b íàçûâàþòñÿ
êîðîäèíàòàìè âåêòîðà −→w â áàçèñå {−→u ,−→v }.

Ïîéì¼ì íà ïðèìåðå îáû÷íîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû óæå
çíàêîìû ñ îäíèì ïðèìåðîì áàçèñà. Äåéñòâèòåëüíî, êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êèM
â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò åñòü íè ÷òî èíîå, êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà ñ íà÷àëîì
â òî÷êå (0, 0) è êîíöîì â òî÷êå M â áàçèñå èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íà îñÿõ Ox è Oy.

Îáîçíà÷åíèå. Åñëè îáîçíà÷èòü åäèíè÷íûå âåêòîðû íà îñÿõ Ox è Oy êàê −→x è −→y
ñîîòâåñòâåííî, òî äëÿ êðàòêîñòè âåêòîð −→v = a−→x + b−→y ñ êîîðäèíàòàìè a è b ìû áóäåì
çàïèñûâàòü êàê −→v = (a, b).

Ïðèìåð 9.1. Ïóñòü äàíû âåêòîðû −→u = (1, 1), −→v = (1,−1). Òîãäà âåêòîð −→w = (5, 7)
ìîæíî âûðàçèòü â âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè: −→w = 6−→u −−→v . Äà è âîîáùå, êàêèìè
áû íè áûëè ÷èñëà a, b ∈ R, âåêòîð (a, b) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç −→u è −→v :

(a, b) =
a+ b

2
· −→u +

a− b

2
· −→v ,

ïðè÷¼ì ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Çíà÷èò, íàáîð {−→u ,−→v } ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.
Óïðàæíåíèå 9.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà îáðàçóþò áà-
çèñ íà ïëîñêîñòè.

Óïðàæíåíèå 9.2. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû âåêòîðû −→u = (2, 3) è −→v = (1, 5).
Âû÷èñëèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà −→w â áàçèñå {−→u ,−→v }, åñëè:

à) −→w = (2, 10);
á) −→w = (0,−7);
â) −→w = (1, 1).

9.4. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè, äâèæåíèÿ è èõ ñâîéñòâà

Ïóñòü α � ïëîñêîñòü. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîíÿòèÿìè îòîáðàæåíèÿ (ðàçäåë 2.5) è áè-
åêöèè (ðàçäåë 2.6), ìû ìîæåì îïðåäåëèòü å¼ ïðåîáðàçîâàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : α → α íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
ïëîñêîñòè.

Ìû òàêæå ìîæåì îïðåäåëèòü äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 9.4. Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè f : α → α íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì, åñëè
äëÿ ëþáûõ òî÷åê A è B ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ îáðàçàìè
f(A) è f(B).

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå id, îñòàâ-
ëÿþùåå êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè íà ìåñòå. Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû áóäóò îñâå-
ùåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Óïðàæíåíèå 9.3. Äîêàæèòå, ÷òî äâèæåíèå ñîõðàíÿåò óãëû.

Óïðàæíåíèå 9.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå ïðè äâèæåíèÿõ ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå.
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9.5. Âèäû äâèæåíèé: ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, îñåâàÿ ñèììåòðèÿ, ïîâîðîò

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîãîâîðèì î ðàçíûõ âèäàõ äâèæåíèé.
• Ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì T−→v íà âåêòîð −→v íàçûâàåòñÿ äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì

êàæäàÿ òî÷êà X îòîáðàæàåòñÿ â òàêóþ òî÷êó X ′, ÷òî âåêòîð
−−→
XX ′ ðàâåí âåêòîðó −→v .

Äàâàéòå ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ïîêàæåì, ÷òî ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì. Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè X
è Y , îáðàçû êîòîðûõ ìû îáîçíà÷èì êàê X ′ è Y ′ ñîîòâåòñòâåííî. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
XY = X ′Y ′. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

−−→
XX ′ = −→v =

−−→
Y Y ′, òî XX ′ = Y Y ′ è XX ′ ∥ Y Y ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, XY Y ′X ′ � ïàðàëëåëîãðàìì, à çíà÷èò, XY = X ′Y ′.

−→v

X Y

X ′ Y ′

• Oñåâàÿ ñèììåòðèÿ Sl ñ îñüþ l � ýòî äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ òî÷êó X
â òàêóþ òî÷êó X ′, ÷òî ïðÿìàÿ l ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îòðåçêó XX ′.

• Ïîâîðîòîì RO,φ îêîëî òî÷êè O íà óãîë φ íàçûâàåòñÿ äâèæåíèå, îñòàâëÿþùåå
òî÷êó O íà ìåñòå è ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ òî÷êóX ̸= O â òàêóþ òî÷êóX ′, ÷òî OX = OX ′

è ∠XOX ′ = φ.
• Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîâîðîòà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ SO îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè Î � ïîâîðîò íà óãîë φ = 180◦ îêîëî òî÷êè O.

Óïðàæíåíèå 9.5. Ïîêàæèòå, ÷òî îñåâàÿ ñèììåòðèÿ è ïîâîðîò äåéñòâèòåëüíî ÿâ-
ëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè.

9.6. Êîìïîçèöèè äâèæåíèé

Êàê ìû âèäåëè â ðàçäåëå 2.7, îòîáðàæåíèÿ (à ñëåäîâàòåëüíî, è äâèæåíèÿ) ìîæíî
ïðèìåíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì èõ êîìïîçèöèþ.

Ïðèìåð 9.2. Äàâàéòå ïîêàæåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ Sl ◦ Sl îñåâîé ñèììåòðèè Sl ñàìîé
ñ ñîáîé � ýòî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè åäèíè÷íîì ïðè-
ìåíåíèè îñåâîé ñèììåòðèè òî÷êà X ïåðåøëà â òî÷êó X ′ òàêóþ, ÷òî ïðÿìàÿ l ÿâëÿåòñÿ
ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îòðåçêó XX ′, òî ïðè ïîâòîðíîì ïðèìåíåíèè Sl äëÿ
òî÷êè X ′ òàêîé òî÷êîé ñòàíåò òî÷êà X. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî Sl ◦ Sl = id.

Ïðèìåð 9.3. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ T−→u è T−→v
åñòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ T−→u+−→v íà ñóììó âåêòîðîâ −→u +−→v . Ïóñòü òî÷êà X ïîä äåé-
ñòâèåì T−→u îòîáðàçèëàñü â òî÷êó X ′, à òî÷êà X ′ ïîä äåéñòâèåì T−→v � â òî÷êó X ′′. Ïî
îïðåäåëåíèþ äâèæåíèÿ

−−→
XX ′ = −→u è

−−−→
X ′X ′′ = −→v , íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû âåêòî-

ðîâ
−−−→
XX ′′ = −→u +−→v . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî T−→v ◦ T−→u = T−→u+−→v .
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• Âàæíûì ïðèìåðîì äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè, ïîëó÷åíîãî êàê êîìïîçèöèÿ äðóãèõ, ÿâëÿ-
åòñÿ ñêîëüçÿùàÿ ñèììåòðèÿ. Ñêîëüçÿùåé ñèììåòðèåé íàçûâàþò êîìïîçèöèþ ñèììåò-
ðèè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé l è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà âåêòîð, ïàðàëëåëü-
íûé l (åñëè ýòîò âåêòîð íóëåâîé, òî ìû ïîëó÷àåì ÷àñòíûé ñëó÷àé îñåâîé ñèììåòðèè).

Óïðàæíåíèå 9.6. à) Ïóñòü SO � öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, X è Y � ïðîèçâîëüíûå
òî÷êè ïëîñêîñòè, X ′ = SO(X) è Y ′ = SO(Y ) � èõ îáðàçû ïðè ñèììåòðèè. Êàê ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé âåêòîðû
−−→
XY è

−−−→
X ′Y ′?

á) Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ öåíòðàëüíûõ ñèììåòðèé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ. Êàê íàéòè âåêòîð ïåðåíîñà?

Óïðàæíåíèå 9.7. Äàíû ïîâîðîòû Rϕ,O1 è R−ϕ,O2, äëÿ êîòîðûõ O1 ̸= O2. Íàéäèòå
êîìïîçèöèþ R−ϕ,O2 ◦Rϕ,O1 ýòèõ ïîâîðîòîâ.

Óïðàæíåíèå 9.8. Äàíû ïîâîðîòû Rϕ1,O1 è Rϕ2,O2, äëÿ êîòîðûõ ϕ1 + ϕ2 ̸= 0.
à) ïîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ Rϕ2,O2 ◦Rϕ1,O1 åñòü ïîâîðîò Rϕ1+ϕ2,O íà óãîë ϕ1+ϕ2

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè O;
á) ïîñòðîéòå ýòó òî÷êó O ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïî òî÷êàì O1, O2 è óã-

ëàì ϕ1, ϕ2.

9.7. Äâèæåíèå êàê îáðàç òð¼õ òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Ïîïûòàåìñÿ ïîíÿòü, îáðàçû ñêîëüêèõ òî÷åê íàì íóæíî çíàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû îä-
íîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ïî íèì èñõîäíîå äâèæåíèå.

Óïðàæíåíèå 9.9. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì äâà ðàçëè÷íûõ äâèæå-
íèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò

à) îáðàçû äàííîé òî÷êè A;
á) îáðàçû äâóõ äàííûõ òî÷åê A è B.

Óïðàæíåíèå 9.10. Ïóñòü òî÷êè À, Â è Ñ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè îáðàçû ýòèõ òî÷åê ïðè äâèæåíèÿõ f è g ñîâïàäàþò, òî f=g, òî åñòü äëÿ
ëþáîé òî÷êè D âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(D) = g(D).

Ñëåäñòâèåì ýòèõ äâóõ óïðàæíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9.5. Îáðàçû òð¼õ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, çàäàþò äâèæåíèå
îäíîçíà÷íî.

9.8. Òåîðåìà Øàëÿ

Ðàññìîòðåâ êîìïîçèöèè ðàçíûõ òèïîâ äâèæåíèé, ìû ïîëó÷èëè ëèøü îäíî íîâîå
äâèæåíèå: ñêîëüçÿùóþ ñèììåòðèþ. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à êàêèå âîîáùå
áûâàþò äâèæåíèÿ? Îòâåò äà¼òñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 9.6. [Òåîðåìà Øàëÿ.] Âñÿêîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè åñòü ëèáî:
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-òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå id;
-ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ T−→v íà íåíóëåâîé âåêòîð −→v ;
-ïîâîðîò íà íåíóëåâîé óãîë Rφ,O, φ ̸= 0;
-îñåâàÿ ñèììåòðèÿ Sl ñ îñüþ l;
-ñêîëüçÿùàÿ ñèììåòðèÿ T−→v ◦ Sl.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ðàññìîòðèì äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàABC èA′B′C ′, êàêèì-

òî îáðàçîì ðàñïîëîæåííûå íà ïëîñêîñòè. Êàê ìû çíàåì èç ëåììû 9.5, îíè îäíîçíà÷íî
çàäàþò äâèæåíèå, ïåðåâîäÿùåå òðåóãîëüíèê ABC â A′B′C ′. Ïîñìîòðèì, êàêîé íàáîð
äâèæåíèé, êîìïîçèöèÿ êîòîðûõ ïåðåâåä¼ò âåðøèíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà â ñîîòâåòñòâó-
þùèå âåðøèíû äðóãîãî, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ íà AA′ (òî÷êà A ïåðåõîäèò â A′) è ïîâîðîò ñ öåíòðîì A òàê, ÷òîáû òî÷êà B
ñîâìåñòèëàñü ñ B′. Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî òî÷êè C è C ′ ñîâïàäóò (è òîãäà
ìû ïîëó÷èëè äâèæåíèå), ëèáî äëÿ èõ ñîâïàäåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü åùå îñåâóþ
ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî A′B′. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå èìåííî äâèæåíèÿ íàì ïî-
íàäîáèëèñü, ìû ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå èõ êîìïîçèöèè òå âàðèàíòû, ÷òî áûëè óêàçàíû
â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.
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Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè è âåêòîðû
Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

Çàäà÷à 9.1. Äîêàæèòå, ÷òî äâèæåíèå, ñîõðàíÿþùåå íàïðàâëåíèÿ ëó÷åé, � ýòî ïàðàë-
ëåëüíûé ïåðåíîñ, ëèáî òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Çàäà÷à 9.2. Äàí òðåóãîëüíèê ABC.
à) Íàéäèòå âñå òî÷êè K íà ïðÿìîé AB òàêèå, ÷òî AK : KB = 2 : 7.
á) Äëÿ êàæäîé òàêîé òî÷êè K âûðàçèòå âåêòîð

−−→
CK ÷åðåç âåêòîðû

−→
CA è

−−→
CB.

Çàäà÷à 9.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC èçâåñòíû ñòîðîíû: BC = a, CA = b, AB = c; êðîìå
òîãî, òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

à) Äîêàæèòå, ÷òî a
−→
IA+ b

−→
IB + c

−→
IC = 0.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a
−→
JA+ b

−→
JB + c

−→
JC = 0, òî J = I.

â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè X ñïðàâåäëèâî

−→
XI =

a
−−→
XA+ b

−−→
XB + c

−−→
XC

a+ b+ c
.

Çàäà÷à 9.4. Ïðåîáðàçîâàíèåì êàêîãî òèïà ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êîìïîçèöèÿ äâóõ ñêîëüçÿ-
ùèõ ñèììåòðèé? Êàêîé èç òèïîâ ðåàëèçóåòñÿ ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà âçàèìíîå ðàñïî-
ëîæåíèå îñåé èñõîäíûõ ñèììåòðèé?

Çàäà÷à 9.5. Ïóñòü ABC � ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíó-
çîé BC. Äàéòå òî÷íîå îïèñàíèå êîìïîçèöèè äâèæåíèé SCA ◦ SBC ◦ SAB.

Çàäà÷à 9.6. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû âíå åãî êâàä-
ðàòû ABMN è BCPQ. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè CM è QA ïåðïåíäèêóëÿðíû è ðàâíû
ìåæäó ñîáîé.

Çàäà÷à 9.7. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîéòå ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê,
îäíà âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò â çàäàííîé òî÷êå A, à äâå äðóãèå � ñîîòâåòñòâåííî íà
äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòÿõ.

Çàäà÷à 9.8. ×åðåç äâå òî÷êè A è B, íàõîäÿùèåñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé l, ïðè
ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïðîâåäèòå îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ ýòîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 9.9. Ê êàêîìó èç òèïîâ äâèæåíèé ïëîñêîñòè, óêàçàííûõ â òåîðåìå Øàëÿ, îò-
íîñèòñÿ êîìïîçèöèÿ îñåâûõ ñèììåòðèé Sn ◦ Sm ◦ Sl â ñëó÷àå, êîãäà

à) n ∥ l, n ̸= l è m⊥l;
á) n ∥ l, n ̸= l è m ïåðåñåêàåò l.



Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë

10.1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Â ýòîé ãëàâå ìû çàéì¼ìñÿ ïîñòðîåíèåì àíîíñèðîâàííîãî ðàíåå ìíîæåñòâà êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë è èçó÷åíèåì åãî ñâîéñòâ. Òàêîå ïîñòðîåíèå ìîæíî ïðîâåñòè êàê ìèíèìóì
äâóìÿ ñïîñîáàìè: àëãåáðàè÷åñêè, çàäàâ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà äåêàðòî-
âîì ïðîèçâåäåíèè R2 = R × R, è ãåîìåòðè÷åñêè, èñõîäÿ èç íàãëÿäíûõ ñîîáðàæåíèé
î âåêòîðàõ. Ìû ïîéä¼ì ãåîìåòðè÷åñêèì ïóò¼ì.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî îáúåêòà áóäåì ðàññìàòèâàòü âåùåñòâåííóþ ïëîñêîñòü, ìíî-
æåñòâî òî÷åê êîòîðîé ìû íàçîâ¼ì êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è îáîçíà÷èì çà C. Åñëè çà-
ôèêñèðîâàòü íà ýòîé ïëîñêîñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy, òî êàæäàÿ òî÷êà M
áóäåò èìåòü íåêîòîðûå êîîðäèíàòû (x, y), êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì îäíèì ñèìâîëîì:

z = (x, y).

Çàïèñü M(z) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî z � êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè M . Å¼ âåùåñòâåí-
íûå êîîðäèíàòû x è y ìû áóäåì íàçûâàòü äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè ÷èñëà z
è îáîçíà÷àòü Re (z) è Im (z) ñîîòâåòñòâåííî.

O

M

x

y

Ïîñêîëüêó âåêòîð
−−→
OM èìååò òàêèå æå êîîðäèíàòû, êàê è òî÷êàM , ïðî êîìïëåêñíûå

÷èñëà óäîáíî äóìàòü êàê ïðî âåêòîðû ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (1, 0) è (0, 1):

1 = (1, 0) è i = (0, 1).

Òîãäà êîìïëåêcíîå ÷èñëî z = (x, y) ïðåäñòàâèìî â âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

z = x · (1, 0) + y · (0, 1) = x · 1 + y · i.

Âûðàæåíèå âèäà (x+ iy), ãäå x, y ∈ R, íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z.

Äàäèì åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå, çíà÷èìîñòü êîòîðîãî ïðîÿñíèòñÿ â äàëüíåéøåì. ×èñëî
z̄ = x − iy íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ê ÷èñëó z = x + iy. Ñîîòâåòñòâåííî,
ïðåîáðàçîâàíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z →→ z̄, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì.

Óïðàæíåíèå 10.1. ßâëÿåòñÿ ëè êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå äâèæåíèåì? Åñëè äà, òî
÷òî ýòî çà äâèæåíèå?
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10.2. Àðèôìåòèêà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì, êàêèì îáðàçîì íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C îïðå-
äåëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. Ñëîæåíèå ââîäèòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì, åñëè
ìûñëèòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà êàê âåêòîðû, � ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà. Èìåííî,
÷òîáû ñëîæèòü äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2, íóæíî ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëîæèòü èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè:

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ âû÷èòàíèå:

z1 − z2 = (x1 − x2) + i(y1 − y2).

Óïðàæíåíèå 10.2. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ C ñïðàâåäëèâî

Re (z) =
z + z̄

2
è Im (z) =

z − z̄

2i
.

Óìíîæåíèå ñíà÷àëà îïðåäåëèì äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ: 1 è i. Ïîñêîëüêó åñòåñòâåííî
ñ÷èòàòü, ÷òî óìíîæåíèå íà åäèíèöó ÷èñëà íå èçìåíÿåò, êëþ÷åâûì ñòàíîâèòñÿ ââîäèìîå
íàìè òîæäåñòâî i2 = −1. Â èòîãå òàáëèöà óìíîæåíèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

· 1 i
1 1 i
i i −1

Äëÿ îñòàëüíûõ ÷èñåë âîñïîëüçóåìñÿ äèñòðèáóòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëî-
æåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, îïðåäåëèì óìíîæåíèå, ïîëüçóÿñü îáû÷íûìè ïðàâèëàìè ðàñêðû-
òèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ:

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2).

Ïðèìåð 10.1. (5 + 2i)(3− i) = 5 · 3− 5 · i+ 2i · 3− 2i · i = 15− 5i+ 6i+ 2 = 17− i.

Óïðàæíåíèå 10.3. Âû÷èñëèòå: i+ 2i2 + 3i3 + · · ·+ 10i10.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, êàê äåëèòü íà íåíóëåâîå ÷èñëî z ∈ C, íàì ïîíàäîáèòñÿ
îäíî íåòðèâèàëüíîå íàáëþäåíèå. Èìåííî, åñëè z = x+ iy, òî

zz̄ = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2 =⇒ 1

z
=

1

x+ iy
=

x− iy

x2 + y2
.

Òàêèì îáðàçîì, äåëåíèå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ.

Ïðèìåð 10.2.
5 + 2i

3− i
=

(5 + 2i)(3 + i)

(3− i)(3 + i)
=

15 + 5i+ 6i− 2

9 + 1
=

13 + 11i

10
= 1,3 + 1,1i.

Óïðàæíåíèå 10.4. Çàïèøèòå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w ∈ C â ôîðìå x+ iy, åñëè

w =
5

1− 1

1 + i

.

104



Êîìïëåêñíûå ÷èñëà Ìàòôàê: ïðåäèñëîâèå

10.3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Íàáëþäåíèå, êîòîðûì ìû âîñïîëüçîâàëèñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ òîãî, ÷òîáû
îïðåäåëèòü äåëåíèå, ìîòèâèðóåò íàñ îõàðàêòåðèçîâàòü óìíîæåíèå è äåëåíèå êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë ñ òî÷êè çðåíèÿ âåêòîðîâ. Ìû çíàåì, ÷òî êàæäûé (ñâîáîäíûé) âåêòîð çàäà¼òñÿ
äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: äëèíîé è íàïðàâëåíèåì. Ïðèìåíèòåëüíî ê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
óìåñòíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå äâå âåëè÷èíû.

• Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy � ýòî äëèíà âåêòîðà z, òî åñòü äåéñòâè-
òåëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà

|z| =

x2 + y2.

• Àðãóìåíò íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z � ýòî óãîë θ ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì îñè Ox è âåêòîðîì z:

arg(z) = θ.

Î÷åâèäíî, ÷òî àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ
äî 2π.5 Óäîáíî áðàòü çíà÷åíèÿ θ ∈ [0; 2π).

z

x

y
r

θ

Ïóñòü r è θ îáîçíà÷àþò ìîäóëü è àðãóìåíò íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+iy
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ÷èñëî z ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, θ):

z = r(cos θ + i sin θ).

Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 10.5. Ïóñòü z = x + iy ̸= 0. Âûðàçèòå ìîäóëü r è àðãóìåíò θ ÷èñëà z
÷åðåç x è y.

Îêàçûâàåòñÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ãîðàçäî ëó÷øå ïîä-
õîäèò äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
äàíû äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà

z1 = r1(cosα1 + i sinα1) è z2 = r2(cosα2 + i sinα2).

5Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ íóæíî ââåñòè íà ìíîæåñòâå R îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: a ∼ b,
åñëè ðàçíîñòü (a − b) ïðåäñòàâèìà â âèäå 2πk, äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z. Òîãäà àðãóìåíò � ýòî êëàññ

ýêâèâàëåíòíîñòè ïî òàêîìó îòíîøåíèþ.
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Âû÷èñëèì èõ ïðîèçâåäåíèå:

z1 · z2 =

r1(cosα1 + i sinα1)


r2(cosα2 + i sinα2)


=

= r1 · r2

(cosα1 cosα2 − sinα1 sinα2) + i(cosα1 sinα2 + sinα1 cosα2)


.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì

z1 · z2 = r1 · r2

cos(α1 + α2) + i sin(α1 + α2)


.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåìíîæèòü äâà íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, íóæ-
íî ïåðåìíîæèòü èõ ìîäóëè, à àðãóìåíòû � ñëîæèòü.

Ïðèìåð 10.3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå w = i(1+ i)2. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå èìååì w = i(1 + 2i− 1) = i · 2i = −2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

w =

1

cos

π

2
+ i sin

π

2

√
2

cos

π

4
+ i sin

π

4

2
=

= 1 ·
√

2
2 

cos
π
2
+ 2 · π

2


+ i sin

π
2
+ 2 · π

2


= 2

cos π + i sin π


= −2.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà äëÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

Òåîðåìà 10.1. [Ôîðìóëà Ìóàâðà] Ïóñòü r è α � ìîäóëü è àðãóìåíò íåíóëåâîãî
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ Z èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

zn = rn(cosnα + i sinnα).

Óïðàæíåíèå 10.6. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ìóàâðà.

Óïðàæíåíèå 10.7. Âûðàçèòå cos 3α è sin 3α ÷åðåç cosα è sinα ñîîòâåòñòâåííî.

10.4. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ

Êàê ìû âûÿñíèëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âîçâåäåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â ñòåïåíü
â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå óñòðîåíî î÷åíü ïðîñòî. Â äàííîì ðàçäåëå ìû çàéì¼ìñÿ
îáðàòíîé îïåðàöèåé � èçâëå÷åíèåì êîðíÿ n-îé ñòåïåíè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N.

Ïóñòü z = r(cosα + i sinα) è w = ρ(cos θ + i sin θ) � íåíóëåâûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Ïîïðîáóåì ðåøèòü îòíîñèòåëüíî z óðàâíåíèå

zn = w. (5)

Äëÿ íà÷àëà, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ìóàâðà:

zn = rn(cosnα + i sinnα).
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Ñëåäîâàòåëüíî,
rn = ρ
nα = θ + 2πk

=⇒


r = n

√
ρ

α =
θ + 2πk

n

, k ∈ {0, . . . n− 1}.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ðîâíî n ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5) � êîðíåé n-îé ñòåïåíè èç
÷èñëà w. Ïîñêîëüêó îíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå

zk = n
√
ρ


cos

θ + 2πk

n
+ i sin

θ + 2πk

n


, k ∈ {0, . . . n− 1},

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîðíè ëåæàò íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà n
√
ρ è ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðà-

âèëüíîãî n-óãîëüíèêà, âñïèñàííîãî â ýòó îêðóæíîñòü.

Óïðàæíåíèå 10.8. à) Ïóñòü ω1 è ω2 � êîðíè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Äîêàæèòå,

÷òî ÷èñëà ω1 · ω2 è
ω1

ω2

òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû.

á) Ïóñòü ω � ôèêñèðîâàííûé êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç ÷èñëà w ∈ C, à ε � êîðåíü
n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî ε ·ω òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì n-îé ñòåïåíè
èç ÷èñëà w.

Ïðèìåð 10.4. Êóáè÷åñêèå êîðíè èç åäèíèöû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ z3 = 1. Îäèí

íèõ ðàâåí 1. Äðóãèå äâà � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ÷èñëà ω =
1

2
+ i

√
3

2
è ω =

1

2
− i

√
3

2
.

1

ω

ω

Óïðàæíåíèå 10.9. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

x3 + y3 = (x+ y)(x+ ωy)(x+ ω2y).

10.5. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � âûÿñíèòü, êàê ðåøàòü êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ïðèìåíèìà ëè ê íèì èçâåñòíàÿ ñî øêîëû ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ
êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç äèñêðèìèíàíò.

Èòàê, ïóñòü a, b, c ∈ C, ïðè÷¼ì a ̸= 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

az2 + bz + c = 0.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü åãî, âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:

a


z +

b

2a

2

=
b2 − 4ac

4a2
.

Êàê ìû âèäèì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçâëå÷åíèþ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç äèñêðèìèíàíòà
D = b2 − 4ac. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðè D ̸= 0
òàêèõ êîðíåé ðîâíî äâà, ïðè÷¼ì îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà óìíîæåíèåì íà (−1).
Â ñàìîì äåëå, åñëè D = r(cos θ + i sin θ), òî êâàäðàòíûå êîðíè èç D èìåþò âèä

d1 =
√
r


cos

θ

2
+ i sin

θ

2


è d2 =

√
r


cos


θ

2
+ π


+ i sin


θ

2
+ π


= −d1.

Ïîýòîìó, îáîçíà÷àÿ äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïåðâûé èç íèõ çà
√
D, ìû ìîæåì íåôîðìàëüíî

óòâåðæäàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ êîðíåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

z1,2 =
−b±

√
D

2a
.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò
äâà êîðíÿ, ñîâïàäàþùèå ïðè D = 0.

Çàìå÷àíèå. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäàD ∈ R èD > 0, ìû îáîçíà÷àåì çà
√
D ïîëî-

æèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 = D. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü åìó, â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå
ó íàñ íåò êàíîíè÷åñêîãî ñïîñîáà îïðåäåëèòü, êàêîé èç äâóõ êîðíåé óðàâíåíèÿ z2 = D
¾ãëàâíåå¿. Ïîýòîìó ñèìâîë

√
D òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé èç

÷èñëà D è íå èñïîëüçóåòñÿ â àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿõ.

Ïðèìåð 10.5. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå z2 + 2z + 2 = 0. Âû÷èñëèì åãî äèñêðèìèíàíò:
D = 22 − 4 · 2 = −4. Èìååòñÿ äâà êâàäðàòíûõ êîðíÿ èç ÷èñëà (−4), à èìåííî 2i è (−2i).
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

z1,2 =
−2± 2i

2
= −1± i.

Óïðàæíåíèå 10.10. Ðåøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:
a) z2 + z + 1 = 0;
á) z2 + (i− 1)z + 2− 2i = 0;
â) z4 + 4 = 0.

10.6. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû óáåäèëèñü, ÷òî ëþáîé êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ñ êîìïëåêñ-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü. Òî æå ñàìîå, êàê áûëî àíîíñèðîâàíî
â ðàçäåëå 6.5, ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà p(z) ∈ C[z].
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Òåîðåìà 10.2. [Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû]
Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí p(z) = zn+an−1z

n−1+ · · ·+a0 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ñòåïåíü êîòîðîãî n > 1, èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Äîïóñòèì, íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ω ∈ C, ÷òî p(ω) = 0.
Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íóëå ðàäèóñà R. Å¼
îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè p : C → C � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íîëü, òî
åñòü êðèâàÿ â C \ {0}.

Êîãäà R = 0, ìû ïîëó÷àåì ïîñòîÿííóþ êðèâóþ p(0) ̸= 0 � ýòî òî÷êà. À êîãäà R î÷åíü
áîëüøîå, p(z) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âåä¼ò ñåáÿ ïðèìåðíî êàê zn,

p(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a0 = zn


1 +

an−1

z
+ · · ·+ a0

zn


,

è âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè R → ∞. Ïîýòîìó ìû, ïðèáëèçèòåëüíî, ïî-
ëó÷àåì ìíîæåñòâî òî÷åê {(Rn cosnt,Rn sinnt) | t ∈ R} � ýòî îêðóæíîñòü ðàäèóñà Rn,
íàìîòàííàÿ ñàìà íà ñåáÿ n ðàç.

Ïîêà ìû ìåíÿåì ðàäèóñ îò íóëÿ äî áîëüøèõ çíà÷åíèé, ó íàñ ïîÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå
ñåìåéñòâî êðèâûõ (êðàñíàÿ è çåë¼íàÿ êðèâûå íà ðèñóíêå). Èíòóèòèâíî î÷åâèäíî, ÷òî
êðèâûå ïðè èçìåíåíèè R ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî, à ïîòîìó äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ R
îäíà èç ýòèõ êðèâûõ ïðîéäåò ÷åðåç íîëü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Óïðàæíåíèå 10.11. Ðàçëîæèòå íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåí p(z), åñëè
a) p(z) = z2 + 1;
á) p(z) = z3 + z − 2;
â) p(z) = zn − 1.
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10.7. Ïðÿìûå è îêðóæíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàó÷èìñÿ îïèñûâàòü ïðÿìûå è îêðóæíîñòè, ëåæàùèå íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, åäèíûì óðàâíåíèåì.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ l. Ïóñòü îíà çàïèñûâàåòñÿ â âåùåñòâåí-
íûõ êîîðäèíàòàõ (x, y) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αx+ βy + γ = 0, α, β, γ ∈ R.

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ñîîòâåòñòâóåò òàêèì ÷èñëàì z, äëÿ
êîòîðûõ x = Re (z) è y = Im (z). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû èç óïðàæíåíèÿ 10.2, âûðàçèì x
è y ÷åðåç z è z̄. Òîãäà óðàâíåíèå ïðÿìîé l ïðèîáðåò¼ò òàêîé âèä:

α
z + z̄

2
+ β

z − z̄

2i
+ γ = 0;

èëè 
α

2
− i · β

2


z +


α

2
+ i · β

2


z̄ + γ = 0.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ b =


α

2
− i · β

2


è c = γ, ïîëó÷àåì:

bz + b̄z̄ + c = 0, b ∈ C, c ∈ R.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü. Ïóñòü å¼ ðàäèóñ ðàâåí R, à öåíòð
íàõîäèòñÿ â òî÷êå z0. Òîãäà ýòó îêðóæíîñòü ìîæíî îïèñàòü óðàâíåíèåì

|z − z0| = R.

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâåíèå â íåçàâèñèìîì îò çíàêà ìîäóëÿ âèäå, âûðàçèâ ÷åðåç z è z̄. Äëÿ
ýòîãî ñíà÷àëà âîçâåä¼ì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò: |z − z0|2 = R2. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(z − z0)(z̄ − z̄0) = R2,

êîòîðîå ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïðåâðàùàåòñÿ â

zz̄ − z̄0z − z0z̄ + z0z̄0 −R2 = 0.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ b = −z̄0 è c = z0z̄0 −R2, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî:

zz̄ + bz + b̄z̄ + c = 0, b ∈ C, c ∈ R.

Îáîáùåííîé îêðóæíîñòüþ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íàçûâàåòñÿ åãî ïîäìíîæå-
ñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ïðÿìîé èëè îêðóæíîñòüþ. Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå ðàñ-
ñóæäåíèé, îáîáù¼ííàÿ îêðóæíîñòü çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

azz̄ + bz + b̄z̄ + c = 0, a, c ∈ R, b ∈ C.
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Óïðàæíåíèå 10.12. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê z, çà-
äàâàåìîå óñëîâèåì:

à) Re z = 3;
á) |z − 2 + i| = 3;
â) |z − i| = |z + 1|.

Êàêèå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îáîáù¼ííûìè îêðóæíîñòÿìè (äëÿ íèõ óêà-
æèòå êàíîíè÷åñêèé âèä)?

10.8. Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì, êàêèì îáðàçîì ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïëîñêîñòè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííî íà÷àòü íàø íåáîëüøîé îáçîð ñ äâèæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî äâè-
æåíèåì (êîìïëåêñíîé) ïëîñêîñòè íàçûâåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè f : C → C � äâèæåíèå, òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê
z, w ∈ C ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ îáðàçàìè ñîâïàäàåò ñ ïåðâîíà÷àëüíûì:

|z − w| = |f(z)− f(w)|.

Ïðèìåðàìè äâèæåíèé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1. Òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå idC:

z →→ z.

2. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð b ∈ C:

z →→ z + b.

3. Ïîâîðîò âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë θ:

z →→ az, a = cos θ + i sin θ.

4. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox:

z →→ z̄.

5. Ñêîëüçÿùàÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox ñî ñäâèãîì íà âåêòîð c ∈ R:

z →→ z̄ + c.
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Óïðàæíåíèå 10.13. Ïóñòü z =
1

2
+ i

1

2
. Èçîáðàçèòå −iz̄ − 1 + 3i.

Äðóãèì âàæíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ãîìîòåòèÿ. Ãîìîòåòèåé ñ öåí-
òðîì A è êîýôôèöèåíòîì k ∈ R\{0} íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå
êàæäóþ òî÷êó X â òî÷êó X ′ òàêóþ, ÷òî

−−→
AX ′ = k ·

−−→
AX.

Îáîçíà÷åíèå. Hk
A.

Óïðàæíåíèå 10.14. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòåòèÿ
à) ïåðåâîäèò ïðÿìûå â ïðÿìûå, à îêðóæíîñòè � â îêðóæíîñòè;
á) ñîõðàíÿåò âåëè÷èíû óãëîâ ìåæäó ëó÷àìè;
â) ïåðåâîäèò òðåóãîëüíèêè â òðåóãîëüíèêè, ïîäîáíûå èñõîäíûì ñ êîýôôèöèåíòîì

ïîäîáèÿ k.

Ïðè k = 1 ãîìîòåòèÿ Hk
A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, à ïðè

k = −1 � öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî òî÷êè A. Åñëè æå A = O ñîâïàäàåò
ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî ãîìîòåòèÿ Hk

O â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ êàê

z →→ kz.

Óïðàæíåíèå 10.15. Êàê â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ ãîìîòåòèÿ ñ öåí-
òðîì A(a) è êîýôôèöèåíòîì k ∈ R \ {0}?

Íàèáîëåå õèòðûì èç ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ìû áû õîòåëè óïîìÿíóòü, ÿâëÿåòñÿ
èíâåðñèÿ, ïîýòîìó ìû îñòàíîâèìñÿ íà íåé ïîäðîáíåå. Èíâåðñèåé îòíîñèòåëüíî îêðóæíî-
ñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A ðàäèóñà R íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå
òî÷êó X â òî÷êó X ′, ëåæàùóþ íà ëó÷å AX è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ

|AX| · |AX ′| = R2. (6)

Âûâåäåì ôîðìóëó èíâåðñèè â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü òî÷êà A èìååò êî-
îðäèíàòó a ∈ C, à òî÷êè X è X ′ � êîîðäèíàòû z è w ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìû ìîæåì
çàïèñàòü ðàâåíñòâî (6) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îòðåçîê AX èìååò äëèíó |a − z|, à îò-
ðåçîê |AX ′| � äëèíó |a − w|. Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì |z|2 = zz̄, ìû ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

(a− z)(ā− z̄)(a− w)(ā− w̄) = R4.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî òî÷êè A, X è X ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî åñòü
âåêòîðà

−−→
AX è

−−→
AX ′ êîëëèíåàðíû:

(a− z)(ā− w̄) = (a− w)(ā− z̄).

Îáúåäèíÿÿ ýòî óñëîâèå ñ ïîëó÷åííûì âûøå óðàâíåíèåì, èìååì

(ā− z̄)(a− w) = R2.

Îñòà¼òñÿ âûðàçèòü îòñþäà êîîðäèíàòó òî÷êè X ′:

w =
R2

z̄ − ā
+ a, ãäå R ∈ R, a ∈ C.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó èíâåðñèè.
Â ÷àñòíîñòè, èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íóëå çàäà-

åòñÿ ñîâñåì ïðîñòî

z →→ w =
1

z̄
.

w

z
1

Óïðàæíåíèå 10.16. Äîêàæèòå, ÷òî èíâåðñèÿ ïåðåâîäèò îáîáù¼ííóþ îêðóæíîñòü
â îáîáù¼ííóþ îêðóæíîñòü.

10.9. Ëèòåðàòóðà äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ

• Êóðàíò Ð., Ðîáèíñ Ã., ×òî òàêîå ìàòåìàòèêà? (3-å èçäàíèå) � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ,
2001.

• Ïîíàðèí ß.Ï., Àëãåáðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ � Ìîñêâà,
ÌÖÍÌÎ, 2004.
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Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Çàäà÷è ñåìèíàðîâ

10.1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè

Çàäà÷à 10.1. (T) Ïðåäñòàâüòå â ôîðìå x+ iy:

à)
1− i

1 + i
;

á) (1 + i)8.

Çàäà÷à 10.2. (T) Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé:
à)

√
−1;

á)
√
−i;

â)
√
1− i;

ã) 3
√
i.

Çàäà÷à 10.3. (T) Ðåøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:
à) z̄ = z2;
á) z2 = i;

â) z3 =
1− i

1 + i
.

Çàäà÷à 10.4. Íàéäèòå òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ÷èñåë
à) cosα− i sinα;
á) sinα + i cosα;
â) 1 + cosα + i sinα.

Çàäà÷à 10.5. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ∈ N íàéäèòå ïðåäñòàâëåíèÿ cos kα è sin kα
â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò cosα è sinα ñîîòâåòñòâåííî.

10.2. Ïàðàëëåëüíîñòü è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü

Çàäà÷à 10.6. Äàíû äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè A(a) è B(b), îòëè÷íûå îò íà÷àëà êîîðäèíàò O.
Â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b íàïèøèòå

à) óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè òî÷åê O, A è B;
á) óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ OA è OB.

Çàäà÷à 10.7. Íàïèøèòå óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷åê A(a), B(b)
è C(c) â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a, b è c.

Çàäà÷à 10.8. Äàíû ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè A(a), B(b), C(c) èD(d). Íàïèøèòå óñëîâèå
êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

−→
AB è

−−→
CD.
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10.3. Ïðÿìûå, îêðóæíîñòè è ïðåîáðàçîâàíèÿ

Çàäà÷à 10.9. Çàïèøèòå â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå
a) ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè 2i+ 1 è −4 + i;
á) îêðóæíîñòè, ñ öåíòðîì â òî÷êå 3 + i è ðàäèóñà 2.

Êóäà äàííûå ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü ïåðåéäóò ïðè èíâåðñèè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îò-
íîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò?

Çàäà÷à 10.10. Çàïèøèòå â âèäå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé:
à) îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà îñü Oõ ;
á) ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îñè Oy;
â) ïîâîðîò íà óãîë ϕ îòíîñèòåëüíî òî÷êè À(a);
ã) ñêîëüçÿùóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = 3 ñî ñäâèãîì íà 1 âëåâî;
ä) ïîâîðîò, ïåðåâîäÿùèé îñü Oõ â ïðÿìóþ y = 2x+ 1;
å) ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = 2x+ 1.

10.4. Óðàâíåíèÿ è îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Çàäà÷à 10.11. (C) Ïóñòü ω0, ω1, . . . , ωn−1 � ðàçëè÷íûå êîðíè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû.
à) ×åìó ðàâíà ñóììà ω0 + ω1 + . . .+ ωn−1?
á) ×åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå ω0 · ω1 · . . . · ωn−1?
â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ω0 = 1, òî (1− ω1)(1− ω2) . . . (1− ωn−1) = n.

Çàäà÷à 10.12. (C) Äîêàæèòå, ÷òî
a) åñëè α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî ᾱ � òîæå

êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà;
á) êàæäûé ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îòëè÷íûé îò ïîñòîÿííîãî,

ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè.

Çàäà÷à 10.13. Ïóñòü f(z) � ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòåïåíü
êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 4. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ìíîãî÷ëåí f(z) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
f(1 + i) = f(33− i) = 0. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Çàäà÷à 10.14. Ïóñòü α, β, γ, δ � òàêèå êîìëåêñíûå ÷èñëà, ÷òî z ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâ-
íåíèé

αz3 + βz2 + γz + δ = 0 è βz3 + γz2 + δz + α = 0.

Íàéäèòå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ z.

10.5. Ñóììèðîâàíèå

Çàäà÷à 10.15. Âû÷èñëèòå:
a) sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx;
á) cosx+ 2 cos 2x+ 3 cos 3x+ · · ·+ n cosnx;
â) sinx+ C1

n sin 2x+ C2
n sin 3x+ . . .+ Cn

n sin (n+ 1)x.
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Îñíîâíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 11.1. Äëÿ êàêèõ ïàð ÷èñåë a è b èç ðàâåíñòâà ax2 = x + 1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî
x2 = x+ b?

Çàäà÷à 11.2. a) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëû (X → Y ) è (¬Y → ¬X) ýêâèâàëåíòíû.
á) Èñïîëüçóÿ ïóíêò a), äîêàæèòå, ÷òî åñëè êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÿâëÿåòñÿ

÷¼òíûì ÷èñëîì, òî è ñàìî ÷èñëî n ÷¼òíî.

Çàäà÷à 11.3. Âûñêàçûâàíèå X ↓ Y îçíà÷àåò, ÷òî îáà óòâåðæäåíèÿ X, Y ëîæíû. Èñ-
ïîëüçóÿ òîëüêî çíàê ¾↓¿ è ñêîáêè, çàïèøèòå âûñêàçûâàíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå âûñêàçû-
âàíèÿì X ∨ Y è X ∧ Y .
Çàäà÷à 11.4. Â êîìíàòå íàõîäÿòñÿ 12 ÷åëîâåê. Íåêîòîðûå èç íèõ âñåãäà ëãóò, à îñòàëü-
íûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó. Êàæäûé èç íèõ ñäåëàë îäíî óòâåðæäåíèå.

Ïåðâûé ñêàçàë: ¾Çäåñü íåò íè îäíîãî ÷åñòíîãî ÷åëîâåêà¿.
Âòîðîé ñêàçàë: ¾Çäåñü íå áîëåå îäíîãî ÷åñòíîãî ÷åëîâåêà¿.
Òðåòèé ñêàçàë: ¾Çäåñü íå áîëåå äâóõ ÷åñòíûõ ëþäåé¿.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Äâåíàäöàòûé ñêàçàë: ¾Çäåñü íå áîëåå îäèííàäöàòè ÷åñòíûõ ëþäåé¿.

Ñêîëüêî â êîìíàòå ÷åñòíûõ ëþäåé?

Çàäà÷à 11.5. à) Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâàõ:

{0}, {Ïåòÿ}, {0, {0}}, {x | áóêâà x âñòðå÷àåòñÿ â ñëîâå ¾êðîêîäèë¿}?

á) Ñêîëüêî â íèõ ïîäìíîæåñòâ?

Çàäà÷à 11.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ B è B ⊂ C, òî A ⊂ C.

Çàäà÷à 11.7. Ïóñòü A, B, C � ìíîæåñòâà. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî X êàê ìíîæåñòâî
âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ A, òàêèõ, ÷òî

(x ∈ B) → (x ∈ C).

Âûðàçèòå ìíîæåñòâî X ÷åðåç ìíîæåñòâà A, B è C ïðè ïîìîùè îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ,
ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè.

Çàäà÷à 11.8. Ïóñòü A = {b, c, d, e}, B = {c, e, k}, C = {a, b, e, k}, D = {a, c, k, l}. Íàéäè-
òå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

à) (D ∪ A) ∩ (C ∪B),
á) (A ∩ (B ∩ C)) ∩D,
â) (A ∪D)\(B ∪ C),
ã) D\((B ∪ A)\C).

Çàäà÷à 11.9. Âåðíî ëè, ÷òî (A ∩ B) × (C ∩ D) = (A × C) ∩ (B × D)? Äîêàæèòå èëè
ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.
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Çàäà÷à 11.10. Ïîñòðîéòå áèíàðíîå îòíîøåíèå C íà 3-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {x, y, z}
à) òàêîå, ÷òî C ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî, íî íå òðàíçèòèâíî;
á) òàêîå, ÷òî C ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, íî íå ñèììåòðè÷íî.

Çàäà÷à 11.11. Íà âñåõ ñòîðîíàõ è äèàãîíàëÿõ ìíîãîóãîëüíèêà ðàññòàâëåíû ñòðåëêè.
Äîêàæèòå, ÷òî, ïîìåíÿâ íàïðàâëåíèå íå áîëåå ÷åì îäíîé ñòðåëêè, ìîæíî áóäåò äîáðàòü-
ñÿ ïî ñòðåëêàì èç ëþáîé âåðøèíû äî ëþáîé äðóãîé.

Çàäà÷à 11.12. Áèçíåñìåí çàêëþ÷èë ñ ÷¼ðòîì ñäåëêó: îí ìîæåò ëþáóþ èìåþùóþñÿ
ó íåãî êóïþðó îáìåíÿòü ó ÷¼ðòà íà ëþáîé íàáîð êóïþð ëþáîãî ìåíüøåãî äîñòîèíñòâà
(ïî ñâîåìó âûáîðó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùåé ñóììû). Áèçíåñìåí òàêæå ìîæåò òðàòèòü
äåíüãè, íî íå ìîæåò ïîëó÷àòü èõ â äðóãîì ìåñòå (êðîìå êàê ó ÷¼ðòà). Ïðè ýòîì êàæäûé
äåíü íà åäó íóæåí ðóáëü. Ñìîæåò ëè áèçíåñìåí æèòü òàê áåñêîíå÷íî äîëãî?

Çàäà÷à 11.13. Íà äîñêå íàïèñàíû äâà ÷èñëà 1, 1. Âïèñàâ ìåæäó ÷èñëàìè èõ ñóììó,
ìû ïîëó÷èì ÷èñëà 1, 2, 1. Ïîâòîðèâ ýòó îïåðàöèþ åù¼ ðàç, ïîëó÷èì ÷èñëà 1, 3, 2, 3, 1.
Êàêîâà áóäåò ñóììà âñåõ ÷èñåë íà äîñêå ïîñëå 100 îïåðàöèé?

Çàäà÷à 11.14. n > 4 ñïëåòíèêîâ ðàçãîâàðèâàþò ïî òåëåôîíó. Çà îäèí ðàçãîâîð äâà
ó÷àñòâóþùèõ â í¼ì ñïëåòíèêà óñïåâàþò ðàññêàçàòü äðóã äðóãó âñå èçâåñòíûå èì ñïëåò-
íè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê îðãàíèçîâàòü ïåðåãîâîðû, ÷òî çà 2n−4 ðàçãîâîðà êàæäûé
ñïëåòíèê áóäåò çíàòü âñå ñïëåòíè îñòàëüíûõ.

Çàäà÷à 11.15. Îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà âñåõ öåëûõ ÷èñåë â ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ
÷èñåë îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×èñëî f(x) ðàâíî íàèìåíüøåìó ïðîñòîìó ÷èñ-
ëó, êîòîðîå ïðåâîñõîäèò x2. Ïðèíàäëåæèò ëè 19 ìíîæåñòâó çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f?
Íàéäèòå f−1(17). Ñòðîãî îáîñíóéòå îòâåòû.

Çàäà÷à 11.16. Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå, è A, B ⊂ X. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî
f(A\B) ⊂ f(A)\f(B)? f(A\B) ⊃ f(A)\f(B)? Äîêàæèòå èëè ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåðû.

Çàäà÷à 11.17. Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå, à C,D ⊂ Y . Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî åñëè
f−1(C) ⊂ f−1(D), òî C ⊂ D? Äîêàæèòå èëè ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.

Çàäà÷à 11.18. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ýêâèâà-
ëåíòíî èíúåêòèâíîñòè: ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå g : Y → X ñî ñâîéñòâîì g ◦ f = idX .
Ïðèâåäèòå àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî, ýêâèâàëåíòíîå ñþðúåêòèâíîñòè.

Çàäà÷à 11.19. Äàíî ìíîæåñòâî A èç 30 ýëåìåíòîâ è îòîáðàæåíèå f : A→ A. Ñêîëüêî
ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü â îáðàçå f(A), åñëè â îáðàçå f(f(A)) ðîâíî 10 ýëåìåíòîâ?

Çàäà÷à 11.20. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâîì âñåõ âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Çàäà÷à 11.21. Íàéä¼òñÿ ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå öèôð êîòîðîãî ðàâ-
íî 528?

Çàäà÷à 11.22. Ïóñòü pn � �ýííîå� ïî ñ÷¼òó ïðîñòîå ÷èñëî (p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5 è òàê
äàëåå). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 12 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî pn > 3n.

Çàäà÷à 11.23. Îïèøèòå âñå òàêèå ÷èñëà n, ÷òî
à) ÍÎÄ(n, n+ 12) = 6;
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á) ÍÎÄ(n, n+ 12) = 1.

Çàäà÷à 11.24. Ïóñòü d(k) îáîçíà÷àåò íàèáîëüøèé íå÷¼òíûé äåëèòåëü ÷èñëà k. Äîêà-
æèòå, ÷òî d(n+ 1) + d(n+ 2) + . . .+ d(2n) = n2.

Çàäà÷à 11.25. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a | bc, òî a
(a,b)

| ñ.
Çàäà÷à 11.26. Íà áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñêå ñòîèò ñëîíîïîòàì. Çà îäèí õîä îí
óìååò ïåðåìåùàòüñÿ íà m êëåòîê â îäíîì íàïðàâëåíèè è íà n êëåòîê â íàïðàâëåíèè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïåðâîìó. Ïðè êàêèõ m è n ñëîíîïîòàì ñìîæåò ïîïàñòü â êëåòêó,
ñîñåäíþþ ñ èñõîäíîé? (Êîíü � òîæå ñëîíîïîòàì ïðè m = 2 è n = 1.)

Çàäà÷à 11.27. Êâàäðàò ðàçäåë¼í íà 16 ðàâíûõ êâàäðàòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæ-
íî ðàñêðàñèòü èõ â áåëûé, ÷åðíûé, êðàñíûé è æ¼ëòûé öâåòà òàê, ÷òîáû â êàæäîì
ãîðèçîíòàëüíîì è êàæäîì âåðòèêàëüíîì ðÿäó áûëè âñå ÷åòûðå öâåòà?

Çàäà÷à 11.28. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè òðè ÷åëîâåêà ìîãóò ïîäåëèòü ìåæäó ñîáîé
à) 15 ðàçëè÷íûõ êîíôåò;
á) 15 îäèíàêîâûõ êîíôåò?

(Äåëÿò íå îáÿçàòåëüíî ïîðîâíó, ÷åëîâåêó ìîæåò äîñòàòüñÿ íîëü êîíôåò.)

Çàäà÷à 11.29. Ïóñòü X = {1, . . . , 42} è Y = {1, . . . , 21}. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îòîáðà-
æåíèé èç X â Y òàêèõ, ÷òî ó êàæäîãî ýëåìåíòà èç Y ðîâíî äâà ïðîîáðàçà?

Çàäà÷à 11.30. Íà ñêîëüêî íóëåé îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 11100 − 1?

Çàäà÷à 11.31. Â îæåñòî÷åííîì áîþ 70 èç 100 ïèðàòîâ ïîòåðÿëè îäèí ãëàç, 75 � îäíî
óõî, 80 � îäíó ðóêó è 85 � îäíó íîãó. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïîòåðÿâøèõ îäíî-
âðåìåííî ãëàç, óõî, ðóêó è íîãó?

Çàäà÷à 11.32. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà (x−1)2019 íà ìíîãî÷ëåí (x−2).

Çàäà÷à 11.33. Ïóñòü m,n ∈ N � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ n > m. Ðàçäåëèòå
ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåí (xn − 1) íà ìíîãî÷ëåí (xm − 1).

Çàäà÷à 11.34. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ Z[x] òàêîãî, ÷òî f(
√
2 +

√
5) = 0.

Çàäà÷à 11.35. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x81+x27+x9+x3+x íà x2− 1.

Çàäà÷à 11.36. Ïóñòü f(x) = x5 + x4 − 6x3 − 14x2 − 11x− 3. Íàéäèòå âñå ðàöèîíàëüíûå
êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x).

Çàäà÷à 11.37. Ïóñòü n ∈ N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, a, b ∈ Z � öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå ñðàâíåíèþ a ≡ b (mod n). Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà l
ñïðàâåäëèâî la ≡ lb (mod n)?

Çàäà÷à 11.38. Ñêîëüêî ðåøåíèé, ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ 777, èìååò ñëåäóþùåå ñðàâíå-
íèå: 123x ≡ 321 (mod 777)?

Çàäà÷à 11.39. Íàéäèòå íàèìåøåå íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî (n + 1)
äåëèòñÿ íà 3, (n+ 4) äåëèòñÿ íà 5, à (n+ 7) äåëèòñÿ íà 11.

Çàäà÷à 11.40. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

X = 1 · 3 · . . . · (p− 2) è Y = 2 · 4 · . . . · (p− 1).

Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî (X − Y ) äåëèòñÿ íà p, ëèáî (X + Y ) äåëèòñÿ íà p. Äëÿ êàêèõ p
âåðíî ïåðâîå óòâåðæäåíèå, à äëÿ êàêèõ âòîðîå?
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Çàäà÷à 11.41. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, k ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî Ck
p−1 ≡ (−1)k−1 (mod p).

Çàäà÷à 11.42. Óêàæèòå òàêîå k-çíà÷íîå ÷èñëî N ∈ N, ÷òî äåñÿòè÷íûå çàïèñè ÷èñåë
N , 2N , . . ., kN îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì öèôð, åñëè

à) k = 6;
á) k = 16.

Çàäà÷à 11.43. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 0,1234567891011121314151617 . . . èððàöèîíàëüíî.

Çàäà÷à 11.44. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû äåâÿòè ÷èñåë, äåñÿòè÷íûå çàïèñè êîòîðûõ ñîäåðæàò òîëüêî öèôðû 0 è 7.

Çàäà÷à 11.45. Äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà ó îäíîé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè
ðàâíà 6, à ó äðóãîé � ðàâíà 12. Êàêîé ìîæåò áûòü äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà ó ñóì-
ìû ýòèõ äðîáåé?

Çàäà÷à 11.46. Ìîæåò ëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà èìåòü ðîâíî äâà öåíòðà ñèììåòðèè?

Çàäà÷à 11.47. Ê êàêîìó èç òèïîâ äâèæåíèé ïëîñêîñòè, óêàçàííûõ â òåîðåìå Øàëÿ,
îòíîñèòñÿ êîìïîçèöèÿ äâèæåíèé Sm ◦ Tv⃗ ◦ Sl â ñëó÷àå, êîãäà

à) m ∥ l, m ̸= l è v⃗ ∥ l;
á) m = l è v⃗ ∥ l?

Çàäà÷à 11.48. Äîêàæèòå, ÷òî äâèæåíèå, ìåíÿþùåå íàïðàâëåíèÿ ëó÷åé íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûå � ýòî öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

Çàäà÷à 11.49. Ïðåîáðàçîâàíèåì êàêîãî òèïà ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êîìïîçèöèÿ òðåõ îñåâûõ
ñèììåòðèé? Êàêîé èç òèïîâ ðåàëèçóåòñÿ ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
îñåé èñõîäíûõ ñèììåòðèé?

Çàäà÷à 11.50. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a è b èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà: |a + b| 6 |a| + |b|, |a − b| 6 |a| + |b|. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íåðàâåíñòâà
îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà?

Çàäà÷à 11.51. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû a, b, c, d åãî âåðøèí óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ a+ c = b+ d.

Çàäà÷à 11.52. Äàí ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé êâàäðàò ABCD è êîìïëåêñíûå
êîîðäèíàòû a è b åãî âåðøèí A è B. Íàéäèòå êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû âåðøèí C è D
(ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå íóëåâîé òî÷êè O).

Çàäà÷à 11.53. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè f(i) = 0, òî f äåëèòñÿ íà x2 + 1.

Çàäà÷à 11.54. Ìîæíî ëè ââåñòè íà êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ îòíîøåíèå ïîðÿäêà >, ñîãëà-
ñîâàííîå ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì? Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ a, b, c ∈ C:

(1) èç a > b ñëåäóåò a+ c > b+ c;
(2) èç a > 0 è b > 0 ñëåäóåò, ÷òî ab > 0.

Çàäà÷à 11.55. Íàéäèòå ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y), x, y ∈ R, òàêèõ, ÷òî

(x+ iy)2020 = x− iy.
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Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 12.1. Íà õèìè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ïðèñóòñòâîâàëî n ó÷¼íûõ � õèìèêîâ è àë-
õèìèêîâ, ïðè÷¼ì õèìèêîâ áûëî áîëüøå, ÷åì àëõèìèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî íà ëþáîé âîïðîñ
õèìèêè âñåãäà îòâå÷àþò ïðàâäó, à àëõèìèêè èíîãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à èíîãäà ëãóò. Îêà-
çàâøèéñÿ íà êîíôåðåíöèè ìàòåìàòèê ïðî êàæäîãî ó÷¼íîãî õî÷åò óñòàíîâèòü, õèìèê òîò
èëè àëõèìèê. Äëÿ ýòîãî îí ëþáîìó ó÷¼íîìó ìîæåò çàäàòü âîïðîñ: ¾Êåì ÿâëÿåòñÿ X:
õèìèêîì èëè àëõèìèêîì?¿ (â ÷àñòíîñòè, îí ìîæåò ñïðîñèòü, êåì ÿâëÿåòñÿ ñàì ýòîò
ó÷¼íûé). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 1 ìàòåìàòèê ìîæåò óñòàíîâèòü ýòî çà 2n− 3 âîïðîñà.

Çàäà÷à 12.2. Äåñÿòü ïèðàòîâ õîòÿò ïîäåëèòü äîáû÷ó. Ëþáîé èç íèõ óáåæä¼í, ÷òî îí
ïîäåëèë áû äîáû÷ó íà ðàâíûå ÷àñòè, îäíàêî îñòàëüíûå åìó íå âåðÿò. Êàêèì îáðàçîì
íàäî äåéñòâîâàòü ïèðàòàì, ÷òîáû ïîñëå ðàçäåëà êàæäûé áûë óâåðåí, ÷òî åìó äîñòàëîñü
íå ìåíåå äåñÿòîé ÷àñòè äîáû÷è?

Çàäà÷à 12.3. Ïóñòü n > 1. Ìîæåò ëè áûòü öåëûì ÷èñëî 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
?

Çàäà÷à 12.4. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ äåëèòåëåé ÷èñëà n = pα1
1 ·· · ··pαk

k .

Çàäà÷à 12.5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n ∈ N, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
k ∈ {1, 2, . . . , n− 1} òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 2Ck

n = Ck−1
n + Ck+1

n .

Çàäà÷à 12.6. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:
à) C0

n + C1
n−1 + C2

n−2 + C3
n−3 + . . .

á) C0
n − C1

n−1 + C2
n−2 − C3

n−3 + . . .

Çàäà÷à 12.7. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðîåê íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 6n.

Çàäà÷à 12.8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëèòåëü äðîáè 1 +
1

2
+

1

3
. . .+

1

p− 1
äåëèòñÿ íà p, åñëè

p � ïðîñòîå ÷èñëî, íå ðàâíîå äâóì.

Çàäà÷à 12.9. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ ÷èñåë 11, 22, 33, . . . ïî ìîäóëþ
ïðîñòîãî ÷èñëà p ïåðèîäè÷íà. Îöåíèòå å¼ ïåðèîä.

Çàäà÷à 12.10. ßâëÿåòñÿ ëè ñ÷¼òíûì ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
à) èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé;
á) êðóãîâ íà ïëîñêîñòè?

Çàäà÷à 12.11.Ìîæåò ëè äëèíà ïåðèîäà äðîáè 1/n áûòü ðàâíîé (n−1), åñëè n ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì ÷èñëîì?

Çàäà÷à 12.12. Ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè âîññòàíîâèòå ñåìèóãîëüíèê ïî ñåðåäè-
íàì åãî ñòîðîí.

Çàäà÷à 12.13. Íàéäèòå k ∈ N òàêîå, ÷òî arctg
1

3
+ arctg

1

5
+ arctg

1

7
+ arctg

1

k
=
π

4
.

Çàäà÷à 12.14. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåëûå ÷èñëà m è n ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû
äâóõ ïîëíûõ êâàäðàòîâ, òî èõ ïðîèçâåäåíèåmn òîæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ
ïîëíûõ êâàäðàòîâ (è äàæå äâóìÿ ñïîñîáàìè).

á) Äîêàæèòå, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê ñóììó äâóõ êâàäðàòîâ âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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12.0. Âñòóïèòåëüíûé òåñò

0.1. Îòâåò: 1.
0.2. Îòâåò: 16.
0.3. Îòâåò: −1.
0.4. Îòâåò: 60.
0.5. Îòâåò: S.
0.6. Îòâåò: 9.
0.7. Îòâåò: 2.
0.8. Îòâåò: C2

2020 = 2039190.
0.9. Îòâåò: ω̄ � C, −ω � B, iω � A.
0.10. Îòâåò: 32.
0.11. Îòâåò: 38.
0.12. Îòâåò: 211 = 2048.
0.13. Îòâåò: â) ¾Åñëè Â èñòèííî, òî À ëîæíî¿.
0.14. Îòâåò: −1.

0.15. Îòâåò: à)
nm − 1

n− 1
, á)

1000!

(100!)10
, â)

n4 + n2 + 1

n2 + n+ 1
, ä)

(1 +
√
2)n

2
+

(1−
√
2)n

2
.

0.16. Îòâåò: 3.
0.17. Îòâåò: â) (A ∩B) \ (A ∩B ∩ C).
0.18. Îòâåò: Cd−1

n+d−1.
0.19. Îòâåò: à) Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ÷èñëî z · z̄ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì.
å) Ïóñòü òî÷êè X, Y è Z èìåþò êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû 27 − 4i, 2 − 10i è −4 + 15i
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðÿìûå XY è Y Z ïåðïåíäèêóëÿðíû.
0.20. Îòâåò: à) Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ. á) Ïîâîðîò. ã) Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.
0.21. Îòâåò: 2.
0.22. Îòâåò: â) (¬A ∨ C) ∧ (¬B).
0.23. Îòâåò: ä) Óòâåðæäåíèå íåâåðíîå, îøèáêà â èíäóêöèîííîì ïåðåõîäå.
0.24. Îòâåò: {4, 6}.

0.25. Îòâåò:


2π

3
,
8π

9


.

0.26. Îòâåò: 20101.
0.27. Îòâåò: 7.
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12.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà

1.1. Îòâåò: A è C ëîæíû, B èñòèííî.
1.2. Îòâåò: X ∧ Y : ¾n ðàâíî 3¿; X ∨ Y : ¾n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî¿.
1.3. Îòâåò: Âñåãî 48 ôîðìóë.

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

• Îáå îïåðàöèè � îòðèöàíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ôîðìóëà ìîæåò èìåòü ëèøü âèä ¬¬X,
ãäå X � ïåðåìåííàÿ. Íî, ïî óñëîâèþ, ìû ðàññìàòðèâàåì ôîðìóëû îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ñëó÷àé íàñ íå èíòåðåñóåò.

• Îäíà èç îïåðàöèé � îòðèöàíèå. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìó-
ëû: ¬X ∧Y,¬X ∨Y,X ∧¬Y,X ∨¬Y , à òàêæå ¬(X ∧Y ),¬(X ∨Y ). Áîëåå òîãî, åù¼
6 ôîðìóë ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâîê. Íàïðèìåð, èç
ôîðìóëû ¬X ∧ Y ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó Y ∧ ¬X.

• Íàêîíåö, åñëè ñðåäè îïåðàöèé îòðèöàíèé íåò, òî èñêîìûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü
óñòðîåíû îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ: var∧var∧var, var∨var∨var, var∧var∨var,
var∨ var∧ var, var∧ (var∨ var), (var∨ var)∧ var. Â íàøåì àëôàâèòå 2 ïåðåìåííûõ,
à ¾ñëîòîâ¿ äëÿ ïåðåìåííûõ â êàæäîé òàêîé ôîðìóëå 3. Ñëåäîâàòåëüíî, êàêàÿ-òî
èç ïåðåìåííûõ áóäåò ó÷àñòâîâàòü 2 ðàçà, äîïóñòèì, X. Òàêèì, îáðàçîì, ïîëó÷àåì
ïî 3 ôîðìóëû êàæäîãî òèïà: ïåðåìåííûå X,X, Y ìîæíî ïîäñòàâèòü â êàæäóþ
èç ôîðìóë òðåìÿ ñïîñîáàìè. Èòîãî, 18 ôîðìóë. Äðóãèå 18 ôîðìóë ïîëó÷èì, ïîä-
ñòàâëÿÿ ïåðåìåííûå Y, Y,X.

Ñóììèðóÿ, èìååì âñåãî 12 + 18 + 18 = 48 ôîðìóë.
1.4. Ðåøåíèå: Èñêîìûå òàáëèöû èñòèííîñòè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

X Y X → Y X ∧ (X → Y )
0 0 1 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 1 1 1

X Y X ∧ Y
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

1.5. Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ èñêîìîé ôîðìóëû:

X Y X → Y Y → X (X → Y ) ∨ (Y → X)
0 0 1 1 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1

1.6. Ðåøåíèå: Åñëè ôîðìóëà (ϕ → ψ) ∧ (ψ → ϕ) � òàâòîëîãèÿ, çíà÷èò, ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íå¼ ïåðåìåííûõ îáå ôîðìóëû (ϕ → ψ) è (ψ → ϕ) èñòèííû.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëû ϕ è ψ èñòèííû ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïåðå-
ìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 1.7, îíè ýêâèâàëåíòíû.
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Ïóñòü ôîðìóëû ϕ è ψ ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü, èñòèííû ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷å-
íèÿõ âõîäÿùèõ â íèõ ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ,
ôîðìóëû (ϕ → ψ) è (ψ → ϕ) èñòèííû. Íî òîãäà è èõ êîíúþíêöèÿ èñòèííà ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, ñëåäîâàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, ïî îïðåäåëåíèþ 1.8.
1.7. Îòâåò: ¬X ∨ Y.
1.8. Ðåøåíèå: Ïóñòü (an) � àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì d. Äîïóñòèì,
q = (a1, d) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a1 è d. Òîãäà ëþáîé ÷ëåí ïðîãðåññèè
aj+1 = a1 + jd äåëèòñÿ íà q. Åñëè ñðåäè ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè åñòü ïðîñòîå ÷èñëî p, òî
ëèáî q = 1, ëèáî q = p. Â ïåðâîì ñëó÷àå, a1 è d âçàèìíî ïðîñòû, âòîðîé æå ñëó÷àé
ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè a1 = p.
1.9. Ðåøåíèå: Äîïóñòèì, a ̸= b. Ïðèâåä¼ì äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïåðåíåñ¼ì
ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

a(1 + a)− b(1 + b)

(1 + a)(1 + b)
= 0,

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
(a− b)(1 + a+ b)

(1 + a)(1 + b)
= 0.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, a−b ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæèòåëü (a−b) ìîæíî ñîêðàòèòü. Â òà-
êîì ñëó÷àå, ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè a+b+1 = 0. Îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî, òàê
êàê a è b � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
a = b, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
1.10. Ðåøåíèå: Âåðíî ïåðâîå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, âåðíî íåðà-
âåíñòâî n+ 1 > n. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî îïðîâåðã-
íóòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ñóùåñòâîâàëî óêàçàííîå âî âòîðîì óòâåðæäåíèè íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî N, áîëüøåå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî, â ÷àñòíîñòè, áûëî áû âûïîëíåíî
î÷åâèäíî íåâåðíîå íåðàâåíñòâî N + 1 < N.

12.2. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ

2.1. Îòâåò: à) 1. á) 3. â) 6.
2.2. Îòâåò: 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45.
2.3. Îòâåò: ∅, {∅}, {{0}}, {1}, {∅, {0}}, {∅, 1}, {{0}, 1}, {∅, {0}, 1}.
2.4. Îòâåò: 24 = 16.
2.5. Îòâåò: Îáúåäèíåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî N, à ïåðåñå÷åíèåì � ∅.
2.6. Ðåøåíèå: à) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà A∪A = A íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè
x ∈ A ∪ A, òî è x ∈ A. Â ñàìîì äåëå, ëþáîé ýëåìåíò èç X ∪ Y ïðèíàäëåæèò ëèáî X,
ëèáî Y , â íàøåì ñëó÷àå � òîëüêî A (X = Y = A). Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ëþáîé ýëåìåíò
X è Y ïðèíàäëåæèò X ∪ Y , ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x ∈ A, òî è x ∈ A ∪ A.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà A ∩ A = A ïðîâåðèì, ÷òî A ∩ A ⊂ A è A ⊂ A ∩ A.
Äåéñòâèòåëüíî, X ∩ Y ⊂ X è X ∩ Y ⊂ Y ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèÿ, à X ⊂ X ∩ Y
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ⊂ Y , ÷òî âûïîëíåíî â íàøåì ñëó÷àå X = Y = A.
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Óêàçàíèå: Äëÿ îñòàëüíûõ ïóíêòîâ ñëåäóåò àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðèâåä¼ííûìè âûøå êðèòåðèÿìè ðàâåíñòâà èç ðàçäåëà 2.2, âûáèðàÿ áîëåå óäîáíûé íà
ñâî¼ óñìîòðåíèå.
2.7. Ðåøåíèå: Òàê êàê x ∈ C(y), òî x ∼ y. Äëÿ êàæäîãî z ∈ C(x) èìååì z ∼ x
ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà C(x). Çíà÷èò, z ∼ y â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè, îòêóäà z ∈ C(y).
Îáðàòíî, åñëè w ∈ C(y), òî w ∼ y. Ñíîâà w ∼ x ïî òðàíçèòèâíîñòè è w ∈ C(x).
2.8. Îòâåò: Íàïðàâëåííûå îòðåçêè

−→
AB è

−−→
CD íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè

êîëëèíåàðíû, èìåþò îäèíàêîâûå íàïðàâëåíèÿ è |AB| = |CD|.
2.9. Óêàçàíèå: Ïðîâåðüòå ðåôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü è òðàíçèòèâíîñòü.
2.10. Îòâåò: (x, y) →→ (y, x).
2.11. Îòâåò: Âñåãî 8 îòîáðàæåíèé. Ñðåäè íèõ 6 ñþðüåêöèé, èíúåêöèé è áèåêöèé íåò.

Óêàçàíèå: Ðàññòàâüòå ñòðåëêè èç ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ìíîæåñòâà â ýëåìåíòû âòîðîãî
âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè è ïðîâåðüòå äëÿ ïîëó÷èâøèõñÿ îòîáðàæåíèé èíúåêòèâíîñòü
è ñþðüåêòèâíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ.
2.12. Ðåøåíèå: Åñëè f íå èíúåêòèâíî, òî íàéäóòñÿ x ̸= x′ òàêèå, ÷òî f(x) = f(x′).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ g : Y → X èìååì g(f(x)) = g(f(x′)), òî åñòü g ◦ f ̸= idX .
Åñëè f íå ñþðüåêòèâíî, òî íàéä¼òñÿ y ∈ Y òàêîé, ÷òî f−1(y) = ∅. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
îòîáðàæåíèÿ g : Y → X èìååì (f ◦ g)−1 = g−1(∅) = ∅, òî åñòü f ◦ g ̸= idY . Òî
åñòü èíúåêòèâíîñòü è ñþðüåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè f áèåêòèâíî, òî ëþáîé
y ∈ Y èìååò ðîâíî îäèí ïðîîáðàç, è èìåííî åãî äîñòàòî÷íî íàçíà÷èòü îáðàçîì ýëåìåíòà
y ïðè îòîáðàæåíèè g.
2.13. Îòâåò: Îòîáðàæåíèå f íå èíúåêòèâíî (â ìíîæåñòâå A áîëüøå ýëåìåíòîâ, ÷åì
â åãî îáðàçå), ïîýòîìó íè îáðàòíîãî, íè ëåâîãî îáðàòíîãî íåò. Îäíàêî f ñþðüåêòèâíî,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðàâîå îáðàòíîå, íàïðèìåð, g(x) = x+ 5.
2.14. Îòâåò: à) Áèåêöèÿ äëÿ öåëûõ ÷èñåë:

Z : 1 −1 2 −2 3 −3 4 −4 5 −5 6 −6 7 −7 8 −8 9
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

N : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
á) Áèåêöèþ f : N× N → N ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé f(a, b) = 2a−1(2b− 1).
2.15. Ðåøåíèå: Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4: ïóñòü A ⊂ N. Åñëè A = ∅, òî A êîíå÷íî.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â A ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò a1. Åñëè A \ {a1} = ∅, òî
A = {a1} êîíå÷íî. Èíà÷å â ìíîæåñòâå A \ {a1} ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò a2.
Îïÿòü æå, ëèáî A = {a1, a2} êîíå÷íî, ëèáî â A \ {a1, a2} ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò a3 è òàê äàëåå. Â êîíå÷íîì èòîãå, ëèáî ïðîöåññ îêàæåòñÿ êîíå÷íûì, è òîãäà
A = {a1, . . . , an}. Ëèáî ïðîöåññ íèêîãäà íå çàêîí÷èòñÿ, à çíà÷èò, A = {a1, . . . , an, . . .}
(â ñàìîì äåëå, åñëè áû íàø¼ëñÿ ýëåìåíò a ∈ A, íå ñîâïàäàþùèé íè ñ êàêèì ak, òî
íàøëîñü áû n < a òàêîå, ÷òî an < a < an+1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà an+1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5: ïóñòü Ck = {aki | i ∈ N} � ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà, à ìíî-
æåñòâî D ÿâëÿåòñÿ èõ îáúåäèíåíèåì. Ïóñòü ñíà÷àëà âñå ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þòñÿ. Åñëè k ∈ {1, . . . , n} òî f : D → N ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé f(aij) = i+n(j−1) (ïå-
ðå÷èñëåíèå ïî ñòîëáöàì); åñëè æå k ∈ N, òî ôîðìóëîé f(aij) =


1+2+ . . .+(i+j−2)


+i
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(ïåðå÷èñëåíèå ïî äèàãîíàëÿì). Åñëè æå åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû, òî èõ äîñòàòî÷-
íî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ, îòîáðàçèâ îñòàâøèåñÿ â òîì æå ïîðÿäêå.

Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû 2.5 ñëåäóåò èç ïåðâîé è ðàâåíñòâà A×B =
∞
k=1

A× {bk}.

2.16. Ðåøåíèå: Ìíîæåñòâî Q ïðåäñòàâèìî â âèäå ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ
âèäà Qn = {m/n | m ∈ Z}, êàæäîå èç êîòîðûõ ñ÷¼òíî (ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.5).
2.17. Îòâåò: {∅, {∅}, {{∅}}}.

12.3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ

3.1. Óêàçàíèå: Ðåøåíèå èçëîæåíî â ðàçäåëå 3.3.
3.2. Ðåøåíèå: Áóäåì íàçûâàòü ãîðîä êðàéíèì, åñëè îí ñîåäèí¼í äîðîãîé ðîâíî ñ îä-
íèì ãîðîäîì. Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîé êîíôèãóðàöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ çàäà÷è,
íàéä¼òñÿ êðàéíèé ãîðîä. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ãîðîä è íà÷í¼ì èç íåãî îá-
õîäèòü äðóãèå ãîðîäà, êàæäûé ðàç âûáèðàÿ åù¼ íå ïðîéäåííóþ ðàíåå äîðîãó. Çàìåòèì,
÷òî ìû íå ìîæåì ïîïàñòü â ãîðîä, ãäå óæå áûâàëè äî ýòîãî, ïîñêîëüêó ýòî ïðîòèâîðå-
÷èëî áû óñëîâèþ � ìû âåäü íå ðàçâîðà÷èâàëèñü. Çíà÷èò, ìû îêàæåìñÿ â ãîðîäå, îòêóäà
íåëüçÿ âûåõàòü ïî íå ïðîéäåííûì ðàíåå äîðîãàì, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî â íåãî âåä¼ò ðîâíî
îäíà äîðîãà � ïî êîòîðîé ìû â íåãî ïîïàëè.

Òåïåðü äîêàæåì èñõîäíîå óòâåðæäåíèå. Áàçà èíäóêöèè: åñëè â ñèñòåìå òîëüêî îäèí
ãîðîä, òî äîðîã òàì íåò (òî åñòü äîðîã íà îäíó ìåíüøå, ÷åì ãîðîäîâ). Èíäóêöèîííûé
ïåðåõîä: äîïóñòèì, ìû óìååì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ñèñòåìû èç n ãîðîäîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó èç (n + 1) ãîðîäà è ìûñëåííî óäàëèì êðàéíèé ãîðîä
ñ âûõîäÿùåé èç íåãî äîðîãîé. Îñòàâøàÿñÿ ñèñòåìà ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ, ïîýòîìó â íåé äîðîã íà 1 ìåíüøå, ÷åì ãîðîäîâ. À çíà÷èò, è äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû
ýòî áûëî âåðíî.
3.3. Ðåøåíèå: Áàçà èíäóêöèè n = 2 î÷åâèäíà. Ïóñòü ïðè n = k ñïðàâåäëèâî

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

(k − 1) · k
=
k − 1

k
.

Òîãäà ïðè n = k + 1 èìååì

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

(k − 1) · k
+

1

k · (k + 1)
=
k − 1

k
+

1

k · (k + 1)
.

Ïðèâîäÿ ïðàâóþ ÷àñòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì

k2 − 1

k · (k + 1)
+

1

k · (k + 1)
=

1

k + 1
=

(k + 1)− 1

(k + 1)
,

êàê è òðåáîâàëîñü.
3.4. Ðåøåíèå: à) Áàçà èíäóêöèè n = 3 âûïîëíåíà: â òðèàíãóëÿöèè n − 1 = 1 òðå-
óãîëüíèê. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä: ïóñòü â ëþáóþ òðèàíãóëÿöèþ n-óãîëüíèêà âõîäèò
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ðîâíî (n − 2) òðåóãîëüíèêà ïðè êàæäîì n < k. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé k-óãîëüíèê
è êàêóþ-íèáóäü åãî âíóòðåííþþ äèàãîíàëü, âõîäÿùóþ â äàííóþ òðèàíãóëÿöèþ. Ýòà
äèàãîíàëü äåëèò åãî íà äâà ìíîãîóãîëüíèêà � k1-óãîëüíèê è k2-óãîëüíèê � èìåþùèå
äâå îáùèå âåðøèíû (êîíöû äèàãîíàëè), ïîýòîìó k1 + k2 = k + 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ÷èñëà âõîäÿùèõ â èõ òðèàíãóëÿöèè òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû
(k1−2) è (k2−2) ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, â òðèàíãóëÿöèè èñõîäíîãî k-óãîëüíèêà
(k1 − 2) + (k2 − 2) = (k + 2)− 4 = k − 2 òðåóãîëüíèêà.

á) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðàâèëüíóþ òðèàíãóëÿöèþ n-óãîëüíèêà. Ñóììà óãëîâ
n-óãîëüíèêà åñòü ñóììà óãëîâ âõîäÿùèõ â íåãî òðåóãîëüíèêîâ, à îíà ðàâíà (n− 2)π.

12.4. Äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë

4.1. Îòâåò: Îòíîøåíèå ïîðÿäêà ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, íî íå ñèììåòðè÷íî.
4.2. Ðåøåíèå: Ïî óñëîâèþ a = q1n, b = q2n, ïîýòîìó

a+ b = q1n+ q2n = (q1 − q2)n, è a− b = q1n+ q2n = (q1 − q2)n.

4.3. Ðåøåíèå: Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n | a, n - b
è n | (a+ b). Òîãäà ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 4.2 èìååì n |


(a+ b)− a


= b. Ïðîòèâîðå÷èå.

4.4. Ðåøåíèå: Ïî îïðåäåëåíèþ a = q1b è b = q2c, òàê ÷òî a = q1b = q1q2c.
4.5. Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå îïðåäåëåíèå äåñÿòè÷íîé çàïèñè è óïðàæíåíèÿ 4.2 è 4.4.

Ðåøåíèå: à) Äåëèìîñòü íà 2. anan−1an−2 . . . a0 := an10
n+an−110

n−1+ . . .+a0. Êàæäîå
èç ñëàãàåìûõ, êðîìå ïîñëåäíåãî, çàâåäîìî äåëèòñÿ íà 2. Ïîýòîìó ñîãëàñíî óïðàæíåíè-
ÿì 4.2 è 4.4 ÷èñëî anan−1an−2 . . . a0 äåëèòñÿ íà 2 åñëè è òîëüêî åñëè a0 äåëèòñÿ íà 2.

Äåëèìîñòü íà 4. anan−1an−2 . . . a0 := an10
n+an−110

n−1+. . .+a0. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ,
êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, çàâåäîìî äåëèòñÿ íà 4. Çíà÷èò, ñîãëàñíî óïðàæíåíèÿì4.2 è 4.4,
÷èñëî anan−1an−2 . . . a0 äåëèòñÿ íà 4 åñëè è òîëüêî åñëè 10a1 + a0 = a1a0 äåëèòñÿ íà 4.

Äåëèìîñòü íà 5. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äåëèìîñòè íà 2.
á) • ×èñëî äåëèòñÿ íà 8 åñëè è òîëüêî åñëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç òð¼õ åãî ïîñëåäíèõ

öèôð, äåëèòñÿ íà 8.
• ×èñëî äåëèòñÿ íà 16 åñëè è òîëüêî åñëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ÷åòûð¼õ åãî ïî-

ñëåäíèõ öèôð, äåëèòñÿ íà 16.
• ×èñëî äåëèòñÿ íà 25 åñëè è òîëüêî åñëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç äâóõ åãî ïîñëåäíèõ

öèôð, äåëèòñÿ íà 25.
• ×èñëî äåëèòñÿ íà 125 åñëè è òîëüêî åñëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç òð¼õ åãî ïîñëåäíèõ

öèôð, äåëèòñÿ íà 125.
4.6. Óêàçàíèå: 10 = 9 + 1, 1000 = 999 + 1, . . .. Â îáùåì ñëó÷àå, 10n = 99 . . . 99  

n øòóê

.

Ðåøåíèå: Äëÿ ïðîñòîòû íàïèñàíèÿ ïðîèëëþñòðèðóåì èäåþ íà òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëàõ;
ñ ó÷¼òîì óêàçàíèÿ, ÷èòàòåëü ñ ëåãêîñòüþ å¼ îáîáùèò. Ïðåäñòàâèì èñêîìîå ÷èñëî â âèäå
a2a1a0 = a2 ·100+a1 ·10+a0 = a2 ·99+a1 ·9+(a2+a1+a0). Ïîñêîëüêó 99a2+9a1 äåëèòñÿ
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êàê íà 3, òàê è íà 9, óïðàæíåíèÿ 4.2 è 4.4 ïîçâîëÿþò ñâåñòè äåëèìîñòü èñõîäíîãî ÷èñëà
ê äåëèìîñòè (a2 + a1 + a0). ×òî è òðåáîâàëîñü.
4.7. Ðåøåíèå: Åñëè r′ = 0, òî òðåáóåìîå î÷åâèäíî. Åñëè æå r′ > 0, èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî: a = q′b− r′ = q′b+ b− b− r′ = (q′+1)b+(−b− r′) = qb+ r. Ïîñêîëüêó ÷èñëî b
îòðèöàòåëüíî, à 0 < r′ < |b|, ÷èñëî r = (−b− r′) ïîëîæèòåëüíî è ìåíüøå |b|.
4.8. Ðåøåíèå: Åñëè a > 0, b < 0, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàññóæäåíèå èç óïðàæíå-
íèÿ 4.7. Åñëè æå a < 0, òî ðàçäåëèì −a íà −b ñ îñòàòêîì � ïîëó÷èì −a = q′(−b) + r′,
ãäå 0 6 r′ < |b|. Èç ðàâåíñòâà a = q′b − r′ âûòåêàåò äàëüíåéøåå. Åñëè r′ = 0, íóæíî
ïîëîæèòü q = q′ è r = 0. Åñëè r ̸= 0 è b > 0, òî íàäî âçÿòü q = (q′ − 1) è r = b− r′. Åñëè
æå r ̸= 0 è b < 0, òî q = (q′ +1) è r = −b− r′. Âñå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû ðåøåíèþ
óïðàæíåíèÿ 4.7.
4.9. Îòâåò: 0, 1, 4, 5, 6, 9.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà � ýòî îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 10. Ïðè ýòîì
èãðàåò ðîëü òîëüêî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà n = anan−1an−2 . . . a0, ïîñêîëüêó âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (10b+a0)2 = 10(10b2+2ba0)+a

2
0, ãäå b = anan−1an−2 . . . a10. Îñòà¼òñÿ ñîñòàâèòü

òàáëèöó êâàäðàòîâ âñåõ öèôð.

a0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a20 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81

4.10. Îòâåò: à) 1. á) 3.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî åñëè a1 = q1b+ r1 è a2 = q2b+ r2, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

a1a2 = (q1q2b + q1r2 + q2r1)b + r1r2. Çíà÷èò, îñòàòêè ÷èñåë a1a2 è r1r2 ïðè äåëåíèè íà b
ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê ÷èñëà an ïðè äåëåíèè íà b îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
îñòàòêîì ÷èñëà an−1 ïðè äåëåíèè íà b.

à) ×èñëà 2, 4, 8, 16, . . . , 22019, 22020 ïîñëåäîâàòåëüíî äàþò îñòàòêè 2, 1, 2, 1, 2, 1, . . . , 2, 1.
á) ×èñëà 3, 9, 27, 81, . . . , 3776, 3777 ïîñëåäîâàòåëüíî äàþò îñòàòêè 3, 9, 7, 1, 3, 9, . . . , 1, 3.

Çàìå÷àíèå: Èñïîëüçóÿ ñðàâíåíèÿ (ðàçäåë 7.1), òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå ìîæíî áûëî
áû îôîðìèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a) 22015 = (22 · 22 · . . . · 22) · 2 ≡ 1 · 1 . . . · 1 · 2 = 2 (mod 3), ïîñêîëüêó 22 = 4 ≡ 1 (mod 3).
á) 3777 = 3776 · 3 = (34 · . . . · 34) · 3 ≡ 1 · . . . · 1 · 3 = 3 (mod 5), âåäü 34 = 81 ≡ 1(mod 5).

4.11. Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, åñëè k,m ∈ N, òî k · m > k. Òåïåðü, åñëè l, n ∈ Z, òî
|l · n| = |l| · |n|, îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
4.12. Îòâåò: (372, 69) = 3.

Ðåøåíèå: Ïðîâåä¼ì âûêëàäêè:

372 = 5 · 69 + 27,

69 = 2 · 27 + 15,

27 = 1 · 15 + 12,

15 = 1 · 12 + 3,

12 = 4 · 3.

4.13. Ðåøåíèå: à) 0 = 0 · a+ 0 · b, a = 1 · a+ 0 · b, b = 0 · a+ 1 · b.
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á) Ïîñêîëüêó d ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñåë a è b, òî ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà
k, l ∈ Z, ÷òî a = kd è b = ld, îòêóäà a, b ∈ Z(d). Êðîìå òîãî, 0 = 0 · d è d = 1 · d.
4.14. Ðåøåíèå: à) Ïî óñëîâèþ k = x1a+ y1b è l = x2a+ y2b, òàê ÷òî

k ± l = (x1 ± x2)a+ (y1 ± y2)b ∈ Z(a, b).

á) Àíàëîãè÷íî: k = xd è l = yd, îòêóäà k ± l = (x+ y)d ∈ Z(d).
4.15. Ðåøåíèå: à) Åñëè k = xa+ yb, òî nk = (nx)a+ (ny)b ∈ Z(a, b).

á) Àíàëîãè÷íî, åñëè k = xd, òî nk = (nx)d ∈ Z(d).
4.16. Ðåøåíèå: Ìîäóëü öåëîãî ÷èñëà � íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè íóëü. Ñîãëàñíî ïðèí-
öèïó ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà (ðàçäåë 3.1) â ëþáîì ïîäìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
åñòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.
4.17. Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî àëãîðèòìó Åâêëèäà íàéäóòñÿ òàêèå x, y ∈ Z, ÷òî bx+ cy = 1.
Äîìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà a, èìååì abx+acy = a. Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà
äåëèòñÿ íà bc, çíà÷èò, è ïðàâàÿ � òîæå.
4.18. Ðåøåíèå: Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî n.
Áàçà èíäóêöèè: ïðè n = 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Øàã èíäóêöèè: ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ ÷èñåë, ìåíüøèõ n. Åñëè n ïðîñòîå,
òî n = n � åãî ïðåäñòàâëåíèå â òàêîì âèäå. Åñëè n íå ïðîñòîå, òî n = n1 ·n2, ãäå n1 < n
è n2 < n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ðàâíûå åäèíèöå. Ê êàæäîìó èç íèõ ïðèìåíèìî
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, òî åñòü îíè ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Çíà÷èò, è n � òîæå.
4.19. Ðåøåíèå: Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî m.
Áàçà èíäóêöèè: ïðè m = 2 óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò ôîðìóëèðîâêó ëåììû 4.9.
Øàã èíäóêöèè: ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿm = k. Çàìåòèì, ÷òî åñëè n1(n2 . . . nk+1)

... p,
òî ëèáî p | n1, ëèáî p | (n2 . . . nk+1). Ïîñëåäíåå æå ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îçíà÷à-
åò, ÷òî p | nl äëÿ íåêîòîðîãî l.
4.20. Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó 64 = 26, ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè x = 2m è y = 26−m,
ïðè÷åì m ̸= 0. Òàêèì îáðàçîì, y � ÷¼òíîå ÷èñëî, íî yz = 405 � íå÷¼òíîå.
4.21. Ðåøåíèå: Ìû óæå çíàåì, ÷òî p | ab ⇒ p | a èëè p | b. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå
a = b = x ïîëó÷àåì p | x. ßñíî, ÷òî åñëè p | x, òî p2 | x2.

12.5. Êîìáèíàòîðèêà

5.1. Îòâåò: 20 · 15 = 300.
5.2. Îòâåò: à) 32 · 32 = 1024.

á) 32 · 31 = 992.
â) (32 · 31)/2 = 496.
ã) (32 · 31 · 30 · 29)/2 = 431 520.

5.3. Ðåøåíèå: Äëÿ óïðîùåíèÿ ââåä¼ì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: A = (A1 ∪ . . . ∪ An) ∩ An+1

è B = (A1 ∩An+1)∪ (A2 ∩An+1)∪ . . .∪ (An ∩An+1). Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì ðàâåíñòâà
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ìíîæåñòâ: A = B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ⊂ B è B ⊂ A. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî
x ∈ A. Òîãäà x ∈ An+1 è ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ {1, . . . , n}, ÷òî x ∈ Ak. Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî x ∈ (Ak ∩ An+1). Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ B, à çíà÷èò, A ⊂ B. Äëÿ ïðîâåðêè îáðàòíîãî
âêëþ÷åíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âñå ïåðåõîäû â ïðèâåä¼ííîì âûøå ðàññóæäåíèè
îáðàòèìû.
5.4. Îòâåò: 33000− 11000− 6600 + 2200 = 17600.
5.5. Îòâåò: 20 · 19 · 18 · 17 = 116280.
5.6. Îòâåò: (25 · 24 · 23 · 22 · 21)/5! = 53130.
5.8. Ðåøåíèå: Èòàê, ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ïàðàìåòðó n.
Áàçà èíäóêöèè: ïðè n = 0 èìååì C0

0 = 1 = 20, ïðè n = 1 ïîëó÷àåòñÿ C0
1+C

1
1 = 1+1 = 21.

Øàã èíäóêöèè: ïóñòü ïðè n = k âåðíî C0
k +C1

k +C2
k + . . .+Ck

k = 2k. Ðàññìîòðèì ñóììó
C0

k+1+C
1
k+1+C

2
k+1+ . . .+C

k+1
k+1 è çàìåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå, êðîìå êðàéíèõ, ïî ôîðìóëå

C l+1
k+1 = C l

k+C
l+1
k . Ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ íà êðàéíèå ÷ëåíû, C0

k+1 = C0
k = 1 è Ck+1

k+1 = Ck
k = 1,

ìû ïîëó÷àåì óäâîåííóþ ñóììó èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ:

C0
k+1 + C1

k+1 + C2
k+1 + . . .+ Ck+1

k+1 = C0
k + (C0

k + C1
k) + (C1

k + C2
k) + . . .+ Ck

k = 2n+1.

5.8. Ðåøåíèå: à) 0 = (1− 1)n = C0
n − C1

n + C2
n − . . .+ (−1)nCn

n .
á) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ óïðàæíåíèÿ 5.8 ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî â øàãå

èíäóêöèè âìåñòî ñóììû îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ ìû ïîëó÷èì èõ ðàçíîñòü, òî åñòü íîëü:

C0
k+1 − C1

k+1 + C2
k+1 − . . . = C0

k − (C0
k + C1

k) + (C1
k + C2

k)− . . . = 0.

5.9. Îòâåò: á) C0
k + C1

k+1 + C2
k+2 + . . .+ Cm

k+m = Cm
k+m+1.

Ðåøåíèå: à) Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ïàðàìåòðó m.
Áàçà èíäóêöèè: äëÿ m = 1 è m = 2 ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: èìåííî,
èìååì C0

k = 1 = C0
k+1 è C

k
k + Ck

k+1 = 1 + (k + 1) = (k + 2) = Ck+1
k+2 .

Øàã èíäóêöèè: ïóñòü Ck
k + Ck

k+1 + . . . + Ck
k+m = Ck+1

k+m+1. Òîãäà äëÿ m + 1 ñïðàâåäëèâî
Ck

k+C
k
k+1+. . .+C

k
k+m+C

k
k+(m+1) = Ck+1

k+m+1+C
k
k+(m+1) = Ck+1

k+m+2. Äëÿ ïðîâåðêè ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà èñïîëüçóåòñÿ Ck
n + Ck+1

n = Ck+1
n+1, ïðèìåí¼ííîå ê n = k +m.

5.10. Îòâåò: C3
13 = 286.

5.11. Ðåøåíèå: à) Íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò îäèí èç n ýëåìåíòîâ. Íà âòîðîì è êàæäîì
èç ïîñëåäóþùèõ � òàêæå îäèí èç n ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, âñåãî ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ
ïîëó÷àåì nk íàáîðîâ.

á) Ðàññìîòðèì (n + k − 1) ïîçèöèþ, íà êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæåò ñòîÿòü îäèí èç
k ýëåìåíòîâ èëè ïåðåãîðîäêà (âñåãî ïåðåãîðîäîê (n − 1) øòóêà). Ïåðåãîðîäêè äåëÿò
ýëåìåíòû íà n ãðóïï, óïîðÿäî÷åííûõ ïî òèïó, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ îò
0 äî n ýëåìåíòîâ. Ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ è ïåðåãîðîäîê ïî ïîçèöèÿì ñîîòâåòñòâóåò
îäíîìó íàáîðó. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé k ýëåìåíòîâ ïî n + k − 1 ïîçèöèÿì
ñîñòàâëÿåò â òî÷íîñòè Ck

n+k−1.
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12.6. Ìíîãî÷ëåíû

6.1. Ðåøåíèå: ßñíî, ÷òî xk · xm = xk+m. Ïðè ïåðåìíîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ êàæäûé
îäíî÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f(x) óìíîæàåòñÿ íà êàæäûé îäíî÷ëåí ìíîãî÷ëåíà g(x), òàê ÷òî
îäíî÷ëåí ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f(x) · g(x) ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå
îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè deg f(x) è deg g(x).

ßâíî, åñëè f(x) = fnx
n + fn−1x

n−1 + . . .+ f0, à g(x) = gmx
m + gm−1x

m−1 + . . .+ g0, òî
èìååì f(x) · g(x) = fngmx

n+m + (fngm−1 + fn−1gm)x
n+m−1 + . . .+ (f1g0 + f0g1)x+ f0g0.

6.2. Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà (ðàçíîñòü) ìíîãî÷ëåíîâ ðàçíîé ñòåïåíè èìååò
ñòåïåíü, ðàâíóþ ñòåïåíè íàèáîëüøåãî èç íèõ. Åñëè æå ìíîãî÷ëåíû èìåþò îäèíàêîâóþ
ñòåïåíü, òî èõ ñóììà (ðàçíîñòü) ìîæåò èìåòü ñòðîãî ìåíüøóþ ñòåïåíü (åñëè êîýôôè-
öèåíòû ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ñîâïàäàþò èëè îòëè÷àþòñÿ çíàêîì).
6.3. Ðåøåíèå: Ïðÿìî ñëåäóåò èç óïðàæíåíèÿ 6.1.
6.4. Îòâåò: à) x2 − 4x+ 3 = (x− 1)(x− 3) + 0;

á) x2 − 4 = (x+ 5)(x− 5) + 21;
â) x4 − 2x+ 5 = (x2 − 1)(x2 + 1) + (−2x+ 6).

6.5. Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó õîòÿ áû îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) íåíóëåâîé, ñòåïåíü
èõ îáùèõ äåëèòåëåé îãðàíè÷åíà. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé íå ïóñòî, òàê
êàê ñîäåðæèò êîíñòàíòû. Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ è îáùèé äåëèòåëü ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè.
6.6. Ðåøåíèå: à) 0 = 0 · f(x)+0 · g(x), f(x) = 1 · f(x)+0 · g(x), g(x) = 0 · f(x)+1 · g(x).

á) Åñëè u(x) = a1(x)f(x) + b1(x)g(x) è v(x) = a2(x)f(x) + b2(x)g(x), òî

u(x)± v(x) =

a1(x)± a2(x)


f(x) +


b1(x)± b2(x)


g(x).

â) Åñëè h(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x), òî s(x)h(x) =

s(x)a(x)


f(x) +


s(x)b(x)


g(x).

6.7. Ðåøåíèå: (f(x), g(x)) = (g(x), r0(x)) = . . . = (rn−1(x), rn(x)) = rn(x).
6.8. Ðåøåíèå: Èç óñëîâèÿ (f(x), h(x)) = 1 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò a(x), b(x) ∈ K[x]
òàêèå, ÷òî a(x)f(x) + b(x)h(x) = 1. Äîìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà g(x), ïîëó÷àåì

a(x)f(x)g(x) + b(x)g(x)h(x) = g(x).

Âèäíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà h(x). Çíà÷èò, è ïðàâàÿ � òîæå.
6.9. Ðåøåíèå: Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó ñîìíîæèòåëåé n.
Áàçà èíäóêöèè: ñëó÷àé n = 2 ñîñòàâëÿåò óòâåðæäåíèå 6.6.
Øàã èíäóêöèè: ïðåäïîëîæèì, ìû óìååì äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ n = m. Ðàñ-
ñìîòðèì n = m + 1. Åñëè f1(x) . . . fm+1(x)

...h(x), òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6.6 ëèáî
f1(x) . . . fm(x)

...h(x), ëèáî fm+1(x)
...h(x). Âî âòîðîì ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî, à â ïåð-

âîì, ïðèìåíèâ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, çàêëþ÷àåì, ÷òî f(x)
... fk(x) äëÿ íåêîòîðîãî

k ∈ {1, . . . ,m}, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
6.10. Ðåøåíèå: Ïî òåîðåìå Áåçó (x2 + bx+ c) äåëèòñÿ íà (x− λ), òî åñòü ñïðàâåäëèâî
x2 + bx + c = q(x)(x− λ). Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî deg q(x) = 1, òî åñòü q(x) = sx + r äëÿ
íåêîòîðûõ s, r ∈ K. Â íàøåì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, s = 1, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê êîýôôèöèåíò ïåðåä x2 áûë áû ðàâåí s. Ñäåëàâ çàìåíó r →→ −µ,
ïîëó÷àåì x2 + bx+ c = (x− µ)(x− λ).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè äîñòàòî÷íî ðàñêðûòü ñêîáêè:

x2 + bx+ c = x2 − (µ+ λ)x+ µλ.

Ìíîãî÷ëåíû ðàâíû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàâíû èõ êîýôôèöèåíòû, ïî-
ýòîìó b = −(µ+ λ) è c = µλ.
6.11. Ðåøåíèå: à) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü λ1, . . . λn+1 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x),
íî deg f(x) = n. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçó f(x) = q1(x)(x−λ1). Äàëåå, (x−λ2) | f(x),
à êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó (x− λ2) - (x− λ1), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (x− λ2) | q1(x). Òàêèì
îáðàçîì, f(x) = q2(x)(x− λ2)(x− λ1). Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ïîëó÷èì

f(x) = qn+1(x)(x− λn+1) · . . . · (x− λ1)

íî deg(x− λn+1) · . . . · (x− λ1) = n+ 1 > deg f(x) � ïðîòèâîðå÷èå.
á) Ëþáîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé. Òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ

íóëþ ôóêöèÿ æå îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì êîðíåé, òàê ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà íåíóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì ñîãëàñíî ïóíêòó à).
6.12. Îòâåò: à) f(x) = (x2 + 2)(x2 − 2) � ðàçëîæåíèå â Q[x].

á) f(x) = (x2 + 2)(x+
√
2)(x−

√
2) � ðàçëîæåíèå â R[x].

â) f(x) = (x+
√
2)(x−

√
2)(x+ i

√
2)(x− i

√
2) � ðàçëîæåíèå â C[x].

12.7. Ñðàâíåíèÿ

7.1. Ðåøåíèå: à) (a− b)
...n è (c− d)

...n, ïîýòîìó ñóììà (a + c)− (b + d) òîæå äåëèòñÿ
íà n, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî a+ c ≡ b+ d (mod n).

á) Àíàëîãè÷íî ïóíêòó à).
â) Ñóùåñòâóþò òàêèå k, l ∈ Z, ÷òî a = b + kn è c = d + ln. Ïåðåìíîæàÿ, èìååì

ac = bd+ n(bl + dk + kln), îòêóäà (ac− bd)
...n.

ã) Ñëåäóåò èíäóêöèåé èç ïóíêòà â).
7.2. Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóåòåñü ïðèçíàêàìè äåëèìîñòè íà ýòè ÷èñëà.
7.3. Ðåøåíèå: Ïåðåáîð âàðèàíòîâ: 2 · 0 ≡ 2 · 2 ≡ 0 (mod 4); 2 · 1 ≡ 2 · 3 ≡ 2 (mod 4).
7.4. Îòâåò: Ïî ìîäóëþ 3: 0, 1. Ïî ìîäóëþ 8: 0, 1, 4. Ïî ìîäóëþ 24: 0, 1, 4, 9, 12, 16.
7.5. Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî 34 = 81 ≡ 1 (mod 5). Ïîýòîìó 32020 = (34)505 ≡ 1 (mod 5).
7.6. Îòâåò: Ïî ìîäóëþ 7: 1, 2, 4. Ïî ìîäóëþ 13: 1, 3, 4, 9, 10, 12.
7.7. Îòâåò: Åñëè p íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì, òî ðàçíûå ðàñêðàñêè êðóãà ïîñ÷è-
òàíû ðàçíîå ÷èñëî ðàç. Íàïðèìåð, åñëè p

... 2, òî ìû ìîæåì ðàñêðàñèòü êðóã â äâà öâåòà
¾â øàõìàòíîì ïîðÿäêå¿, ÷åðåäóÿ öâåòà. Òàêàÿ ðàñêðàñêà ïðè ïîâîðîòå êðóãà äàñò âñåãî
2 ðàçíûõ âàðèàíòà, à íå p, êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå ïðîñòîãî p.
7.8. Ðåøåíèå: à) Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Ck

p = p!
k!(p−k)!

, ïðè÷¼ì ÷èñëî p! äåëèòñÿ íà p,
a ÷èñëà k! è (p− k)! íå äåëÿòñÿ, åñëè 1 < k < p.

á) Äîñòàòî÷íî ðàñêðûòü ñêîáêè â âûðàæåíèè (a + b)p ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïóíêòîì à).
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â) Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî a.
Áàçà èíäóêöèè: a = 1. Òðèâèàëüíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ: 1p = 1.
Øàã èíäóêöèè: ïóñòü ìû óìååì äîêàçûâàòü, ÷òî ap ≡ a (mod p). Òîãäà äëÿ (a+1) èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ñðàâíåíèé: (a+ 1)p ≡ ap + 1 ≡ a+ 1 (mod p).

12.8. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

8.1. Ðåøåíèå: Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x5+x+1 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùåé.

8.2. Óêàçàíèå: Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ {x > 0 | x2 > 2} âîçüìèòå b = 1

2


a+

2

a


.

8.3. Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn = −xn.
8.4. Ðåøåíèå: à) Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè (a+ b > 2

√
ab) èìååì:

x2n+1 =
1

4


x2n +

4

x2n
+ 4


>

4 + 4

4
= 2. (7)

á) Òàê êàê x2n > 2, òî xn > 2/xn. Ïîýòîìó ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå xn è 2/xn (êîòîðîå
ñóòü xn+1) íå ïðåâûøàåò xn.
8.5. Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó (xn) íåâîçðàñòàåò è x1 = 2, ïðåäåë (xn) ìåíüøå äâóõ, à çíà-
÷èò, (xn + x) 6 4, îòêóäà óìíîæåíèåì íà íåîòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó (xn − x) ñëåäóþò
òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Òåïåðü åñëè x2 < 2, ñêàæåì, 2− x2 = 4ε > 0, òî xn − x > ε, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî x � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn).
8.6. Ðåøåíèå: Èç ôîðìóëû (7), à òàêæå èç x2n > 2 ñëåäóåò, ÷òî

4xn+1 = x2n + 4 +
4

x2n
6 x2n + 4 + 2.

Ïåðåãðóïïèðîâêîé îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü yn = x2n − 2 îãðàíè÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ zn = 1/4n. Ïîñëåäíÿÿ æå
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ñòðîãî ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ â ðàçäåëå 8.4).
8.7. Óêàçàíèå: á) Ïîëåçíî ðàññìîòðåòü d-è÷íóþ çàïèñü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (−p)+dm.
8.8. Ðåøåíèå: Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

xn = A+
n

j=1

ajd
−j 6 A+

n
j=0

(d− 1)d−j = A+
n

j=1

(d−j+1 − d−j) = A+ 1− d−n 6 A+ 1.

8.9. Îòâåò: Åñëè α = A, a1a2 . . .0, òî −α = (−A− 1), b1b2 . . ., ãäå bj = 9− aj.
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12.9. Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè è âåêòîðû

9.1. Ðåøåíèå: Ïóñòü âåêòîðû −→u = (u1, u2) è
−→v = (v1, v2) íåêîëëèíåàðíû (òî åñòü íè

îäèí èç íèõ íå ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî óìíîæåíèåì íà íåêîòîðîå ÷èñëî). ×òîáû íàéòè
âûðàæåíèå âåêòîðà −→w = (a, b) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè −→w = x−→u + y−→v , äîñòàòî÷íî
ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

a = u1x+ v1y
b = u2x+ v2y

=⇒ x =
av2 − bv1
u1v2 − u2v1

, y =
u1a− u2b

u1v2 − u2v1
.

Íåêîëëèíåàðíîñòü ãàðàíòèðóåò, ÷òî çíàìåíàòåëü íå îáðàòèòñÿ â íîëü.
9.2. Îòâåò: à) −→w = 2−→v ;

á) −→w = −→u − 2−→v ;
â) −→w = 4

7
−→u − 1

7
−→v .

9.3. Ðåøåíèå: Ïóñòü òî÷êè A′, B′ è C ′ ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè òî÷åê A, B è C ïðè äâè-
æåíèè f . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äâèæåíèÿ A′B′ = AB, B′C ′ = BC è C ′A′ = CA.
Ñëåäîâàòåëüíî, △A′B′C ′ = △ABC ïî òð¼ì ñòîðîíàì, îòêóäà ∠A′B′C ′ = ∠ABC, ÷òî
è òðåáîâàëîñü.
9.4. Ðåøåíèå: Ïóñòü òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷¼ì B � ìåæäó A
è C, à òî÷êè A′, B′ è C ′ ÿâëÿþòñÿ èõ îáðàçàìè ïðè äâèæåíèè f . Çàìåòèì, ÷òî òîãäà
A′C ′ = AC = AB + BC = A′B′ + B′C ′. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
(A′C ′ < A′B′ +B′C ′) íå âûïîëíÿåòñÿ è òî÷êè A′, B′ è C ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
9.5. Ðåøåíèå: Ïóñòü òî÷êè X è Y ïåðåøëè â òî÷êè X ′ è Y ′ ïîä äåéñòâèåì îñåâîé
ñèììåòðèè Sl. Åñëè X, Y ∈ l, òî îíè íåïîäâèæíû è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè X ∈ l,
íî Y /∈ l, òî X ′ = X è òðåóãîëüíèê XY Y ′ � ðàâíîáåäðåííûé, ïîñêîëüêó åãî âûñîòà
ñîâïàäàåò ñ ìåäèàíîé, îòêóäà XY = X ′Y ′. Íàêîíåö, åñëè íè îäíà èç èñõîäíûõ òî÷åê
íå ëåæèò íà ïðÿìîé, îáîçíà÷èì çà Z òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ Y Y ′ è l. Êàê áûëî ïîêàçàíî
âûøå, XZ = X ′Z, à ∠XZY = ∠X ′ZY ′ êàê óãëû, äîïîëíÿþùèå ðàâíûå óãëû äî 90◦.
Çíà÷èò, △XZY = △X ′ZY ′ ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, îòêóäà XY = X ′Y ′.

Ïóñòü òî÷êè X è Y ïåðåøëè â òî÷êè X ′ è Y ′ ïðè ïîâîðîòå âîêðóã òî÷êè O íà
óãîë φ. Òîãäà XO = X ′O, Y O = Y ′O ïî îïðåäåëåíèþ, à êðîìå òîãî, ∠XOY = ∠X ′OY ′.
Ïîýòîìó △XOY = △X ′OY ′ ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, îòêóäà XY = X ′Y ′.
9.6. Îòâåò: à) Âåêòîðû

−−→
XY è

−−−→
X ′Y ′ èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâî-

ïîëîæíî íàïðàâëåííûìè.
á) Êîìïîçèöèÿ öåíòðàëüíûõ ñèììåòðèé SO1 è SO2 ñóòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà

âåêòîð 2
−−−→
O1O2.

9.7. Îòâåò: Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð
−−−→
O1O

′, ãäå O′ = R−ϕ,O2(O1).
9.8. Îòâåò: á) Òî÷êó O ìîæíî íàéòè êàê ïåðåñå÷åíèå ñðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ
ê îòðåçêàì O1Rϕ2,O2(O1) è O2R−ϕ1,O1(O2).
9.9. Ðåøåíèå: Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è îñåâàÿ ñèì-
ìåòðèÿ èìåþò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
9.10. Ðåøåíèå: Çíàÿ îáðàç f(A), ìû ïîíèìàåì, ÷òî f(D) ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì f(A) ðàäèóñà AD. Çíàÿ îáðàçû f(A) è f(B), ìû ëîêàëèçóåì f(D) êàê òî÷êó
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ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ òàêèõ îêðóæíîñòåé. Äîáàâëÿÿ òî÷êó C, ìû ââîäèì â ðàññìîòðåíèå
òðåòüþ îêðóæíîñòü, à ïîñêîëüêó f(A), f(B) è f(C) íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, âñå òðè
îêðóæíîñòè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. ×òî è îçíà÷àåò, ÷òî îáðàç
òî÷êè D îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî.

12.10. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

10.1. Îòâåò: Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì, à èìåííî, ýòî îñåâàÿ
ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè Ox.
10.2. Ðåøåíèå: Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå: åñëè z = x+ iy, òî

z + z̄

2
=
x+ iy + x− iy

2
=

2x

2
= x è

z − z̄

2i
=
x+ iy − x+ iy

2i
=

2iy

2i
= y.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì: x = Re (z) è y = Im (z).
10.3. Îòâåò: −6 + 5i.
10.4. Îòâåò: 5− 5i.
10.5. Îòâåò: r =


x2 + y2, θ = arctg(y/x).

10.6. Ðåøåíèå: Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè: ïðè n = 1 òðèâèàëüíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ.
Øàã èíäóêöèè: ïóñòü (cosϕ + i sinϕ)k = cos kϕ + i sin kϕ ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî k. Òîãäà äëÿ k + 1:

(cosϕ+ i sinϕ)k+1 = (cosϕ+ i sinϕ)k(cosϕ+ i sinϕ) =

(cos kϕ+ i sin kϕ)(cosϕ+ i sinϕ) = cos (k + 1)ϕ+ i sin (k + 1)ϕ.

10.7. Îòâåò: cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα, sin 3α = 3 sinα− 4 sin3 α.
Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé Ìóàâðà è áèíîìîì Íüþòîíà.

10.8. Ðåøåíèå: Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå:

à) (ω1 · ω2)
n = ωn

1 · ωn
2 = 1 · 1 = 1,


ω1

ω2

n

=
ωn
1

ωn
2

=
1

1
= 1.

á) (ε · ω)n = εn · ωn = 1 · w = w.
10.9. Ðåøåíèå: Ðàñêðîåì ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ω � êîðåíü
óðàâíåíèÿ z3 = 1, íå ðàâíûé åäèíèöå, òî åñòü ω3 = 1 è ω2 + ω = −1:

(x+y)(x+ωy)(x+ω2y) = (x+y)(x2+ωxy+ω2xy+ω3y) = (x+y)(x2−xy+y2) = x3+y3.

10.10. Îòâåò: a)


−1

2
± i

√
3

2


;

á) {1 + i, −2i};
â) {±

√
2±

√
i}.

10.11. Îòâåò: a) z2 + 1 = (z + i)(z − i);
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á) z3 + z − 2 =

z − 1


z +

1 + i
√
7

2


z +

1− i
√
7

2


;

â) zn − 1 =
n−1
k=0


z − cos

2πk

n
− i sin

2πk

n


.

10.12. Îòâåò: à) Ïðÿìàÿ x = 3, êàíîíè÷åñêèé âèä: z − z̄ − 6 = 0.
á) Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (2,−1) è ðàäèóñîì 3,

êàíîíè÷åñêèé âèä: zz̄ + (−2− i)z + (−2 + i)z̄ − 4 = 0.
â) Ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (−1, 0) è (0, 1),

êàíîíè÷åñêèé âèä: (1− i)z + (1 + i)z̄ = 0.
10.13. Ðåøåíèå: Ïðèìåíèòå ê ÷èñëó z ïîñëåäîâàòåëüíî îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî
îñè Ox, ïîâîðîò íà 90◦ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà −1 + 3i. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ −3

2
+

5

2
i.

10.14. Îòâåò: à) Ïóñòü òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à A′, B′ è C ′ � èõ
îáðàçû ïðè ãîìîòåòèè. Òîãäà

OA

AA′ =
OB

BB′ =
OC

CC ′ ,

îòêóäà ïî òåîðåìå îáðàòíîé ê òåîðåìå î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ èìååì A′B′ ∥ AB
è BC ∥ B′C ′. Ïîýòîìó òî÷êè A′, B′ è C ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äëÿ ïðîâåðêè âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé öåíòð
ãîìîòåòèè O ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Òîãäà ïðè ãîìîòåòèè ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
ïëîñêîñòè (x, y) ïåðåéä¼ò â òî÷êó (x′, y′) = (kx, ky). Ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòü

(x− a)2 + (y − b)2 = R2 ⇔ (kx− ka)2 + (ky − kb)2 = (kR)2

ïåðåéä¼ò â îêðóæíîñòü (x− ka)2 + (y − kb)2 = (kR)2.
á), â) Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC ïåðåø¼ë â òðåóãîëüíèê A′B′C ′ ïðè ãîìîòåòèè ñ êî-

ýôôèöèåíòîì k. Òîãäà
A′B′

AB
=
B′C ′

BC
=
C ′A′

CA
= |k|,

îòêóäà òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ′ ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì k ïî òð¼ì ñòîðîíàì.
Â ÷àñòíîñòè, èõ ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû ðàâíû.
10.15. Îòâåò: z →→ k(z − a) + a.
10.16. Îòâåò: Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû èíâåðñèÿ ïðîèçâîäèëàñü îò-
íîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì

z →→ z′ =
1

z̄
è z̄ →→ z̄′ =

1

z
,

òî îáîáù¼ííàÿ îêðóæíîñòü, çàäàííàÿ ôîðìóëîé

azz̄ + bz + b̄z̄ + c = 0 ⇔ a+
b

z̄
+
b̄

z
+

c

zz̄
,

ïåðåéä¼ò â îáîáù¼ííóþ îêðóæíîñòü a′z′z̄′ + b′z′ + b̄′z̄′ + c′ = 0, ãäå a′ = c, b′ = b̄ è c′ = a.
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