
Çàäà÷è 19.08.2012Ëèêáåç � 3. Ëîãàðè�ìû è ïðåäåëû.Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(x) = xa íàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé �óíêöèåé ñ ïîêàçàòåëåì a.Çàäà÷à 1. (I) Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñòåïåííîé �óíêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ a.Çàäà÷à 2. (II) Îïðåäåëèòå, êîãäà ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ îáðàòèìà, è íàéäèòå îáðàòíóþ ê íåé�óíêöèþ.Çàäà÷à 3. (I) Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ R âûïîëíåíî ðàâåíñòâîà) x = loga a
x; á) x = aloga x?Çàäà÷à 4. Ïóñòü ÷èñëà a, b, x, y ïîëîæèòåëüíû, ïðè÷¼ì a 6= 1, b 6= 1, c 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî:à) (I) loga(xy) = loga x+ loga y; á) (I) loga xy = loga x− loga y; â) (I) loga xd = d loga x;ã) (I) logac x =

1

c
loga x; ä) (II) loga b · logb a = 1; å) (II) loga x =

logb x

logb a
; æ) (II) xlog

a
y = yloga x.Çàäà÷à 5. (II) �åøèòå óðàâíåíèå log2 x = 2 log3 x.Çàäà÷à 6. (II) ×òî áîëüøå: log2 3 èëè log4 7?Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè íàéä�åòñÿ òàêîå ÷èñ-ëî C, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |xn| < C.Ôîðìàëüíî: ∃C ∈ R ∀n ∈ N : |xn| < C.Çàäà÷à 7. (I) Ïðèäóìàéòå îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîéà) åñòü è íàèáîëüøèé, è íàèìåíüøèé ÷ëåí;á) åñòü íàèáîëüøèé ÷ëåí, íî íåò íàèìåíüøåãî ÷ëåíà;â) íåò íè íàèìåíüøåãî, íè íàèáîëüøåãî ÷ëåíà.Çàäà÷à 8. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè:à) (I) xn = n5−n2+3; á) (II) xn =

(−1)nn

n2 + 1
; â) (II) xn = 1+q+ . . .+qn (q ∈ R); ã) (III) xn = n

√
n?Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ïî-ëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε äëÿ ïî÷òè âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn| < ε.Ôîðìàëüíî: ∀ ε > 0 ∃ k ∈ N ∀n > k : |xn| < ε.Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), åñëè ñóùåñòâóåòòàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αn), ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

xn = a + αn. Îáîçíà÷åíèå: lim
n→∞

xn = a. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî (xn) ñòðåìèòñÿ (ñõîäèòñÿ) ê a ïðè n,ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, è ïèøóò xn → a ïðè n → ∞.Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî a � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), åñëè äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà ε > 0íàéä�åòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|xn − a| < ε.Ôîðìàëüíî: ∀ ε > 0 ∃ k ∈ N ∀n > k : |xn − a| < ε.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êî-òîðîé ïðåäåëà íåò, ãîâîðÿò, ÷òî îíà ðàñõîäèòñÿ.Çàäà÷à 9. (I) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî îíà îãðàíè÷åíà. Âåðíîëè îáðàòíîå?Çàäà÷à 10. (II) Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) (åñëè îí ñóùåñòâóåò) â ñëó÷àå, åñëè:à) xn =

n

n+ 5
; á) xn =

{
−1, åñëè n äåëèòñÿ íà 2
n, åñëè n íå äåëèòñÿ íà 2;

â) xn = 0, 2 . . . 2
︸ ︷︷ ︸

n

;ã) xn = (−1)n; ä) xn = qn (q ∈ R); å) xn = −√
n; æ) xn =

√
n2 + 1.Çàäà÷à 11. (II) Ïóñòü (xn) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à (yn) � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Äîêàæèòå, ÷òî (xn + yn) � îãðàíè÷åííàÿ, à (xnyn) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Çàäà÷à 12. (III) Ëþáóþ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòíîøåíèåà) äâóõ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; á) äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé?1


