
Çàäà÷è 18.08.2012Ëèêáåç � 2. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ.Çàäà÷à 1. (I) Ïóñòü A = {15, 78, 137, 201}, B = {78, 201, 2009}, C = {0, 15, 205, 2011},
D = {0, 78, 2011, 2012}. Íàéäèòå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:à) (A ∩ B) ∪D; á) C ∩ (D ∩ B); â) (A ∪ B) ∩ (C ∪D); ã) (A ∪ (B ∩ C)) ∩D;ä) (A ∪B)\(C ∩D); å) (A ∪D)\(B ∪ C); æ) A\(B\(C\D)).Çàäà÷à 2. (I) Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B,C:à) (A\B) ∪ B = A; á) A\(A\B) = A ∩ B; â) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C);ã) A\(B\C) = (A\B) ∪ (A ∩ C); ä) A\(B ∪ C) = (A\B) ∩ (A\C); å) (A\B) ∪ (B\A) = A ∪ B?Çàäà÷à 3. (I) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ìíîæåñòâà èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, ÷òî äëÿ êàæäûõäâóõ åãî ýëåìåíòîâ îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì äðóãîãî.Çàäà÷à 4. (I) Êàæäûé äåñÿòûé ìàòåìàòèê � ïðîãðàììèñò, à êàæäûé øåñòîé ïðîãðàììèñò �ìàòåìàòèê. Êîãî áîëüøå � ìàòåìàòèêîâ èëè ïðîãðàììèñòîâ � è âî ñêîëüêî ðàç?Çàäà÷à 5. (I)Íàéäóòñÿ ëè òàêèå ìíîæåñòâà A, B è C, ÷òî A∩B 6= ∅, A∩C = ∅ è (A∩B)\C = ∅?Çàäà÷à 6. (I) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ?Çàäà÷à 7. (I) Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, à åãî ïîäìíîæåñòâî B � èç k ýëå-ìåíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òàêîå ìíîæåñòâî C, ÷òî B ⊂ C ⊂ A?Çàäà÷à 8. (I) Ïóñòü ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç m ýëåìåíòîâ, à ìíîæåñòâî Y � èç n ýëåìåíòîâ.à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y ?á) Êàê ìíîãî ñðåäè ýòèõ îòîáðàæåíèé âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ?Çàäà÷à 9. (I) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì f(X) = Yè f−1(Y ) = X , òî f � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå?Çàäà÷à 10. (II) Ïóñòü f : X → Y, A1, A2 ⊂ X . Îáÿçàòåëüíî ëè âåðíî ëè, ÷òî: à) f(X) = Y ;á) f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2); â) f(A1 ∩A2) = f(A1) ∩ f(A2); ã) f(A1 \ A2) = f(A1) \ f(A2);ä) åñëè A1 ⊂ A2, òî f(A1) ⊂ f(A2); å) åñëè f(A1) ⊂ f(A2), òî A1 ⊂ A2; æ) f−1(f(A1)) = A1?Çàäà÷à 11. (II) Ïóñòü f : X → Y, B1, B2 ⊂ Y . Îáÿçàòåëüíî ëè âåðíî, ÷òî: à) f−1(Y ) = X ;á) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2); â) f−1(B1 ∩ B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2);ã) f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f

−1(B2); ä) åñëè B1 ⊂ B2, òî f−1(B1) ⊂ f−1(B2);å) åñëè f−1(B1) ⊂ f−1(B2), òî B1 ⊂ B2; æ) f(f−1(B1)) = B1?Çàäà÷à 12. (II) Ïóñòü M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâìíîæåñòâà M , ñîñòîÿùèõ èç ÷¼òíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, òàêîå æå, êàê è êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ,ñîñòîÿùèõ èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.Çàäà÷à 13. (II) Äîêàæèòå, ÷òî ñïîñîáîâ ðàññòàíîâêè ñêîáîê (óêàçûâàþùèõ ïîðÿäîê äåéñòâèé)â ïðîèçâåäåíèè èç n ýëåìåíòîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàçáèòü âûïóêëûé (n+1)-óãîëüíèê íàòðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè.Çàìå÷àíèå. Ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Êàòàëàíà è îáîçíà÷àåòñÿ C
n−1. Íàïðè-ìåð, C2 = 2, ïîòîìó ÷òî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ èç òð¼õ ìíîæèòåëåé åñòü äâà âàðèàíòà ðàññòàâèòü ñêîáêè:

(ab)c è a(bc). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü äâà ñïîñîáà ðàçðåçàòü ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëüíèêà,ïðîâåäÿ äèàãîíàëü.Çàäà÷à 14. (II) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ìíîæåñòâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïåðåìåííûõ
A è B ïðè ïîìîùè (ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåìûõ) îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè? Äâàâûðàæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ðàâíû ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ.Çàäà÷à 15. (II) Ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 2n ýëåìåíòîâ. Â í¼ì âûäåëåíî k ïîäìíîæåñòâ, ïðè÷¼ìíè îäíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî. Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå k?
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