
Çàäà÷è 17.08.2012Ëèêáåç � 1. Êîìáèíàòîðèêà.Çàäà÷à 1. (I) Âåðíî ëè ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå?¾Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ïðîèçâîëüíûå n òî÷åê ïëîñêîñòè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðè
n = 1 óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âåðíî. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n = k, äîêàæåì åãîäëÿ n = k + 1. Âîçüì�åì ïðîèçâîëüíûå k + 1 òî÷åê. Òî÷êè 1, . . . , k ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî÷êè
2, . . . , k+1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè), ñëåäîâàòåëüíî, âñå îíè ëåæàò íàåäèíñòâåííîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè 2, . . . , k.¿Çàäà÷à 2. (I) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2n) 6
1√

2n + 1
.Çàäà÷à 3. (I) Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è: F1 = F2 = 1 è Fk+1 = Fk +Fk−1 ïðèâñåõ k > 1. Äîêàæèòå, ÷òî Fm+n = Fn−1Fm + FnFm+1 äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,n > 2.Çàäà÷à 4. (II) (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a > −1, òî (1 + a)n > 1 + na.Çàäà÷à 5. (II) Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû 2n ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî 1 èëè −1.Êàæäóþ ñåêóíäó âñå ÷èñëà îäíîâðåìåííî óìíîæàþòñÿ íà ñâîåãî ïðàâîãî ñîñåäà. Äîêàæèòå, ÷òîíàñòàíåò ìîìåíò, êîãäà âñå ÷èñëà áóäóò ðàâíû 1.Çàäà÷à 6. (II) Â êîëîäå ÷àñòü êàðò ëåæèò ðóáàøêîé âíèç. Âðåìÿ îò âðåìåíè Ïåòÿ âûíèìàåòèç êîëîäû ïà÷êó èç îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ êàðò, â êîòîðîé âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êàðòûëåæàò ðóáàøêîé âíèç, ïåðåâîðà÷èâàåò âñþ ïà÷êó êàê îäíî öåëîå è âñòàâëÿåò â òî æå ìåñòî êîëîäû.Äîêàæèòå, ÷òî â êîíöå êîíöîâ âñå êàðòû ëÿãóò ðóáàøêîé ââåðõ âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê Ïåòÿâûáèðàåò ïà÷êè. (Ïðèìå÷àíèå: åñëè "ïà÷êà" ñîñòîèò ëèøü èç îäíîé êàðòû, òî òðåáóåòñÿ òîëüêî,÷òîáû îíà ëåæàëà ðóáàøêîé âíèç.)Çàäà÷à 7. (III) Äåâÿòü âîðîâ õîòÿò ïîäåëèòü äîáû÷ó. Ëþáîé èç íèõ óáåæä¼í, ÷òî îí ïîäåëèëáû äîáû÷ó íà ðàâíûå ÷àñòè, îäíàêî îñòàëüíûå åìó íå âåðÿò. Êàêèì îáðàçîì íàäî äåéñòâîâàòü âîðàì,÷òîáû ïîñëå ðàçäåëà êàæäûé áûë óâåðåí, ÷òî åìó äîñòàëîñü íå ìåíåå 1/9 ÷àñòè äîáû÷è?Çàäà÷à 8. (III) Íà âûáîðàõ â ãîðîäñêóþ Äóìó êàæäûé èçáèðàòåëü, åñëè îí ïðèõîäèò íà âû-áîðû, îòäàåò ãîëîñ çà ñåáÿ (åñëè îí ÿâëÿåòñÿ êàíäèäàòîì) è çà òåõ êàíäèäàòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿåãî äðóçüÿìè. Ïðîãíîç ñîöèîëîãè÷åñêîé ñëóæáû ìýðèè ñ÷èòàåòñÿ õîðîøèì, åñëè â í¼ì ïðàâèëüíîïðåäñêàçàíî êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ, ïîäàííûõ õîòÿ áû çà îäíîãî èç êàíäèäàòîâ, è íåõîðîøèì â ïðîòèâ-íîì ñëó÷àå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì ïðîãíîçå èçáèðàòåëè ìîãóò òàê ÿâèòüñÿ íà âûáîðû, ÷òî ýòîòïðîãíîç îêàæåòñÿ íåõîðîøèì.Çàäà÷à 9. (III) Íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îòìå÷åíû. Èçâåñòíî, ÷òî íà êàæäîì îòðåçêå÷èñëîâîé ïðÿìîé äëèíû 2012 åñòü îòìå÷åííîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ïàðà îòìå÷åííûõ÷èñåë, îäíî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà äðóãîå.Çàäà÷à 10. (I) Èìååòñÿ 2m îäèíàêîâûõ áåëûõ øàðîâ è 3n îäèíàêîâûõ ÷¼ðíûõ øàðîâ. Ñêîëü-êèìè ñïîñîáàìè èç âñåãî ýòîãî íàáîðà ìîæíî âçÿòü (m+ n) øàðîâ?Çàäà÷à 11. (I) Â êàêîì êîëè÷åñòâå øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë õîòÿ áû 2 öè�ðû ñîâïàäàþò?Çàäà÷à 12. (I) Ïîäðÿä âûïèñàíû âñå ÷èñëà îò 1 äî 100. Ñêîëüêî ðàç â ýòîé çàïèñè âñòðå÷àåòñÿöè�ðà 1?Çàäà÷à 13. (I) Ñêîëüêî ñðåäè ÷èñåë îò 10 äî 1000 òàêèõ, ó êîòîðûõ êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿöè�ðà áîëüøå ïðåäûäóùåé?Çàäà÷à 14. (I) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ áðàñëåòîâ ìîæíî ñäåëàòü èç 5 èçóìðóäîâ, 6 ðóáèíîâ è 7 àë-ìàçîâ, åñëè â áðàñëåò äîëæíû âîéòè âñå 18 êàìíåé?Çàäà÷à 15. (I) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ïî 8 ïèðîæíûõ â êàæäîì ìîæíî ñîñòàâèòü, èñ-ïîëüçóÿ 4 ñîðòà ïèðîæíûõ? 1



Çàäà÷è 17.08.2012Çàäà÷à 16. (I) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü m áåëûõ è n ÷¼ðíûõ øàðîâ òàê, ÷òîáûíèêàêèå äâà ÷¼ðíûõ øàðà íå ëåæàëè ðÿäîì?Çàäà÷à 17. (I) Ïóñòü ìíîæåñòâî C ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âû-áðàòü òàêèå äâà åãî ïîäìíîæåñòâà A è B, ÷òî à) A ∩ B = ∅; á) A ⊂ B?Çàäà÷à 18. (I) Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ ïîëó÷èòñÿ, åñëè â âûðàæåíèè (1+x+y)20 ðàñêðûòü ñêîáêè,íî íå ïðèâåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû?Çàäà÷à 19. (I) Â ðÿä çàïèñàëè 105 åäèíèö, ïîñòàâèâ ïåðåä êàæäîé çíàê ”+”. Ñíà÷àëà èçìåíèëèçíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé ïåðåä êàæäîé òðåòüåé åäèíèöåé, çàòåì � ïåðåä êàæäîé ïÿòîé, è íàêîíåö �ïåðåä êàæäîé ñåäüìîé. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ.Çàäà÷à 20. (II) Êàæäàÿ ãðàíü êóáèêà ðàñêðàøèâàåòñÿ ëèáî â ÷¼ðíûé, ëèáî â áåëûé öâåò.Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ îêðàñêè? Äâà êóáèêà ñ÷èòàþòñÿ ðàñêðàøåííûìè ðàçëè÷íî,åñëè èõ íåëüçÿ ïåðåïóòàòü, êàê áû îíè íå ïîâîðà÷èâàëèñü.Çàäà÷à 21. (II) à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñàäèòü çà êðóãëûé ñòîë ïÿòü ìóæ÷èí è ïÿòüæåíùèí òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà ëèöà îäíîãî ïîëà íå ñèäåëè ðÿäîì?á) À åñëè ðàññàæèâàòü èõ íå çà ñòîë, à íà êàðóñåëü?Çàäà÷à 22. (II) Íà âå÷åðèíêå ïðèñóòñòâóåò 12 äåâóøåê è 15 þíîøåé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìèìîæíî âûáðàòü èç íèõ 4 ïàðû äëÿ òàíöà?Çàäà÷à 23. (II) Ôàáðèêà èãðóøåê âûïóñêàåò ðàçíîöâåòíûå êóáèêè. Ó âñÿêîãî êóáèêà êàæäàÿãðàíü öåëèêîì îêðàøåíà îäíîé èç øåñòè êðàñîê, èìåþùèõñÿ íà �àáðèêå, ïðè÷¼ì ðàçëè÷íûå ãðàíèîäíîãî êóáèêà îêðàøåíû ðàçíûìè êðàñêàìè. Ñêîëüêî âèäîâ êóáèêîâ âûïóñêàåò �àáðèêà?Çàäà÷à 24. (III) Ôàáðèêà èç çàäà÷è 23 íà÷àëà âûïóñê ïàðàëëåëåïèïåäîâ 1 × 1 × 2, ñêëåèâàÿâûïóñêàåìûå åþ êóáèêè ïî äâà. Ñêîëüêî ïîëó÷èòñÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ íîâîé èãðóøêè?Çàäà÷à 25. (II) Ìåíþ â øêîëüíîì áó�åòå ïîñòîÿííî è ñîñòîèò èç n ðàçíûõ áëþä. Ïåòÿ õî÷åòêàæäûé äåíü âûáèðàòü ñåáå çàâòðàê ïî-íîâîìó (çà ðàç îí ìîæåò ñúåñòü îò 0 äî n ðàçíûõ áëþä).à) Ñêîëüêî äíåé åìó óäàñòñÿ ýòî äåëàòü? á) Ñêîëüêî áëþä îí ñúåñò çà ýòî âðåìÿ?Çàäà÷à 26. (III) Âàñÿ ðåøèë ïîñëåäîâàòü ïðèìåðó Ïåòè èç çàäà÷è 25, íî ñúåäàòü êàæäûéäåíü íå÷¼òíîå ÷èñëî áëþä.à) Ñêîëüêî äíåé åìó óäàñòñÿ ýòî äåëàòü? á) Ñêîëüêî áëþä Âàñÿ ñúåñò çà ýòî âðåìÿ?Çàäà÷à 27. (III) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äåñÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öè�ðû êîòîðûõ ðàçëè÷íû, èêîòîðûå äåëÿòñÿ íà 11111?Çàäà÷à 28. (III) Ñêîëüêî òåëå�îííûõ íîìåðîâ ñîäåðæàò êîìáèíàöèþ 12? Òåëå�îííûå íîìåðàñîñòîÿò èç ñåìè öè�ð è íå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ.Çàäà÷à 29. à) (I) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íåðàçëè÷èìûõ ñëîíîâ ìîæíî ðàññòàâèòü íàøàõìàòíîé äîñêå òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?á) (III) Íàéäèòå ÷èñëî ñïîñîáîâ òàêîé ðàññòàíîâêè.Çàäà÷à 30. (II) (Áèíîì Íüþòîíà) Äîêàæèòå, ÷òî (a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ . . .+ Cn
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n.Çàäà÷à 31. (II) Ñêîëüêèìè íóëÿìè îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî à) 11100 − 1; á) 911 + 1?Çàäà÷à 32. (III) Íàéäèòå ñóììó C1
n + 2C2

n + 3C3
n + · · ·+ nCn

n .Çàäà÷à 33. (III)Ïóñòü p > m è q > m. Íàéäèòå ñóììó C0
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q .Çàäà÷à 34. Êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè (íå èñïîëüçóÿ ÿâíûå �îðìóëû) äîêàæèòå, ÷òîà) Ck
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n ·(n−(n−1))m = 0.Çàäà÷à 35. (III) Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðîåê íàòó-ðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 6n.
2


