
Ëåêöèè 20.08.2012Ëèêáåç � 4. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Íà ýòîé ëåêöèè ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà � ïðå-äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � è íåêîòîðûìè åãî îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè. Íà÷í¼ì, ñîáñòâåííî, ñ êëþ-÷åâîãî ïîíÿòèÿ � ïîíÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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�èñ. 1.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå

x : N → R. Çíà÷åíèÿ x(1), x(2), . . . , x(n), . . . íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè èëè ýëåìåíòà-ìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îáîçíà÷àþòñÿ x1, x2, . . . , xn, . . .. Ñàìà ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü îáîçíà÷àåòñÿ (xn).Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû îïðåäåëèëè çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëü-íûõ ÷èñåë. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ïðî-èçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M , îïðåäåëÿÿ èõ êàê îòîáðàæåíèÿ x : N → M .Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íà ãðà�èêàõ. Íàïðèìåð, íà÷àëüíûé êóñîê ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè xn = 1/n èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 1.Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå óñëîâèå P âûïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ ÷ëåíîâïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Îïðåäåëåíèå 2 ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü èíà÷å. Èìåííî, �ðàçà ¾ïî÷òè äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè (xn) âûïîëíåíî P (xn)¿ îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k, ÷òî äëÿ âñåõ íàòó-ðàëüíûõ n, áîëüøèõ k, ñïðàâåäëèâî P (xn). Â ñàìîì äåëå, åñëè óñëîâèå P íå âûïîëíåíî ëèøü äëÿêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ñðåäè íèõ åñòü ýëåìåíò ñ íàèáîëüøèì èíäåêñîì.Åãî-òî ìû è âîçüì¼ì â êà÷åñòâå òðåáóåìîãî k.Ýòî æå óòâåðæäåíèå â êâàíòîðíîì âèäå: ∃ k ∈ N ∀n ∈ N, n > k : P (xn).Íàïðèìåð, ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = (n−7/2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ xn > 0,ïîòîìó ÷òî xn < 0 òîëüêî äëÿ n = 1, n = 2 è n = 3. Èíûìè ñëîâàìè, ∀n > 3 : xn > 0.Ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàíèå áóäåò çâó÷àòü òàê: ¾äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè (xn) óñëîâèå P íå âûïîëíÿåòñÿ¿. Èëè æå òàê: êàêîå áû k ìû íè âçÿëè, ñóùåñòâóåòíàòóðàëüíîå n, áîëüøåå k, òàêîå, ÷òî P̄ (xn). Çäåñü çà P̄ îáîçíà÷åíî îòðèöàíèå óñëîâèÿ P .Òî æå ñàìîå â êâàíòîðàõ: ∀ k ∈ N ∃n ∈ N, n > k : P̄ (xn).Òàê, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = (−1)n óòâåðæäåíèå ¾ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïîëîæèòåëüíû¿ íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî êàæäûé íå÷¼òíûé å¼ ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì÷èñëîì, à çíà÷èò, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåíüøå íóëÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíîñêàçàòü, ÷òî ∀ k ∈ N ∃n = (2k + 1) > k : xn < 0.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ε > 0. Èíòåðâàë (a − ε, a + ε) = {x | |x − a| < ε} íàçûâàåòñÿ îêðåñò-íîñòüþ òî÷êè a ðàäèóñà ε (èëè ïðîñòî ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a). Îáîçíà÷åíèå: Uε(a).×èòàåòñÿ ýòî òàê: ýïñèëîí-îêðåñòíîñòü òî÷êè a.
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a �èñ. 2.
Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü ãëàâíîå îïðåäåëåíèå ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè.Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè (xn), åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 â ε-îêðåñòíîñòè ÷èñëà a ñîäåðæàòñÿïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn). Îáîçíà÷åíèå: a = lim

n→∞

xn.Ôîðìàëüíî: ∀ ε > 0 ∃ k ∈ N ∀n ∈ N, n > k : |xn − a| < ε.�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ñëåäóþùèé. �àññìîòðèì íàîñè îðäèíàò ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè a (ðèñ. 2). Ïàðàëëåëüíî ïåðåìåùàÿ å¼îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè âäîëü îñè àáñöèññ, ìû çàìåò¼ì íà ïëîñêîñòèíåêîòîðóþ ¾òðóáó¿ � ìíîæåñòâî R+ × Uε(a) (çàêðàøåííàÿ îáëàñòü íà ðèñóíêå). Îêàçûâàåòñÿ, åñëè
a = lim

n→∞

xn, òî ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ëåæàò âíóòðè ýòîé ¾òðóáû¿. Òî åñòü ñó-ùåñòâóåò òàêàÿ ãðàíè÷íàÿ ïðÿìàÿ x = k (íà ðèñ. 2 îíà îòìå÷åíà ñèíèì), ÷òî â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòèîò íå¼ âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàäàþò â ¾òðóáó¿. Ïðè óìåíüøåíèè ε (óìåíüøåíèè äèàìåòðà1



Ëåêöèè 20.08.2012¾òðóáû¿) ÷èñëî k, âîîáùå ãîâîðÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ è, êàê ñëåäñòâèå, ãðàíèöà ñäâèãàåòñÿ âïðàâî. Íî âñ¼ðàâíî ïî÷òè âñå ýëåìåíòû xn ïî ïðåæíåìó áóäóò ëåæàòü âíóòðè ¾òðóáû¿, õîòÿ ñíàðóæè èõ ñòàíåòíåñêîëüêî áîëüøå.Óòâåðæäåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) îáëàäàåò äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ïðå-äåëàìè a è b. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ïî÷òè âñå ýëåìåíòû (xn) äîëæíû ëåæàòü êàêâ Uε(a), òàê è â Uε(b). Îäíàêî âûáèðàÿ ε äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì (ε < |a− b|/2), ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,÷òîáû ýòè äâå îêðåñòíîñòè íå ïåðåñåêàëèñü. Ïðîòèâîðå÷èå.Ñ òî÷êè çðåíèÿ êàðòèíêè ó íàñ åñòü äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ¾òðóáû¿, â êàæäîé èç êîòîðûõäîëæíû ëåæàòü ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷åãî, åñòåñòâåííî, íå ìîæåò áûòü. �Ïðèìåð 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà �îðìóëîé xn = 1/n. Òîãäà å¼ ïðåäåë ðàâåí íóëþ.Äîêàæåì ýòî ïî îïðåäåëåíèþ. Èòàê, íàì íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàêîå áû ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε ìûíè âçÿëè, ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò ïî ìîäóëþ ìåíüøå ε. Èíûìè ñëîâàìè, íóæíîíàéòè òàêîå k ∈ N, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, áîëüøèõ k, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 1/n < ε.Îäíàêî ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî n > 1/ε. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî âçÿòü k = [1/ε] + 1. Èòîãî:
∀ ε > 0 ∃ k = [1/ε] + 1 ∀n ∈ N, n > k : |1/n| < ε.Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìå-þùàÿ ïðåäåë) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè âñå å¼÷ëåíû ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî åñòü

∃M > 0 ∀n ∈ N : |xn| < M. (1)Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âñå å¼ ýëåìåíòûëåæàò â íåêîòîðîé ¾òðóáå¿, îñü êîòîðîé ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ. Äëÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè ýòî âåðíî, ïîñêîëüêó ïî÷òè âñå ÷ëåíû òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåæàò â îêðåñòíîñòè ïðåäåëà,òî åñòü òîæå â êàêîé-òî ¾òðóáå¿, à îñòàâøèõñÿ ÷ëåíîâ êîíå÷íîå ÷èñëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåìïîñëåäîâàòåëüíî ðàñøèðèòü äàííóþ ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ¾òðóáó¿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íå¼ïîïàëè âñå ÷ëåíû èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ íàì èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ÷èñëà ε, ðàâíîãî, íàïðèìåð, åäèíèöå, ñó-ùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, áîëüøåãî k, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |xn − a| < ε.Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî a − 1 < xn < a + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå òðå-áóåìîãî â �îðìóëå (1) ÷èñëà M äîñòàòî÷íî âçÿòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ñëåäóþùåãî êîíå÷íîãîìíîæåñòâà: {|a− 1|, |a+ 1|, |x1|, |x2|, . . . , |xk|}. �Äëÿ äàëüíåéøèõ èçûñêàíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ íåìíîãî ïåðå�îðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ïðåäå-ëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èìåííî, ñìûñë ïðåäåëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòî òàêîå ÷èñëî, â ëþáîéîêðåñòíîñòè êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó �îðìàëüíî ìû ìî-æåì çàïèñàòü ýòî íå òîëüêî òàê, êàê áûëî ñäåëàíî â îïðåäåëåíèè 4, íî è ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀ ε > 0 ∃ k ∈ N ∀n ∈ N, n > k : |xn − a| < ε/C, (2)ãäå C � ïðîèçâîëüíîå íàïåð¼ä çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ñàìîì äåëå, çäåñü çàïèñàíî, ÷òîïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ëåæàò â ε/C-îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Åñëè a � ïðåäåë, òîýòî âåðíî, ïîòîìó ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ, ïî÷òè âñå ÷ëåíû ñîäåðæàòñÿ â ëþáîé åãî îêðåñòíîñòè. Â òîì÷èñëå, è â ε/C-îêðåñòíîñòè.Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê ýòî ðàáîòàåò, íà ïðèìåðå äîêàçàòåëüñòâà ðàçíûõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ.Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü lim
n→∞

xn = a, c ∈ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

(cxn) = ña.2



Ëåêöèè 20.08.2012Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõíàòóðàëüíûõ n âûïîëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn − a| < ε. Çíà÷èò, äëÿ òåõ æå ñàìûõ çíà÷åíèé n áóäåòñïðàâåäëèâûì |cxn − ca| < |c|ε, ÷òî (â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (2)) è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
n→∞

(xn+yn) = (a+b)è lim
n→∞

(xn − yn) = (a− b).Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì ìîäóëåé: äëÿ ëþ-áûõ u, v ∈ R ñïðàâåäëèâî |u+ v| 6 |u|+ |v|.Èòàê, áëàãîäàðÿ �îðìóëå (2) ìû çíàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k1 è k2, ÷òîêîëü ñêîðî n > k1, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |xn−a| < ε/2, à åñëè n > k2, òî âåðíî, ÷òî |yn−b| < ε/2.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, áîëüøèõ ÷èñëà max(k1, k2), áóäåò ñïðàâåäëèâîé ñëåäóþùàÿöåïî÷êà íåðàâåíñòâ:
|(xn + yn)− (a+ b)| = |(xn − a) + (yn − b)| 6 |xn − a|+ |yn − b| <

ε

2
+

ε

2
= ε.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî lim

n→∞

(xn + yn) = (a+ b).Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ðàçíîñòè (xn − yn). À ìîæíî ïðîñòî âîñïîëü-çîâàòüñÿ óæå äîêàçàííûì ñâîéñòâîì äëÿ ïðåäåëà ñóììû è ñâîéñòâîì 1 äëÿ c = −1. �Â ýòîì ìåñòå ÷èòàòåëü, âåðîÿòíî, ïîäóìàåò: ¾À âåäü íàâåðíÿêà òî÷íî òàêèå æå ñâîéñòâà ñïðà-âåäëèâû è äëÿ äðóãèõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé: óìíîæåíèÿ òàì, äåëåíèÿ... À ìîæåò, è äëÿ èçâëå-÷åíèÿ êîðíÿ òîæå âñ¼ ñðàáîòàåò?¿ Òàê îíî, â îáùåì-òî, è îêàçûâàåòñÿ. Îäíàêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâàýòèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ íàì ïðèãîäèòñÿ åù¼ îäíà ïåðå�îðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè.Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ïî-ëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε äëÿ ïî÷òè âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn| < ε.Ôîðìàëüíî: ∀ ε > 0 ∃ k ∈ N ∀n ∈ N, n > k : |xn| < ε.Ñðàâíèâàÿ îïðåäåëåíèÿ 4 è 5, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-íî ìàëîé ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ ïðåäåë ðàâåí íóëþ. Êàçàëîñü áû, çà÷åì äàâàòü åù¼ îäíîîïðåäåëåíèå è ïëîäèòü ñóùíîñòè, êîãäà ïî ñóùåñòâó íè÷åãî íîâîãî ìû íå ñêàçàëè? Îäíàêî ïîíÿòèåáåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêàçûâàåòñÿ íåâåðîÿòíî óäîáíûì â ïðèìåíåíèè; ñ åãî ïîìî-ùüþ ìû êàê áû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïîäîéòè ê òîé æå ïðîáëåìå ñ äðóãîé ñòîðîíû, âçãëÿíóòü íàíå¼ ïîä äðóãèì óãëîì. È âñ¼ ýòî áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå xn = a+αn. Òîãäà lim
n→∞

xn = aâ òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αn) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñóùåñòâó, äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè ìû âçãëÿíåì íà ãðà�èêè, òî óâèäèì,÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) è (αn) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñäâèãîì íà êîíñòàíòó a. Ïîýòîìó åñëèïî÷òè âñå ýëåìåíòû (xn) ëåæàò â ε-îêðåñòíîñòè a, òî ïî÷òè âñå ýëåìåíòû (αn) ëåæàò â ε-îêðåñòíîñòèíóëÿ, è íàîáîðîò. ×òî, ñîáñòâåííî, è óòâåðæäàåòñÿ. �Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òîæå î÷åâèäíî, ïîýòîìó ìû îñòàâèì åãî áåç äîêàçàòåëüñòâà.Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü (xn) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à (yn) � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Òîãäà (xn + yn) � îãðàíè÷åííàÿ, à (xnyn) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Òåïåðü ìû ãîòîâû íà äîëæíîì óðîâíå ïðîäîëæèòü îáñóæäåíèå ñâîéñòâ ïðåäåëîâ.Ñâîéñòâî 3. Ïóñòü lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

(xnyn) = ab.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ëèáî a = 0, ëèáî b = 0. Òîãäà îäíà èç äàííûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé, à äðóãàÿ � îãðàíè÷åííîé. Îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðèìåíèòüóòâåðæäåíèå 4.Ïóñòü òåïåðü îáà ïðåäåëà îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà ìû âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçûâàåìûì ìåòîäîìÒàðàñà Áóëüáû, âûðàæåííîì êðûëàòîé �ðàçîé ¾ß òåáÿ ïîðîäèë � ÿ òåáÿ è óáüþ!¿ Ñîáñòâåííî,3



Ëåêöèè 20.08.2012â ìàòåìàòèêå ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ê äàííîìó âûðàæåíèþ ìû ïðèáàâëÿåì íå÷òîè îäíîâðåìåííî ýòî æå ñàìîå íå÷òî èç íåãî âû÷èòàåì (÷òîáû íå íàðóøèëîñü ðàâåíñòâî). Ïîñëå ÷åãîèñïîëüçóåì ïðèáàâëåííîå äëÿ äàëüíåéøèõ íåîáõîäèìûõ íàì ïðåîáðàçîâàíèé.Èòàê, íàì áû õîòåëîñü, ÷òîáû ïî÷òè âñå ýëåìåíòû âèäà xnyn ëåæàëè â ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîéîêðåñòíîñòè ÷èñëà ab, èëè æå (÷òî òî æå ñàìîå), ÷òîáû äëÿ ïî÷òè âñåõ n âåëè÷èíà |xnyn − ab|áûëà äîñòàòî÷íî ìàëîé. Ïðèìåíèì ê ýòîé âåëè÷èíå ìåòîä Òàðàñà Áóëüáû è íåðàâåíñòâî äëÿ ìîäóëÿñóììû. Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:
|xnyn − ab| = |(xnyn − ab) + (xnb− xnb)| = |b(xn − a) + xn(yn − b)| 6 |b(xn − a)|+ |xn(yn − b)|. (3)Â ýòîì ìåñòå ìû äîëæíû âñïîìíèòü âîò î ÷¼ì. Âî-ïåðâûõ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ ê a.Çíà÷èò, ïî÷òè äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |xn − a| < ε/(2|b|) (çäåñü, êîíå÷íî,ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî b 6= 0). Âî-âòîðûõ, ñõîäèìîñòü (xn) îçíà÷àåò, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà, òî åñòüñóùåñòâóåò M > 0 òàêîå, ÷òî |xn| < M äëÿ âñåõ n. Íàêîíåö, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn) èìååò ïðåäåë b,îòêóäà |yn − b| < ε/(2M) ïî÷òè äëÿ âñåõ n. Âî âñåõ ýòèõ íåðàâåíñòâàõ, êàê óæå çàìåòèë, íàâåðíîå,íàø ÷èòàòåëü, ìû âîñïîëüçîâàëèñü åù¼ è �îðìóëîé (2).Â èòîãå ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü íåðàâåíñòâî (3) ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

|b(xn − a)|+ |xn(yn − b)| = |b| · |xn − a|+ |xn| · |yn − b| < |b| ·
ε

2|b|
+M ·

ε

2M
=

ε

2
+

ε

2
= ε.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε äëÿ ïî÷òè âñåõ n âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî |xnyn − ab| < ε. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî lim

n→∞

(xnyn) = ab. �Ñâîéñòâî 4. Ïóñòü lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

(xn/yn) = a/b.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1/yn)ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó b 6= 0, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè bäëÿ ε = |b|/2. Ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (yn) â íåé ñîäåðæàòñÿ, ïîýòîìó ïî÷òè äëÿâñåõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |yn − b| < |b|/2. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî |yn| − |b| > −|b|/2èëè |yn| > |b|/2. Òàêèì îáðàçîì, ïî÷òè äëÿ âñåõ n ìû èìååì 1/|yn| < 2/|b|.Îáðàòèì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òîíêèé ìîìåíò èçëîæåííîãî âûøå ðàññóæäåíèÿ. Âîîáùå ãîâî-ðÿ, íåêîòîðûå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (yn) ìîãóò îêàçàòüñÿ íóëåâûìè, à òîãäà äëÿ íèõ çíà÷å-íèå âûðàæåíèÿ 1/yn íå îïðåäåëåíî. Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ëèáî â óñëîâèè óòâåðæäåíèÿ çàðàíååîãîâîðèòü, ÷òî ìû íå ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (yn), ñîäåðæàùèå íóëåâûå ÷ëåíû, ëèáîîòìåòèòü, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1/yn) íå ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, à òîëüêîñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Êàê áû òî íè áûëî, ñóòü ðàññóæäåíèÿ îò ýòîãî íåìåíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê îãðàíè÷åííîñòü è ñõîäèìîñòü, îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðèäîáàâëåíèè èëè èçúÿòèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâà 4. Ìû ìîãëè áû ïðîâåñòè âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå òåì,÷òî ìû âèäåëè â äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 3. Îäíàêî ìû íàìåðåííî ýòîãî äåëàòü íå áóäåì, ÷òîáûïðîäåìîíñòðèðîâàòü åù¼ îäèí ìåòîä ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèé ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó. Ìåòîä,êîòîðûé íå èñïîëüçóåò àêêóðàòíûõ îöåíîê, íî ïîçâîëÿåò óçðåòü ñóòü.Ïðåäñòàâèì äàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â âèäå xn = a + αn è yn = b+ βn. Ñîãëàñíî óòâåðæäå-íèþ 3, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αn) è (βn) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
(xn/yn)−(a/b). Â ñèëó âñ¼ òîãî æå óòâåðæäåíèÿ 3 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ýòà ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿáåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. �àñïèøåì å¼ áîëåå ïîäðîáíî:

xn

yn
−

a

b
=

xnb− yna

ynb
=

(a+ αn)b− (b+ βn)a

ynb
=

αnb− βna

ynb
.×òî æå ìû âèäèì? Â ÷èñëèòåëå íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. À ðàññìîòðåííûéîòäåëüíî çíàìåíàòåëü, êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åí-íóþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 4, èõ ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëî. Òðåáóåìîåäîêàçàíî. � 4



Ëåêöèè 20.08.2012Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèì ïðè ïîìîùè àðè�ìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ êàêîé-íèáóäü íåñëîæíûéïðåäåëü÷èê. �àññìîòðèì, ñêàæåì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
(n− 3)

(n− 2)(n− 4)
. Òîãäà, ñîãëàñíî âñåìïåðå÷èñëåííûì âûøå ñâîéñòâàì, ìû èìååì:

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(n− 3)

(n− 2)(n− 4)
= lim

n→∞

n− 3

n2 − 6n+ 8
= lim

n→∞

1

n
−

3

n2

1−
6

n
+

8

n2

=

lim
n→∞

1

n
− 3

(

lim
n→∞

1

n

)2

1− 6 lim
n→∞

1

n
+ 8

(

lim
n→∞

1

n

)2
.Îäíàêî, êàê ìû äîêàçàëè â ïðèìåðå 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1/n) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. Ñëå-äîâàòåëüíî, lim

n→∞

xn = 0.Íàøà ëåêöèÿ íåóêëîííî äâèæåòñÿ ê ñâîåìó �èíàëó. Íàïîñëåäîê îáñóäèì ïàðó èíòåðåñíûõè ïîëåçíûõ òåîðåì.Òåîðåìà 5. (Ïðèíöèï äâóõ ìèëèöèîíåðîâ) Ïóñòü (xn), (yn) è (zn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,ïðè÷¼ì ïî÷òè äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà xn 6 yn 6 zn è, êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = a. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn) ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì lim
n→∞

yn = a.Äîêàçàòåëüñòâî. Òóò âñ¼ ïîíÿòíî. Êàê ãîâîðèòñÿ, êóäà òû äåíåøüñÿ ñ ïîäâîäíîé ëîäêè?Ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (xn) è (zn) ëåæàò â ε-îêðåñòíîñòè ÷èñëà a, è xn 6 yn 6 znïî÷òè äëÿ âñåõ n. Çíà÷èò, ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (yn) òàêæå ëåæàò â ε-îêðåñòíîñòè÷èñëà a. Òðåáóåìîå äîêàçàíî. �Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüèìååò ïðåäåë.Ýòî óòâåðæäåíèå òîæå âïîëíå ïîíÿòíî, íî, â îòëè÷èå îò ïðèíöèïà äâóõ ìèëèöèîíåðîâ, äîêàçàòüåãî ìû íå ñìîæåì. Äëÿ ñòðîãîãî åãî îáîñíîâàíèÿ òðåáóåòñÿ âëåçòü â îñíîâàíèÿ ïîíÿòèÿ äåéñòâèòåëü-íîãî ÷èñëà, ÷òî âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè íàøåé ëåêöèè. Îñòà¼òñÿ ëèøü íà ïàëüöàõ îáúÿñíèòü ñóòü
n

x

x1

M

�èñ. 3.
ïðîèñõîäÿùåãî.Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ìîíî-òîííî âîçðàñòàåò. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè, ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M , ÷òî |xn| < M ïðè âñåõíàòóðàëüíûõ n. Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàõîäÿòñÿâ ¾òðóáå¿, íèæíåé ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî x1, à âåðõíåé ãðà-íèöåé � ÷èñëî M . �àçäåëèì ýòó ¾òðóáó¿ ïîïîëàì (ðèñ. 3). Çàìåòèì, ÷òîâ ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â âåðõíåé ïîëîâèíå ¾òðóáû¿ ëè-áî ñîäåðæàòñÿ ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), ëèáî íå ñîäåð-æèòñÿ íè îäíîãî. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïî÷òè âñå ÷ëåíû ëåæàò â íèæíåéïîëîâèíå. Êàê áû òî íè áûëî, âûáåðåì òó ÷àñòü ¾òðóáû¿, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè.Äàëåå ìû áóäåì ïðîäîëæàòü ïðîöåññ äåëåíèÿ ¾òðóáû¿ ïîïîëàì äî áåñêîíå÷íîñòè. Íà êàæäîìøàãå âûáèðàåìàÿ ¾òðóáî÷êà¿ áóäåò ñîäåðæàòü ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), ïîýòîìóâ èòîãå ìû ïðèä¼ì ê ïðåäåëó � ê îñè, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ ¾òðóáî÷êàõ¿. Åäèíñòâåííûé âî-ïðîñ, íà êîòîðûé ìû íå äàäèì çäåñü îòâåòà � ïî÷åìó òàêàÿ îñü ñóùåñòâóåò? Ïîâòîðèìñÿ: ýòî ïðåäìåòîòäåëüíîãî ðàçãîâîðà, à íàøà ñåãîäíÿøíÿÿ ëåêöèÿ ïîäîøëà ê êîíöó. Îñòàëîñü òîëüêî ðàçîáðàòü îäèíâàæíûé ïðèìåð.Ïðèìåð 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà �îðìóëîé xn =

(

1 +
1

n

)n. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿìîíîòîííîé è îãðàíè÷åííîé, à çíà÷èò, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, èìååò ïðåäåë.Äîêàæåì, ÷òî (xn) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïîñêîëüêó âñå å¼ ÷ëåíû ïîëîæèòåëüíû, äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå xn+1/xn áîëüøå åäèíèöû ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Â ñàìîì5
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xn+1

xn

=
(1 + 1/(n+ 1))n+1

(1 + 1/n)n
=

nn(n+ 2)n+1

(n+ 1)2n+1
=

n + 2

n + 1
·

(

n2 + 2n

(n+ 1)2

)n

=
n+ 2

n+ 1
·

(

1−
1

n2 + 2n + 1

)nÂñïîìíèì íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè: åñëè a > −1 è n ∈ N, òî (1 + a)n > 1 + an. Ïðèìåíèì åãî çäåñü:
xn+1

xn

>
n + 2

n + 1
·

(

1−
n

n2 + 2n+ 1

)

=
n + 2

n + 1
·

(

n2 + n+ 1

n2 + 2n + 1

)

=
n3 + 3n2 + 3n+ 2

n3 + 3n2 + 3n+ 1
> 1.Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) îãðàíè÷åíà. Äëÿ íà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ áèíîìîìÍüþòîíà: (a+ b)n = C0

n
an +C1

n
an−1b+C2

n
an−2b2 + . . .+Cn

n
bn. Â íàøåì ñëó÷àå a = 1, b = 1/n, ïîýòîìó

(

1 +
1

n

)n

= 1 + C1

n
·
1

n
+ C2

n
·
1

n2
+ · · ·+ Cn

n
·
1

nn
.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ k ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Ck

n

nk
=

1

nk
·
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

1

k!

(

1−
1

n

)(

1−
2

n

)

. . .

(

1−
k − 1

n

)

6
1

k!
.Çíà÷èò, ìû ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó

(

1 +
1

n

)n

= 1 +
C1

n

n
+

C2
n

n2
+

C3
n

n3
+ · · ·+

Cn

n

nn
6 1 +

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+

1

n!
= 2 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+

1

n!
.Äàëåå, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m ñïðàâåäëèâî 1

m!
6

1

(m− 1) ·m
. Ñëåäîâàòåëüíî,

2+
1

2!
+

1

3!
+· · ·+

1

n!
6 2+

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+. . .+

1

(n− 1) · n
= 2+

(

1−
1

2

)

+

(

1

2
−

1

3

)

+. . .+

(

1

n− 1
−

1

n

)

< 3.Èòîãî, ìû äîêàçàëè, ÷òî xn < 3.Îòìåòèì, ÷òî ïîïóòíî áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn = 1+
1

1!
+

1

2!
+· · ·+

1

n!
ÿâëÿåòñÿîãðàíè÷åííîé. Òàê êàê å¼ ìîíîòîííîñòü íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîéÂåéåðøòðàññà, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî (yn) èìååò ïðåäåë. Îêàçûâàåòñÿ lim

n→∞

xn = lim
n→∞

yn. Ýòîò ïðåäåëèãðàåò â ìàòåìàòèêå îãðîìíóþ ðîëü; åãî îáîçíà÷àþò áóêâîé e è èíîãäà íàçûâàþò ÷èñëîì Íåïåðà. Íî÷åì òàê çàìå÷àòåëüíî ÷èñëî e, íàø äîðîãîé ÷èòàòåëü (åñëè îí ýòîãî åù¼ íå çíàåò) óçíàåò êàê-íèáóäüâ äðóãîé ðàç.
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