
Ëåêöèè 17.08.2012Ëèêáåç � 1. Êîìáèíàòîðèêà.1. ÈíäóêöèÿÏðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ÏÌÈ) åñòü ñâîéñòâî (àêñèîìà) ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ÷èñåë, êîòîðîå ìû ïðèíèìàåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Çàêëþ÷àåòñÿ îí â ñëåäóþùåì. Ïóñòü èìååòñÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé A1, A2, . . . , An, . . . Ïðåäïîëîæèì, äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî âû-ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) óòâåðæäåíèå A1 èñòèííî,2) ïðè âñåõ k èç èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ Ak ñëåäóåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ Ak+1.Òîãäà âñå óòâåðæäåíèÿ An èñòèííû.Ïðîâåðêà ïåðâîãî óñëîâèÿ íàçûâàåòñÿ áàçîé èíäóêöèè, à ïðîâåðêà âòîðîãî � èíäóêöèîííûìøàãîì èëè èíäóêöèîííûì ïåðåõîäîì.Çàäà÷à 1. Ïðî áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) èçâåñòíî, ÷òî a1 = 1 è an+1 = 2an+1 ïðè
n > 1. Âûðàçèòå an ÷åðåç n (íàéäèòå ÿâíóþ �îðìóëó).�åøåíèå. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è, ïî ñóùåñòâó, ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü � ñàìàÿèíòåðåñíàÿ, èññëåäîâàòåëüñêàÿ. Ïîêà ìû íå çíàåì, êàêîé äîëæíà áûòü �îðìóëà, íàì íàäî å¼ íàéòè,ïðèäóìàòü, óãàäàòü. À óæå êîãäà ó íàñ áóäåò ãèïîòåçà î òîì, êàê äîëæíà âûãëÿäåòü �îðìóëà,íàñòóïèò âðåìÿ äëÿ âòîðîé ÷àñòè ðåøåíèÿ � ïðîâåðèòü ãèïîòåçó, äîêàçàòü íàéäåííóþ �îðìóëó.×òîáû ïðèäóìàòü �îðìóëó, ïîëåçíî âûïèñàòü ïåðâûå íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî 1, 3, 7, 15, 31, . . . Îáû÷íî ïåðâûõ ïÿòè ÷ëåíîâ õâàòàåò, ÷òîáû óëîâèòü çàêî-íîìåðíîñòü è âûñêàçàòü ãèïîòåçó: an = 2n − 1.Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû. Ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû áóäåì óñòàíàâëèâàòü ïðèïîìîùè ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ ýòîãî, ïðåæäå âñåãî, ñ�îðìóëèðóåì óòâåðæäå-íèå An: an = 2n− 1. Äàëüøå íàäî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé. Áàçà èíäóêöèè âûïîëíÿåòñÿ:óòâåðæäåíèå A1 (òî åñòü a1 = 21 − 1 = 1) èñòèííî ïî óñëîâèþ. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä.Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ak = 2k − 1. Òîãäà ïî óñëîâèþ

ak+1 = 2ak + 1 = 2(2k − 1) + 1 = 2k+1 − 2 + 1 = 2k+1 − 1.Òî åñòü èç èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ Ak ñëåäóåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ Ak+1. Òàêèì îáðàçîì, îáàóñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, è, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, an = 2n − 1 äëÿ âñåõ íàòó-ðàëüíûõ n. �Îáîáù¼ííûé ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ÎÏÌÈ) åñòü ñâîéñòâî (àêñèîìà) ìíîæåñòâàíàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ýêâèâàëåíòíîå ÏÌÈ, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé A1, A2, . . . , An, . . . Ïðåäïîëîæèì, äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî âûïîëíåíûñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) óòâåðæäåíèå A1 èñòèííî,2) ïðè âñåõ k èç èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé A1, A2, . . ., Ak ñëåäóåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ Ak+1.Òîãäà âñå óòâåðæäåíèÿ An èñòèííû.Êàê è äëÿ ÏÌÈ, ïðîâåðêà ïåðâîãî óñëîâèÿ íàçûâàåòñÿ áàçîé èíäóêöèè, à ïðîâåðêà âòîðîãî �èíäóêöèîííûì øàãîì èëè èíäóêöèîííûì ïåðåõîäîì.Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî a +
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an
� öåëîå äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n. �2. Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿÏðàâèëî ñóììû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü îáúåêò A ìîæíî âûáðàòüm ñïîñîáàìè, à îáú-åêò B ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè. Òîãäà âûáîð ¾ëèáî A, ëèáî B¿ ìîæíî îñóùåñòâèòü (m + n)ñïîñîáàìè.Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü îáúåêò A ìîæíî âûáðàòüm ñïîñîáàìè,à îáúåêò B ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè. Òîãäà óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (A,B) ìîæíî îñóùåñòâèòü m ·nñïîñîáàìè.Çàìå÷àíèå. Åñëè îáúåêòû A è B âûáèðàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, òî âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òîïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ ðàáîòàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà îáúåêòà B íåçàâèñèò îò òîãî, êàêîé èìåííî îáúåêò A âûáðàí.Çàäà÷à 3. Ó Õàéäàðà åñòü 5 ðàçíûõ êàðàíäàøåé. Îäèí èç íèõ îí õî÷åò îòäàòü Âåðå, à åù¼îäèí � Æåíå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò ýòî ñäåëàòü?�åøåíèå. Âûäàòü Âåðå êàðàíäàø ìîæíî 5-þ ñïîñîáàìè. Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé êà-ðàíäàø åé äîñòàíåòñÿ, Æåíå ìîæíî îòäàòü îäèí èç 4-õ îñòàâøèõñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî âàðèàíòîâïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ 5 · 4 = 20. �Çàìå÷àíèå. Åñëè áû îáà êàðàíäàøà Õàéäàð îòäàâàë Âåðå, òî îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ýòîñäåëàòü áûëî áû ìåíüøå âûøåíàéäåííîãî â 2 ðàçà. Â ñàìîì äåëå, êàæäûé âàðèàíò ïðè àíàëîãè÷íîìïîäñ÷¼òå ó÷èòûâàåòñÿ 2 ðàçà, ïîñêîëüêó íå èìååò çíà÷åíèÿ, âûäà¼ò Õàéäàð Âåðå ñíà÷àëà êðàñíûéêàðàíäàø, à ïîòîì æ¼ëòûé, èëè íàîáîðîò � ðåçóëüòàò-òî îäèí.Çàäà÷à 4. Èç ãîðîäà A â ãîðîä C âåä¼ò 5 äîðîãè, èç ãîðîäà C â ãîðîä B � 2 äîðîãè, èç ãîðîäà Aâ ãîðîä D âåä¼ò 3 äîðîãè, ãîðîäà D â ãîðîä B � 4 äîðîãè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî äîáðàòüñÿèç A â B?�åøåíèå. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, èç A â B ÷åðåç ãîðîä C ìîæíî äîáðàòüñÿ 5 · 2 = 10ïóòÿìè, à ÷åðåç D � 3 · 4 = 12 ïóòÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó ñóììû, âñåãî ïóòåé èç A â Bðîâíî 10 + 12 = 22. �3. ÂûáîðêèÏóñòü äàíî ìíîæåñòâî {a1, a2, . . . , an}, ñîñòîÿùåå èç n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ íàãëÿäíîñòèìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïðîñòî ìíîæåñòâî êàðàíäàøåé n ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Âûáîðêîé îáú¼ìà kíàçûâàåòñÿ íàáîð, ñîäåðæàùèé êàêèå-ëèáî k ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà.2



Ëåêöèè 17.08.2012Ýëåìåíòû âûáîðêè ìîãóò áûòü êàê ðàçëè÷íûìè, òàê è îäèíàêîâûìè, à ïîðÿäîê ýëåìåíòîâìîæåò êàê èìåòü, òàê è íå çíà÷åíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî âûáîðêè äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå 4 âèäà.I) �àçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè � ýòî âûáîðêè, ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäèíàêîâûìè,à ïîðÿäîê èõ âàæåí. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êàðàíäàøåé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó Õàéäàðà åñòü êîðîáêà, â êî-òîðîé ëåæàò êàðàíäàøè n ðàçëè÷íûõ öâåòîâ (êàðàíäàøåé êàæäîãî öâåòà áåñêîíå÷íî ìíîãî) è îíðàçäà¼ò ïî îäíîìó êàðàíäàøó êàæäîìó èç k øêîëüíèêîâ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé ñ ïîâòî-ðåíèÿìè îáîçíà÷àåòñÿ Ak
n
è ðàâíî nk. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé øêîëüíèê ïîëó÷àåò êàðàíäàø îäíîãîèç n öâåòîâ âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå êàðàíäàøè ïîëó÷èëè äðóãèå. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿïðàâèëîì ïðîèçâåäåíèÿ.II) �àçìåùåíèÿ (áåç ïîâòîðåíèé) � ýòî âûáîðêè, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàçíûå, à ïîðÿäîê èõâàæåí. Â ýòîì ñëó÷àå ó Õàéäàðà åñòü íàáîð èç n ðàçëè÷íûõ êàðàíäàøåé, è îí ðàçäà¼ò ïî îäíîìóêàðàíäàøó êàæäîìó èç k øêîëüíèêîâ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé (áåç ïîâòîðåíèé) îáîçíà÷àåò-ñÿ Ak

n
è ðàâíî n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1). Â ñàìîì äåëå, ïåðâîìó øêîëüíèêó ìîæíî âûäàòü îäèí èç

n êàðàíäàøåé. Âíå çàâèñèìîòè îò òîãî, êàêîé ýòî áûë êàðàíäàø, âòîðîé øêîëüíèê ïîëó÷èò îäèí èçîñòàâøèõñÿ (n− 1) êàðàíäàøåé, òðåòèé � îäèí èç (n− 2) êàðàíäàøåé è òàê äàëåå. È ñíîâà îñòà¼òñÿòîëüêî ïðèìåíèòü ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî øêîëüíèêîâ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì êàðàíäàøåé (k = n),ðàçìåùåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè. Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïåðåñòàíîâêó òàêæå è äðóãèìñïîñîáîì: ìû ïðîñòî äîñòà¼ì âñå èìåþùèåñÿ â íàáîðå êàðàíäàøè èç êîðîáêè è âûêëàäûâàåì èõâ ðÿä. Êîëè÷åñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê, êàê ÿñíî èç âûøåñêàçàííîãî, ðàâíî n! = n · (n− 1) · . . . · 1.III) Ñî÷åòàíèÿ (áåç ïîâòîðåíèé) � ýòî âûáîðêè, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàçíûå, à ïîðÿäîêíåâàæåí. Îíè îòâå÷àþò ñèòóàöèè, êîãäà èç íàáîðà èç n ðàçëè÷íûõ êàðàíäàøåé Õàéäàð äîñòà¼ò
k êàðàíäàøåé (è äåðæèò â êóëàêå). Äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñî÷åòàíèÿ � âûáîð èç n-ýëåìåíòíîãîìíîæåñòâà k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà. Îáùåå êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé (áåç ïîâòîðåíèé) îáîçíà÷àåò-ñÿ Ñ k

n
è ðàâíî Ak

n

k!
. È ïðàâäà, ïåðâûé êàðàíäàø ìîæíî âûòàùèòü n ñïîñîáàìè, âòîðîé êàðàíäàø �

(n− 1) ñïîñîáîì, òðåòèé � (n− 2) ñïîñîáàìè è òàê äàëåå; âñåãî Ak

n
. Îäíàêî, êàê è â çàìå÷àíèè ê çà-äà÷å 3, êàæäûé âàðèàíò äîñòàòü k êàðàíäàøåé ïðè òàêîì ïîäñ÷¼òå ìû ó÷ëè k! ðàç (ðîâíî ñòîëüêîðàç, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü k ïðåäìåòîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, íà k! íàäî ïîäåëèòü.IV) Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè � ýòî âûáîðêè, ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäèíàêîâû-ìè, à èõ ïîðÿäîê íåâàæåí. Îíè îòâå÷àþò ñèòóàöèè, êîãäà èç êîðîáêè, â êîòîðîé ëåæàò êàðàíäàøè

n ðàçëè÷íûõ öâåòîâ, Õàéäàð äîñòà¼ò k êàðàíäàøåé (è äåðæèò â êóëàêå). Îáùåå êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèéñ ïîâòîðåíèÿìè îáîçíà÷àåòñÿ Ñ k
n
è ðàâíî Ck

n+k−1
.Îáúÿñíèì, îòêóäà âîçíèêàåò òàêîå ÷èñëî, íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Ïóñòü èìåþòñÿ êàðàíäàøè3-õ öâåòîâ (ñêàæåì, êðàñíîãî, æ¼ëòîãî è çåë¼íîãî), è Õàéäàð õî÷åò äîñòàòü 5 êàðàíäàøåé (òàêèìîáðàçîì, n = 3 è k = 5). Êàæäîìó èçâëå÷¼ííîìó íàáîðó êàðàíäàøåé ìû ñîïîñòàâèì ñåìèçíà÷íóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííóþ èç 5-òè íóëåé è 2-õ åäèíèö ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó. Â íà-÷àëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò ñòîëüêî íóëåé, ñêîëüêî â íàøåì íàáîðå êðàñíûõ êàðàíäàøåé. Çàòåììû íàïèøåì åäèíèöó è ñòîëüêî íóëåé, ñêîëüêî â íàáîðå æ¼ëòûõ êàðàíäàøåé. Íàêîíåö, çà åù¼ îäíîéåäèíèöåé ïîñëåäóþò îñòàâøèåñÿ íóëè. Íàïðèìåð, íàáîðó èç äâóõ êðàñíûõ, äâóõ æ¼ëòûõ è çåë¼íîãîêàðàíäàøà áóäåò ñîïîñòàâëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0010010, íàáîðó èç òð¼õ êðàñíûõ è äâóõ æ¼ëòûõêàðàíäàøåé � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0001001, à íàáîðó èç ïÿòè çåë¼íûõ êàðàíäàøåé � 1100000.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óêàçàííîå íàìè ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Òî åñòü êàæäîìó íàáî-ðó êàðàíäàøåé ñîïîñòàâëÿåòñÿ ðîâíî îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è íàîáîðîò, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü îïðåäåëÿåò ðîâíî îäèí íàáîð êàðàíäàøåé. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî íàáîðîâ êàðàíäàøåéñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îäíàêî ïîñëåäíåå óæå ëåãêî ïîñ÷èòàòü: íóæíî âûáðàòü 5èç 7 ïîçèöèé, íà êîòîðûõ áóäóò ñòîÿòü íóëè, à îñòàëüíûå àâòîìàòè÷åñêè îêàæóòñÿ çàíÿòû åäèíèöà-ìè. Âûáîð æå ýòîò, êàê ìû âèäåëè ðàíåå, îñóùåñòâëÿåòñÿ C5

7 ñïîñîáàìè.Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò è â îáùåì ñëó÷àå, òîëüêî ÷èñëî íóëåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòèáóäåò ðàâíûì k, à åäèíèö � (n− 1). 3
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