
Çàäà÷è 19.08.2012Ëèêáåç � 3. Ëîãàðè�ìû è ïðåäåëû.Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(x) = xa íàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé �óíêöèåé ñ ïîêàçàòåëåì a.Çàäà÷à 1. (I) Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñòåïåííîé �óíêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ a.Çàäà÷à 2. (II) Îïðåäåëèòå, êîãäà ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ îáðàòèìà, è íàéäèòå îáðàòíóþ ê íåé�óíêöèþ.Çàäà÷à 3. (I) Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ R âûïîëíåíî ðàâåíñòâîà) x = loga a
x; á) x = aloga x?Çàäà÷à 4. Ïóñòü ÷èñëà a, b, x, y ïîëîæèòåëüíû, ïðè÷¼ì a 6= 1, b 6= 1, c 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî:à) (I) loga(xy) = loga x+ loga y; á) (I) loga xy = loga x− loga y; â) (I) loga xd = d loga x;ã) (I) logac x =

1

c
loga x; ä) (II) loga b · logb a = 1; å) (II) loga x =

logb x

logb a
; æ) (II) xloga y = yloga x.Çàäà÷à 5. (II) �åøèòå óðàâíåíèå log2 x = 2 log3 x.Çàäà÷à 6. (II) ×òî áîëüøå: log2 3 èëè log4 7?Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè íàéä�åòñÿ òàêîå ÷èñ-ëî C, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |xn| < C.Ôîðìàëüíî: ∃C ∈ R ∀n ∈ N : |xn| < C.Çàäà÷à 7. (I) Ïðèäóìàéòå îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êîòîðîéà) åñòü è íàèáîëüøèé, è íàèìåíüøèé ÷ëåí;á) åñòü íàèáîëüøèé ÷ëåí, íî íåò íàèìåíüøåãî ÷ëåíà;â) íåò íè íàèìåíüøåãî, íè íàèáîëüøåãî ÷ëåíà.Çàäà÷à 8. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè:à) (I) xn = n5−n2+3; á) (II) xn =

(−1)nn

n2 + 1
; â) (II) xn = 1+q+ . . .+qn (q ∈ R); ã) (III) xn = n

√
n?Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ïî-ëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε äëÿ ïî÷òè âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn| < ε.Ôîðìàëüíî: ∀ ε > 0 ∃ k ∈ N ∀n > k : |xn| < ε.Îïðåäåëåíèå 4. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), åñëè ñóùåñòâóåòòàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αn), ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

xn = a + αn. Îáîçíà÷åíèå: lim
n→∞

xn = a. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî (xn) ñòðåìèòñÿ (ñõîäèòñÿ) ê a ïðè n,ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, è ïèøóò xn → a ïðè n → ∞.Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî a � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), åñëè äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà ε > 0íàéä�åòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|xn − a| < ε.Ôîðìàëüíî: ∀ ε > 0 ∃ k ∈ N ∀n > k : |xn − a| < ε.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ó êî-òîðîé ïðåäåëà íåò, ãîâîðÿò, ÷òî îíà ðàñõîäèòñÿ.Çàäà÷à 9. (I) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî îíà îãðàíè÷åíà. Âåðíîëè îáðàòíîå?Çàäà÷à 10. (II) Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) (åñëè îí ñóùåñòâóåò) â ñëó÷àå, åñëè:à) xn =

n

n+ 5
; á) xn =

{
−1, åñëè n äåëèòñÿ íà 2
n, åñëè n íå äåëèòñÿ íà 2;

â) xn = 0, 2 . . . 2
︸ ︷︷ ︸

n

;ã) xn = (−1)n; ä) xn = qn (q ∈ R); å) xn = −√
n; æ) xn =

√
n2 + 1.Çàäà÷à 11. (II) Ïóñòü (xn) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à (yn) � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Äîêàæèòå, ÷òî (xn + yn) � îãðàíè÷åííàÿ, à (xnyn) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Çàäà÷à 12. (III) Ëþáóþ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòíîøåíèåà) äâóõ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; á) äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé?1



Çàäà÷è 19.08.2012Ëèêáåç � 3. Ëîãàðè�ìû è ïðåäåëû (îòâåòû)Çàäà÷à 1. (I) Ïóñòü f(x) = xa. Åñëè a ∈ N, òî D(f) = R.Åñëè a ∈ Z \ N, òî D(f) = R \ {0}. Åñëè a ∈ R \ Z, òî D(f) = R+ = {x > 0 | x ∈ R}.Çàäà÷à 2. (II) Ïóñòü f(x) = xa. Åñëè a ∈ Z, òî îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ñóùåñòâóåò â òîì ñëó÷àå,êîãäà a � íå÷¼òíîå. Äëÿ a ∈ N èìååì f−1(x) = a
√
x, à äëÿ a ∈ Z \ N èìååì f−1(x) = ( −a

√
x)−1.Åñëè a ∈ R \ Z, òî f−1(x) = x1/a. Íà ñàìîì äåëå åñëè îãðàíè÷èòü ñòåïåííóþ �óíêöèþ íà R+,òî îíà âñåãäà áóäåò îáðàòèìà, è îáðàòíàÿ �óíêöèÿ áóäåò âûðàæàòüñÿ èìåííî òàê.Çàäà÷à 3. (I) à) Äà. á) Íåò, íóæíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ x > 0.Çàäà÷à 4. Áîëåå èëè ìåíåå òðèâèàëüíàÿ ïðîâåðêà ïî îïðåäåëåíèþ.Çàäà÷à 5. (II) x = 1.Çàäà÷à 6. (II) log2 3 > log4 7.Çàäà÷à 7. (II) à) xn = (−1)n; á) xn =

1

n
; â) (−1)n

(

1− 1

n

).Çàäà÷à 8. (II) à) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îãðàíè÷åíà. á),ã) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.å) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, åñëè |q| < 1 èëè q = −1.Çàäà÷à 9. (I) Ïî îïðåäåëåíèþ. Îáðàòíîå íåâåðíî, íàïðèìåð, xn = (−1)n.Çàäà÷à 10. (II) à) 1; á) ïðåäåëà íåò; â) 2

9
; ã),å),æ) ïðåäåëà íåò;ä) 0, åñëè |q| < 1, 1, åñëè q = 1, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðåäåëà íåò.Çàäà÷à 11. (II) Áîëåå èëè ìåíåå ïî îïðåäåëåíèþ.Çàäà÷à 12. (III) Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an. Òîãäà xn è yn çàäà¼ì òàê (an = xn/yn):à) xn =

{
an, åñëè |an| 6 1
1, åñëè |an| > 1,

yn =

{
1, åñëè |an| 6 1

1/an, åñëè |an| > 1;á) xn =

{
an/n, åñëè |an| 6 1
1/n, åñëè |an| > 1,

yn =

{
1/n, åñëè |an| 6 1

1/nan, åñëè |an| > 1.Êîììåíòàðèé. Çà÷¼ò çà ýòîò ëèñòîê ñòàâèëñÿ çà 4 âåðíî ðåø¼ííûå çàäà÷è óðîâíÿ (II), êàæäàÿçàäà÷à óðîâíÿ (III) çàñ÷èòûâàëàñü çà çàäà÷ó óðîâíÿ (II). Îäíàêî âî âñåõ ñïîðíûõ ñëó÷àÿõ (êîãäàó ìåíÿ âîçíèêàëè êàêèå-ëèáî ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî ÷åëîâåê âñ¼ ïîíèìàåò) ÿ îñòàâëÿë çà ñîáîé ïðàâîïîñïðàøèâàòü ñõîäó çàäà÷è óðîâíÿ (I).�ëàâíàÿ ïðîáëåìà ýòîãî ëèñòî÷êà çàêëþ÷àåòñÿ â ìàëîì êîëè÷åñòâå çàäà÷ íà ëîãàðè�ìû. Ôàê-òè÷åñêè ÿ ñîâìåñòèë äâå ðàçíûå òåìû â îäíîì ëèñòêå, õîòÿ áûëî áû ëîãè÷íî èõ ðàçäåëèòü. Ìíîãèåîäíó èç òåì çíàëè ëó÷øå äðóãîé, è ðåøàëè, â îñíîâíîì, çàäà÷è íà íå¼ � çà ñ÷¼ò ýòîãî âòîðàÿ òåìàñòðàäàëà.Åñëè êîíêðåòíî ïî çàäà÷àì, òî íàèáîëüøåé ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüçîâàëèñü çàäà÷è 4, 5, 6 (êîíå÷-íî, íà ñàìîì äåëå îíè ïðîñòûå � íå âòîðîãî óðîâíÿ). Çàäà÷è 8 (öåëèêîì, âêëþ÷àÿ ïóíêò ã)) è 10òîæå àêòèâíî ñäàâàëèñü. À âîò çàäà÷è 1, 2 è 9, íàïðîòèâ. Âïðî÷åì, çàäà÷à 9, ðàâíî êàê è çàäà÷à 11,îáñóæäàëàñü íà ÷åòâ¼ðòîé ëåêöèè.Ïîäâîäÿ èòîãè, ÿ áû ñêàçàë, ÷òî òåìû íåîáõîäèìî ÷¼òêî ðàçãðàíè÷èòü. Ïðî òåìó "Ïðåäåëïîñëåäîâàòåëüíîñòè" áóäåò ñêàçàíî â êîììåíòàðèÿì ê ÷åòâ¼ðòîìó ëèñòî÷êó. Â òåìå "Ëîãàðè�ìû"çàäà÷è 1 è 2 ÿ áû îáúåäèíèë â îäíó çàäà÷ó óðîâíÿ (II). Çàäà÷è 4 è 6 (à ìîæåò, è çàäà÷ó 5) ÿ áûïåðåâ¼ë íà óðîâåíü (I). Êðîìå òîãî, ÿ áû äîáàâèë íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ ðàç-íîé ñëîæíîñòè. Íàïðèìåð, òåõ, ÷òî ïðèâåäåíû íèæå. È åù¼ ÷òî-íèáóäü ñëîæíîñòè (III). Íàïðèìåð,÷òî-íèáóäü, ñâÿçàííîå ñ ïðåäåëàìè (â ÷àñòíîñòè, ñ çàìå÷àòåëüíûìè ïðåäåëàìè è âû÷èñëåíèåì ïðî-èçâîäíîé ýêñïîíåíòû è ëîãàðè�ìà). 2



Çàäà÷è 19.08.2012Çàäà÷à 13. (I) Âû÷èñëèòå:à) log2√2 8; á) − log3 log3
3
√

3
√
3; â) 4log2 5+log1/4 10; ã) log√3+1(4 + 2

√
3).Îòâåò. à) −3

2
; á) 2; â) 5

2
; ã) 2.Çàäà÷à 14. (II) Âû÷èñëèòå: à) √169

1
log20 13 + 9

1
log15 3 ; á) 64− log 1

3
2·log 1

4
9+1,5;â) log5 0, 5

log5 24− log5 3
; ã) log2 sin π

2
+ log2 cos

π

4
+ log2 tg

5π

4
; ä) log 1

2

(

log3 cos
π

6
− log3 sin

π

6

).Îòâåò. à) 25; á) 8; â) −3; ã) −1

2
; ä) 0.Çàäà÷à 15. (I) Ñðàâíèòå äâà ÷èñëà:à) log5 13 è log7

1

3
; á) log2 5 è 5

2
; â) loglog3 2 12 è 1.Îòâåò. à) log5 13 < log7

1

3
; á) log2 5 <

5

2
; â) loglog3 2 12 > 1.Çàäà÷à 16. (II) Ñðàâíèòå äâà ÷èñëà:à) log189 1323 è log63 147; á) log3 35 è log2 11; â) log2 3 è log3 4.Îòâåò. à) log189 1323 > log63 147; á) log3 35 < log2 11; â) log2 3 > log3 4.Çàäà÷à 17. (II) Íàéäèòå:à) log(√a/ 3

√
b) a

2, åñëè logb a = 2; á) lg 2 è lg 5, åñëè lg 2 · lg 5 = a;â) log6 16, åñëè log12 27 = a; ã) log35 28, åñëè log14 7 = a, log14 5 = b.Îòâåò. à) 6; á) 1±
√
1− 4a

2
; â) 4(3− a)

3 + a
; ã) 2− a

a + b
.Çàäà÷à 18. (II) �åøèòå óðàâíåíèÿ:à) log4(2 log3(1 + 2 log2(1 + 3 log3 x))) = 0,5; á) log2 x+ log3 x = 1;â) log3 x3 · log2 x− log3

x3

√
3
=

1

2
+ log2

√
x; ã) 1 + logx−2 (4x− 11) = 2 log4x−11 (4x

2 − 19x+ 22);ä) log 7x−x2

25

(1− sin 2x− sin x+ cosx) = log 7x−x2

25

(cos 2x).Îòâåò. à) { 3
√
3}; á) {2log6 3}; â) {1; 24√3}; ã) {π

6
;
5π

6
;
13π

6

}; ä) {0}.Çàäà÷à 19. (II) �åøèòå íåðàâåíñòâà: à) log2 (1 + log1/9 (x− 3)− log9 (x− 3)) < 1;á) log2(x− 1)− log2(x+ 1) + log x+1
x−1

2 > 0; â) 2 log5√x− 2 6 logx
1

5
; ã) logx (4x− 12

x− 4

)

6 1;ä) log2−x (x+ 2) logx+3 (3− x) 6 0; å) (logx 2)(log2x 2)(log2 4x) > 1.Îòâåò. à) (10
3
; 6
); á) (3; +∞); â) (0; 1) ∪ {5};ã) (0; 1) ∪ [2; 3) ∪ [6; +∞); ä) (−2;−1] ∪ (1; 2); å) (2−√

2; 1
2

)

∪
(

1; 2
√
2
).

3


