
Çàäà÷è 18.08.2012Ëèêáåç � 2. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ.Çàäà÷à 1. (I) Ïóñòü A = {15, 78, 137, 201}, B = {78, 201, 2009}, C = {0, 15, 205, 2011},
D = {0, 78, 2011, 2012}. Íàéäèòå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:à) (A ∩ B) ∪D; á) C ∩ (D ∩ B); â) (A ∪ B) ∩ (C ∪D); ã) (A ∪ (B ∩ C)) ∩D;ä) (A ∪B)\(C ∩D); å) (A ∪D)\(B ∪ C); æ) A\(B\(C\D)).Çàäà÷à 2. (I) Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B,C:à) (A\B) ∪ B = A; á) A\(A\B) = A ∩ B; â) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C);ã) A\(B\C) = (A\B) ∪ (A ∩ C); ä) A\(B ∪ C) = (A\B) ∩ (A\C); å) (A\B) ∪ (B\A) = A ∪ B?Çàäà÷à 3. (I) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ìíîæåñòâà èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, ÷òî äëÿ êàæäûõäâóõ åãî ýëåìåíòîâ îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì äðóãîãî.Çàäà÷à 4. (I) Êàæäûé äåñÿòûé ìàòåìàòèê � ïðîãðàììèñò, à êàæäûé øåñòîé ïðîãðàììèñò �ìàòåìàòèê. Êîãî áîëüøå � ìàòåìàòèêîâ èëè ïðîãðàììèñòîâ � è âî ñêîëüêî ðàç?Çàäà÷à 5. (I)Íàéäóòñÿ ëè òàêèå ìíîæåñòâà A, B è C, ÷òî A∩B 6= ∅, A∩C = ∅ è (A∩B)\C = ∅?Çàäà÷à 6. (I) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç n ýëåìåíòîâ?Çàäà÷à 7. (I) Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, à åãî ïîäìíîæåñòâî B � èç k ýëå-ìåíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òàêîå ìíîæåñòâî C, ÷òî B ⊂ C ⊂ A?Çàäà÷à 8. (I) Ïóñòü ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç m ýëåìåíòîâ, à ìíîæåñòâî Y � èç n ýëåìåíòîâ.à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y ?á) Êàê ìíîãî ñðåäè ýòèõ îòîáðàæåíèé âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ?Çàäà÷à 9. (I) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì f(X) = Yè f−1(Y ) = X , òî f � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå?Çàäà÷à 10. (II) Ïóñòü f : X → Y, A1, A2 ⊂ X . Îáÿçàòåëüíî ëè âåðíî ëè, ÷òî: à) f(X) = Y ;á) f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2); â) f(A1 ∩A2) = f(A1) ∩ f(A2); ã) f(A1 \ A2) = f(A1) \ f(A2);ä) åñëè A1 ⊂ A2, òî f(A1) ⊂ f(A2); å) åñëè f(A1) ⊂ f(A2), òî A1 ⊂ A2; æ) f−1(f(A1)) = A1?Çàäà÷à 11. (II) Ïóñòü f : X → Y, B1, B2 ⊂ Y . Îáÿçàòåëüíî ëè âåðíî, ÷òî: à) f−1(Y ) = X ;á) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2); â) f−1(B1 ∩ B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2);ã) f−1(B1 \B2) = f−1(B1) \ f

−1(B2); ä) åñëè B1 ⊂ B2, òî f−1(B1) ⊂ f−1(B2);å) åñëè f−1(B1) ⊂ f−1(B2), òî B1 ⊂ B2; æ) f(f−1(B1)) = B1?Çàäà÷à 12. (II) Ïóñòü M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâìíîæåñòâà M , ñîñòîÿùèõ èç ÷¼òíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, òàêîå æå, êàê è êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ,ñîñòîÿùèõ èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.Çàäà÷à 13. (II) Äîêàæèòå, ÷òî ñïîñîáîâ ðàññòàíîâêè ñêîáîê (óêàçûâàþùèõ ïîðÿäîê äåéñòâèé)â ïðîèçâåäåíèè èç n ýëåìåíòîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàçáèòü âûïóêëûé (n+1)-óãîëüíèê íàòðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè.Çàìå÷àíèå. Ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Êàòàëàíà è îáîçíà÷àåòñÿ Cn−1. Íàïðè-ìåð, C2 = 2, ïîòîìó ÷òî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ èç òð¼õ ìíîæèòåëåé åñòü äâà âàðèàíòà ðàññòàâèòü ñêîáêè:
(ab)c è a(bc). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü äâà ñïîñîáà ðàçðåçàòü ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëüíèêà,ïðîâåäÿ äèàãîíàëü.Çàäà÷à 14. (II) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ìíîæåñòâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïåðåìåííûõ
A è B ïðè ïîìîùè (ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåìûõ) îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè? Äâàâûðàæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ðàâíû ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ.Çàäà÷à 15. (II) Ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 2n ýëåìåíòîâ. Â í¼ì âûäåëåíî k ïîäìíîæåñòâ, ïðè÷¼ìíè îäíî íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî. Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå k?
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Çàäà÷è 18.08.2012Ëèêáåç � 2. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ (îòâåòû)Çàäà÷à 1. (I) à) {0, 78, 201, 2011, 2012}; á) ∅; â) {15, 78}; ã) {78};ä) {15, 78, 137, 201, 2009}; å) {137, 2012}; æ) {15, 137}.Çàäà÷à 2. (I) à) Íåò; á) äà; â) äà; ã) äà; ä) äà; å) íåò.Çàäà÷à 3. (I) Íàïðèìåð, {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}}.Çàäà÷à 4. (I) Åñëè ïðîãðàììèñòîâ-ìàòåìàòèêîâ x, òî ìàòåìàòèêîâ 10x, à ïðîãðàììèñòîâ 6x.Òî åñòü ìàòåìàòèêîâ áîëüøå â 5/3 ðàç.Çàäà÷à 5. (I) Íåò. Ïðîùå âñåãî ýòî óâèäåòü íà êðóãàõ Ýéëåðà.Çàäà÷à 6. (I) 2n.Çàäà÷à 7. (I) 2n−k.Çàäà÷à 8. (I) à) nm; á) åñëè m = n, òî n!, èíà÷å 0.Çàäà÷à 9. (I) Íåò, ýòî âñåãî ëèøü ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.Çàäà÷à 10. (II) à) Íåò; á) äà; â) íåò; ã) íåò; ä) äà; å) íåò; æ) íåò.Çàäà÷à 11. (II) à) äà; á) äà; â) äà; ã) äà; ä) äà; å) íåò; æ) íåò.Çàäà÷à 12. (II) Íàäî ïîñòðîèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (èç ïîäìíîæåñòâ ñ íå÷¼ò-íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ â ïîäìíîæåñòâà ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ). Íàïðèìåð, çà�èêñèðîâàòüêàêîé-ëèáî ýëåìåíò è ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äðóã äðóãó òå ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿâ òî÷íîñòè ýòèì ýëåìåíòîì.Çàäà÷à 13. (II) Ñòðîèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ñêîáî÷íûõ ñòðóê-òóð â ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé.Çàäà÷à 14. (II) 22
n
−1. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïîìîùè óêàçàííûõ îïåðàöèé ìîæ-íî îòùåïèòü (2n − 1) íåçàâèñèìûõ êóñî÷êîâ. Ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 2 ïîëó÷àåòñÿ 8 âûðàæåíèé.Çàäà÷à 15. (II) Cn

2n
. Åñëè ðàññìàòðèâàòü âëîæåííûå öåïî÷êè âèäà A0 ⊂ A1 ⊂ . . . ⊂ A2nèç ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà M , ãäå ìíîæåñòâî Ai ñîñòîèò èç i ýëåìåíòîâ, òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî,÷òî èç êàæäîé òàêîé öåïî÷êè â äàííîì íàáîðå ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà. Êðîìå òîãî,ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ñëî¼â ìíîæåñòâà M (âñåõ ïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç îäèíàêîâîãî ÷èñëàýëåìåíòîâ) ñàìûì áîëüøèì áóäåò ñðåäíèé ñëîé (ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëó ýëåìåíòîâ n). Äàëüøå íàäîíåìíîãî ïîõèìè÷èòü (êàê ñäåëàòü ýòî êîðîòêî è ñòðîãî, ÿ çà 5 ìèíóò íå ïðèäóìàë).Êîììåíòàðèé. Çà÷¼ò çà ýòîò ëèñòîê ñòàâèëñÿ çà 4 âåðíî ðåø¼ííûå çàäà÷è óðîâíÿ (II). Îäíà-êî âî âñåõ ñïîðíûõ ñëó÷àÿõ (êîãäà ó ìåíÿ âîçíèêàëè êàêèå-ëèáî ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî ÷åëîâåê âñ¼ïîíèìàåò) ÿ îñòàâëÿë çà ñîáîé ïðàâî ïîñïðàøèâàòü ñõîäó çàäà÷è óðîâíÿ (I).Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî ëèñòî÷êà, çäåñü íå óäàëîñü äîáèòüñÿ èäåàëüíîãî áàëàíñà. Ïðîáëåìà çà-êëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî èç øåñòè çàäà÷ óðîâíÿ (II) òðè äîâîëüíî ñëîæíûå. Êðîìå òîãî, îòñóòñòâàëâûáîð (íåò çàäà÷ óðîâíÿ (III)). Âîçìîæíî, ïîýòîìó (à òàêæå ïîòîìó, ÷òî ýòî áûëà íàèìåíåå çíà-êîìàÿ äëÿ øêîëüíèêîâ òåìà èç ïðåäñòàâëåííûõ íà ëèêáåçå), ñî ñäà÷åé ýòîãî ëèñòî÷êà âîçíèêëèíàèáîëüøèå ñëîæíîñòè. Ôàêòè÷åñêè, øêîëüíèêàì íè÷åãî íå îñòàâàëîñü, êàê ðåøèòü äâå ïðîñòûåçàäà÷è (12 è 14), à ïîòîì ñ áîÿìè ïðîðûâàòüñÿ ÷åðåç çàäà÷è 10 è 11. Ýòî, íà ñàìîì äåëå, áûëî î÷åíüïîëåçíî; òåì, êòî ñóìåë ïðîðâàòüñÿ, ÿ ñ ÷èñòîé ñîâåñòüþ ïîñòàâèë çà÷¼ò.Ïîäûòîæèâàÿ ñäà÷ó çàäà÷, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èç çàäà÷ óðîâíÿ (I) ïîëüçîâàëèñü ïîïóëÿðíî-ñòüþ çàäà÷è ñ 4-îé ïî 7-óþ, à çàäà÷è 8 è 9, íàïðîòèâ, íå ïîëüçîâàëèñü. Çàäà÷è 12 è 14 ðåøèëè ïî÷òèâñå (êòî ñäàâàë), à çàäà÷è 13 è 15, íàïðîòèâ, ïî÷òè íèêòî.Òàêèì îáðàçîì, â áóäóùåì ÿ áû ïîâûñèë óðîâåíü çàäà÷ 3 è 9 äî âòîðîãî, à óðîâåíü çàäà÷è 15äî òðåòüåãî. Òàêæå ÿ áû äîáàâèë â çàäà÷ó 14 ïóíêò á) ïðî ñëó÷àé n ìíîæåñòâ (è ñäåëàë áû èìåííîåãî óðîâíÿ (II), à ïóíêò à) � óðîâíÿ (I)). Âîçìîæíî, ïîëåçíî áûëî áû äîáàâèòü åù¼ ñëîæíûõ çàäà÷(ìîæåò, è ïðîñòûõ � òîæå). È óæ òî÷íî íèêàê íåëüçÿ ñòàâèòü çà÷¼ò çà ýòîò ëèñòîê áåç îáñóæäåíèÿõîòÿ áû íåñêîëüêèõ ïóíêòîâ èç çàäà÷ 10 è 11. 2


