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Mélange de modeles probabilistes
Introduction

Objectif : améliorer les performances en combinant des modeles
simples pour obtenir des modeles plus complexes.
Approche : probabiliste (différent du boosting)

o Hypothese :

e modeles simples probabilistes
o mélange linéaire convexe

@ Dérivation : maximiser la vraisemblance

o des parameétres de chaque modele simple
o des coefficients du mélange

Dans ce cours :
o Deux usages : partitionnement et classification (régression)
o Deux modeles : Gaussien et régression logistique (régression
linéaire)
o Maximisation de la vraisemblance dans des cas compliqués :
Espérance-Maximisation (EM)
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© Deux exemples
@ Partitionnement de données
o Classification
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Partitionnement de données
Mélange de Gaussiennes

Loi normale (densité)

V() = U\}z_wex,) (_;(x(—ﬂmz)

1 1 _
Vpx(x) = W exp (—E(X —p) TN (x - M))

@ d : dimension
® /I, 4 1 moyenne

e 2, ¥ :variance
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Partitionnement de données
Mélange de Gaussiennes

Partitionnement de données :
o Soit N individus X = {x;|i = 1..N},
@ chacun décrit par d attributs,
@ supposé issus de K groupes.
Hypothése : modéle gaussien
o Les individus de chaque groupe sont des échantillons d'une
gaussienne de paramétre 6, = {p, £}. On note
© = {bktk-1.K
o Les proportions des groupes sont données par
T = {Tk}k=1.K
@ Donc, les individus x de X sont tirés selon le mélange de lois

Mélange de Gaussiennes (densité)

K
fo(x) = mva, (%),
k=1

o & = {©, 7} et vy, est la densité d'une gaussienne.
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Classification
Mélange de régressions logistiques

Régression logistique pour la classification (deux classes) :

Vraisemblance P (Y|x, ) du modéle régression logistique

o P(Y =1|x,0) = sig(07x)
P(Y =0[x,0) =1—-P(Y =1]x) = 1 —sig(6"x)
P(Y = y|x,0) = sig(0Tx)¥ (1 —sig(0 "x))} ™

sig(x) = H% : fonction sigmoide

# : vecteur de paramétres du modeéle log-linéaire

Regle pour classifier (fonction de coiit 0-1) :
. P(Y=1|x,0 ig(0"

o Si P%Y:n}i,eg = lfgi(g(ﬂ—’px)

gi P(r=0|x.6) _ sig(6 " x)

® 2l B(y=1[x,8) ~ 1 sig(87x)

>lalorsy=1

<1lalorsy=0
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Classification
Mélange de régressions logistiques

@ La régression logistique ne fonctionne que pour des classes
linéairement séparables.
o Idée :
o Des sous groupes d’individus sont linéairement séparables.
o Pour chaque groupe k, on apprend les parameétres 6 de la

régression logistique.
o On combine linéairement les classifieurs appris.

Vraisemblance P (Y|x, ®) du mélange de régressions logistiques

K
P(Y =yl ®) = msig(6{ x)" (1 - sig(6{ )",
k=1

avec ® = {©,N}, © = {O }i—1.k, M= {m k=1
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© Maximum de vraisemblance
@ Cas simples
o Cas compliqués
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Vraisemblance
Définition

Log-vraisemblance £(X; )

Soit 6 les parametres du modele et X = {x;};—1 n des
échantillons i.i.d.,

o Cas discret :
L(X;0) = log(P (X]0)) = Zlog (x;]0))
o Cas continue :

£(X;0) = log((X)) "= 3" log(fy(x;))
i=1

B. Matei (LIPN) Apprentissage Statistique - Cours 4 M2EID 2018/2019 11 /33



@ Introduction

© Deux exemples

© Maximum de vraisemblance
@ Cas simples

Q@ Conclusion

B. Matei (LIPN) Apprentissage Statistique - Cours 4 M2EID 2018/2019 12 /33



Loi normale : maximum de vraisemblance |
Annulation du gradient

@ Pour la loi normale, dériver et annuler la log-vraisemblance
< suffit »a retrouver les paramétres.

N
P‘ML*NZ

v = (xi — g ) (xi — MML)T

=2~
'Mz m

Il
—

1

o Démonstration (d = 1) : on écrit la log-vraisemblance,
L(X; u, o) Zlog )

:—Nlog()—y"’g27r ;i( ﬂi)
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Loi normale : maximum de vraisemblance |1

Annulation du gradient

o Les dérivés partielles s'écrivent,

i=1
N
oL N 1 5
= PICL
o On égalise a zéro :
N T
Z(x,—ﬂ):0=>.u:NZx,
i=1 i=1
1 N 1 N
2 _ 2 _ 2
_N+§21(X,—,u) =0=0 7N21(X'_H)
= 1=
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Régression logistique : maximum de vraisemblance
Descente de gradient (rappel)

@ On écrit la log-vraisemblance,
N
L(Y;X,0) = yilog (sig(67x;)) + (1 — yi) log (1 — sig(67x;))
i=1
o Calcul du gradient,
N
0 ;x, (y, — sig(@ x,))

o Monté de gradient pour trouver le maximum,

aL
6 =0 + o — 20 (9 )
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Espérance Maximisation |

Introduction de variables latentes et décomposition de la vraisemblance

Probleme : maximiser la vraisemblance £(X;)) de modéles
complexes peut s'avérer trés compliquée.
Idée : introduire de nouvelle variables Z, dites cachées ou
latentes, qui vont venir compléter les observations X tel que leur
connaissance facilite la maximisation de la vraisemblance.

@ On note ® les paramétres de la distribution de X

@ En utilisant la régle de Bayes,

P(X, Z|®)
P(X|®)=P(X|Z.®)= ——= =
(XI9) = P(X1Z.9) = {5
e On appelle £(X, Z; ®) la vraisemblance complétée, on a
L(X;®)=L(X,Z;®)—L(Z;d,X)

o L'algorithme EM fonctionne de facon itérative. On note
(1) |es paramétres 3 |'étape t.

B. Matei (LIPN) Apprentissage Statistique - Cours 4 M2EID 2018/2019 17 / 33



Espérance Maximisation I

Introduction de variables latentes et décomposition de la vraisemblance

Prenons |'espérance sur Z conditionnellement a (1) et X,

Q(®,0(7) H(®,o)

L(X;d) = Ez [E(XJ;(I))‘(D“RX} iy [c(z; ¢,X)‘¢(f),X]

@ Connaissant les parametres a |'étape t, on cherche B(t+1)
qui maximise £(X, d(t+1)),

@ On peut montrer qu'il suffit de maximiser Q(¢(t+1) d(1).

Cette maximisation se fait en deux étapes.
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Espérance Maximisation
Etape E, étape M

o |’étape E, consiste a calculer de I'expression
Q(o, 00) — E [E(X, z;¢)’¢(*),x]

C'est a dire a calculer 'espérance sur Z conditionnellement
3 ol X,

o Dans I'étape M, on cherche le prochain ensemble de
paramétres ®(t+1) tel que

o(t+1) — arg mgx Q(o, ¢(t))
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Mélange de Gaussiennes |
Etape E

@ Pour le mélange de Gausienne, on a

X,|¢ Z?Tkllgk

@ On introduit les variables aléatoires zj qui valent 1 si
I"individu X; est généré par la k-ieme Gaussienne, 0 sinon.
On pose,

K
[P X, Z,qu) E 7TkV(9k X,
k=1

qui vérifie 30, 1013 P (i, zi|P) = P (xi[P)
@ On écrit la log-vraisemblance des données complétées,

N K
L(X, Z,P) = E E zj log (kv (%)) .
i=1 k=1
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Mélange de Gaussiennes Il
Etape E

@ Ainsi
N K
Q. 0) =, lz D zik log (v, (x1))| @), X
i=1 k=1
N K
- Z Es [zik’dJ(t),x;] log (7 va, (X))
i=1 k=1

o Notons v, = Ez [Zik’(b(t)vxf‘}' ona

P (Zik = 1,X,"¢(f))
P (X,"(b(t))

ik =P (Zik = 1’¢(t)~,xi) =

iV, (%)
K
Zk’:l ﬂ-k’uﬂk: (X,‘)
@ Intuition : probabilité d'étre généré par le k-ieme modeéle
divisé normalisé par la probabilité d'étre généré par
I'ensemble (le mélange) des modeles.
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Mélange de Gaussiennes |
Etape M

@ Dans |'étape M, on cherche

N K

o) — 4rg max Z Z vik log (v, (%))

i=1 k=1

avec ® = {1, 0} sous la contrainte , m, =1

@ On utilise le lagrangien,

N K
L(M,©,7) Z Zv,k log (71, (x (Z T — 1)

i=1 k=1

@ On dérive par rapport a chaque composante et on annule.

o Commenc;ons par g,

N
oL 2oim1 ik =0
Oy Tk
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Mélange de Gaussiennes Il
Etape M

o Ainsi, pour tout k, vazl Vik = ATk

@ On somme sur k et on réinjecte la contrainte pour trouver,

K K
N = ZZ’M Z)\Wk =A

k=1 i=1 k=1

@ Finalement,
N
=N Z ik
i=1

e Passons a f = { . Xk}, on a,

oL - Gﬁk(X; ,uk,Zk) ot oL - 8£k(X;Mk:Zk)
Oy Opy ory, )

avec,

Ek(X;,uk,):k):—%log(D:D L log(27)— Za,,k xi—p1) T (xi—p2)
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Mélange de Gaussiennes IlI
Etape M

@ Similairement au cas avec une seule Gaussienne, on trouve

N
D iz VikXi
N
Doim1 Yik
N T
v, — izt Yik(Xi = B ) (xi = )
k= N
Z,‘:1 ik
@ Intuition : chaque modele est appris avec I'ensemble des

individus mais pondérés par leur coefficient d'appartenance
a ce modeéle.

Hi =
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Mélange de régression logistiques |
Etape E

@ Pour le mélange de régressions logistiques, on a

K

P (vilxi, ®) = D misig(0 x;)"(1 — sig(0] x:) ™
k=1

@ On introduit les variables aléatoires zj qui valent 1 si
I"individu X; est appartient au groupe k, 0 sinon. On pose,

Zik

K
P (vibci, ®) = 3 (mesig(07x)" (1 - sig(67x))' ™)

k=1

qui vérifie 37 1o 13 P (xi, zi [®) = P (x;|®)
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Mélange de régression logistiques Il
Etape E

@ On écrit la log-vraisemblance,
N K

LY.Z; X, $) = Z ZZ“‘ (Iog('/rk) + yilog (sig(GIx;))

i=1 k=1
+(1—y;)log (1 — sig(ﬂ,fx,-)))
o Ainsi

Q(d, ¢°(t)) = i 3 Ez [z,-k‘¢(t),x,-,y,-] (Iog(ﬂ'k) + yilog (sig(ﬁ[x,—))

i=1 k=1

+(1—y;)log (1 - Sig(f’[xr)))
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Mélange de régression logistiques Ill
Etape E

@ On note vy = [z [z,-k’dJ(t),x;,y,-}, on a

P (zi = 1, yi| ¢, x;
- - (t) . ) —
ik —[P(Zlk —1’(]) -,XHYI) - [P(y,-’d)(t),x,-)
Ty sig(HTx,)y"(l — sig(@Tx,-))lfy"
Zk/ 1 Tk sig(0]x;)i(1 — sig(6],x;)) i

@ Intuition : probabilité d'étre généré par le k-ieme modele
divisé normalisé par la probabilité d'étre généré par
I'ensemble (le mélange) des modeles.
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Mélange de régressions logistiques |
Etape M

o Dans |'étape M, on cherche

N K
o1 — org mgxz Z'y,-k (Iog(?fk) + y;log (sig(@[x,-))

i=1 k=1

+(1 - i) log (1 - sig(6] x))) )

avec = {1, 0} sous la contrainte ), m =1

@ On utilise le lagrangien L(M,©, \), que I'on dérive par
rapport a chaque composante et égalise 3 zéros.

@ Comme pour le mélange de Gaussiennes, on a

1 N
Tk = Z Vik
i=1

=]
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Mélange de régressions logistiques |l
Etape M

@ Passons a 0, = {p,, Lx}. La résolution se fait par descente
de gradient,

R R
0, D i (yf — sig(y Xf))

i=1
4 = o ok (1)

@ Intuition : le calcul du gradient pour un modele se fait a
I'aide de tous les individus mais pondérés par leur
coefficient d'appartenance a ce modéle.
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Espérance Maximisation |
Preuve de convergence
@ Pour prouver la convergence, on va montrer que chaque

itération de EM augmente la log-vraisemblance.
@ On calcule I'incrément & chaque pas,

£(X; 0(0) =Q((?, o)) — H(o("), &1
£(X: ¢(r+1)) :Q(cb(f“) ¢(t)) H(¢(r+1) ¢(t))
L0X; D) — £(X; 90 = (Q(o+1), 0(9) — (o1, 6(1))

— (H(HD o)) — H(q)(f)Tq;(t)))
@ On montre avec |'inégalité de Jensen que
H(o(+D o)) — Ha®) o)) <0
@ De plus, I'algorithme EM assure que

QP o1y > Q1) (1))
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Espérance Maximisation I
Preuve de convergence

@ Donc,

L(X; o)) —(x;00) >0

o Comme la log-vraisemblance est majorée et qu'a chaque
pas L£(X; ®(*)) augmente, I'algorithme converge.
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Q@ Conclusion
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Quelques remarques

o L'algorithme EM est trés utilisé, a de nombreuses variantes
et s'applique a une trés large variété de modele.

@ Le mélange de Gaussiennes est équivalent au K-moyennes
quand les variances tendent vers 0.

o L'algorithme EM peut diverger en cas de singularités dans
la fonction de vraisemblance. Ce probleme peut étre réglé
par traitement bayésien.

@ Une approche bayésienne permet aussi de sélectionner
automatiquement le nombre de composantes dans le
mélange.
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