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o 15 CM (10 x 1,5)
e 15 TP (10 x 1,5): Python
@ Examen écrit : 50%
e TP : 50%
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@ Introduction.
@ Motivation : compression des images numériques.
@ Cadre mathématique.
@ Représentations multiéchelles non-linéaire.
@ Cas 1D (Harten).

@ Extension au cas 2D.
@ Résultats.

@ Amélioration de la concentration.
@ Caractérisation de la régularité.

© Stabilité des représentations.
@ Applications.
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Le monde des images numériques

Photographie et vidéo numérique, TV, astronomie, médecine, etc.

Représentation mathématique d'une image :
[(x.y) = Intensité lumineuse au point (x, y)
Noir =0 < I(x,y) <1 = Blanc

Traitement numérique de I'image : ensemble des opérations mathématiques
appliquées a /(x, y) par des algorithmes, visant a résoudre des taches
spécifiques concernant I'image :

- Restauration, débruitage : une version dégradée de I'image que I'on
cherche a améliorer,

- Compression, codage : réduire la place mémoire occupée par I'image
numérique tout en conservant sa qualité.
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Choix d'une représentation

Le choix d’'une représentation appropriée de l'image est souvent fondamental
pour résoudre un probléme spécifique. Le point de vue de I'’Analyse
Harmonique : décomposer une fonction arbitraire en une combinaison de

fonctions simples.
f(x) = aoho(X) + aifi(X) + ah(X) + - - + anfa(x) + - - -

= Représentation de f par les coefficients ag, a1, az, - - -

Exemple 1 : Séries polynomiales
fX)=ao+aix+ax®+---+anx"+---

ie fo(x) = x"

Exemple 2 : Séries de Fourier

f(x) = ao + a1 cos(x) + by sin(x T\ /\ m f,,(X)=cos(nx)
+az cos(2x) + bz sin(2x) + U U U

+ancos(nx) + bnsin(nx) + -
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Structure hiérarchique de |'information visuelle

@ INFORMATION

o..@@
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Représentation multiéchelle dans une base d'ondelettes

@ concentration des coefficients numériquement significatifs.
@ compression ~ diminuer la taille de D.
~ améliorer Al;_4 I'approximation de /.
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Application a la compression des images

Idée de base : on ne code avec précision que
les coefficients numériquement significatifs
=-La résolution s’adapte localement

Exemple : codage de 1 % des coefficients

Standard de compression JPEG 2000 :
- Mémes principes de base
- Utilise des approximations plus “lisses”

- Bonne qualité avec compression de 1/40
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Représentation multiéchelle d’'une image bruitée : les coefficients
numériquement significatifs “émergent" au dessus du niveau d’intensité du
bruit.

Stratégie naturelle : seuillage
des coefficients d’'ondelettes inférieurs
au niveau d’intensité du bruit.
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Mesure mathématique de la rareté

Vitesse de décroissance de I'erreur de I'approximation a N termes.

Représentation de I'image | = > a)¢).
Approximation a N termes Iy := )y o geead’s [ axyy, on
s'intéresse au plus grand s > 0 t.q. : ||/ — Iy|[;2 < CN~=.

Formulation équivalente : (ay) € w/P avec 1/p=s+1/2.

Espaces faibles :. (ay) € w/P si et seulement si
Card{\ t.q. |ax| > n} < Cn~P.

Intuition

le nombre de coefficients au-dessus du seuil 1 ne doit pas croitre
trop vite lorsque n — 0

Rappels :

Norme L? d’une fonction / : D — R: ||1]|2, = [, |/|?
En discret ||/[|2, = 3, |In?
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Modélisation des images réelles

Images : objets complexes = zones homogenes + contours.

Modele possible
| € BV ssi | € L1 et VI une mesure finie.

Théoreme. (Cohen, DeVore, Petrushev, Dahmen, Daubechies, Xu)

I € BV([0,1]?) = ||/ — Iy||;2 < CN™2
et pas mieux en général.
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Image : | = Xq, avec 92 régulier.

ﬂl_ \ In = approximation a N termes
ﬁ% = = [/ — Inllz ~ N2
[ Hh
===

Probléme : on impose un raffinement isotrope

In = fonction constante par morceaux.

= 11— Iylle ~ N7

1 Probléme : algorithme rapide et hiérarchique ?
o = QA




Approches récentes pour une représentation des contours
@ Adaptation de la base d'ondelettes.
o Ridgelets/Curvelets. [Donoho et Candes] :

1= Inllez ~
o Contourlets. [Do et Vetterli].

log N
o Bandelettes. [Le Pennec et Mallat] :

sous hypotheses de régularité et détection

||/ —Iy|lz~N"°s>1

1= Inlliz ~ N7

o = QA
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Représentations Multiéchelles Non-linéaires.

But : traitement adapté pour les singularités isolées, par
I'utilisation des techniques introduites dans la simulation
numérique des ondes de chocs par Harten et Osher.

Basées sur des techniques de reconstruction adaptées a un modele
sous-jacent.

Développées en 1D

Représentations proches des représentations introduites par

Baraniuk, Davis et Sweldens en utilisant un lifting scheme
non-linéaire..

Analyse des méthodes : jusque-la presque inexistante.
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B.Matei M2 EID—-Apprentissage de Données Visuelles



Cadre multiéchelles de Harten .

- = (vf(fy))verj données au niveau de résolution 27/
, — ; i+1
@ opérateur de projection : v/ = Pj+ vitl,

o opérateur de prédiction : ¥/t = P/, v/ approximation de
vitt,

PROJECTION PREDICTION

| }

; . o pitlpi
Consistance :. Pj PJ.+1 =,

Erreur de prédiction d/ = vtl — i+l ¢ Ker(PJJ.'H)

Ve (WL d ) & (W2 d 2 diYy e (VO Y,
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Cadre multiéchelles de Harten : exemple 1 (1D)

Représentation par les valeurs moyennes.

uj = (ul)kez, avec Ik =27 [k, k+1[ et
- 1
o= [ u
Gkl
= fixe I'opérateur de projection
i1
4=

j+1 i+1
5 <”§k + “ﬁk+1>-
Probleme :

choix approprié de I'opérateur de prédiction.
o = QA



Cadre multiéchelles de Harten : exemple 1 (1D)

Exemple 1 :
On prend

AL AL

by = lopyr = U
Equivalente a la décomposition dans la base de Haar.
réguliere)

Probleme : ordre peu élevé (prédiction peu précise méme si u est

o = QA
B.Matei M2 EID—-Apprentissage de Données Visuelles



Cadre multiéchelles de Harten : exemple 1 (1D)

Exemple 1 Calcul de détails :
Ona:
. . . . . . 1 . X 1 . .
Gl = oyl =uy = = S ) = S - gt
On a aussi
. . . . . . 1. . 1.
eéﬁ—l = "]2:}-1 - ﬁgj—l = "541—1 — = "541-1 - 5("5:1 + “;1241-1) = *5(";“ - “12:41—1)
- i+1 i+1
onclusion : =— , on appelle cette valeur commune
Concl ebr i lle cette val
SR S i+1
détail d'approximation et on la note dé;r
i1 A4l | il
On remarque que uy, = i, + d

i+1 Al J+1
) etque uy =y, — dyy
=] = = = QA



Algorithme—Transformée directe

v=Haarld-directe(n,u)
v=copy(u)
w=copy(u)
while I < m do
forall k € [0..m/2 — 1] do
wlk] = (v[2k] + v[2k + 1])/2
wlk+m/2] = (v[2k] - v[2k + 1])/2

end
forall k € [0..m — 1] do
| v[k] =w[k];
end
m=m/2;
end
return v

] = = =
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Algorithme —Transformée inverse

v=Haarld-inverse(n,u)
v=copy(u)

w=copy(u)

m=1;

while m < n do

forall k € [0..m/2 — 1] do
w[2k] = v[k] 4+ v[k + m]
w[2k + 1] = v[k]- v[k + m]

end
forall k € [0..2m — 1] do
| v[k] =w[k];
end
m=2m;
end
return v

] = = =

= E 9ODaAce
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Exemple numérique Haar :

la transformée de Haar 1d. directe

On considere le vecteur u = [1,2,3,4,5,6,7, 8] de dimension n = 8 = 23, On calcule " la main” le résultat de
@ Premiere étape

@ Calcul de moyennes u =[1,2,3,4,5,6,7,8]— >w = |

@ Calcul de détails w— > w = [%2,%4 5L26 748
=1

, 42.0,0,0,0]
1-2 3—4 5—-6 7-—8
20 2 0 2 02 }
1 1 1 _ 1 ,l}
2 2 2 2 2

10 26 1 1 1 1
B 2000, —3, -3, —3,—3]
&tai _ 1o 26 3—7 11-—15
@ Calcul de détails w = [7, R, 458
w=[10, 2

a0
40 4

@ Calcul de moyennes w = | 86,0, -1, -1, —%, —
@ Calcul de détails w = [38,

10—26
5 L=
w = [7386,72, -1, -1, 7%, —

o = = A
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Cadre multiéchelles de Harten : exemple 2 (1D)

Représentation par les valeurs ponctuelles.
uj = (ui)kez, avec [; = 271.[/(, k+1[ et
vl = u(277k)
= fixe I'opérateur de projection

j i+1
“ﬁ = “Jzk
Probleme :

choix approprié de I'opérateur de prédiction.

o = QA
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Cadre multiéchelles de Harten : exemple 2 (1D)

Exemple 2 :

On prend

+1
Byy1 =

(uh + th)/2
Equivalente a la décomposition dans une base interpolante

Probleme : ordre peu élevé (prédiction peu précise méme si u est

réguliere), car on approche par une interpolation linéaire la
fonction sous-jacente u

o = = E A
B.Matei M2 EID—-Apprentissage de Données Visuelles



Cadre multiéchelles
d’'approximation

amélioration de |'ordre

Exemple 2 : Reconstruction d’ordre 3
On définit px(x) comme le polyndme cubique t.q

u=p(27), =k =1,k k+1,k+2
On définit

”ék+1 = pr(k+1/2).
On observe que par un changement de variables ce probleme
devient : on cherche pp(x) comme le polyndme cubique t.q
U? - pk(/)7

I =-1,0,1,2.
Cela se réduit a la résolution d'un systeme linéaire d’orde 4
Probleme : i

une singularité isolée affecte I'erreur de prédiction.
=] 5 = E Ay



Cadre multiéchelles : amélioration de I'ordre
d’'approximation

Exemple 2 : Reconstruction d’ordre 3.
Idée : remplacer px dans la construction précédente par py
construit comme le moins oscillant des polynémes

{Pk=1, Pi, Pr+1}-

On définit px_7 en utilisant k — 2, k — 1, k, k + 1. On définit p, en

utilisant k — 1, k, k + 1, k + 2. On définit py,1 en utilisant
k,k+1,k+2,k+ 3.

On améliore au voisinage de I'intervalle [k, k + 1), mais pas a
I'intérieur de celui-ci.

o = = E A
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moyennes t.q.

Valeurs moyennes : amélioration de |'ordre d’approximation

On définit px(x) comme le polyndme quadratique qui interpole les
li

U{Z 1/ Pk,
I

sl

On définit

1 1 [
Oyt = |l41,24] 1/ pr et
I

NEE
uj2k+1 -
li+1,2k

/+1,2k+1|1/ Pk
I.

li+1,2k+1
Décomposition multiéchelles obtenue équivalente a la

l=k—1kk+1.

décomposition dans une base d'ondelettes biorthogonales

Probleme : une singularité isolée affecte |'erreur de prédiction

M2 EID—-Apprentissage de Données Visuelles
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Valeurs moyennes : amélioration de |'ordre d’approximation

Exemple 3 : Prédiction non-linéaire essentiellement
non-oscillante (ENO).

Idée : remplacer py dans la construction précédente par py,
construit comme le moins oscillant des polynémes
{Pk—1, Ps P+1}-

Pra
Py

MNat: . W j j j
Mesures des oscillations : |p”|, |uj_; — 2uj — uy_ 4],
Processus non-linéaire dépendant des données.
Avantage :
prédiction.

etc.

on réduit le nombre d'intervalles ayant une mauvaise

T

X

o = = E A
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Valeurs moyennes : amélioration de |'ordre d’approximation

Exemple 4 : ENO avec la reconstruction intra maille .

- étape 1 : détection des intervalles contenant une discontinuité.

si pour l'intervalle k — 1 ENO choisit le polynéme décentré a

gauche et pour l'intervalle k + 1 ENO choisit le polyn6me décentré
a droite alors l'intervalle k contient une discontinuité

- étape 2 : si [; ;. contient une discontinuité, on définit :

Pk = aX]—o0,y] + bX[yHroo[v oua= uf(_]_a b= u;<+1 t.q. U{( =

I'5k~
iy J’

v

- Pour les autres intervalles (ou lorsque y ¢ /; x), on utilise ENO.
Avantage :

précision ameliorée au voisinage de la singularité.

o = = E A
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Valeurs moyennes : Exemple numérique

Détails [d}| > ¢ =102

P 2

Prédiction linéaire et ENO-SR

Reconstructions uniquement a partir des moyennes v*

27

v

) v )

Prédiction linéaire et ENO-SR_
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Détails : Reconstruction d'ordre 2 (1) :

On définit px(x) comme le polyndme quadratique t.q. :

= |1y /, Pr
On définit :

l=k—1kk+1.
JNl
~f+1 — ~f+1
W = |ls1,2¢] 1/ Pr- et Dl
li+1,2k

= |/ -1
= |ly1,2641]
l.
On observe que par un changement de variables ce probleme

Pk-
J
devient : on cherche pp(x). comme le polyndme quadratique t.q.

+1,2k+1

0 —1 0
u = |l / Po = uj =/ Po,
lo,i lo,i

|=—-1,0,+1.
o = QA
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Détails :

Reconstruction d'ordre 2 (11) :

Soit

po(x)=a-x>+b-x+c.
Les trois conditions [ =

1 0,41 nous donne le systeme suivant
avec les inconnues a, b, ¢
f—l,o x?dxa + f*1»0 )<d><b+f71,0 dxc u0 1
fo,l x2dxa + fo,l xdxb + fo,l dxc = ug
f1,2 xzdxa+f1,2 xdxb+f1,2 dxc = ”E)H

qui devient

%af%b+c :uo_1
%a+lb+c =u

%a-%— §b+ c
Les solutions du systeme sont

a = g%y +up+3udy
P 0

—u_y +up
c = %u0_1+u8+2u0+1

o = = E A
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Détails : Reconstruction d'ordre 2 (I11) :

On définit :

L?cl):2/ po et ﬁ%:2/ Po-
I]_,o Il,l

avec les a, b, ¢ trouvés précédemment. On obtient ainsi

o = = E A
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Détails : Reconstruction non-linéaire d'ordre 2 (1) :

Idée : remplacer px dans la construction précédente par py
construit comme le moins oscillant des polynomes

{Pk—1, P; Pi+1}-
On définit :

Af+1 _ ~
ué—lt = [liy1,2¢| 1/

~j+1 ~1
Pk. et “ék+1 = |lj41,2k+1] /
lir1,2k I;

On observe que par un changement de variables ce probleme
devient : on cherche p_1(x), po(x), p1(x). comme les polynéme
quadratique t.q.

o= fy, Pt I=-2,-1,0
of =L, P 1= 10,41
0

uj :f/01P11 I=0,+1,+2.

Pk-

li+1,2k+1

o = = E A
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Détails :

Reconstruction non-linéaire d'ordre 3 (I1)

Le calcul de pp ne change pas. Le calcul de p_j est similaire a
celui de p;. On se concentre sur p;. Soit

2
pi(x) =a1-x+ b1 -x+c1.
Les trois conditions /= 0,+1,+2 nous donne le systeme suivant
avec les inconnues a1, by, ¢y :

$31+%bl+cl :ug
—al+%bl+q :uo1
?gal + gb1 +ca

= Uiz

Les solutions du systeme sont :

11 .0

a = u0 — u1 + 5 u_*_2
by = 72u0 + 3u1 — ug
= Fup+ 76u1 + 3

”+2

o = = E A
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Détails : Reconstruction non-linéaire d'ordre 3 (lll) :

On définit

00:2/ p1 et 0%:2/ p1-
h,o h1

avec les ay, by, 1 trouvés précédemment. On obtient ainsi

1 _ 11,0 1,0 1,0
Up = gly— Ui+ 3glio
1 _5 1,0 1.0
up =gl +3

Uy — glio

On obtient de la méme maniére pour le cas décentré a gauche :

1 _ 50 1,0 1,0

Ug =gl t 353U’y — gy
1 _ 11,0 1,0 , 1,0
up = gy —puly+gu,

[m] = = =

A
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Algorithme Quadratique —Transformée directe

v=Quad1d-directe(n,u)

v=copy(u)

w=copy(u)

m=n;

while 1 < m do

forall k =0,k = m/2 — 1 do

on calcule les valeurs aux bords
wlk] = (v[2k] 4 v[2k + 1])/2
wlk+m/2] = (v[2K] - v[2k + 1])/2
end
forall k € [1..m/2 — 2] do

on calcule les valeurs moyennes
wlk] = (v[2k] + v[2k + 1])/2

on calcule les valeurs prédites ¥[2Kk]
0[2k] =w[k] -1/8(w[k-1] -w[k+1] )
on calcule I'erreur

wlk+m/2] = v[2k] -0[2k]

end

forall k € [0..m — 1] do
| vkl =w[K];
end
m=m/2;
end
return v

o = = E A
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Algorithme Quadratique —Transformée inverse

v=Quad1ld-inverse(n,u)
v=copy(u)
w=copy(u)
m=1;
while m < n do
forall k =0,k = m/2 — 1 do
on calcule les valeurs aux bords
w([2k] = v[k] 4+ v[k + m]
w[2k + 1] = v[k]- v[k + m]
end
forall k € [1..m/2 — 2] do
on calcule les valeurs prédites V[2k]
V[2k] =v[k] -1/8(v[k-1] -v[k+1] )
on "ajoute” I'erreur aka le détail pour retrouver les valeurs initiales
w[2k] = ?[2k] + v[k + m]
w[2k + 1] = ?[2k]- v[k + m]

end
forall kK € [0..2m — 1] do
| vkl =wikl;
end
m=2m;
end
return v

=] F = = DA
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