Optimisation Linéaire - TD 1 (Corrigé)

Exercice 1 : Explosion de couleurs

Un peintre possede 80 litres de peinture rouge, 120 litres de peinture bleu et 100 litres de
peinture jaune qu’il souhaite vendre. Il peut cependant mélanger ces trois couleurs pour en obtenir
d’autres. Ainsi,

— en mélangeant du jaune et du bleu (en méme quantité), il obtient du vert,

— en mélangeant du jaune et du rouge (en méme quantité), il obtient de 1'orange,

— en mélangeant du rouge et du bleu (en méme quantité), il obtient du violet.

Le prix de vente de chaque litre de peinture est résumé dans le tableau suivant :

Rouge Jaune Bleu Vert Orange Violet
10 20 8 35 40 50

Question 1.1 : Formuler le probleme sous forme de probleme linéaire.

Correction :
On note z. la quantité de peinture de couleur c. On obtient alors :

max 10zr + 20x s + 8xp + 35xvert + 4020 + 50Ty jolet

1 1
TR+ 5%o + 5 TViolet = 30 (couleur rouge)
B + %xVert + %CUViolet =120 (couleur bleu)
s+ %xv”t + %mo =100 (couleur jaune)

TO,TR,TJ,TB,TVert, TViolet > 0

<&

Question 1.2 : Le peintre peut aussi acheter de la couleur bleu & un collegue (au plus 30 litres)
pour un prix de 10 euros par litre. Modifier le probleme en conséquence.

Correction :
On note zpa la quantité en litres de peinture bleu achétée au collegue. On obtient :

max 10xr + 20z + 8z + 35Tvert + 40x0 + 50T v ioter — 10TB4

TR+ %mo + %mvwlet =80 (couleur rouge)

B+ %xven + %xw(,let =120+ 2zB2a (couleur bleu)
zj + %xvert + %xo = 100 (couleur jaune)

zpa < 30

TO,TR,TJ,TB,TVert; TViolet; TBA > 0

<&

Question 1.3 : Le peintre peut également créer du noir en mélangeant a part égales le rouge,
le bleu et le jaune. De plus, comme cette couleur est trés demandée, il souhaite que la moitié au
minimum de sa "production" de couleurs soit du noir. Cette couleur se vend 25 euros par litre.
Modifier le PL en conséquence.
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Correction :

max 10zgr + 20z + 8xp + 35xvert + 4020 + 50xvi0iet — 10xBA + 25T N

TR+ %wo + %xViolet + %JSN =80 (couleur rouge)
1 1

rB + §xve,-t + §$Vi0l6t + gscN =120+ zBA (couleur bleu)
1 1 1

Ty + FTVert + %0 + 3N = 100 (couleur jaune)

TN 2 TR+ X7+ TB + TVert + TViolet

TO,TR,TJ,TB,TVert, TViolet; LBA, TN = 0

<&

Question 1.4 : Les couleurs rouge, bleu et jaune ne sont pas a la mode. Le peintre peut vendre
au plus 20 litres de chacune de ces trois couleurs. Modifier le PL en conséquence.

Correction :
Attention, les variables correspondent aux quantités vendues. Il est donc possible qu’apres la vente, il reste de la

peinture rouge, bleu ou jaune qui ne puisse étre vendue. Les égalités deviennent des inégalités.

max 10zr + 20x; + 8xp + 35xvert +40x0 + 50T v ioiet + 25y — 10T 54

TR+ %xo + %xwozet + %QJN < 80 (couleur rouge)

zB + %x\/em‘, + %CUViolet + éﬂﬁN <120+ zBa (couleur bleu)
Ty + %meg + %xo + %xN <100 (couleur jaune)

IN 2 TR+ TJ+TB + Tvert + TViolet

zpa <30

TR, TB, Ty < 20

TO, TR, TJ, LB, TVert; TViolet; TN,TBA > 0

<&

Question 1.5 : Le peintre se rend compte qu’il a déja une commande de 40 litres de vert. Comme
il s’est déja engagé, il devra payer 5 euros par litre non livré. Modifier le PL en conséquence.
Correction :

Il faut déterminer la quantité de peinture verte qui n’est pas livrée. On note yv cette quantité. On a alors :

max 10zg + 2027 + 8xp + 35xvert + 4020 + 50xvioter + 252N — 10284 — Dyv

TR+ %xo + %IV'Lolet + %xN < 80 (couleur rouge)

Tp + %x\/ert + %wilet + %LEN <120+ zpa (couleur bleu)
Ty + %xVeM + %xo + %xN < 100 (couleur jaune)

IN > TR+ 2J+TB + Tvert + TViolet

zpa <30

TR, B, Ty < 20
TVert + Yv > 40

TO, TR, TJ, LB, TVert; TViolets TN, TBA,Yv > 0

Exercice 2 : Résolution graphique
Question 2.1 : Résoudre graphiquement le probleme linéaire. Quelle est la solution optimale ?
Le cotit de cette solution ?
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max 2z + 3y
r+3y <6
2y
z>0

y > —2

Correction :

Dessiner les contraintes dans le plan. On obtient comme solution optimale (12, —2). Le coiit est 18. &

Question 2.2 : Quels sont les sommets du domaine réalisable 7 Quelles inégalités vérifient-ils a
I’égalité ?
Correction :
Sommets du domaine réalisable :
— (1.5,1.5) vérifiant = + 3y < 6 et > y & 1'égalité,
— (0,0) vérifiant x > y et > 0 & Iégalité,
— (0, —2) vérifiant x > 0 et y > —2 & P'égalité,
(12, —2) vérifiant y > —2 et z + 3y < 6 & 'égalité. O

Question 2.3 : Quelle est la solution optimale si, dans le probleme précédent, 1'objectif est
maintenant min 2x + 3y 7
Correction :

Le domaine de réalisabilité est le méme. La solution optimale est (0, —2), de coiit -6. S

Exercice 3 : Inégalités d’un domaine réalisable
Supposons que I'on a un probléme linéaire contenant deux variables (z et y) et dont le domaine
réalisable est donné par la figure 1. Donner les contraintes du probléme linéaire associé.

FIGURE 1 — Domaine réalisable

Correction :
Les inégalités sont :
3x+2y>6
z<5H
y<4
>0
y=>0
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Pour la contrainte 3z + 2y > 6, expliquer que 'on cherche la droite d’équation y = ax + b, avec a et b tels que les

points (0, 3) et (2,0) satisfont cette équation. &

Exercice 4 : Exemples de problémes linéaires
Donner un exemple de probléme linéaire (au plus deux variables) pour chacun des cas suivants :

probleme linéaire avec une solution,

probleme linéaire sans solution,

probléme linéaire avec une infinité de solutions,
probleme linéaire avec une solution optimale,

probleme linéaire avec une infinité de solutions optimales,

S Gt R =

probléme linéaire avec au moins une solution mais pas de solution optimale,
7. probleme linéaire avec exactement deux solutions.

Correction :

1. Probléme linéaire avec une solution : max{z : z = 1}

2. probléme linéaire sans solution : max{z : x < 2,z > 3}

3. probléme linéaire avec une infinité de solutions : max{z : 0 < z < 1}

4. probléme linéaire avec une solution optimale : max{z : 0 < z < 1}

5. probléme linéaire avec une infinité de solutions optimales : max{zx +y: z+y = 1,2,y > 0} et max{0z : 0 <
x <1}

6. probléme linéaire avec au moins une solution mais pas de solution optimale : probléme non borné max{z :
x>0}

7. probléme linéaire avec exactement deux solutions : impossible. Si 'on a deux solutions (distinctes) alors tous
les points du segments reliant ces deux points est une solution. Un probleme linéaire a donc 0, 1 ou une
infinité de solutions. o

Exercice 5 : Détermination des surfaces de cultures

Un fermier souhaite optimiser le revenu de ses terres agricoles, d’une surface totale de 100 acres.
Pour cela, il dispose de 1100 € d’investissement et 1’équivalent de 160 jours de main d’ceuvre. Vous
disposez de ’ensemble des informations suivantes :
20 € par acre de blé,

— Coit de t il et d’ t
ot e travatl et @ ehisemenceien 10 € par acre de pommes de terre.

120 € par acre de blé,

— R
evenus 40 € par acre de pommes de terre.

4 jours par acre de blé,

— Temps de main d’oeuvre .
1 jour par acre de pommes de terre.

Question 5.1 : Modéliser le probleme sous forme de probleme linéaire.
Correction :
Notons zp et xp les surfaces de blé et de pommes de terres cultivées. On obtient alors le probléme linéaire suivant.
max 120z + 40z p
20xp + 10xp < 1100
drp + xp < 160
zp +xp < 100
zp >0

wpzo
<&

Question 5.2 : Quelles surfaces de blé et de pommes de terre faut-il cultiver pour obtenir un
revenu maximum ? Quel est le profit généré ?
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Correction :
Dessiner les contraintes et résoudre graphiquement. On obtient que la solution optimale est celle vérifiant le systéme

20xp + 10xp = 1100
4drp + xp = 160

On obtient comme solution optimale (25,60), donc il faut cultiver 25 acres de blé et 60 acres de pommes de terre

(15 acres en friche). Le cofit est donc de 5400 €, donc un profit de 5400 - 1100 = 4300 euros. >

Exercice 6 : Résolution graphique
Question 6.1 : Résoudre graphiquement le probleme linéaire. Quelle est la solution optimale ?
Le cotit de cette solution ?

min T
—r+y<-—1
r+y=>3
y<2

x>0

y=>0

Correction :
Le domaine n’est pas borné. Cependant, on a une solution optimale (2,1) de cotit 2. >

Question 6.2 : Que se passe-t-il si I'objectif du PL précédent est maintenant max 2z + y 7

Correction :
Pour maximiser cette fonction objective, on part dans la direction non bornée. La valeur de la fonction objective

tend vers l’infini. S

Exercice 7 : Résolution graphique
Résoudre graphiquement le probleme linéaire suivant. Quelle est la solution optimale ? Le cofit

de cette solution ?

max 2z + 2y + z

T+ 22<2
drx+y >4
Yy—z=2
x>0
y=>0
z>0

Correction :
Bien que l'on ait 3 variables, on peut se ramener au cas de deux variables grace a 1’égalité. En posant z =y — 2, le

probléme devient :
max 2z + 3y — 2
zT+2y<6
de+y >4
y > 2 (inégalité associée a z > 0)
x>0
y=>0
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Le probléme peut étre résolu graphiquement. On obtient comme solution optimale la solution vérifiant :

r+2y==6
dr+y=4
C’est la solution (2/7,20/7), ce qui donne (en prenant en compte z), (2/7,20/7,6/7). >

Exercice 8 : Régime alimentaire bovin

Un éleveur possede deux vaches de race charolaise et 5 vaches de race aveyronnaise. Pour
nourrir son cheptel, il doit acheter un mélange de différentes céréales. Son objectif est d’acheter ces
différentes céréales au colit minimum tout en s’assurant que chaque vache soit nourrie correctement.
En effet, une vache charolaise a besoin de 40 mg de vitamine A, 50 mg de vitamine B et 100 mg
de vitamine C par jour, alors qu'une vache aveyronnaise nécessite 70 mg de vitamine A, 60 mg de
vitamine B et 30 mg de vitamine C. Il peut nourrir chaque vache avec différentes céréales : blé (5€
le kilogramme), mais (4€ le kilogramme) et orge (7€ le kilogramme). Les teneurs en vitamines de
ces différentes céréales sont données dans le tableau suivant :

Vitamine A | Vitamine B | Vitamine C
Blé 30 mg/kg 25 mg/kg 40 mg/kg
Mais | 10 mg/kg 15 mg/kg 20 mg/kg
Orge | 50 mg/kg 45 mg/kg 35 mg/kg

Question 8.1 : L’éleveur souhaite connaitre les quantités des différentes céréales a acheter pour
nourrir son troupeau au mois de mai. Modéliser son probléme sous forme de PL.

Correction :
Choix des variables : z% représente la quantité (en kilogrammes) de céréales C' ( B pour blé, M pour mais, O pour
orge) achetée pour nourrir les vaches de race V' (C pour charolaise, A pour aveyronnaise) pour 31 jours.

4mf4+7x8+7x8
302541025, +50x5 > 40 2 % 31
3028 +10z3;4+50z0 > 70 %5 % 31
2525 +1525;+4528 > 50 % 2 % 31
2525+ 152 0 +45x6 > 60 * 5 * 31
402542025, +3525 >100 * 2 % 31
4078 +202 5, +3525 > 30 %5 31
x >0

min 5mg+ 5$’§+ 4x§4+

<&

Question 8.2 : Suite & un probléme d’approvisionnement, I’éleveur ne peut pas acheter plus de
10 kilogrammes de blé. Par ailleurs, pour des questions de santé, le mais ne peut représenter plus
du quart de la consommation de céréales d’une vache charolaise. Modifier le PL en conséquence.
Correction :
On rajoute les contraintes suivantes :

zf +a5 <10

c c c
3z <z + 2o

Exercice 9 : Production d’électricité

Une entreprise d’électricité doit fournir de 1'électricité pour les villes de Villetaneuse, Epinay
et Saint-Denis. La puissance nécessaire d’électricité pour chaque ville est respectivement de 3000,
6000 et 5000 GW. Pour produire cette électricité, ’entreprise dispose de trois centrales électriques
C1, C2 et C3. Le cofiit de production et d’acheminement de 1’électricité en fonction des villes et
des centrales (en € par GW) est récapitulée dans le tableau suivant.
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Villetaneuse | Epinay | Saint-Denis
C1 80 100 120
C2 20 30 40
C3 40 60 80

De plus, chaque centrale posseéde une puissance limitée. Cette limite est respectivement de 9000,
6000 et 7000 GW. L’entreprise souhaite déterminer la production d’électricité par centrale ainsi
que la répartition de la production en fonction des trois villes de telle maniere que le cofit soit
minimal. Formuler ce probléeme comme un probléeme linéaire.

Correction :

On pose x;; la puissance acheminée de la centrale C; a la ville j. On a alors le probleme linéaire suivant :

min 80x11 4+ 100x12 + 120x13 + 2021 + 30222 + 40223 4+ 40231 + 60232 + 80133

z11 + 12 + 213 < 9000
Z21 + T22 + x23 < 6000
31 + 32 + 33 < 7000
z11 + x21 + x31 > 3000
T12 + x22 + x32 > 6000
T13 + x23 + x33 > 5000
x>0

Présenter la formulation plus générale. On note c¢;; le cotit de C; a Vj, d; la demande de chaque ville, et p; la puissance
maximum de chaque centrale. On obtient le probléeme linéaire :

3 3
minZZcUmij
i=1 j=1
3
inj <p; Vi=1,23
j=1
3
Z:c,-j >d;, Vj=1,23

=1

>0
- &
Exercice 10 : Mise sous forme canonique
Question 10.1 : Mettre les problémes linéaires suivants sous forme canonique.
Probléme 1 :
max3xiy — xo + 23
51+ xo+ x3>5
3 1 — 41‘2 =4
2.%1 — I3 < 10
I Z 0
T3 S 0
Correction :
On obtient :
max 3x1 — J:;' + x5, —2ah
— 511 — m;’+x;+x§;§—5
3z —4dxd +4z; <4
— 3z + 4 —4z; <-4
211 + x5 <10
L1, ‘T;, zy, l‘,g >0
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<

Probléme 2 :

min x; — x9

T1+2x0<H
1+ 5z =10
T9 > —3

x1 >0

Correction :
max —x; + T3 — 5
x4+ 225 — 225, <5
x1 + bxd — by <10
— 21 — 5x5 + bxy < —10
—zf +2, <3
Remarque : On peut aussi poser x5 = x2 + 3. On obtient alors :
max —3 — 1 + :E'2
1+ 225 < 11
z1 + 5z <25
— 1 — bah < —25

!
T,y >0

<&

Question 10.2 : Un probléme linéaire sous forme canonique peut étre écrit sous forme matricielle,

c’est-a-dire sous la forme :

maxc x
Ax <b
x>0

ou :
— c et x sont des vecteurs de Q",

— b est un vecteur de Q™,
— A € Q™™ est une matrice de m lignes et n colonnes de nombres rationnels.

Ecrire les formes canoniques des deux problémes sous forme matricielle.

Correction :
Probléme 1 :
1
I+
max (3 -1 1 —2) 2
)
!
T3
-5 -1 1 1 1 -5
3 —4 4 0 |aF < |4
2 4 -4 0] |ay ]| = |-4
2 0 0 1 xh 10
X1 0
x%’ > 0
z, | = {0
x5 0
8 Mathieu LACROIX
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Probléme 2 :
1 1 2 =2 5
e— [ 1 _ 1 5 =5 b— 10
1 ’ -1 -5 5]’ —10
0o -1 1 3 &

Question 10.3 : Ecrire sous forme matricielle les problémes linéaires sous forme standard.

Correction :
Les deux problémes s’écrivent sous la forme :

T
maxc T
Az =0b
x>0
Probléme 1 :
3
-1
1 5 -1 1 11 0 0 0 _5
) 3 4 4 00100 4
c=1lo|[4=|l=2 4 -4 0001 0"
0 2 0 0 1 00 0 1 10
0
0
Probléme 2 :
1
1
. 1 2 -2 100 0 5
1 5 =50 100 10
C*8’A*—1—550010’17*—10
0 0 -1 1 0 0 0 1 3
0 O

Exercice 11 : Dictionnaire optimal, variable entrante et variable sortante

Pour chacun des dictionnaires suivants, donner la solution associée. Indiquer s’il est réalisable.
Si c’est le cas, indiquer s’il est optimal. Dans le cas contraire, déterminer la variable entrante.
Indiquer si le probleme est non borné ou donner la variable sortante associée. On utilisera la régle
de choix donnée en cours dans le cas de plusieurs variables entrantes ou sortantes possibles.
Remarque : Un dictionnaire est dit réalisable si la solution associée vérifie les contraintes.

Probléme 1 :

max 263 —T8uxg3 — x5
€T = 500 +20xz3 —10z;5
To= —30 +4x3 +10zx5
x4 = 1200 —2x3 + x5
x>0
Correction :
Dictionnaire non réalisable. La solution associée (500, —30, 0, 1200, 0) ne vérifie pas z2 > 0. O

Probléme 2 :
max 187 —Huxg +3 x5

xr| = 500 4203 —10 x5
Tro = 800 +40 T3 —20 xI5
rqg= 1200 —2z3 +100x5
x>0
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Correction :
La solution associée est (500, 800, 0, 1200, 0). Dictionnaire non optimal. La variable x5 entre en base et la variable x2

sort. )
Probléme 3 :
max 300 +100xo — x4
xr1 = 20 +20x9 —10x4
Ir3 = 60 —20 T4
x>0
Correction :

La solution associée est (20, 0,60,0). Dictionnaire non optimal. La variable 2 entre en base et le PL est non borng

Probléme 4 :

max 50 —T9 —2x1
rg= 17 42022 —102;
x>0

Correction :
La solution associée est (0,0, %, 17) Le dictionnaire est optimal.

Probléme 5 :
max 190 +x2 +3x3

1= 20 —20zo —10z3
r5 = 12 +40 x4 —2x3
Ty = 1 — X9

x>0

Correction :
La solution associée est (20, 0,0, 1,12). Dictionnaire non optimal. La variable z2 entre en base et la variable 21 soxt

Exercice 12 : Algorithme du simplexe
Résoudre le probleme linéaire suivant a ’aide de la méthode du simplexe.

max3x, +3xe +4x3+ 1424
2214+ 2o+ 323 +4x4 <7

X1, T2, T3, T4 > 0

Correction :
Mise sous forme standard :

max3xy +3x2 +4x3+ 1424
214+ 2o+ 323 +4xs+25=7

1, T2, T3, T4,25 > 0

Dictionnaire associé a la variable d’écart :
max3xy +3x2+4x3+ 1424
X5 :7—2561 — 372—3563—4.234

T1, 2, T3, T4,T5 Z 0
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1 entre en base, x5 sort. Nouveau dictionnaire :

21 3 1 3
max—+fm2—fac3+8x4—§w5

2 2 2
m—z—lm—éx —2x4— -2
1= 5 " 5%2= 5% 1= 5%

T1, T2, T3, T4,T5 > 0
T2 entre en base, x1 sort. Nouveau dictionnaire :
max2l —3x1 —5x3+2x4 — 325
X2 :772x173x374x47 Is
Z1, T2, T3, T4,75 > 0

x4 entre en base, x1 sort. Nouveau dictionnaire :

max — — 4z ll}z Exdfzm
2 2 2 2
7T o1 1 3 1
2?4*1 5271*11'271273 4ZE5

1, 2, 3, 4,5 Z 0

Exercice 13 : Algorithme du simplexe

Résoudre le probléeme linéaire suivant a l'aide de la méthode du simplexe.

max3z; +3xy+ 423
T+ 120 +2w3 <4
211 + 323 <5
221+ 20+ 323 <7
1, X2, x3 >0

Correction :
Mise sous forme standard :

max 3x1 + 3x2 + 4x3

1+ T2 + 2x3 + 14 =4
2¢1+ 4+ 3z3+25=5
2¢1 + 22+ 33+ 26 =7

L1,X2,L3,T4,T5,T6 Z 0

Premier dictionnaire :
max 3x1 + 3x2 + 4x3
Ty =4 —x1 — 2 — 223
Trs =5 — 2x1 — 323
T =7 —2x1 — T2 — 323
x>0
La variable x1 entre en base, x5 sort de base. On obtient :
max 7.5 + 3x2 — 0.5x3 — 1.52x5
r4e = 1.5 —x2 — 0.523 + 0.525
xr1 = 2.5 —1.523 — 0.5z5
Te =2 — a2+ T35
x>0
La variable x2 entre en base. La variable x4 sort de base. Dictionnaire associé :
max 12 — 2x3 — 3x4
ro = 1.5 —0.523 — x4 + 0.525
xr1 = 2.5 —1.523 — 0.5z5
re = 0.5+ 0.523 + x4 + 0.525
x>0
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Solution optimale : (2.5,1.5,0,0,0,0.5). O

Exercice 14 : Algorithme du simplexe
Résoudre le probléme linéaire suivant a l'aide de la méthode du simplexe.

maxbxry +6x9+9x3+ 8y
T1+2x0+3x3+ 14 <5
T1+ wo+2x3+3x4 <3

Z1, T2, T3, T4 > 0

Correction :
Premier dictionnaire :

max 5x1 + 6xo + 923 + 8x4
1?5:5—1'1—21'2—3.%3—.%4
Te =3 —x1 — T2 — 2x3 — 3x4

z>0

La variable x1 entre en base, xg sort. Dictionnaire associé :
max 15 + xo — x3 — Tx4 — Dxs
T5 =2 —x2 — x3 + 274 + Te
r1 =3 —x2 — 223 — 3T4 — X

z>0

T2 entre en base, x5 sort. Dictionnaire associé :
max 17 — 2x3 — bxy — x5 — 46
To=2—2x3+2x4 — x5+ T6
x1 =1—2x3 — 5r4 + x5 — 226

x>0

Solution optimale : (1,2,0,0,0,0).

Exercice 15 : Algorithme du simplexe
Résoudre le probléme linéaire suivant a l'aide de la méthode du simplexe.

max —2x1 +3T2 — T3

2x1+2x9— 23<6

3rx1 —2x0+ 23 <10
1 —3w2+ w3 <3

£y, T2, T3 > 0

Correction :
Dictionnaire :
max —2x1 + 3x2 — T3
rg =6 —2x1 — 222 + 23
rs =10 — 3z1 + 222 — x3
Te =3 — 21+ 3r2 — 23

x>0
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T2 entre en base, x4 en sort. Dictionnaire associé :

1
max9 — 5r1 + —x3 — §:E4

2 2
T2 =3—x +1x7lx
2 = 1+ 5%3 = 5T

135:1675%17%4

1 3
x6:1274x1+§x375x4
x>0

r3 entre en base. Les contraintes de non négativité impliquent s > —6 et x3 > —24. Probléme non borné!

Effectivement, tout point du type (0,3 + g, k), k > 0 est solution du probléme (par exemple). &
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