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Introduction

Il existe plusieurs notions de réalisabilité, elles ont en commun 1'idée de faire correspondre
a chaque formule d’un systéme donné un ensemble d’éléments. Ces éléments représentent
d’une certaine maniére le contenu calculatoire des formules. Ces notions de réalisabilité
sont des outils qui permettent d’étudier des systémes logiques. Dans ce mémoire, on s’inté-
ressera a la notion de réalisabilité classique comme développée dans les articles de Krivine
[2] [3]. On utilisera la réalisabilité classique pour étudier arithmétique d’ordre supérieur :
PA,,. PA,, est une théorie des types qui étend PA en permettant de construire des prédicats
sur les entiers, les parties d’entiers, les parties de parties d’entiers...

Dans un premiers temps nous donnerons une présentation de la réalisabilité classique,
puis nous définirons le systéme PA, et montrerons qu’on peut le munir d’une certaine
structure qu’on appelle modéle de réalisabilité. Notre but sera de construire un modéle de
réalisabilité de PA,,, dans lequel 'axiome du choix dépendant, DC, est dans la théorie de
tout podle (notion qu’on définira par la suite).

La présentation que nous donnons de PA_, est grandement inspirée de I'article de Miquel
[4] et utilise un systéme de preuve inspiré de l'article de Geoffroy [I]. La construction
proposée d’'un modéle de réalisabilité de PA,, est celle présenté dans [4] modifiée pour
correspondre au systéme de preuve que nous utilisons. Une grande partie des résultats
montrés sont inspirés de résultats similaires dans les articles de Krivine [2] [3]. La preuve de
la réalisation de DC, bien qu’inspirée de celle donné dans les articles de Krivine, est nouvelle
car nous montrons que PA_, prouve que ’axiome du choix non extensionnel implique le choix
dépendant. On se placera dans ZFC.



1 Reéalisabilité Classique : Définition

Nous allons donné une présentation de la réalisabilité classique, qui sera suivit par un
exemple simple.

1.1 Machine de Krivine et Poéles

Définition 1.1.1 (Termes et Piles). On se donne des ensembles de symboles disjoints :

e Un ensemble infini V appelé ’ensemble des variables.
e 11, l’ensemble des constantes de piles, contenant au moins le symbole 1|

e 7 l’ensemble des instructions, contenant au moins le symbole cd?}

On définit par récurrence, simultanément l’ensemble des termes A, l’ensemble des piles T1
et la notion de variable libre FV :

e SizeV alorsxe A et FV(x):={z}.

o SiaeZ alorsac A et FV(a):=g2.

o Si&elly alors & ell.

e Sitel,t estclosetmell alorst-mell.

o SiteANetxeV alors \zte A et FV(Ax.t) :=FV(t)\{z}.
o Sit,uel alors (t)ue et FV((t)u) :=FV(t) uFV(u).
o Simell alors ke A et FV(k,) = @.

On note A. l’ensemble des termes clos (ie A.:={t € N|FV(t) =@}), on appelle \.-termes
les éléments de A..

On a introduit pour chaque pile 7 un symbole particulier k,, qu’on suppose évidemment
ne pas appartenir aux ensembles définis au préalable. On fait aussi cette méme hypothése
pour les symboles A, (,),. et -. On utilisera dans la suite les conventions usuelles de pa-
renthésage du A-calcul. La liberté concernant le choix des ensembles Il et Z permettra de
s’adapter a la théorie a étudier.

On va maintenant munir les ensembles A et II d'une structure qui justifiera 'idée de
calcule.

L Appelé la pile vide.
2Ce symbole est 'acronyme de "call-with-current-continuation".
3 Appelé constante de continuation.



Définition 1.1.2 (Machine de Krivine). Soit A et II respectivement des ensembles de
termes et de piles obtenus comme dans[1.1.1}

On définit I’ensemble des processus Ax11:= A.xII . On note sous la forme t xm les éléments
de A «1I.

Une machine de Krivine sur A et Il est la donnée d’une relation binaire >y sur A «II qui
vérifie pour tout t,u e A. et pour tout w,m,mg €Il :

(Push) (Durxm> trxu-m

(Grab) Azt) xu-m>1 tlr=ul]xn
(Save) ccrt-m> (Dky*m
(Restore) Ky, *xt-my> t*xm

On appelle (Push), (Grab), (Save) et (Restore) des régles d’exécutions (on en verra d’autres

par la suite). A chaque machine de Krivine >1 on associe le préodre engendré noté >,
on confondra souvent machine de Krivine et le préordre correspondant . La machine de
Krivine minimale sur un ensemble de regles d’exécutions est la plus petite relation binaire
>1 vérifiant les regles d’exécution. Si les régles ne sont pas précisée il s’agira toujours de la
machine de Krivine minimale sur (Push), (Grab), (Save) et (Restore).

Les régles (Push) et (Grab) permettent de modéliser la S-réduction faible de téte. Le
choix de la f-réduction faible de téte au lieu de la [-réduction compléte est due au fait
qu’on veux que la machine soit déterministe, pour tout processus il existe au plus une
régle qu’on peut appliqué, et que cette derniére est incompatible avec certaines régles,
notamment la régle (Evaluation) qu’on introduit dans la section
Les régles (Save) et (Grab) quant a elles permettent de modéliser la logique classique, on
verra cela en action lors de la preuve du théoréme 2.2.9

Définition 1.1.3 (Entiers de Krivine). Soit > une machine de Krivine sur un ensemble
de processus A« I1, on définit les entiers de Krivind| par récurrence :

o 0:=\f.\x.x est Uentier de Krivine 0

e si n est un entier de Krivine alors sn est le n + 1°™¢ entier de Krivine, ot s =

AnAf xnf(fr)

Etant donné qu’on ne dispose pas de toute la S-réduction, les termes de la forme sn ne
se réduiront pas en l'entier de Church n + 1, d’ott notre définition légérement différente.

Définition 1.1.4 (Pdle). Soit > une machine de Krivine quelconque sur A+II un ensemble
de processus, un pdle I pour cette machine est un sous ensemble de processus qui vérifie
la propriété de saturation :

th,tQEAC,V’ﬂ'l,ﬂ'g EH, [(tl * T >t2*7T2)/\(t2*7T2€J.L)] =t *xm €1

Nous allons maintenant voir un exemple qui illustre de maniére simple comment utiliser
la réalisabilité pour étudier un systéme.

411 s’agit de la substitution modulo a-équivalence.
°Les entiers de Krivine seront toujours soulignés.



1.2 Exemple
Soit ¥V un ensemble de variables. Considérons la théorie suivante :

AeType BeType

1 e Type A - BeType

Nz:Art: B
'-0:1 '-Xet:A- B Mrx:Arx: A

'-t:A-B T'+u:B
'+ (t)u:B

Notations :  On note — g la f-réduction et — 7 la S-réduction faible de téte.

On veut montrer que pour tout terme ¢ tel que + ¢ : 1 est dérivable on a t —5 0, on le
faire en utilisant la réalisabilité.

Commencons par définir les termes et les piles. Soit A et Il respectivement 1’ensemble
des termes et ’ensemble des piles définis par Iy := {€} et Z := {cc,0}. L’ajout du symbole
0 permet de capturer dans A I'ensemble des termes de la théorie : tout les termes de la
théorie sont dans A mais la réciproque est fausse a cause des symboles cc et k. Soit > la
machine de Krivine minimale sur A »IT . On définit un pole I := {txm e AxII|tx7 >0 %€}
(on vérifie facilement la saturation).

On va maintenant utiliser le pole pour associer & chaque type un ensemble de A.-termes
qu’on appellera valeur de vérité, si A est un type on note |A| les valeurs de vérités de A. On
définit les valeurs de vérités en fonction d’un ensemble de piles appelé valeurs de faussetés
et noté ||A||.

Définition 1.2.1 (Valeurs de vérités). Soit A un type et ||A|| € 1T ses valeurs de fausseté.
On définit les valeurs de vérités de A :

Al = [[A][*f]:= {t e Ac | ¥r € ||A]l, txmen}
On note t I+ A pour t € |A| et on le lit "t réalise A".

Il nous reste maintenant & attribuer a chaque type une valeur de fausseté :

o [l = {e}

6Se lit I’orthogonale de || A|| par rapport au pole 1. La notation "orthogonale" est cohérente étant donné
que plus les valeurs de faussetés sont grandes plus les valeurs de vérités sont petites et réciproquement.



e Si A et B sont des types alors |A— B||:=|A|-||B||:={t-mell|te|A] et me|Bl}
On adonc |1|:=={teA.|Vmel||l], txmen}={teA.|txe>0x¢}.

Lemme 1.2.2. Soit t,u € A, ne contenant pas cc et K, comme sous termes, sit e >u* €
alors t —5 U

Démonstration. Si t = u alors la propriété est vraie. Si non, comme ¢ ne contient pas cc
et k, comme sous termes, les seules régles d’exécutions applicables sont (Push) et (Grab).
Comme la pile est € et que t ne contient ni cc ni k,, la suite de régles d’exécutions qui
permet d’obtenir u x € & partir de ¢ * € ne peut étre formé que d’application successives de
(Push) puis (Grab), ce qui correspond a une étape de S-réduction faible de téte, ce qui
conclut. ]

Montrer que si + t: 1 est dérivable alors ¢ I+ 1, est suffisant pour conclure. En effet, si
on at -1, par définition on a ¢t x € > 0 » € ce qui implique ¢ —3 0 par le lemme @

Nous allons montrer une propriété plus forte qui est la propriété d’adéquation] : si
X1t Ay, t Ay -t A est dérivable alors (ug I Ay A Au, IFAy) = [T = ﬂ]ﬁ I A,
pour x1,...,x, des variables et uq,...,u, des A.-termes. On la démontre par induction sur
la structure des dérivations :

e 0:1 est dérivable et 0 I+ 1.

o z: A+ x: A est dérivable, si u - A alors u = z[x = u] I A.

e Supposons z1:CY,...,x,:Cpo-t:A>Betx1:Cq,...,x,:C, +u:A dérivables et
supposons vy I+ C1, ..., v, I C,. Par hypothése de d’induction on a, t[Z :=7] I+ A > B
et u[Z :=7] I+ A. On veut montrer que (tu)[Z :=7] - B. En dépliant la définition on
obtient :

Vae|A,Vre||B||, t{T:=7]*a-melL

Donc en particulier
Vrel|Bl|, tfz:=7] xu[z:=7] -melL

On remarque en utilisant 'instruction (Push) que
Vre|Bl|, (t{T :=0]))u[T:=0]x 7 >t[T:=0] xu[T:=7] -7
La saturation et les propriétés de la substitution nous donnent

Vre|Bl|, (tu)[T:=7]«mel

"nous utiliserons dans la suite une autre définition légérement différente de la propriété d’adéquation

8¢[@ := u] désigne la substitution modulo a-équivalence des 1, ...,z, par respectivement wuy,...,up,.



e Supposons x1 : Ay,...,x, * A,y 0 A+t B dérivable ou y est une variable et
supposons uj I+ Aj,...,u, I+ A,. Soit t' € |A| et w € ||B|| on veut montrer que
(A\yt)[T:=u]*t'-meL (le. (\y.t)[T:=u] - A—- B).

La régle (Grab) nous donne :

Ay [T=u|*t' m>t[T=ully=t]»7
On a t' I- A et par hypothése de récurence on a,
tz=ully=t]=t[x=u,y:=t'] + B

Donc
Ny D)[T=ul*t"-m>t{T=uy:=t]»melL

Par saturation on a bien le résultat voulu. Ce qui conclut la preuve de I’adéquation.

Remarques 1.2.3. La propriété clé est ’adéquation, elle est essentielle a toute notion de
réalisabilité.

Dans le cas (simple) de ce systéme les termes cc et k n’intervient pas. Cela est prévisible
car ils servent & modéliser la logique classique, or le systéme étudié ici est intuitionniste.
Si 'on est dans un cas ou 'on a ’adéquation, pour montrer qu’un systéme est cohérent il
suffit de montrer que ’ensemble des valeurs de vérité de L est vide (ie. |L| = @). En effet,
il y a un terme ¢ tel que ¢ : L est dérivable, par adéquation ¢ I+ L et donc |L| + @.



2 Reéalisation de PA, + DC

2.1 Définition de PA,,

Définition 2.1.1 (Sorte et Termes d’ordre supérieur). On définit par induction ’ensemble
des sortes :

e | est une sorte.
e 0 est une sorte.
e Si o0 et T sont des sortes alors o — T est une sorte.

On se donne un ensemble infini V. Pour chaque sorte o les variables de sorte o sont les
éléments de V x {c}. On écrira a® pour (a,o) lorsqu’il peut y avoir confusion sur la sorte
de la variable.

e S7a” est une variable de sorte T alors a” est un terme de sorte T.

e Si f est un terme de sorte T et a® une variable de sorte o alors Aa®.f est un terme
de sorte o — T.

e Si f et un terme de sorte o - T et g est un terme de sorte o alors (f)g est un terme
sorte T.

o 0 est un terme de sorte .
e s est un terme de sorte v — .
e Pour toute sorte T, rec, est un terme de sorte T > (L —>T > 7T) > 1 —>T.

Ces termes sont appelés "termes d’ordre supérieur”. On considére les termes d’ordre supé-
rieur modulo a-équivalence et on utilise les conventions usuelles pour définir la notion de
variable libre, liée et de substitution.

Définition 2.1.2 (Formules de PA,). On va définir des régles pour former des termes de
sorte o. Les termes de sorte o sont aussi des termes d’ordre supérieur mais on préférera
les appeler formules.

e Sit et u sont deux termes d’ordre supérieur de sorte T alors t # u est sorte o.
o Si A et B sont des formules alors A= B est de sorte o.
o Si A est de sorte o et a” est une variable de sorte T alors YaT.A est de sorte o.

Définition 2.1.3 (3, n-réduction sur les termes d’ordre supérieur). On définit la relation
binaire — sur les termes d’ordres supérieur comme la plus petite relation transitive et
réflexive contenant la 5,n-réduction et les relations (orientées de gauche a droite) :

rec, fg0 — f
rec, fg(sn) — gn(rec, fgn)

Pour chaque sorte 7. On note ~ la plus petite relation d’équivalence contenant —.

7



Proposition 2.1.4 (Subject reduction). Si f est un terme de sorte T et f — g alors g
est un terme sorte T.

Démonstration. Ce résultat se démontre par induction sur les différentes régles de réduc-
tion. [

Proposition 2.1.5 (Confluence des termes d’ordre supérieur). Soit f, f" et f" des termes
d’ordres supérieur tel que f — f' et f — f" alors il existe un terme d’ordre supérieur g
tel que f' —> g et f"" —g.

Démonstration. La démonstration est similaire & celle de la confluence du A-calcul pur. [

Proposition 2.1.6 (Normalisation forte des termes d’ordre supérieur). Pour tout terme
d’ordre supérieur f il existe un terme en forme normale f' tel que peut importe le choiz
d’application des regles de réductions, f se réduit en f'.

Démonstration. Ce résultat se montre par induction sur la hauteur des types. ]

On a définit les termes d’ordres supérieur et les formules de PA,,, il nous reste a définir
la logique de ce systéme.

Définition 2.1.7 (Typage des termes de preuves de PA,). On définit les termes de

preuves :
INz:A+t: B I''rt:A=B T'ru:A
(1) (2) = (3)
Mrx:Arx: A '-Xxt:A= B '+ (t)u:B
I'-t:A a" non libre dans I’ (1) '~t:Va™.A 5)
'-t:Va™. A I'wt:Ala”:= f] [ desorteT
Plam:=fbT=g]lrt:f+g Trt:f+f
(6)  ———=(7) (8)
[[a™:=g,b7:=f]rt:f#g Frt:A F'ree:((A=B)=A)=A

Le terme cc traduit le fait que nous sommes en logique classique, pour toute formule
A on peut dériver un terme type -—A = A en utilisant cc.

Définition 2.1.8 (Connecteurs logiques usuels).

L =0=%0
-A=A=>1
AAB :=VYa°.((A= B=a)=a)
AvB =VYa’((A=a)= (B=a)=a)
A< B =(A=B)A(B=A)
Ja™. A = Vb°.(Va".(A=0) = b)
f=9=-f#g

ou a° est une variable qui n’apparait pas dans les formules.

8



On peut penser que PA, est semblable & I'arithmétique de Peano, cependant on re-
marque que la majorités des axiomes de PA ne sont pas présents. En effet, méme si on est
tenté de penser que 0 et s sont le zéro la fonction successeur de PA, ce n’est pas le cas.
PA,, est une théorie bien plus générale que PA, comme on verra dans [2.3.9

Proposition 2.1.9 (Régles admissibles). Les régles suivantes sont admissibles :
(affaiblissement) :
'et:A I'cl”

Vet A

(substitution pour des termes d’ordre supérieur) :

'+-t:A f desorteT
[[a™:= f]rt:Ala™ := f]

(~-substitutivité) :
'rt:A f~g

[[f=g]l+t: A[f:=g]

(=-substitutivité)
I'-t:Ala:=f]

LLy: f=grcec(Ary(at)): Ala:=g]

Démonstration. On admet les 3 premiers résultat. Montrons la régle de =-substitutivité.
Soit TV le contexte 'y : f=g,z: Ala=g] = f#g:

I'—t:Ala:=f]
IMrt:Ala:=f] T'raz:Ala:=f]=>f+g
Meat:f+g
[a=g]rot:f#g o gl ] =g

IMa:=g]+y(at):0£0
IMa:=g]+y(at) : Ala = g]
Dy:f=grdvy(at): (Ala:=g] = f#g) = Ala:=g]

Iy:f=g+cc(Az.y(at)): Ala:=g]

]

Un conséquence immédiate de la =-substitutivité est que pour tout terme F' de sorte
o — 7, il existe un terme de preuve t tel que +t: Va®.Vb°. a = b= Fa = Fb est dérivable.

Proposition 2.1.10. PA,, prouve que = est une relation d’équivalence.



Démonstration. Montrons la réflexivité. Soit a une variable d’ordre supérieur de sorte 7 :

r:afFar-r:ia+a
r:afar-x:1l

FAr.z:a=a

FAx.x:VaT.a=a

Montrons la symétrie. Soit a, b et ¢ trois variables d’ordre supérieur de sorte 7 :

FAr.x:c=al[c:=al

y:a=brt:c=alc:=b]

FAyt:ia=b=b=a

FAy.t:Va".VbT.a=b=>b=a

Montrons la transitivité. Soit a, b, c et d quatres variables d’ordre supérieur de sorte 7 :

r:ia=brx:a=d[d:=Db]

r:ra=by:b=crt:a=d[d:=c|

FATAy.t:VaT.VD".VcT.a=b=>b=c=>a=c
O

Proposition 2.1.11. Pour toutes formules A et B il existe un terme de preuve t tel que
le séquent —t: A= B = (A< B) est dérivable.

Démonstration.
A A < A
y:A=Brcc(Ar.y(xt)): A<= B
FAy.cc(Az.y(at)): A=B= (A< B)

]

Ces propositions permettent de se convaincre que 1’égalité dans PA, a les propriétés
qu’on attend de I'égalité. Il est important de garder en téte qu’il ne s’agit en aucun cas de
I'égalité extensionnelle. Soit f et g deux termes de sortes 7 — o tel que Va™.(fa) = (ga),
alors on ne peut pas conclure en générale que f = g.

10



2.2 Modéle de Réalisabilité de PA,,

Il existe plusieurs notions différentes de modéles en logique. De maniére générale il s’agit
d’associer aux termes d’une théorie des valeurs dans un domaine fixé, on peut penser aux
modeéles des théories du premiére ordre. Quand on parle ici de modéle de PA,,, il s’agit
d’associer a chaque sorte un ensemble et & chaque terme d’ordre supérieur un élément de
I’ensemble associé a sa sorte. Une maniére de faire cela est d’associer a la sorte ¢ ’en-
semble N, a la sorte o 'ensemble {0,1} et de prendre I'exponentiation pour les sortes de
la forme 7 — 0. Dans ce cas, les formules prennent leur valeur dans {0,1} et on pourrait
donc facilement définir une notion de vérité dans le modéle (comme pour les modéles des
théories du premiére ordre) et utiliser cela pour étudier PA,. Nous allons faire quelque
chose d’analogue en associant a la sorte ¢ 'ensemble N et a la sorte o 'ensemble B(I1) des
parties de I’ensemble des piles qui corresponds au valeur de fausseté des formules. Nous
allons faire cela de maniére a garantir I’adéquation ce qui nous permettra de commencer a
étudier PA,, a I'aide de la realisabilité classique.

Définition 2.2.1 (Termes, Pile et machine de Krivine pour PA,). On définit (comme
dans[1.1.1) les ensembles de termes A et de piles IT avec Iy := {€, }nen €t T := {cc,quote}.
Comme A est dénombrable on fize une fonction bijective &g : N — A..

Soit > la machine de Krivine minimale sur AxI1 sur les régles d’exécutions (Push), (Grab),
(Save) et (Restore) ainsi que la régle :

(Evaluation) quote &, -t-m>t*n-m

Définition 2.2.2 (Modéle de réalisabilité de PA,). On définit la fonction d’interprétation
des sortes [O], :

o [, =N
o [o], =B(1I).

e SiT et o sont des sortes [T — 0]]5 = HU]]ET]]S.

Un environnement p est une fonction qui prend en arqgument des variables munies d’une
sorte et telle que pour toute sorte T, p(a™) € [7],. Etant donné un environnement p, a™ une
yo = p(y?) siy’#a
T U sty =a”
Etant donné un pole I et un environnement p, on définit la fonction d’interprétation des
termes [O] , de la fagon suivante :

variable de sorte T et u un élément de [7], on note pla™ = u] :=

e Pour a” une variable de sorte 7, [a7] = p(a”).

[, » [,
u = [[f]]p[aT::u]
e Pour f un terme d’ordre supérieur de sorte T — o et g de sorte T, [[(f)g]]p =

[/1, (Lg,)-

e Pour f un terme d’ordre supérieur de sorte o, [[)\aT.f]]p =

11



[0], := Ox.

[s], := sn-

Pour toute sorte T, [rec,] , := recy,) , ourecyy est l'opérateur de récursion sur [7],.
Pour Va7 A, [Va™. A] = Uuepr, [A] arizu)-

Pour A= B une formule, [A— B],:= [[A]];)L -[B1,.

Isi [f1, =19,

@ si [f],# 4],

On remarque qu’on a bien que les interprétations des termes appartienent aux interpréta-
tions des sortes. On se permettra de confondre la fonction d’interprétation des termes et
des sortes et de ne pas mentionner l’environnement ou le pdle quand il n’y pas d’ambiguité
possible. Dans le cas des formules on note ||A|| pour [A] et |A| pour [A]" : ce sont les
valeurs de fausseté et de vérité des formules.

Pour f et g des termes de sorte T, [[f # g]]p = {

Remarque 2.2.3. Les interprétations des termes d’ordre supérieur clos (en particulier les
interprétation des formules closes) ne dépendent pas de I'environnement.

Proposition 2.2.4 (Stabilité par ~). Soit f et g deux termes d’ordres supérieurs tel que
f~ g alors pour tout environnement p, [f],=[4],-

Démonstration. La démonstration se fait par induction sur les régles de réduction. ]

Proposition 2.2.5. Pour tout péle et toute formule A, il existe un A.-terme t tel que
ti- A.

Démonstration. Soit 1L un pole et A une formule, si 1L = @ alors |A| = A.. Supposons 1 + @,
soit u * m € 1. Montrons k,u I- A :

k,u - A< Vr'e||A|, kpu* 7" € I or pour toute pile 7', kyu 7’ > u 7w € 1L donc par
saturation k,u 7’ € 1. ]

Ce résultat nous permet de nous rendre compte que les constantes de continuations
posent problémes, en effet pour tout pole, L est réalisé. Cela nous ameéne a la définition
suivante :

Définition 2.2.6 (Quasi-preuve). Une quasi-preuve est un A.-terme qui ne contient pas
de constantes de continuation (ie. de sous terme de la forme k). On note QP ’ensemble
des quasi-preuves.

Définition 2.2.7 (Théorie d'un pole). Soit 1L un pdle, on définit :
Th(L) :={A formule close | It e QP, ti-, A}

On dit qu’un pole L est cohérent si L ¢ Th(L).
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Remarques 2.2.8. Un pole I est cohérent si et seulement si pour toute quasi-preuve t il
existe une pile 7 tel que t x 7 ¢ 1.
Soit 1L un pole et f et g deux termes d’ordre supérieur de méme sorte.

e Si [f] =[d]
—|fxgl={teA.|Vrell,txmelL}.

[f=gl={teAc|Vmellf=glltxmeu}
={teA. | Vuel|f£g|,Vmel0£0|,t xu-me L}
={teA.|Vuel|f#g|,Vmell,txu-meL}

Comme ||f # g|| =T on a que Az.z I+ |f = g| donc f =g € Th(L). On remarque
aussi que ||f = g|| # II car par exemple ¢; ¢ ||f = g]|-

o Si[f]# 9]

—|f#+g ={teA | Vmrea,t+xme i} donc tout A. terme réalise f # g donc
f#geTh(w).

\f=gl={teA. | Vue|f#g|,Vmell,t xu-Te L}
={teA. | VueA,Vrell,t xu-me 1}

Supposons 1 cohérent. Soit ¢ € QP tel que t € |f = g|] et u € QP. (¢)u est donc
dans QP, comme le pole est cohérent il existe une pile 7 tel que (¢)u 7 ¢ L.
Or, comme t € |f = g|, on a t »u-m € L donc (régle (Push), et saturation)
(t)u * mp € 1L, contradiction. Donc f =g ¢ Th(w) de plus ||f =g|| = A.-IT =11

Théoréme 2.2.9 (Adéquation). Pour tout pole, on a la propriété suivante :
Pour toutes formules A, Aq,..., A, six1: Aq,...,xp Ay =t A est dérivable, alors pour
tout environnement p tel que uy I, Ay, ... Uy I, Ay on a t[T :=7] -, A.

Démonstration. On fixe 1L un pole. Par induction sur la structure des dérivation des termes
de preuves :

(1) Soit p un environnement. Si w I+, A alors u = z[x = u] I+, A.

(2) Soit p un environnement. Soit xy : Ay,...,x, : Ayt A= Betx Ay, ... 2,
A, = u: A dérivables. Supposons v; I, A;. On a donc, par hypothése d’induction :
t[x ==v] I+, A= B et u[Z :=v] I, A. On veut montrer que (tu)[z :=v] I+, B. En
dépliant la définition on obtient :

Vu' e |A|,, Vmel||B||,, t{z:=7]xu"-mel

13



Donc en particulier
Vre|Bll,, t{z:=v]*u[T:=7]-mel
On remarque en utilisant 'instruction (Push) que
Vre||Bll,, (t[Z:=7])u[z:=v]*7m>t[T:=0]*u[z:=0] 7
La saturation et les propriétés de la substitution nous donnent
Vre|Bl, (tu)[z:=7]xmel
On a donc bien (tu)[z:=7] I+, B.

Soit p un environnement. Soit x1 : Ay,...,z, ¢ A,y : A+t : B dérivable. Soit
w; -, A, ' 1, A et m e ||Bl|,. On veut montrer que (A\y.t)[Z :=u] ~t' -7 e L (donc
(M\y.t)[z=1u] I+, A= B).

La régle (Grab) nous donne :

Ay [z=u]«t' - m>tfx=u]{y=t']»m

On a t’I-, A et par hypothése d’induction on a

Donc

Donc (Ay.t)[z:=u] I+, (A - B).

Soit p un environnement. Soit xy : Ay,...,x, + Ay + ¢ : A dérivable. Soit a7 une
variable de sorte 7 non libre dans A. Soit u; I+, A;. Montrons c -, Va™. A.
On montre facilement que

tlz=1u] Ik, Va". A & Vje[r], t{T:=u] i) A

Soit j € [7] fixé. Comme a™ n’est pas libre dans A on a u; I-p[am:=j] Ai- Par hypothése
d’induction on a donc t[Z := U] Ik p[er.—j] A.

Soit p un environnement. Soit x1 @ Ay,...,x, + A, - t: Va".A. Soit u; I+, A;. Par
hypothése d’induction on a t[Z :=u] I, Ya™.A. Soit f un terme d’ordre supérieur de
sorte 7. Soit p’ I'environnement tel que pour toute variable b7 # a™, p/(b%) = p(b°) et
p'(a”) = [f],- On a en particulier que ¢[Z :=u] I, A donc [T :=7] - Ala" := f].

Soit p un environnement. Soit f et g des termes d’ordre supérieur de sorte 7, x; :
Ar,.oo oz  Ayla” =g, b7 = f] =t f # g dérivable, u; I+, A;la™ = ¢,07 = f]. Si
[£], = [4], alors u; I+, A;[a™ == f,b7 := g] et on conclut en utilisant 'hypothese de
récurrence. Si [f], # [g], alors [f # g|, = A donc t[z:=u] I+, f #g.
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(7) Soit p un environnement. Soit f un terme d’ordre supérieur, z; : Ay,...,x, : A, +
t: f# f dérivable et u; I+, A;. On a ||f # f||, = II donc par hypothése d’induc-
tion V€ I, ¢[T := w] » m € 1. Soit A une formule on a donc en particulier que
V7 e||All,, t{Z:=u]*me L donc t[T:=1u] IF, A.

(8) Soit p un environnement. Pour toute formule A et B, +cc: ((A= B) = A) = A est
dérivable. Montrons cc I+, ((A= B) = A) = A.

cciry (A= B) = A) = A < Vre (A= B) = A) = All,, ccxmel
= Vte|((A=B)=A)|,,Vre||A|l,, ccxt-melL

Soit t € |[((A= B) = A)|, et me||A4]|,- Onaccxt-m> (t)k, x 7w >t xk,-m. Comme
te|((A= B) = A)|, montrer que cc i+, ((A= B) = A) = A reviens & montrer que
k. -mel[((A= B)= A)||,. On sait que k,-m€||((A= B) = A)||, si et seulement si
k. e|A= B|, et me||A]|,- On a déja 7 € ||A||,, montrons k. € |A = B|,. Soit ¢’ € |4,
et 7 €||B||,. kr xt'- 7' >t * 7w e L ce qui conclut.

]

Lemme 2.2.10 (Cloture par déduction). Pour tout péle I, Th(1) est clos par déduction
dans PA,,.

Démonstration. Pour prouver ce résultat il suffit de reprendre le théoréme d’adéquation
en rajoutant la condition que les A.-termes doivent étre des quasi-preuves. O

Pour pouvoir montrer que DC est la dans théorie de tout I, nous allons avoir besoins
de résultats sur 'arithmétique de PA,,.
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2.3 Arithmétique de PA,,
Notations : Soit ¢ et u deux termes et n € N on définit par récurrence la notation (¢)"u :
e (t)%u:=u.
o (t)"u:=(t)(t)"u.
Soit n € N, on note 7 := s"0.
Soit n € N\ {0} et 7 une sorte, on définit par récurrence la notation 7" :
=T,
o Tl =7 1,
Définition 2.3.1 (Fonctions représentables). Soit r € N\ {0}, une fonction fy: N - N
est représentable dans PA,, s’il existe un terme d’ordre supérieur f de sorte (™1 tel que
pour tout ny,...,n, €N,
fN(nlu"'unT) = fn_ln_r

soit vrai dans PA,,.

Remarque 2.3.2. Dans la suite toutes les fonctions de N” - N seront notée avec N en
indice et leur représentation dans PA, seront notés sans N en indice. Si f est un terme
d’ordre supérieur de sorte ("*! on notera f(aq,...,a,) pour fa...a,.

Lemme 2.3.3. Soit 7 € N\ {0}, fy: N' = N wune fonction représentable dans PA,, alors
pour tout pole et pour tout environnement p, [[f]]p = fn.

Démonstration. Soit 1L un pole et p un environnement. Par soucis de notation on suppose
r=1. f est de la forme Aa*.f’. Pour tout n € N, on a [f],(n) = [f'] fupy = [f'[a:=7]],
or f'la:=n]~ f(m) donc par 2.2.4} [f],(n) = [f(R)],. PA, prouve f(n) = fy(n) donc par
propriété de cloture (2.2.10)), il existe une quasi-preuve t tel que t I+ f(7) = fn(n). Par la

remarque 2.2.8 on a done [f], (n) = [f ()], = [ fN(n)]]p = fu(n). O

Notation : On note ¢ I A si pour tout pole I, t I+, A.

Théoréme 2.3.4. Soit gy, g}, [z et fi des fonctions de N™ — N représentables dans PA,,
alors si la formule

Val, e, Qp € N, fN(al, .. .CLn) = f&(al, .. .CLn)

est vraie, alors
Ar.x - Yal, ... ak, f(ay,...a,)=f"(a1,...a,)

y'no

De méme pour les formules :

Vay,...,an €N, fx(ar,...a,) # fi(a,...a,)

et
Vai,...,a, €N, gn(a,...a,) # gi(ar,...an) = fu(a,...a,) # fi(a, ... an)
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Démonstration. Soit L un pole fixé. Supposons Yay,...,a, €N, fn(ai,...a,) = fi(a1,...an).
Alors pour tout environnement p on a

fu(p(ar), ... p(an)) = fi(p(ar), ... p(an))
Par le lemme 2.3.3 on a :

[71, (p(ar), . p(an)) = [f], (p(ar), . - p(an))

Donc
[f(p(ar), - .. plan))], = [f'(p(a1), ... p(an))],
Par la remarque on a donc Az.z I+, f(ay,...a,) = f'(a1,...a,), donc

Ar.x - Vai.... ah. flar,...a,) = f'(aq,...a,)

Supposons Vai,...,a, €N, fy(ai,...a,) # fi(a1,...a,). Alors pour tout environnement p
on a

fu(p(ar),...p(an)) # fi(p(ar), ... p(an))
Par le lemme [2.3.3/on a :

[£1, (p(ar), ... pan)) = [f'1, (p(ar), ... p(an))

Donc
[f(p(ar),-..p(an))], # [f (p(ar), ... p(an))],

Par la remarque [2.2.8/ on a donc que tout A.-terme réalise la formule donc en particulier,
Aoz, flag,...a,) # f'(a1,...ay), donc

Ar.x ik Val, ... ah, flay,...an) # f'(a1,...ay)

Supposons Vaj..... an € N, gn(ar,...a,) # gi(ar,...a,) = fu(ar,...an) # fi(ar,. .. an).
Soit p un environnement. Si

[9(ar,...an)], =g'(ar,...an)],

Alors [g(ar,...a,) # g'(a1,...a,)], =11 donc Az 1k, g(as, ... an) = g'(ar, . .. ay). Si

[9(ar,...an)], # [g'(ar, ... an)],

Alors
[9], (p(ar),...p(an)) # [9'], (p(ar),... p(as))
Par le lemme 2.3.3]
gn(p(a),...plan)) # gi(p(ar), - . p(an))
Donc par hypothése

In(par), .- pan)) # fi(p(a1), - p(an))
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Par le lemme 2.3.3
[[f((ll, . -an)]]p # [[f,(alv - 'an)]]p

Donc ||f(ay,...a,) # f'(a1,...a,)|| = &, donc tout A.-terme réalise la formule donc en
particulier Az.x Ik, g(a1,...a,) # g'(a1,...a,) = f(ai1,...a,) # f'(a1,...ay), donc

Ar.x - Yaji..... at. g(ay,...ap) #g'(ar,...a,) = f(ar,...a,) # f'(aq,...a,)
[

Corollaire 2.3.5. Soit gn, gi, fn et f{ des fonctions de N* — N représentables dans PA,,
alors si la formule

Vay,...,a, €N, gn(as,...a,) =gy(ar,...an) = fu(a,...a,) = fi(a,...an)

est vraie, alors

Vaj..... at. g(ay,...an) =g'(ar,...a,) = f(ay,...an) = f'(ay,...ay)
est dans la théorie de tout pole.

Démonstration.

Vaj..... at. glay,...an) =g (ar,...an) = f(a,...a,) = f'(a,...a,)

est équivalent & la formule

Vai..... at. flay,...an) # f'(a1,...a,) = g(ay,...a,) # g'(a1,...a,)
Par le théoréme et la propriété de cloture (2.2.10) on a bien le résultat souhaité. [

Proposition 2.3.6. Les fonctions récursives prouvablement totales dans PA sont repré-
sentables dans PA,,.

Démonstration. Le systéme T peut étre codé dans PA, donc toutes les fonctions repré-
sentables dans le systéme T' sont représentable dans PA,,. D’aprés [4], les fonctions repré-
sentables dans le systéme T' sont exactement les fonctions récursives prouvablement totale
dans PA. ]

Notation : On notera par les symboles usuels les représentations des fonctions récursives
primitives usuelles (ex : + pour 'addition, x pour la multiplication, ...).

Corollaire 2.3.7 (Fragment de l'arithmétique de Peano). Les formules suivantes sont
dans la théorie de tout pdle :

e Vat.sa+0
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o Va'.Vb.sa=sb=>a=0>

e Vat.a+0=a

o Va'.Vb.a+sb=s(a+D)

o Vat.ax0=0

e Var.Vb.axsb=(axb)+a

Démonstration. Découle immédiatement du théoréeme [2.3.4] et du corollaire 2.3.51 O

Pour montrer qu’on a bien 'arithmétique de Péano il reste & montrer que la formule
Vat.a = 0 v 3b'.sb = a et le schéma de récurrence sont réalisés. Malheureusement ce n’est
pas le cas mais on va pouvoir contourner le probléme.

Définition 2.3.8 (Axiome de récurrence). L’aziome de récurrence est la formule Ya*.Int(a)
ol
Int(a) := VP"° (Vb'. Pb= P(sb)) = P0= Pa

Proposition 2.3.9 (Non réalisation de 'axiome d’induction). Il n’eziste pas de A.-terme
t tel que t i Va*.Int(a).

Démonstration. Supposons que t soit un tel A.-terme. On a donc en particulier ¢ IF Int(0)
et t - Int(1). On note § := Az.zx, ap:= 000 et oy := 001. Soit 7 une pile fixée.

On définit 1o :={p e ATl | p > ap * 7} qui est un pdle. Soit pg un environnement tel

que
oy . ] 0 = A7}
PPN L g

Ulkpy 1o VY- (Py = P(sy)). Comme ¢ i Int(0) on a donc ¢ * Az.oy - o - € L.

pour ¢ € N. On a donc, o Ik, 4, PO et pour tout u € A,

On définit 1y :== {p e ATl | p > oy » m} qui est un pdle. Soit p; un environnement tel

que

0 » o
pl(PL—m) : { itl - {71'
Ax.0q IFpy 0, VYt (Py = P(sy)). Comme ¢ IF Int(1) on a donc ¢ « Az.oq - o - € L.

) pour 7 € N. On a donc, pour tout u € A., u I, ,, PO et

Donc t * Arv.aq -ap-m > ag-m et t * \x.ay -ag -7 > 1 - T ce qui n'est pas possible car
un terme ne peut pas se réduire a la fois en ag -7 et en oy - 7. Donc un tel terme ¢ ne peut
pas exister. ]

Méme si 'axiome de récurrence n’est pas réalisé pour tout les termes de sorte ¢ il est
réalisé pour les termes de la forme s"0.

Lemme 2.3.10. Soit 1L un pdle, p un environnement et P=° une variable alors si u I+
Vy*. (Py= P(sy)) et vir PO, (u)™v I+ P(s™0) pour tout n € N.
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Démonstration. Montrons la propriété par récurrence. Pour n =0 :

(u)% = v I+ PO.

Supposons la propriété vrai au rang n et montrons la pour n+1 :

Comme u I+ Yy*. (Py = P(sy)) et v I PO on a en particulier u I+ P(s"0) = P(s"=10).
(u)™1v = (u)(u)™v comme (u)"v I+ P(s"0) par hypothése de récurrence et u I+ P(s"0) =
P(s"10) donc (u)™*lv - P(s™t1). O

Lemme 2.3.11. Soit n € N alors pour tout termes f et x, nfr —j (f)rz.
Démonstration. Par récurrence immeédiate. O]
Proposition 2.3.12. Soit n € N alors n I+ Int(s™0)

Démonstration. Soit 1L un podle, p un environnement, P*~° une variable et n € N. Soit
ul- Yyt (Py = P(sy)), viF PO et 7 e ||P(s"0)||.

nxu-v-m> AfArnf(fr)xu-v-m>nu(uv) >

Par le lemme 2.3.11) nu(uv) —% (u)"(uv) = (u)"*'v. Donc nu(uv) » m > (u)"v = w. Par le
lemme [2.3.10] (u)"v I P(s™0) ce qui conclut. O

Lemme 2.3.13. Si f est un terme de sorte v tel que Int f est réalisé (par une quasi-preuve)
alors Int(sf) est réalisé (par une quasi-preuve).

Démonstration. Soit I un pole, p un environnement, P*~° une variable, u, w deux A.-
termes tels que u I+, (Vb*.Pb= P(sb)) et w i+, PO et t un A\ -terme (quasi-preuve) tel que
w - Int(f). On a tuw I+, Pf donc u(tuw) -, P(sf). Donc Az Ay.z(tzy) - Int(sf). O

Notation : On note Ya™t.B pour Va*.Int(a) = B et Ja'™.B pour Ja*.Int(a) A B.

Théoréme 2.3.14 (Arithmétique de Peano). Les formules suivantes sont dans la théorie
de tout pole :

e Valnt.sa+0

o Valnt VpInt sq =shb=a=">
o Val"t g+0=aqa

o Valmt.Vit.a+sb=s(a+b)

o Valtax0=0

o Vamt Vit.axshb=(axb)+a
e Valnt Int(a)

o VaInt g = (v 3IpInt sh = ¢
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Démonstration. Il nous reste & montrer que Va!™.a = 0 v 3™t .sb = ¢ est bien dans la
théorie de tout pole. Soit I un pdle et p un environnement. Soit ¢t un A.-terme tel que
t I+, Int(a). Soit P := Aat.a = 0 v 3b't.sb = a. Par cloture il existe ¢t € A, tel que
t -0 =0 donc A\y.Az.yt -, P0O. Soit ¢ un terme de sorte ¢ tel que Pc. Si ¢ =0 alors P(sc)
est vrai car 0 est le prédécesseur de sc et Int(0). Si 3b™t.sbh = ¢, soit b un tel terme alors sb
est un prédécesseur de sc et par le lemme Int(sb). Donc Vc¢t.Pc = P(sc) donc par
cloture il existe u € QP tel que u I+ VYct.Pc = P(sc). Encore une fois par cloture on obtient
Vamt.q =0 v 3™t sh=a e Th(L). O

Proposition 2.3.15 (Stabilité de Int par les fonctions représentables). Soit r € N\ {0}
et fn: N* = N une fonction représentable dans PA,, alors la formule suivante est dans la

théorie de tout pdle,
Vai™. ... a™ Int(f(ay,...,a,))

Proposition 2.3.16 (Bonne définition des prédicats représentables). Soit r € N\ {0} et
fn: N = {0,1} une fonction représentable dans PA,, alors la formule suivante est dans la
théorie de tout pole,

vai™t. .. .a™.(f(ai,...,a,) =0V f(ai,...,a,) = 1)

Démonstration. La preuve de ces deux propositions est dans [2]. O
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2.4 Reéalisation de DC

Nous allons montrer que pour tout pdle I, DC € Th(1). Nous allons faire cela en trois
étapes : d’abord montrer que la formule QNEAC est réalisé par une quasi-preuve puis que

PA, - QNEAC = NEAC et enfin PA, - NEAC = DC, la propriété de cloture (2.2.10))
nous permettra alors de conclure.

Définition 2.4.1 (QNEAC). Le quasi axiome du choix non extensionnel (QNEAC) est le
schéma de formules suivant :

(T Y 70 (Fa7. fa) = (Int f(x fn))
pour toute sorte T.
Théoréme 2.4.2. Pour tout pole 1, QNEAC € Th(L).

Démonstration. Soit 1L un pole p un environnement et 7 une sorte. Montrons que ~—QNEAC
est réalisé par une quasi-preuve.

QNEAC < Iy v f720 (Yot _f(yfn)) = (Va™ .~ fa)

Comme on a un pour tout f7~°, quitte a prendre f = Aa™.—(fa) on peut enlevé les négations
devant f. Donc

QNEAC < EIX(T"O)"L"T.VfT"O.(VnI“t.f(an)) = (Va".fa)
Pour tout entier n € N, on définit
Popi={mell|{xn 7L}

Il existe une fonction X : [r - o] - N — [7]f] tel que si P, n||Va™.fal|, # @ alors P, n

1 fallofa=x sy # 2-

On définit I'environnement p’ := p[x := X]. Supposons t € A, tel que t I, Vnt.Int(n) =
f(xfn) et we||Va™.fal|,,. On veux montrer que A\z.(quote)zrx »t- 7 € L. Supposons que
ce n'est pas le cas, on a alors quote xt-t-7m ¢ Il donc t k-7 ¢ I ou k € N et & =t.
Donc m € P, n||Va™.fal|,. Donc il existe ©’ € Py n||f(xfk)y||- Donc ¢ » j x 7" € 1, ce
qui est une contradiction car le choix de 7 étant arbitraire on peut choisir 7 = 7. Donc
Az.(quote)xx xt-me€ L. O

Notation : On note 3la”.Pa pour 3a".Pa A (Vb".Pb=b=a)

Définition 2.4.3 (NEAC). L’ aziome du choiz non extensionnel (NEAC) est le schéma
de formules suivant :

3P0y 70 (307, fa) = IBT.(Vfb A fb)

pour toute sorte T.

9C’est ici qu'on a besoin de I'axiome du choix complet dans la méta théorie
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Lemme 2.4.4 (Ordre bien fondé). Soit < le terme d’ordre supérieur de sorte v — v — o qui
représente la fonction <y (l'ordre usuelle sur les entiers) alors on a

PA,, + VP70 (In™ Pn) = k™ Vi Pk = Pj= (j>k=1)
Démonstration. La preuve est classique. O
Théoréme 2.4.5 (QNEAC = NEAC). PA, + QNEAC = NEAC.

Démonstration. Soit T une sorte et y un témoins de QNEAC. On définit
U= A0 \a". 3k Int (k) A (a = xfE) A (V5™ f(xfi) = (2 k=1))

Montrons que ¥ convient. Soit f de sorte 7 — o tel que Ja”.fa. Par QNEAC il existe k
de sorte ¢ tel que Int(k) et f(xfk). Par lemme il existe un unique £ minimale qu’on
appelle kyg. On pose b := x fkg, on a alors bien U fb et fb et 'unicité d’écoule de I'unicité
de ko. O

Lemme 2.4.6 (Deuxiéme forme de NEAC).
NEAC < 3U/(7>0)=7=0 y 720 (347 fa) = 7. W fb] A [VO". U fb = fb]

Démonstration. Pour le sens = il suffit de poser U’ := A\f7>° \a™. W fa A fa. L’autre sens
est immédiat. [

Définition 2.4.7 (DC). L’ aziome du choiz dépendant (DC) est le schéma de formules
sutvant :
Vag. VR 0.(Va" 30 Rab) =

Ju=T0 (VE™ME. 30T ukb) A ulag A (Yn'.Vb]. Vb5 .unb; = u(sn)by = Rbiby)
pour toute sorte T.

Proposition 2.4.8 (NEAC = DC). PA, + NEAC = DC.

Démonstration. Nous allons montré qu’il existe un terme de preuve t de type NEAC = DC.
Soit 7 une sorte, aj, R77° et W(=0)>7=0 deg variables d’ordre supérieur. On définit

U =reCro(A.c = ag) (A" AP U (Ad" Ve .Pe = Red))

On note Py := Vit 3167 ukb, Py := ulag et P3 := Ynt.Vb].Vb].unb; = u(sn)by = Rbiby. Par
le lemme [2.4.6], montrer qu’il existe un terme de preuve t de type NEAC = DC reviens a
montrer que le séquent :

x:Va”. 30" Rab, y: V7 [(Fa".fa) = T WAV WU fb= fo]-t: PLAP AP

est dérivable. Cela revient a montrer qu’il existe des termes de preuves t1,t5 et t3 tel que
pour tout i € {1,2,3} le séquent

x:Va”. 3. Rab, y: V7 [(Fa".fa) = "W D] A VOV fb= fb] +1t;: P,
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est dérivable.
Pour:=2:

ulag — (Ac".c = ag)ag — ag = ag
Il existe donc bien un terme de preuve t, qui conviens.
Pour =3 :

Soit n*, b7 et b des variables d’ordre supérieur et z; : unby et zy : u(sn)by. On remarque
que

u(sn)bg —> (AG"APT7°.W(Ad".VeT.Pe = Red)n(un)b,
— U(A\d".Ve .(un)e = Red)b,

On a x,y, 21, 22 F 29 : u(sn)by, on en déduit donc qu’il existe un terme de preuve h tel que
le séquent
x,Y, 21,29 F h: U(Ad".VeT.(un)e = Red)by

est dérivable. Donc le séquent

x,Y, 21, 22 F (my)h s (Ad".Ve™.(un)e = Red)by
est dérivable. De méme, il existe donc un terme de preuve h' tel que le séquent

x,Y, 21,22 - h': (un)by = Rbybs

est dérivable. Donc

T,y F Az1.A29.h' 21 1 unby = u(sn)by = Rbiby
est dérivable. Comme n, b; et by sont libre dans le contexte on a bien

T,y - Az1.A20.h 21 - Yt Y OT.VDE .unby = u(sn)by = Rbibs

Pouri=1":
Soit k* une variable d’ordre supérieur, i : Int(k) et on note F' := Ak 3107 .ukd. Comme pour
tout b, u0b — b = ag, on a un terme de preuve h tel que x,y,i + h: F0 est dérivable. Soit ¢*
et b™ deux variables d’ordre supérieur, z : Fcet 2’ : (ucb)A(Yd™.ucd = ¢ = d). En spécialisant
x a b on obtient 0’ tel que Rbb'. En utilisant 2’ on obtient que Je™.uce = Reb’ < uchb = Rbb’
car la condition uce est fausse sauf pour e = b. On montre donc qu’il existe A un terme de
preuve tel que le séquent

x,y,1,2 + h:3a”.(Ad"VeT.(uc)e = Red)a
est dérivable. Donc

x,y, 0,2 = (my)h : AT U(Nd"VeT.(uc)e = Red)b”
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Or u(sc)b”" — W(Ad™VeT.(uc)e = Red)b" donc il existe un terme de preuve h' tel que
x,y, 0,2 = h' 33 u(sc)b”
Comme z,¥,4, 2 + z : Fc est dérivable on a donc que
x,y, i,z +h" 3" u(sc)b” = F(sc)

est dérivable donc
z,y,i - Az.h': Fe = F(sc)

est dérivable.Comme c¢ est libre dans le contexte on a

x,y,i+ Az.h' V. Fe= F(sc)

On a donc
z,y - Ai.i(Az.h )b Fk

est dérivable. Comme k est libre dans le contexte on a
x,y - Ni.i(Az.h" )b : Py
On donc bien montré qu’il existe des termes de preuves tq, t5 et t3 qui conviennent. O

Par propriété de cloture [2.2.10] on a donc que DC est dans la théorie de tout pole.
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