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Introduction

Le paradoxe de Russell est un des paradoxes les plus connus de la théorie des ensembles.
Il apparait lorsque I'on s’autorise trop de liberté dans la maniere de définir de nouveaux
ensembles. Ce paradoxe a un équivalent dans les théories des types : le paradoxe de Gi-
rard [I]. Le but de ce document est d’expliquer ce paradoxe a des lecteurs qui n’ont pas
nécessairement de connaissances en logique. Ainsi, une grande partie du document est
dédiée a la construction de structures et a l’explication de notions importantes pour la
preuve du paradoxe. Une attention particuliere a été donnée a 'explication intuitive des
concepts abordés, car elle est cruciale a la compréhension des systemes logiques que nous
serons amenés a considérer.

On s’autorisera a utiliser le méta-symbole ”:=”, qui signifie que le membre de gauche
sera utilisé comme raccourci pour écrire le membre de droite.

On rappelle les connecteurs logiques suivants ainsi que leur table de vérité :

= est le symbole logique pour ”implique”

A est le symbole logique pour ”et”

v est le symbole logique pour ”ou”

- est le symbole logique pour "non”

L est le symbole qui représente la proposition toujours fausse. Il se lit ”"bottom”

A B |AAB|AvB | A=1B
Vrai Vrai | Vrai Vrai Vrai
Vrai Faux | Faux | Vrai Faux
Faux Vrai | Faux | Vrai Vrai
Faux Faux | Faux | Faux Vrai

A -A L
Vrai | Faux | Faux
Faux | Vrai | Faux

On peut définir -A := A = 1. Le lecteur peut s’en convaincre en utilisant les tables de
vérité ci-dessus.

On rappelle que la convention de parenthésage pour A= B = C est A= (B = C).



1 Induction et relations biens fondées

1.1 Motivations

Cette section est consacrée a une généralisation de la notion de récurrence. En effet,
il est possible de raisonner "par récurrence” sur des structures différentes de N et sans
utiliser la notion classique de relation bien fondée. Les notions vues dans cette section sont
indispensables a la compréhension de la suite de ce document.

1.2 Ensembles Inductifs

Définition 1.2.1 (Domaine d’une fonction partielle) Soit f : X — Y wune fonction
partielle, Dy est l'ensemble des x dans X tel que f(x) est défini.
On appelle Dy le domaine de f.

Définition 1.2.2 Soit X un ensemble, une définition inductive d’un sous-ensemble de X
est :

e [a donnée explicite d’une partie B c X, B est appelé [’ensemble de base.
e la donnée d’un ensemble de régles R (fini ou infini). Chaque régle r; € R est une
fonction r; : X™ — X qui peut étre partielle.

On considere alors F ¢ X le plus petit ensemble contenant B et stable par les regles de R.
C’est-a-dire que Vr; € R, (x1,...,xn, € D) A (21, .., 20, €F) = (ri(z1, ..., 20,) € F).

Théoréme 1.2.3 (Point fixe) Soit X un ensemble, B c X, R un ensemble de régles sur
X, alors il existe un unique plus petit ensemble F qui vérifie :

(B) BcF
(I) F est stable par les éléments de R

On dit alors que F est défini inductivement.

Démonstration 1.2.3 Soit E l'ensemble des parties de X vérifiant (B) et (I). E est non
vide car X vérifie (B) et (I). On définit

F:=(e

ecel

B est inclus dans tous les e € E donc B ¢ F. Soit une regle r; € R, soit z4,...,x,, des
éléments de F qui sont dans le domaine de r;. On a que :

Vee E, x1,...,x,, €ce=>1i(x1,...,2,,) €€

car tout les e vérifient (1). Puisque F est 'intersection des e € E, on a bien que (1, ...,2,,) €
F. F vérifie donc (B) et (I). Par construction, on a bien la minimalité de F.



Théoréme 1.2.4 (Preuve par induction) Soit F ¢ X un ensemble défini inductive-
ment a partir d’un ensemble de base B et d’un ensemble de regles R. Soit P un prédicat
sur X (P est une fonction qui prend un élément de X et qui renvoie vrai ou fauzx). Si les
propriétés suivantes sont vérifiées :

e P(x) est vrai pour tout x € B
o P est héréditaire : pour chaque r; € R, soit xy,...,x,, € F et x1,...,2,, € D,, st
P(xy1),...,P(xy,,) sont tous vrais alors P(ri(x1,...,2,,)) est vrai.

Alors P est vrai pour tout élément de F.

Démonstration 1.2.4 Soit G l'ensemble des éléments x de X tel que P(z) est vrai. B
est inclus dans G et G est stable par les regles R. Par minimalité de F on a donc F c G
donc P est vrai pour tout élément de F.

Remarque Il est usuel de présenter les regles sous forme de regles d’inférence. Une
regle d’inférence se présente comme une fraction avec au numérateur les hypotheses ainsi
que les éventuelles conditions correspondant au domaine de la regle et au dénominateur
la conclusion. Le nom de chaque regle est indiqué entre parentheses a coté du trait de
fraction. Un ensemble de regles d’inférence s’appelle un systeme d’inférence.

Exemple On va définir par des regles d’inférence I’ensemble des entiers pairs P.

Sy @ (n?;)PeP

La regle d’inférence (2) nous dit que si n est un entier pair alors n+2 est aussi un entier
pair. La regle d’inférence (1) nous dit que 0 est un entier pair. La regle d’inférence (1)
correspond a se donner un ensemble de base B :=0 et la (2) une régle r : n— n+2. On
considere alors le plus petit ensemble stable par ces régles qui est (sans surprise) I'ensemble
des entiers pairs.

Définition 1.2.5 Une relation binaire R sur un ensemble S est définie comme un sous-
ensemble de S%. Soit x,y € S, on utilise alors la notation x Ry pour désigner que (x,y) € R.
On peut aussi voir une relation binaire comme une fonction qui va de S x S wvers 0,1 (0
pour "Fauz” et 1 pour ”Vrai”).

Définition 1.2.6 (Cloture transitive) Soit R une relation binaire sur un ensemble S,
on appelle R' la cloture transitive de R définie par :

tRu (2) uR'v vR't

1
( )tR’u uR't




En regardant attentivement les regles, on peut remarquer qu’elles ne sont pas fonc-
tionnelles. En effet, pour un élément u, il peut exister plusieurs éléments t;,t9,--- € S
tels que u Rty, u Rty, .... Cela peut sembler problématique a priori car les regles sont
des fonctions. En réalité, cela ne pose de probleme. Une relation binaire est définie
par un ensemble de couples. La régle (1) revient juste a se donner un ensemble de base
B:=(x,y) € S? |z Ry. Laregle (2) revient a se donner une fonction partiell r : S?x.S? - S?
définie par r((z,11), (y2,1)) = (z,t) si y; = yo.

Exemple Soit R la relation binaire définie sur N par (n Rm) := (n+1=m). On a que
2 R3 mais par contre 2 R4 est faux. Si on considére maintenant R’, la regle (1) nous
permet de déduire que 2 R'3 et 3 R’ 4. La regle (2) nous permet de déduire que 2 R’ 4. Ici,
R’ correspond a la relation d’ordre stricte usuelle sur les entiers.

Proposition 1.2.7 Soit R une relation binaire, R’ est la plus petite relation transitive qui
contient R.

Démonstration 1.2.7 Par définition, R’ est transitive. Soit T" une relation transitive qui
contient R, alors T satisfait la regle (1) car elle contient R et la regle (2) car elle est
transitive. R’ étant la plus petite relation vérifiant (1) et (2), on a bien que R’ est inclue
dans T'.

Définition 1.2.8 (Cloture transitive et réflexive) Soit R une relation binaire sur un
ensemble S, on appelle R* la cloture transitive et réflexive de R définie par :
tRu uR*v vR*'t ues
(1) —: (2) - (3) —;
tR*u uR*t uR*u

Proposition 1.2.9 Soit R une relation binaire, R* est la plus petite relation réflexive et
transitive qui contient R.

On prouve cette proposition de la méme maniere que précédemment.

1.3 Relations biens fondées

Définition 1.3.1 (Tiers exclu) Le tiers exclu est la propriété qui dit que pour toute
proposition A, on a Av -A. (C’est équivalent a -—~A = A. Sans cette régle, il n’est
pas possible de raisonner par l’absurde.

Définition 1.3.2 (Accessibilité) Soit S un ensemble, R une relation binaire sur S. acc
est la plus petite relation unaire qui vérifie :

(A) VxeS, (VyeS, yRx = acc(y)) = acc(zx)

Si x € S vérifie acc, on dit alors que x est accessible (relativement a R).



Définition 1.3.3 (Relation bien fondée) On dit que R est bien fondée si tous les éléments
de S sont accessibles.

Il existe plusieurs définitions de relation bien fondée :

(1%) celle qu’on vient d’introduire

(2%) toute partie de S admet un élément R-minimale :
VEcS, 3meE, Yee E, -(e Rm)

(3%) il n’existe pas de suite (uy)ney € SV infiniment décroissante :
_‘(H(un)neN € SNa Vn e N, Un+1 Run)

En logique classique, ces trois définitions sont équivalentes. Dans la suite de ce doc-
ument, on se plagera dans des systemes sans tiers exclu et sans axiome du choix. Ainsi,
il n’y aura pas équivalence. On verra alors que la définition qui a été donnée est la plus
appropriée.

Théoréme 1.3.4 (Récurrence bien fondée) Soit R une relation binaire bien fondée
sur un ensemble S. Soit P une propriété telle que

Vae s, (Vyes, yRe = P(y)) = P(x)
alors Vx € S, P(x).

Démonstration 1.3.4 P satisfait (A) or acc est la plus petite relation qui satisfait (A)
donc acc c P. Par hypothese, R est bien fondée donc acc est vrai pour tous les éléments
de S donc P est vrai pour tous les éléments de S.

Cette notion de récurrence est plus appropriée que la notion usuelle de récurrence, dans
le cadre qu’on verra a la section [5

Théoréme 1.3.5 ((1%) = (3%)) Etre bien fondé au sens (1%) implique qu’il n’existe pas
de suite décroissante infinie.

Démonstration 1.3.5 Soit R une relation bien fondée sur S un ensemble. Soit P la
propriété, pour tout xz € S :

P(x) = =(3(tup)nen € SV, (ug Rx) A (VneN, e Ruy))

En language naturel : P(x)si et seulement si il n’existe pas de suite décroissante infinie
a partir de x. Soit z € S tel que Vy € S, y Rz = P(y). On va montrer P(x), ce qui
nous permettra de conclure par récurrence bien fondée que VY € S, P(x). Supposons qu’il
existe une suite (u,)ney infinie décroissante a partir de . On en déduit qu'’il existe une
suite infinie décroissante a partir de ug, or ug R x. Donc, par hypothese, on a P(ug).
Contradiction, donc il n’existe pas de suite décroissante a partir de . On vient donc de
montrer que

VzesS, (VyeS, y Re= P(y)) = P(x)

Par récurrence bien fondée, on en déduit Vz € S, P(x).



Remarque Dans cette démonstration, ni l’axiome du choix ni le tiers exclu n’interviennent.
Ainsi, cette implication est vraie méme dans des systemes logiques sans axiome du choix
ni tiers exclu (cadre dans lequel on se placera a la section .



2 Lambda-calcul

Une grande partie des définitions de cette section sont tirées du livre Lambda-calcul types
et modéles de J.L. Krivine [2].

2.1 Motivations

Le but de cette section n’est pas d’étudier le A-calcul en temps que sujet mais simplement
d’en comprendre les bases car c¢’est un formalisme indispensable aux théories des types.
Ainsi, on va énoncer des propriétés qui ne seront pas toutes démontrées. En effet, la preuve
de beaucoup d’entre elles se fait par récurrence sur la structure des termes et n’apporte pas
beaucoup a la compréhension globale. La partie n’a pas besoin d’étre lue en intégralité
pour la compréhension du reste de ce document. Il faut cependant avoir compris que la
notion de variable liée (ou muette), qui est considérée en mathématiques classiques comme
une évidence, est un probleme qui nécessite un traitement spécifique non trivial.

2.2 Termes et substitution

Définition 2.2.1 (A-termes) Les termes du A-calcul sont des suites finies de symboles.
Les symboles sont : (7, 7)”, A7, 7.7 (qui jouent un role particulier) et un ensemble infini
dénombrable de symboles (par exemple contenant [’alphabet) qu’on appelle les variables. 7="
dans ce contexte représente l’égalité symbolique, deux termes sont égaux s’ils ont les mémes

symboles dans le méme ordre. Soit L l’ensemble des termes, on le définit par induction :

e les variables sont des termes
e soit t et u des termes, alors (u)t est un terme
e soit x une variable et t un terme, alors Ax.t est un terme

Les termes du A-calcul sont appelés des A-termes. Quand on dit ”soit ¢ un A-terme” il
faut le comprendre comme ¢ € L. On s’autorisera la notation zyz pour ((z)y)z.

Au lieu de voir les termes comme des suites de symboles, on peut aussi les voir comme
des arbres, ce qui est la maniere standard de faire en informatique. Ici, on se contentera
de les voir comme des suites de symboles.

Les termes de la forme Az.u sont appelés des abstractions. On peut les penser comme
des fonctions. Par exemple Ax.x "est” la fonction qui a x associe xz. Cet aspect sera
développé dans la partie [2.4]



Définition 2.2.2 (Occurrences libres) Les occurrences libres d’une variable x sont définies
par induction :

e soit t une variable, st t =x ['occurence de x dans t est libre.
e soitt = (u)v les occurrences libres de x dans t sont celles de x dans u et dans v

e soil t = A\y.u (avec y une variable quelconque) les occurrences libres de x dans t sont
celles de x dans uw sty +x. St x =y, alors x n’a pas d’occurrence libre dans t.

Exemple Soit t:= Az.u et t' := A\y.u, x n’a pas d’occurence libre dans t et les occurrences
libres de x dans t’ sont les occurrences libres de x dans u.

Définition 2.2.3 Soit t un terme. On dit qu’une variable de t est libre si elle a au moins
une occurence libre dans t. Une variable de t est liée si elle apparait apres un . Un terme
sans variable libre est un terme clos.

Exemples

e la variable x est liée dans A\x.u

e la variable x est libre dans (z)y

e la variable x est libre dans x

e la variable x est libre et liée dans (Az.u)x

Définition 2.2.4 (Remplacement dans L) Soit t,uy,...,u, des termes et xy,...,T,
des variables distinctes. On note t(uy/x1, ..., uy/xy,) le remplacement des variables x4, . .., x,
par les termes uy, ..., u, dans le termet. Si une variable x;, n’a pas d’occurence libre dans

t alors la remplacer ne change pas le terme :
t('l,h/xl, B 7ui0/x’io7 cee ;un/xn> = t<u1/'r17 <. 7U’io*l/xiofl’uio+l/xio+17 B >un/xn>
Exemples

o (zy)(z/y) =z
(Az.y)(z/y) = Ax.z
(Az.y)(z/x) = Ax.y (car x n’a pas d’occurence libre dans \x.y)

(Az.y){(z/a) = Az.y (car a n’a pas d’occurence libre dans A\x.y)
(zzy)(z/z,aly) = 2za

x(z/x)a/z) =a

(Az.y){(z/y) = A\z.x



Le dernier exemple est une illustration du probleme de capture. En effet les A-termes
(Az.z) et (Ay.z) sont en un certain sens les mémes, la variable z est libre dans les deux
termes. Par contre, les A-termes (Az.y) et (Az.x) sont différents, le premier a une variable
libre alors que le second est clos. L’opération de remplacement du dernier exemple a changé
une variable (en 'occurrence y) en une autre variable (x) qui a été capturée par la variable
x sous le symbole A\. Le terme en a été fondamentalement changé, c’est ce qu’on appelle
une capture.

2.3 Alpha-équivalence

Définition 2.3.1 (a-équivalence) On définit une relation sur l’ensemble des termes du
A-calcul L, qu’on appelle a-équivalence et qui se note =. L’ a-équivalence est définie par
induction :

e soit x et x' des variables alors x = x' si et seulement s x = x’

o soit u = (w)v et u' des termes alors u = u' si et seulement si u' est de la forme
u' = (w)v" avec w' et v’ des termes et w=w' et v=1'

e soit u = \v.v et u' des termes alors u = u' si et seulement si u' est de la forme
u' = Az’ v avec v' un terme et v(y/z) = v'(y/x') pour toute variable y sauf un nombre

fini.

La raison pour laquelle on demande ”pour toute variable y sauf un nombre fini” est
pour éviter les problemes de capture. En effet, il ne peut y avoir de probleme de capture
que pour un nombre fini de variables, d’ou la nécéssité d’avoir un ensemble de variables
infini dénombrable.

En mathématiques usuelles, les fonctions f :z + x et f:y — y sont identiques tout
comme les formules Y, P(x) et Yy, P(y) puisque les variables = et y sont muettes. On
aimerait formaliser cette notion de variable muette dans les termes du A-calcul et dire que
Axr.x et \y.y sont égaux pour une certaine définition de 1'égalité. L’ a-équivalence corre-
spond exactement a cette ”certaine définition de I'égalité”. Par exemple, A\x.xz = Ay.y, on
le voit en utilisant la définition par induction avec v =z et v/ = y.

On peut aussi utiliser le formalisme du A-calcul pour formaliser la notion de variable
muette en mathématiques. Par exemple, Vz, P(x) devient Y(Ax.P(x)). V est alors une
fonction et puisqu’on est a a-équivalence pres on a bien V(Ax.P(z)) = V(A\y.P(y)).

Proposition 2.3.2 L’a-équivalence est une relation d’équivalence.

Proposition 2.3.3 Soit u et u' des termes, u = u' implique que u et u' ont les mémes
variables libres.

Proposition 2.3.4 Soit u, u' et t des termes, x une variable. Si u = u' et si aucune
variable libre de t n’est lie dans u ou u' alors u(t/z) = u'(t/x)

9



Exemple Siwu:=Az.zz et v’ = \y.yz on a bien u = v/ mais
w(z/z) = Av.xx # Ay.yr =u'(z/z)
Car on a substitué la variable z par un terme qui est la variable x, qui est liée dans w.

Définition 2.3.5 (Passage au contexte) Soit R une relation binaire sur L. On dit que
R passe au contexte si :
pour tout t,t',u,u’ € L et pour toute variable x;

tRt' = xt RX\xt' et tRt'AuRv = (u)t R (u' )t
Proposition 2.3.6 La relation = passe au contexte.

Démonstration 2.3.6 Soit u et u’ des termes et u = u’. Montrer \z.u = A\z.u/ revient
a montrer u(y/x) = u'(y/z) pour toute variable y sauf un nombre fini. Or u et u’ étant
des termes, ils ont un nombre fini de symboles et donc ont un nombre fini de variables
liées. Donc pour toute variable y qui n’est pas une variable liée de u ou u’, on a bien
u(y/x) = u'(y/z) par la proposition L’autre condition pour que = passe au contexte
est vraie par définition de =.

Définition 2.3.7 On note A = L/E l’ensemble des termes quotienté par la relation d’a-
équivalence.

On remarque que la classe d’équivalence d’une variable x est x car deux variables sont
a-équivalentes uniquement si elles sont les mémes. De plus, on peut définir une notion de
variable libre dans A car deux termes a-équivalents ont les mémes variables libres. Les
opérations u,v — (u)v et u,x — Azx.u sont compatibles avec =. Par exemple dans le cas de
la premiere opération, si u =u’ et v =0’ alors (u)v = (v')v’. 1l s’agit de la méme notion de
compatibilité que celle entre la loi d’un groupe et la loi d’un de ses groupes quotient. On
peut donc définir ces opérations sur A.

Définition 2.3.8 (Substitution sur A) Soit u, tq,...,t; des termes et soit xy,..., T
des variables distinctes : u[ty[z1, ... t/xg] = w'(t1]/x1, ... tx/zk) avec ' =u tel qu’aucune
variable liée de v’ ne soit libre dans ty, ..., t; (on admet qu’il est toujours possible de trouver
un tel u’).
Exemples

o (A\z.y)[x/y] = \b.x alors que (A\x.y)(z/y) = \r.x

o (\x.z2)[(zy)/z] = Ak.k(xy) alors que (A\x.zz)((zy)/z) = Az.x(zy)

o z[y/z]=y

En utilisant les notations de la derniere definition, on remarque que la classe d’équivalence
de ulti/xy, ... tx/x)] ne dépend pas du choix de u/. Cela s'illustre dans le premier exemple

ou on a choisi de remplacer x par £ mais on aurait tout aussi bien pu choisir une autre
variable différente de x et y.

10



2.4 Beéta-réduction et propriété de Church-Rosser

Dans la suite, on va confondre = et = étant donné qu’on travaille dans A.

Proposition 2.4.1 Soit u,u’,t,t" des A-termes, si (Ax.u)t = (Ax'.u')t' alors u[t/x] =
't x]

Définition 2.4.2 Un terme de la forme (Ax.u)t est appelé un redex, u[t/x] est appelé son
contracté. La proposition garantit que cette notion est bien définie sur A.

Définition 2.4.3 On définit la relation binaire By sur A. t By t’ se lit - "t est obtenu en
contractant un redex de t” ou encore “t' est obtenu par [-réduction de t en 1 étape”. On
définit By par induction :

e soit x une variable alors x Byt est faux pour tout t
e soit t:= Ax.u un terme, alorst By t’ si et seulement si t' = Ax.u' avec u By u'
e soit t:= (u)v un terme, alors t fot’ si et seulement si:

— ou bien t' = (u)v' avec v By v’
— ou bien t' = (u')v avec u By u’
— ou bien u = Ar.w et t' = wlv/x]

Exemples

o (\z.x)t se f-réduit en z[t/x] =t. On peut voir cela comme le résultat de 'application
de la fonction identité a t
o (\x.xyz)t se B-réduit en (zyz)[t/x] =tyz

o (\x.(A\y.xzy))t se B-réduit en (A\y.zy)[t/x] = \y.ty en supposant que la variable y ne
soit pas libre dans t

o ((Az.2)t)((A\x.x)t) se [-réduit en (t)((Az.x)t) ou en ((Ax.x)t)(t)

La [-réduction, de par son nom et avec les exemples qui sont donnés ci-dessus, laisse
supposer qu’on "réduit” une certaine quantité, en l'occurrence la longueur du terme.
Cependant, I'exemple suivant démontre que ce n’est pas toujours le cas :

d == Ar.xzz, 09 se f-réduit en (xx)[d/x] =00
On a alors une suite de réductions infinie. La longueur du terme peut méme augmenter :
t:=\x.((zz)x), tt se B-réduit en ((zz)x)[t/x] = (tt)t qui se S-réduit en ((tt)t)t

Définition 2.4.4 On définit la relation binaire $ sur A comme la cloture réflexive et
transitive de By. On appelle cette relation la B-réduction.

11



Définition 2.4.5 Un terme t est dit normal ou en forme normale s’il ne contient aucun
reder. Les termes normaux sont les termes obtenus en appliquant un nombre fini de fois
les regles suivantes :

e si x est une variable alors x est normal
e sit est normal alors Ax.t est normal
o siu ett sont normauz et si u ne commence pas par \ alors (u)t est normal

Un terme normal est donc un terme ¢ tel que t St/ =t =1t'.
Il s’en suit que les termes normaux sont exactement ceux de la forme :

ALy .. ATE.xty ..t

avec k,n >0; xq,...,r,r des variables et t,...,t, des termes normaux.

Définition 2.4.6 (Normalisation) Un terme t est dit normalisable s’il existe un terme
normal t' tel que t 5.

Définition 2.4.7 (Normalisation forte) Un termet est dit fortement normalisable s’il
n’existe aucune suite infinie to =t,t1,... telle que t; B t;;1 pour tout i > 0.
Exemples

e le terme 00 n’est pas normalisable

o t:= (A\r.zz)\z.x est fortement normalisable car ¢ se f-réduit en (A\x.z)Az.x qui se
[-réduit en \x.x qui est normal. Et on a exploré toutes les S-réductions possibles

e (\x.y)(d9) est normalisable mais pas fortement normalisable. En effet, il se S-réduit
en y[(d9)/x] =y (car x n’a pas d’occurence libre dans y) qui est normal. Il peut aussi
se réduire en lui-méme si on choisit de réduire la partie en 06

Définition 2.4.8 (PCR) Soit R une relation binaire, on dit que R a la propriété de
Church-Rosser (PCR) si :

Vi,u,u’; (tRu) A (tRu')= Fv; (uRv) A (u' Rv)
Théoreme 2.4.9 La [-réduction a la Propriété de Church-Rosser.
Théoreme 2.4.10 Il y a unicité de la forme normale lorsqu’elle existe.

Démonstration 2.4.10 si t; et t5 sont normaux et si t St et t Sty alors, d’apres la PCR,
il existe un terme t3 tel que t1 S t3 et ty S 13 or t1 et ty sont normaux donc tq =13 = {9

12



3 Déduction naturelle et logiques d’ordre supérieur

3.1 Déduction naturelle

Définition 3.1.1 (Formules propositionnelles) Soit un ensemble V (qui contient par
exemple 'alphabet en magjuscules) qu’on appellera ['ensemble des variables proposition-
nelles. On définit inductivement l’ensemble Fp des formules propositionnelles comme une
partie de l’ensemble des suites finies de variables et de symboles "=, "A” 717 (7, 7)7, :

Ae) AEFP BEFP AEFP BEFP
AeFp (A= B)eFp (AAB)eFp LeFp

Avant d’aller plus loin dans ’abstraction on peut imaginer les variables proposition-
nelles comme pouvant valoir ”vrai” ou ”faux”. Ainsi la formule A A B est vraie si A et B
sont vrais, et fausse si A ou B est faux. La formule A = A est tout le temps vraie peu
importe la valeur de A (cf ). Pour savoir si une formule est toujours vraie (on dit qu’elle est
valide) il suffit alors de la tester pour toutes les valeurs possibles des variables. La formule
A = B n’est pas valide car, si A est vrai et si B est faux alors A = B est faux. Voir les
variables de maniere binaire comme on vient de le décrire suppose le tiers exclu. En effet,
la formule Av (A = 1) est valide, pour s’en rendre compte il suffit de la tester pour A vrai
et A faux.

On va maintenant donner un autre sens a ” A est vrai” que le sens calculatoire dont on
vient de parler, en considérant qu'une formule est vraie si on peut la prouver.

Définition 3.1.2 (Séquent) Un séquent est un couple formé d’un ensemble de formules
I' appelé les hypotheses et d’une formule P appelée la conclusion. On les notes I' + P.

Remarque SiAq,..., A, sont desformules onnote Aq,..., A, + Pleséquent A;,... A, +
P. De plus I'ensemble des hypotheses peut étre vide. On note alors + A. On s’autorise a
pouvoir avoir dans les hypotheses plusieurs fois la méme formule.

Définition 3.1.3 (Déduction naturelle) La déduction naturelle est un systéme d’inférence
sur les séquents. Si un séquent appartient a l’ensemble défini par ces regles, on dit qu’il
est prouvable. Dans la suite, I' est un ensemble de formules propositionnelles quelconque.

I'-A T'+B I'N'ArB

— (h 7 —_— 7
raoa tears D rasp D
I'-AnB (ALE) I'-AAB (A2€) '-A=10B Fl—A(:Ng) M1 (18)
I'-A I'-B I'-B '-C
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Explication intuitive des regles

(hyp) si A est dans notre ensemble d’hypotheses, alors, sous ces hypotheses, on peut con-
clure que A est vrai
(AZ) si, sous les hypotheses I', on a prouvé A et si, sous les hypotheéses I', on a prouvé B,
alors on peut en déduire que, sous les hypotheses I', on a prouvé AA B
9 ) ? ?
(= I) si, sous les hypotheses I' et A, on a prouvé B, alors on peut en déduire que, sous les
hypotheses I', on a prouvé A = B
ALE) si, sous les hypotheses I', on a prouvé A A B, alors on peut en déduire que, sous les
) yp ) p ) p que,
hypotheses I', on a prouvé A
2 . \ ’ 7’ .
9 Y 9 7
(A28€) si, sous les hypotheses I', on a prouvé A A B, alors on peut en déduire que, sous les
hypotheses I', on a prouvé B
= &) si, sous les hypotheses I', on a prouvé A = B et si, sous les hypotheses I', on a prouvé
( , yp ; p ; yp ; p
A, alors on peut en déduire que, sous les hypotheses I', on a prouvé B. Cette regle
est aussi appelée modus ponens.
(LE) si, sous les hypotheses I', on a prouvé L, alors on peut en déduire que, sous les
hypotheses I', on peut prouver n’importe quelle formule.

Lorsqu’on met de coté ’aspect tres syntaxique, ces regles ne sont absolument pas sur-
prenantes, elles vont de soi. C’est pour cela que ce systeme s’appelle déduction naturelle.

Les regles qui se terminent en Z sont les regles d’introduction car elles introduisent un
symbole dans la conclusion. Les regles qui se terminent en £ sont les regles d’élimination
car elles suppriment un symbole. Il y a une symétrie entre les regles d’introduction et les
regles d’élimination.

Définition 3.1.4 (Arbre de dérivation) Un arbre de dérivation est une succession de
regles qui aboutissent a un séquent. Prouver un séquent (ou montrer qu’un séquent est
prouvable), c’est écrire un arbre de dérivation qui aboutit a ce séquent et dont les feuilles
sont des regles hypothéses.

Exemple On va prouver en déduction naturelle le séquent + A= (B = A) :

(hyp)
(=1)
(=1)

A B-A
Ar-B=A
FA=(B=A)

Si A est une formule, prouver le séquent + A revient a dire que la formule A est ”vraie”
sans aucune hypothese. On vient donc de montrer que, sans aucune hypothese et pour
toutes formules A et B, la formule A = (B = A) est "vraie”. Les termes ”vraie” sont
entre guillemets car il ne s’agit que de la notion intuitive. Dans le contexte de la déduction
naturelle, il n’y que la notion de preuve (ou de vérité) pour un séquent qu’on a définie
avant. Cependant, si A est une formule, on peut montrer ’équivalence entre la validité de
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A, au sens calculatoire évoqué précédemment, et la prouvabilité du séquent + A. Il faut
cependant rajouter la regle
A= 1 Tr1

b
'-A (abs)

qui correspond au raisonnement par l’absurde, c’est-a-dire le tiers exclu. En effet, on
ne peut pas déduire I' - A a partir du séquent A = 1,I' - 1 dans le systeme décrit
précédemment. Si on veut pouvoir utiliser 'absurde, il faut nécessairement rajouter cette
regle.

Théoréme 3.1.5 (Affaiblissement des hypothéses) Si ' c A et si ' = A est prou-
vable, alors A+ A est prouvable.

Ce théoreme traduit juste le fait que si 'on peut démontrer une formule A a partir
d’hypotheses I', alors on peut rajouter des hypotheses en plus et toujours démontrer A. Il
se prouve par récurrence sur la structure de ’arbre de dérivation.

Ce théoreme n’est pas une regle de la déduction naturelle. Cependant, par souci de lisi-
bilité, on notera son utilisation comme une regle notée (aff).

Dans ce systeme il n’y a pas de regles qui correspondent au symbole v. Il existe
cependant une formule qui a des propriété similaires : (A= L) = (B = 1) = 1 (on peut
s’en convaincre en utilisant la table de vérité).

Une propriété du v est que, si on a A, on peut déduire Av B, et si on a B, on peut déduire
Av B. On va montrer que, si on a I' - A, on peut déduire ' - (A= 1) = (B=1) = L et
que, sion a '+ B, on peut déduire '+ (A= 1) = (B=1) = 1:

' A

h a
F,A:>J_,B:>J_I—A:>J_(yp) F,A:>J_,B:>J_I—A(ﬁ)
(=¢)
A= 1,B=>1r1
(=1I)*
A= 1+(B=>1)=>1
(=1)
'-(A=1)=>(B=>1)=>1
I'-B
h a
F,A:>L,B:>i»—B:>L(yp) F,A:i,Bzil—BEﬁ;)
=
A= 1,B=1r1
(=7)x*
NMA=1+(B=>1)=1
=7)

l'-(A=>1)=>(B=>1)=>1

A Tétape %, en fonction de si on choisit de passer A = 1 ou B = 1 dans la conclusion, on
peut déduire le séquent ' (A= 1) = (B=>1)=>1Loul'+(B=1)= (A= 1) = 1.
On a bien la symétrie a laquelle on s’attendait.
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On pourrait se demander, sachant que (A = 1) = (B = 1) = 1 semble se comporter
comme un Vv, si on a aussi la regle de disjonction de cas :

'-AvB T, A+C TI''B+C
r-c

On peut prouver qu'il n’est pas possible, a partirdeI'- (A= 1) = (B=1)=>1; A+ C
et I', B+ C, de déduire I' - C'. On n’a donc pas la disjonction de cas dans notre systeme.
Cependant, cela devient le cas si on y ajoute la regle (abs).

On note AvB:=(A=1)= (B = 1)= 1 et, par souci de lisibilité, on sépare 1'arbre
en deux :

(hyp)  — " (apy)
a
NA,C=1+C=1 i INA,C=1+C
I'Av B INAC=1+1 (=)
(aff) (=1)
IC=1+AvEB F,C:»l»—A:'L( £)
=
[C=1+(B=>1)=>1
ILB+C
h )
T BC= oo ) F,B,C’:>M—C<aﬁ))
=
: I'B,C=1+1
‘ (=1)
C=1+(B=1)=>1 F,Czil—BﬁL< £)
=
C=1+1
———— (abs)
r'-cC

3.2 Logique du premier ordre

Une théorie en logique du premier ordre est la donnée d’une signature et d'un ensemble de
formules qu’on appelle axiomes. On suppose qu’on se trouve en logique classique, avec les
quantificateurs et les regles habituelles.

Définition 3.2.1 (Signature) Une signature, en logique du premier ordre, est un ensem-
ble de symboles dits "de fonction” et de symboles dits "de prédicat”. A chaque symbole on
associe une arité qui correspond au “nombre d’arguments qu’il prend”.

Exemples

e + est un symbole de fonction d’arité 2 (on le note de maniere infixe, ¢’est-a-dire a +b
au lieu de +(a,b)).

e = est un symbole de prédicat d’arité 2 (noté aussi de maniere infixe).

Les symboles de fonction d’arité 0 sont appelés ” constantes”.
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Définition 3.2.2 (Termes) On définit les termes sur un ensemble infini de variables et
une signature T qui contient un ensemble de symboles de fonction F par induction :

e les constantes sont des termes
o les variables sont des termes
o si feF darité n et sixy,...,x, sont des termes, alors f(x1,...,x,) est un terme

Définition 3.2.3 (Formule) Une formule est une suite finie de symboles de prédicat et
de symboles logiques, avec évidemment les régles usuelles de formation des formules.

On peut intuitivement penser les symboles de fonction comme des fonctions sur les
termes et les symboles de prédicat comme des fonctions qui vont des termes vers Vrai, Faux.

Exemple : théorie des groupes On peut modéliser la théorie des groupes en se don-
nant la signature 7, qui contient les symboles de fonctions F := -, 1,7} d’arités respectives
2, 0 et 1, et le symbole de prédicat P := = d’arité 2. Ainsi que les axiomes :

e Va, (a-1=a)n(l-a=a)

e Va,b,c, a-(b-c)=(a-b)-c

e Va, (at-a=1)A(a-at=1)

e Va, a=a

e Ya,b, a=b=>b=a

e Va,b,c, (a=bArb=c)=a=c

e Va,b, a=b=a'=0b""!

e Va,b,c,d, (a=brc=d)=(a-c=b-d)

L’idée est la suivante : la signature nous donne des symboles et les axiomes décrivent
comment ils se comportent. La théorie des ensembles est une théorie du premier ordre
avec, entre autres, dans sa signature, les symboles de fonction u,n, @, d’arités respectives
2, 2, et 0, et le symbole de prédicat e.

On remarque que quand on écrit V ou 3, on ne quantifie jamais sur les symboles de la
signature, uniquement sur les variables représentant des termes. La signature est figée.

3.3 Logique d’ordre supérieur

En logique d’ordre supérieur, on ne se donne pas nécessairement de signature. Ala place,
on va s’autoriser a quantifier sur des variables qui ne représentent pas seulement des termes.
Le fait de s’autoriser cette quantification va donner beaucoup de puissance aux systemes
que l'on va construire. Ce qui suit est un exemple de systeme de déduction en logique
d’ordre supérieur.
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Définition 3.3.1 (Formules propositionnelles du second ordre) Soit un ensemble V
que l'on appellera Uensemble des variables. On définit inductivement 'ensemble Fp* des
formules propositionnelles du second ordre comme une partie de ’ensemble des suites finies
de variables et de symboles "=7, "N (7, 7)7, :

Xey AeFp? BeFp? XeV AeFp’
X € Fp? A= BeFp? VX, AeFp?

Définition 3.3.2 (Déduction naturelle du second ordre) La déduction naturelle du
second ordre est le sytéme d’inférence sur les séquents de Fp* donné par les régles suivantes

FaA'_B '-A

0 AP Ly A yeg
raca ™ oD roxa D
DrA=B Trd Lo DevXA g
'+B I'- A[B/X]

Pour la régle (V2Z), X €V et X ne doit pas étre libre dans T.
Pour la régle (Y2E), B est une formule quelconque et la substitution est celle sans capture,

c’est-a-dire celle définie en[2.3.8

La définition de variable libre ou liée est la méme que dans le A-calcul (avec V a la place
de A). X est libre dans la formule X = X et liée dans VX. X = X.

En regardant les regles (V27) et (V2€), on peut se dire qu’au final, il n’y a pas beaucoup
de différence avec un ”"pour tout” classique. En réalité, il y a une subtilité. La formule B
dans la regle (V2&) est quelconque, on peut trés bien remplacer X par VX.A. Cela crée
une circularité. On peut se demander (a juste titre) si cela ne crée pas de paradoxe. Dans
ce cas précis, cette circularité ne cause pas de probleme. Dans d’autres systemes, elle cause
en effet des problemes et c’est cela qu’illustre le paradoxe de Girard.

On peut aussi se demander pourquoi les regles pour le "A” et le 7 1” ont été enlevées.
La réponse est que le systeme que 'on vient de définir peut exprimer la méme chose que
le systeme précédent (3.1.3]) avec uniquement deux symboles : V et =. En effet, les regles

pour "A” et 71”7 ont des équivalents :

VX, X est 'équivalent de L : il y a un parallele entre (V2€) appliqué au séquent

I'-VX.X et (LE)

PEYXX gy TrL

(LE)
r'-cC r'-cC
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VX, (A= (B= X)) = X est I"équivalent de AA B. On va montrer qu’on peut déduire
les séquents I' - A et ' = B a partir du séquent I' - VX, (A= (B = X)) = X:

T A )
LevX (A= (B=X)=X o T ArB=4 (731)
' (A=(B=A4))=A 'A= (B=A) (= &)
'-A
FAprp )
'FvVX, (A= (B=X)) =X (v28) I'NA-B=10B (ZZi)I)
'(A=(B=1B))=1B I'-A= (B= B)
I'-B (=)

Montrons maintenant qu’on peut déduire le séquent I' - VX, (A = (B = X)) = X a
partir des séquents I' - A et I' - B:

' A
A= (B=X)+-rA=(B=X) (hyp)F,Aﬁ(BzX)I—A(aﬁ) - B
NA=(B=X)rB=X :'g)F,A:(B:X)I—BEZﬁ;)
A= (B=X)+X (= &)
A= (B=>X)=>X
(V21)

VX, A= (B=X)=X

On a donc bien le méme comportement qu’avec un A.

Dans la section qui suit, nous allons construire le systeme F', qui est une théorie des
types d’ordre supérieur. Ce systeme a des liens profonds avec la déduction naturelle.
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4 Systeme F' et isomorphisme de Curry-Howard

4.1 Théories des types : principes

En théorie des ensembles, les fonctions et les entiers sont des ensembles. La formule
"1y € sin” est une formule qu’on a le droit d’écrire car le 71”7 des entiers naturels et la
fonction sin sont des ensembles. Cela est un peu déroutant d’un point de vue intuitif car
on ”sent” bien que ce sont des entités de nature différente.

Dans les théories des types, chaque objet est associé a un type. Les types jouent en
quelque sorte le méme role que les ensembles. A : Type est la notation pour dire que A
est un type. a: A est la notation pour dire que a est de type A. L’équivalent en théorie
des ensembles est de dire que a € A. On dit que a est un terme de type A. Si A: Type et
B : Type alors A - B : Type. C’est encore une fois purement syntaxique mais 'intuition
est que cela correspond au type des fonctions de A vers B.

Si int est le type des entiers naturels et real le types des réels, les objets 1 : int et
sin : real — real sont des objets de nature vraiment différente (ce qui est intuitif), contraire-
ment a ce qu’il se passe en théorie des ensembles.

Une théorie des types est constituée de regles d’inférence qui définissent comment sont
construits les types, les termes et le typage des termes (c’est-a-dire 1’association d’un terme
a un type).

4.2 Systeme [’ : définition

Définition 4.2.1 (Régles du systéme F : types) On se donne un ensemble de sym-
boles V= X,Y, Z,... que l'on appelle "variables de types”. On se donne aussi les symboles
— et II. On définit ’ensemble des types par le systéme d’inférence suivant :
Xey UeType Ve Type VeType XeV
X € Type (U - V) e Type IIX.V € Type

Dans la suite, on notera T': Type pour T € Type.

Définition 4.2.2 (Environnement de typage) On se donne un ensemble de symboles
U:=z,y,z, .. (infini dénombrable) qu’on appelle des variables.

Un environnement de typage est une fonction partielle de U vers les types, de domaine
fini. Se donner un environnement de typage revient a assigner un type a un nombre fini
de variables. Soit x €U, T : Type et T' un environnement de typage tel que x ¢ Dr, on note
Iz :T la fonction

Dyx:T(x)=T etsiy+z etyeDr alorsT,z:T(y)=T(y)

qui est aussi un environnement de typage.
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Remarque SiI' est un environnement de typage et que la notation I',x : T" est utilisée,
alors on a implicitement supposé que x ¢ Dr.

Définition 4.2.3 (Régles du systéme F : termes) Pour chaque terme t du systéme
F, il existe un environnement I' et un type U tels qu’on associe au couple (I';t) le type U.
On note I' =t : U. Les régles de formation des termes ainsi que les regles de typage des
termes sont :

reDr I'(z)=T FTet:U=>V Tru:U Fae:Urv:V
(0) == ) - (2)
M'ea:T M'etu:V F'eXebv:U-V

Fl—U:V XGV (3)
'-AXw:IIX.V

Pour (8), il faut que X ne soit pas libre dans I'(z) pour tout z € Dr.

'-¢:1IX.V U: Type

I'tU:V[U/X] 4

On se donne aussi la B-réduction pour les abstractions et pour les termes de la forme
AX.w. Sit etu sont deux termes tels que t fu, on note t ~ u.

Explication intuitive

1. Les termes du systeme F' sont des A-termes (avec le symbole A en plus) auxquels on
associe un type qui dépend de I’environnement de typage.

2. Le type IIX.V correspond a une quantification : VX,V sur tous les types, ce qui en
fait un systeme d’ordre supérieur.

3. Un terme de la forme AX.v correspond aussi a une fonction qui prend un type en
argument et renvoie un terme dont le type dépend de I'argument. Autrement dit, v
est paramétré par un type quelconque.

Remarques

1. On garde la méme convention de parenthésage que dans la section sur le A-calcul (cf
539).

2. Soit ¢t un terme (du systeme F'), la notion de variable libre est la méme que dans le
A-calcul, mise a part la distinction entre les variables et les variables de types.

3. On peut étendre 'a-équivalence aux termes du systeme F', en distinguant variables
et variables de types. Cela permet de définir la S-réduction sur les termes du systeme

F'. Tout comme pour le A-calcul, c’est a cause de ces notions qu’il faut un ensemble
infini de variables (cf [2.3)).
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4. Le type d’un terme dépend entierement de l'environnement. Plus précisément, il
ne dépend que du type des variables libres qu’il contient. Si I'" et A sont deux en-
vironnement de typage, Dr ¢ Da, Vo € Dp,T'(x) = A(z) et sil+t: U, alors A+t :U.

5. La regle (4) est circulaire. En effet, si ¢ : TIX.U, alors t(IIX.U) est un terme de type
Ul(IIX.U)/X]. Tout comme pour la déduction naturelle de second ordre, ici, cela
ne pose pas de probleme.

Exemples Dans cette série d’exemples U : Type,V : Type et on se place implicitement
dans un environnement ou u: U et v: V.

(AzY.0)u ~ v[u/x]

(AeY.z)u ~ z[ufz] =u

(AX.0)U ~v[U/X]

(AX X y)U ~ MUy

(AYAX ANeX=Y ) UV ~ (AX e X~V y)V ~ AV =Uly

Remarque Si '+t :U et t ~ t', alors I' - ¢/ : U. Cette propriété est appelée la
subject-reduction.

4.3 Modélisation dans le systeme F

Le systeme F' nous permet de représenter les entiers, une notion de type produit, les
booléens et d’autres structures. On va présenter la construction du type produit et des
entiers.

Définition 4.3.1 (Type produit) Soit U : Type et V : Type, on note :
UxV:=TIIX.(U->V->X)->X
Soit u:U etv:V, on note :
(u,v) = AX A2V~ % 2z
Soitt:U xV, on définit alors les projections :
it = tU 2V \yY .2) 2t =tV (AxY Ay )

Proposition 4.3.2 (Construction d’un terme de type produit) Soit un environnement
I'otu:U etv:V. On peut toujours construire le terme (u,v): U x V.
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Démonstration 4.3.2 Soit I' un environnement tel que I' = v : U, T' + v : V. Quitte a
renommer les variables, on suppose que x n’apparait ni dans v ni dans v et que X € V n’est
pas libre dans U et V. Onnote [":=T',2: U -V - X

(0)

I"~2z:U->V->X F’l—u:U(l)
IMrzu:V->X F’r—v:V(l)
I zuv: X 2)
CAeV=V"Xquw: (U->V ->X)->X Xey

3
- AX U=V X gy TIX(U -V > X) > X )

On peut donc toujours construire un terme de type U x V.
Proposition 4.3.3 (Propriété du type produit) Sit:=(u,v) alors
mlt ~u et Tt ~ 0
Démonstration 4.3.3 Soit un environnement dans lequel v: U et v:V:

7 {u,v) = (AX X2V ~V =X zpuv) U (Aad NyY29)
~ (A2V=V2Y zuw) (Al AyY )
~ (MY MV .z uv
~ (AyYu)v

~ U

72 (u,v) = (AX V=V X z1u0) V (A2 MV y)
~ (A2V7VV ) (Y Ay )
~ (A AV .y )ww
~ Ay v

~ U

La propriété montre bien que le type produit se comporte comme un produit
cartésien.

Définition 4.3.4 (Type des entiers) On définit le type
Int:=TIX.X > (X >X)-> X

On pose :
0:=AX X Xz

0 est bien de type Int. Si t:Int, on définit

S ti=AX X\ Xyt X x )
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Le lecteur devinera que le terme 0 représente le 0 des entiers et S la fonction successeur.

Pour comprendre l'intuition derriere cette définition, nous allons voir quelques exemples.
Soit U : Type, f:U - U et u:U.

00U u fi=(AX X "% 2) U f
~ (MY UV ) u f
~ (A7) f

~ U

Maintenant, regardons ce qu’il se passe pour le terme 1:=5 0 :

S 0:=AX ¥ A\ X y(AX X "% 2) X o y)
~ AX A ANy (X Ay % 2) 2 y)
~a AX N Ay X (X% 2) y)
~ AX NS Ny X oy

LU u f~(AX X X y2) U f
~ AV UV ) u f
~ (MY y" ) f

~ fu
De la méme maniere :

2Uu f~f fu
3Uuf~fffu
AUuwf~ffffu

Ainsi, le lecteur se convaincra aisément qu’'un entier n est une fonction qui prend un
argument un type: U : Type, un terme de ce type u : U et une fonction de ce type vers

lui-méme f: U — U et renvoie f"(u) (avec fO =1id). On appelle ces entiers les entiers de
Church.

4.4 Isomorphisme de Curry-Howard et cohérence

L’isomorphisme de Curry-Howard, tout d’abord, n’est pas un isomorphisme. Il s’agit d’'une
correspondance entre des regles de déduction (dans notre cas la déduction naturelle au sec-
ond ordre) et des A-termes typés (dans notre cas les termes du systeme F').

En effet, on établit les correspondances suivantes (cf [3.3.2/14.2.3 et [4.2.1)) :
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On remarque déja que les types du systeme F' sont construits de la méme fagon que
les formules de Fp®. Ainsi, on peut tout & fait faire correspondre une formule & un type.
Maintenant, pour ce qui est de la correspondance entre les regles de déduction naturelle et
les termes, on fait correspondre

xeDr T(x)=T
——— (hyp)
A A avec 'e2:T

Avoir une formule A comme hypothese correspond a se donner une variable de type A.
I'A+ B Fx:Urov:V

— (=1) (2)
'-A= B avec F'-XeVoo:U-V

Une preuve d’une implication A = B correspond a un terme de type A — B (une fonction
des preuves de A vers les preuves de B).

I''-A=B T'+A 'et:U-V T'ru:U
(=€) : (1)
I'-B avec '-tu:V

La régle (= &) correspond a ”1’évaluation” d’une fonction de A - B en un élément de A.

Fl—A (VQI PFU:V XGV (3)
I'-vxX.A avec I'-AXov:IIX.V
£t enfin Tet:IXV U:T
-t ) :
'-vX.A (V2€) ype (4)
'+ A[B/X] avec I'—tU:V[U/X]

Si A est une formule et I' des hypotheses, prouver le séquent I' - A revient a expliciter
un terme de type A dans 'environnement I'. S’il n’existe pas de tel terme, alors il n’existe
pas de preuve du séquent et réciproquement. Un terme de type A peut étre vu comme une
preuve de A. Ainsi, méme si nous sommes amenés a manipuler plusieurs termes de type
A, au final, cela revient au méme puisque ce sont tous des preuves de A.

Exemple
(hyp)

(=1)
(=1)

A B-A
ArB=A
A= (B=A)

Cet arbre correspond au terme Az4.\yZ.x. Ce terme peut étre pensé comme une fonction
qui prend une preuve de A et une preuve de B et renvoie une preuve de A.

Définition 4.4.1 (Coupure) Une coupure dans un arbre de dérivation est la succession
d’une regle d’introduction suivie d’une regle d’élimination du méme type.
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Exemples

T A-B : T A

TP (=1 e A
FI—A:>BF - F'_A(zé’) FFI—VX.A (v2€)
- +A[B/X]

Théoreme 4.4.2 Le systeme F' est fortement normalisable (cf
Théoréme 4.4.3 Le systéme F a la PCR (cf[2.4.).

Les preuves des deux théoremes ci-dessus étant tres techniques, on va les admettre.

Puisqu’on peut faire correspondre un A-terme a un arbre, cela entraine qu’on a une
notion de réduction pour les arbres. Les deux théoremes précédents garantissent que tout
arbre est (fortement) normalisable et que la forme normale est unique.

Théoréme 4.4.4 (Elimination des coupures) Tout arbre de dérivation en déduction
naturelle du second ordre se réduit en un arbre sans coupures. De maniere équivalente, un
arbre en forme normale n’a pas de coupures.

En effet, les coupures correspondent a des redex. L’arbre étant en forme normale, il ne
contient plus de redex. De maniere plus détaillée:

e si on a une coupure en (=), comme dans l'exemple, réduire cet arbre en forme
normale revient a éliminer toutes les utilisations de ’hypothese I', A en utilisant le
séquent I' - A

e si on a une coupure en (V2), comme dans 'exemple, réduire cet arbre en forme
normale revient a substituer dans toute la preuve X par B

Théoréme 4.4.5 Soit A une formule, la derniére régle d’une preuve en forme normale de
+ A est une regle d’introduction.

Démonstration 4.4.5 Puisque les hypotheses sont vides, on ne peut pas déduire - A
avec la regle (hyp). La derniére regle n’est donc pas (hyp).

Supposons que la derniere regle est une regle d’élimination, 1’arbre est donc de la forme:

|—B§A |—'B »—VX.B

A ou

(v2€)

avec B une certaine formule.
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Les hypotheses étant vides, I’arbre doit contenir au moins une regle d’introduction. En ef-
fet, les regles d’introduction sont les seules qui permettent de réduire le nombre d’hypotheses
et I’arbre ne peut pas commencer qu’avec des hypotheses non vides.

On remarque que si (= Z) est suivie par une regle d’élimination, alors c¢’est nécessairement
la régle (= &). En effet, (= Z) introduit le symbole ”=". Le symbole ¥ ne peut donc pas
étre en téte de la formule. De méme, si (V2Z) est suivie par une régle d’élimination, alors
c’est nécessairement la regle (V28).

On sait donc qu’il y a au moins une regle d’introduction dans notre arbre qui est suivie par
au moins une regle d’élimination (hypothese). Donc, d’apreés ce qui vient d’étre dit, il y a
nécessairement une coupure. Cela contredit 'hypothese que 'arbre est en forme normale.
Donc la derniere regle ne peut pas étre une regle d’élimination.

Définition 4.4.6 (Cohérence) Un systéme est dit cohérent (ou consistant) s’il existe
une formule qui ne peut pas étre prouvée.

Cette définition peut paraitre troublante mais en fait elle ne I’est pas. Un systeme dans
lequel tout est prouvable n’est pas intéressant puisqu’on peut prouver a la fois A et —A.

Proposition 4.4.7 La déduction naturelle du second ordre est cohérentesi et seulement si
le séquent - VX.X n’est pas prouvable.

Démonstration 4.4.7 Si ~ VX.X n’est pas prouvable, alors le systeme est cohérent par
définition.
Si - VX.X est prouvable, alors pour toute formule A et toutes hypotheses I':

l_
—— (a
'-A (aff)
et donc tout séquent est prouvable.

Théoréme 4.4.8 La déduction naturelle du second ordre est cohérente.

Démonstration 4.4.8 Supposons qu’on puisse démontrer - V.X.X. Cela signifie qu’il
existe un arbre de dérivation en forme normale qui se termine par le séquent - YX.X. La
derniere regle est donc une regle d’introduction. Cela ne peut évidement pas étre la regle
(= 7). L’arbre est donc de la forme:

X

(V1)
VXX

Par le méme raisonnement, la regle avant — X est aussi une regle d’introduction, ce qui
n’est pas possible car X est une variable. Contradiction, donc on ne peut pas démontrer
le séquent - YX.X. On a donc bien la cohérence.
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Remarque On vient de raisonner sur la déduction naturelle du second ordre depuis la
théorie des ensembles. En effet, on ne peut pas exprimer la preuve de la cohérence de la
déduction naturelle dans la déduction naturelle. De maniere générale, sous certaines hy-
potheses, si un systeme est cohérent alors il ne peut pas exprimer la preuve de sa cohérence:
c’est le théoreme d’incomplétude de Godel.
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5 Paradoxe de Girard

Le paradoxe de Girard est I’équivalent du paradoxe de Russell en théorie des types. On va
construire une théorie des types et montrer qu’elle est incohérente. En plus de systemes
d’inférence pour définir les types et les termes, on va se donner un systeme de déduction
qui permet de définir si un terme de type Prop est prouvable.

5.1 Calcul intuitionniste de Church
Définition 5.1.1 (Calcul intuitionniste de Church: types)

A: Type B : Type
Prop : Type A - B: Type

Prop (comme son nom l'indique) est le type des propositions. Intuitivement, on peut
penser un terme de type A — Prop comme une fonction qui va de A vers Vrai, Faux. Prop
est une constante de type, contrairement au systeme F' ou on n’a que des variables de types
(cf . Tous les types sont donc des chaines finies de ” Prop” et de ”—".

Définition 5.1.2 (Calcul intuitionniste de Church: termes) On se donne un ensem-
ble de symbole U infini dénombrable qui est [’ensemble des variables.

reD, y(xz)=A ) ’ yr+t:A— Prop
yrx:A +=>: Prop — (Prop — Prop) v+ V(t): Prop
YyHt:A->B yru:A v,x:Art: B
3) - )
v+ (tu): B YyHAxdt:A—- B

On se donne aussi la B-réduction.

Les regles (0),(3) et (4) sont des régles qui ont déja été abordées. La regle (1) dit
simplement que = est une constante, de type Prop — (Prop — Prop) (son type ne dépend
pas de 'environnement). On note A = B au lieu de = A B. Laregle (4) doit étre comprise
comme un "pour tout” usuel.
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Définition 5.1.3 (Calcul intuitionniste de Church: déduction) Une 7y-formule est
un terme de type Prop dans un environnement v. On définit inductivement [’ensemble des
~v-formules prouvables B :

YHtePR t~u vy+t:Prop ~+u:Prop
yueP yHt=>(u=>1t)eP

Yr=t:Prop ~y+u:Prop ~vyr+uv:Prop
YE(t=>(u=>v))=>((t=>u)=(t=>v))eP

Yr@:A—> Prop v-V(p)eP ~yrit:A
7 (pt) € B

v,x: A = peP  x napparait pas dans
v = V(Azdp) e P

TRy =peP PP
TReeP

Dans ce systeme, contrairement a la théorie des ensembles, les propositions sont ”au
méme niveau” que les objets de la théorie: ce sont tous des termes d’un certain type. Bien
sur, le type Prop joue un role un peu différent mais cela reste un type comme les autres.
Les regles pour les types et les termes permettent de définir les objets que ’'on va manipuler
et les regles de déduction permettent de prouver des propriétés sur ces objets. Ce systeme
de déduction est le systeme de Hilbert (a quelques modifications pres). Il correspond a la
logique usuelle sans tiers exclu ni axiome du choix. On pourrait ajouter la regle

Y+ @: Prop
1= =1)=peP

ou 1 est le terme V(Ax?P.z). Se donner cette reégle (I’absurde) en plus ne changerait rien
a la suite mais on ne va pas l'inclure par souci de généralité.
Il est important de garder en téte la premiere regle de déduction car elle est cruciale.

Dans la suite on utilisera les notations:

si ¢ : Prop on note (Y : A)p pour V(Az4.p)
si ¢ : Prop on note (3x: A)p pour (Vo : Prop)((Vz: A)p =) = 0)
si ¢ : Prop et 1 : Prop on note ¢ A1) pour (Vd: Prop)(p =19 =0) =9

si ¢ : Prop et 1 : Prop on note ¢ Vv 1 pour (Vd: Prop)(p = 96) = (v =) =9
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Les notations V, 3, A et v se comportent exactement de la méme facon que d’ordinaire.
Le lecteur pourra se référer aux parties sur la déduction naturelle et le systeme F' (cf

3.3.2} 4.2.3) pour essayer de s’en convaincre.

On remarque qu’on ne s’est pas donné de notion d’égalité entre deux termes de méme
type. En effet, ce systeme ne vient pas avec une notion primitive d’égalité. Soit ¢,u : A,
on va définir ce qui s’appelle ’égalité intentionnelle:

t =4 w est la notation pour (VP : A - Prop)Pt = Pu

En langage naturel: si t satisfait une propriété P, alors u satisfait aussi P.
=4 est évidemment réflexive. Montrons qu’elle est symétrique:

On suppose t =4 u. Soit
Py=Xx.(z=41): A Prop

On a (VP : A - Prop)Pt = Pu donc en particulier pour Fy:
Pgt = P[)U
Pyt = (AzA.(x =4 t))t ~ t =4 t. Donc (Pot = Pou) ~ ((t =4 t) = Pyu). t =4 t est
prouvable par hypothese, donc Pyu est prouvable.
Pou=(AzA.(x =41))u~u=4t, donc u =4t est prouvable.

Montrons maintenant qu’elle est transitive:

On suppose t =4 u et u =4 v. Soit
Py:=Xx?.(t=42): A~ Prop
On a (VP : A — Prop)Pu= Pv donc en particulier, pour P;:
Piu= P
Pu=(AzA.(t =4 ))u ~ t =4 u. Donc (Piu = Pv) ~ ((t =4 u) = P). t =4 u est

prouvable par hypothese, donc Pv est prouvable.
Pv=(AxA.(t=4x))v~1t=4v donc t =4 v est prouvable, ce qui conclut.
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5.2 Types comme ensembles et relations

On aimerait bien pouvoir manipuler les types comme des ensembles, cependant ce n’est
pas si facile. En effet, les types représentent des propriétés moins fines que les ensembles.
Tout d’abord on aimerait, a partir d’un type, pouvoir définir un sous-type. Si A : Type, ce
qui va jouer le role de sous-type est un terme P : A — Prop. L’idée est que si x: A et Px
est prouvable, alors "x € P”.

On peut aussi définir la notion d’inclusion. Si P: A - Prop et ) : A - Prop, I'inclusion
de P dans Q est le prédicat A\PA=Fror \QA~Fror (VY : A)(Px) = (Qx).

Si I'on souhaite munir un type d’une relation binaire, la premiere solution qui vient en
téte est de dire que si A : Type, une relation binaire sur A est un terme R: A - A — Prop.
Cette définition est la bonne mais souléve une subtilité. Si A : Type, R: A - A — Prop,
B : Type et S : B - B — Prop, un plongement de (4, R) [[] dans (B, S) est un terme
f:A— B tel que :

(Vo : A)(Vy: A)(Rzy) = (S (fz) (fy)) et (3b: B)(Va: A)(S (fz) b)

Cependant, la condition (3b: B)(Vx: A)(S (fz) b) est en pratique trop forte car S n’est
pas nécessairement définie pour tout b: B. Pour faire fonctionner cette définition, il faut
se restreindre au domaine de S.

Définition 5.2.1 (Domaine d’une relation binaire) Soit A : Type et R une relation
binaire sur A, le domaine de R est le prédicat Ax4.(Jy: A)((R z y) v (R y x)) noté Dg.

Définition 5.2.2 (Morphisme) Soit A, B: Type et R,S respectivement des relations bi-
naire sur ces types, on dit que f : A - B est un morphisme de (A, R) vers (B,S) si

(Vo A)(Vy: A)(R 2z y) = (S (fz) (fy))

Définition 5.2.3 (Plongement) Soit A, B : Type et R,S respectivement des relations
binaire sur ces types, on dit que (A, R) se plonge dans (B, S) s’il existe f: A — B tel que :

(Va: A)(Vy: A)(R z y) = (5 (fz) (fy))
et
(30: B)[(Ds b) A (Vx: A)(Dr ) = (S (fz) b)]

On dit que f est un plongement de (A, R) vers (B,S).

Ha notation (A, R) est une méta-notation pour désigner le type A et sa relation binaire R
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5.3 Extension au second ordre

La nécessité d’étendre ce systeme au second ordre vient du fait qu’il ne capture pas certaines
généralités. Par exemple, la notion d’inclusion qu’on a définie :

APA=PIoR \QA=PIOP (v A)(Px) = (Qx)

dépend du type A. Si on veut parler de I'inclusion dans un autre type, on a alors besoin
d’un autre prédicat :

APB=Pror \QB=Prop (Vg : B)(Px) = (Qx)
On voudrait définir des prédicats indépendamment du type des objets sur lesquels il agit.

Définition 5.3.1 (Extension au second ordre : types) On se donne un ensemble V
qui est l'ensemble des variables de type. On rajoute au systeme précédent les regles :

Xe)y XeV A:Type
X : Type (IIX)A: Type

Définition 5.3.2 (Extension au second ordre : termes) On rajoute au systéme précédent
les regles :

yHt: A 7 ne contient pas X libre vyrt:(IIX)A B: Type
vy AXt:(TIX)A v+ (tB): A[B/X]

v+ t: (I1X) Prop
v+ (Vt): Prop

On étend aussi la B-réduction aux termes de la forme AX.t.

Définition 5.3.3 (Extension au second ordre : déduction) On étend les régles de
déduction existantes pour inclure les nouveaux termes.

Encore une fois, ce systeme est circulaire pour les mémes raisons que les autres systemes
d’ordre supérieur que l'on a déja vus. Cette fois, cela va mal se passer. Avant de voir cela,
on va utiliser la force du second ordre pour (re)définir plusieurs prédicats.

Définition 5.3.4 (Egalité intentionnelle) :L est la notation pour
AX XX \yX (VP : X - Prop)(Px) = (Py)

On la note de maniere infive et sans donner [’argument de type, car on peut facilement

le déduire du types des termes. Il n’y a donc pas de confusion possible. =, est de type
(IIX)X - X - Prop.

2Cette égalité est aussi appelée : égalité de Leibniz, d’ot1 la notation
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Définition 5.3.5 (Transitivité) Tran est la notation pour
AXARX=X=Pror (v X)(Vy: X)(Vz: X)(Rz y)A(Ry 2) = (R x 2)
Tran est de type (11X )(X - X — Prop) — Prop
Définition 5.3.6 (Domaine d’une relation binaire) D est la notation pour
AXARX=X=Pror \oX ((Fy: X)(Rz y)v(Ry x))

On note Dg x pour D X R x. Encore une fois, il n’y a pas de confusion possible car on
connait le type de R. D est de type (I1X)(X - X - Prop) - X — Prop.

Définition 5.3.7 (EMB) EMB est la notation pour

AAANRA=A=Prop A\B \SB=B~Frov (3f : A > B)
[(Va: A)(Vy: A)(R z y) = (S (f2) (fy)))]

A

[(3b: B)((Ds b) A (Vz: A)(D Rz) = (S fz b))]

EMB est de type (ILA)(A - A - Prop) — (IIB)(B - B — Prop) - Prop.
C’est le prédicat qui correspond a : il existe un plongement de (A, R) dans (B, S).

Définition 5.3.8 (Accessibilité) acc est la notation pour le prédicat d’accessibilité (cf

AANRAZAZPror \pA (VP A — Prop)[((Vy: A) (R y x) = Py) = Px) = Px]

On note accr x au lieur de acc A R x pour les mémes raisons que précédemment. acc
est de type (I1A)(A - A - Prop) - A — Prop.

acc est exactement le méme prédicat que vu en traduit dans cette théorie. La
partie (VP : A — Prop) permet d’exprimer U'intersection de toutes les relations.

Définition 5.3.9 (Relation bien fondée) WF est la notation pour le prédicat de bonne

fondation (cf[1.3.9)
AANRAZAErP (Y0 A)(accy )

WF est de type (ITA)(A - A — Prop) - Prop
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Les propriétés comme la récurrence bien fondée, qu’on a montrées en [I.3 sont prou-
vables dans ce systeme. On les a montrées sans utiliser I’axiome du choix ni le tiers exclu,
on s’est donc placé exactement dans les conditions de ce systeme. Pour prouver ces pro-
priétés, il suffit donc de traduire ces preuves dans le formalisme de ce systeme.

Avant de passer a la suite il nous reste a définir la composition de fonctions. En effet,
si f:A—> Betg:B— C on ne peut pas écrire (¢g)f. Ce n’est pas un terme car f n’est
pas de type B. Cependant, on peut tout & fait écrire g(fa) avec a: A.

Définition 5.3.10 (Composition de fonctions) o est la notation pour la composition
AANBACNfAZBNGBZC Nz (g(f))

On la note de maniere infize sans donner les arguments de types.

o est de type (ITA)(IIB)(IIC)(A—->B) > (B> C) - (A—-C)

5.4 Paradoxe de Girard

Théoréme 5.4.1 (Paradoxe de Girard) Le calcul de Church intuitionniste étendu au
second ordre n’est pas cohérent.

Pour le démontrer, on a besoin de plusieurs résultats.

Proposition 5.4.2 EMB est une relation transitive.

Démonstration 5.4.2 Soit A, B,C : Type, Ra, Rg et R des relations binaires respec-
tivement sur A, B et C'. On suppose (EMB A Ry B Rp) et (EMB B Rp C R¢). On a
donc qu’il existe f: A - B et g: B — C des plongements. On va montrer que gof est un
plongement de (A, Ra) vers (C, R¢).

Soit x,y : A tel que (R4 x y), on a donc (Rg (fz) (fy)) et donc (Re (gof x) (gof v)).
On a aussi qu'il existe ¢ : C tel que (Dg. ¢) A (Yy : B)(Dr, v) = (Re (gy) ¢). Or
(Vax: A)(Dg, x) = (Dr,(fr)). Donc (Va: A)(Dg, z) = (Rc (gof x) ¢)

Définition 5.4.3 (Systéme universel de notation) Soit Ag: Type, Ay est un systéme
de notation universel sil existe un terme ig : (ILX)(X - X — Prop) — Aq tel que, si
(io0 A R) = (i0 B S), alors il existe un morphisme de (A, R) vers (B,S).

L’idée est que tous les types munis d’une relation binaire (qui satisfait certaines pro-
priétés) se plongent dans Ag. Ainsi, si on munit Ay d’une relation binaire (qui satisfait
ces propriétés), alors Ay va se plonger dans Aj. Cela crée un paradoxe. On aura donc
montré que, s’il existe un systeme de notation universel, alors le systeme est incohérent.
On construira ensuite un tel systeme dans le calcul de Church intuitionniste étendu au
second ordre.

On suppose qu’il existe un tel Ag et 4.
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Définition 5.4.4 (emb) On définit la relation binaire emb par:
emb := \xAo \ydo. (FA: Type)(IR: A - A — Prop)(3B: Type)(3S: B - B — Prop)
(I =Le (20 A R) ANY =Le (20 B S) /\(EMB ARB S))

emb est une relation binaire sur Ay (ie emb: Ag - Ag — Prop)

En language courant : si x,y : Ay alors emb z y si z et y sont 'image par ig de deux
types munis chacun d’une relation binaire tel que le premier se plonge dans le deuxieme.

Proposition 5.4.5 emb est transitive.

Démonstration 5.4.5 Soit x,y,z : Ay tels que (emb z y) et (emb y z). Par définition
de emb, on a donc qu’il existe les types et relations binaires tels que:

® $:(i0 Aoc RZ’)
o y=(ip A RY) et y = (ip A2 R2)
[ ] Z:(i() Az Rz)

e EMB 4, R, Al R
e EMB A2 R? A, R,

On a donc (ip A, R})(io A2 RZ), donc il existe un morphisme f de (A}, R}) vers
(AZ,R?). On a qu’il existe un plongement g de (A2, R?) dans (A.,R.). gof est un
plongement de (A}, R}) vers (A.,R.). De plus, on a un plongement h de (A, R,) dans
(A}, R}). (gof)oh est un plongement de (A, R,) dans (A., R.). Donc on a bien emb z z.
Définition 5.4.6 (wf) On définit le prédicat wf par :

wf = Az (3A: Type)(IR: A - A — Prop)[(WF A R)rnz =1, (ig A R)]
wf est de type Ay — Prop.
Définition 5.4.7 (embys) On définit la relation binaire embye par :
emby¢ := Az Ay (emb z y) A (WE ) A (WE )
emby,s est une relation binaire sur Ag.
Proposition 5.4.8 emby¢ est transitive.

Démonstration 5.4.8 C’est une conséquence directe de la transitivité de emb

Théoréeme 5.4.9 On a WF Aj emby.
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Démonstration 5.4.9 Soit S : Type, Rg une relation binaire sur S.

Soit P : S — Prop définie par :

Pz si et seulement si pour tout A: Type et R, relation binaire sur A si

[embys (i9 A Ra) (ig S Rg) et les plongemens de (A, R4) vers (S, Rg) sont majorés par
x] alors acca, (i A Ra).

La définition de embys nous permet de supposer WF S Rg. Dans un premier temps,
on va montrer par récurrence bien fondée qu’on a Px pour tout x : S. Soit x : S et sup-
posons que P est prouvable pour tout y : S tel que Rg y x, montrons qu’elle est vraie pour x:

Soitt A : Type et Ra tel que embys (19 A Ra) (ig S Rg) et les plongements de A dans S
sont dominés par x.

Soit B : Type et Rp tel que embys (i9o B Rp) (i A Ra). Il existe donc deux plongements
f:B—>Aetg:A—- S 1l existe aussi [a : A et Dg,a] tel que (Vb : B)(Dg, b) =
(Ra (fb) a) d’ou (Vb: B)(Dgr, b) = (Rs (gof b) (ga)). ga est dans I'image de A par
g donc (Rgs (ga) x). L’image de B par gof est dominée par (ga) et (Rg (ga) z). Par
hypothese de récurrence, on a acCemp,,, (io B Rp).

Comme le choix de (B, Rp) est arbitraire, on a que (VY : Ag)(embys = (i9p A Ra)) =
aCCemb,,; T dONC ACCemb,, (10 A R4).

On vient de montrer que si P est prouvable pour tout y : S tel que Rg y x, alors Px
est prouvable. On a supposé WF S Rg, donc par récurrence bien fondée, on a P pour
tout z: S.

On a que (Vx : Ap)(embys = (ig S Rs)) = acCemb,, T, car un plongement dans S est (par
définition) majoré par un terme de type S. Donc acCemb,, (io S Rs). Comme le choix de
(S, Rg) est arbitraire, on en déduit que pour tout (S, Rg), on a acCemb,,, (io S Rs), ce qui
est la définition de WF Ay emby,s

Théoreme 5.4.10 On a
(VA: Type)(VR: A—> A - Prop)((WF A R)A(Tran A R)) = (EMB A R Ay embyy)

Démonstration 5.4.10 Soit WF A R et Tran A R. On va construire un plongement
f A AQ.

Soit a : A on va définir R, : A > A - Prop par
Ry =t My (R y) A ((Ry a) Vv (y =1 a))

On pose maintenant f := Aa.(ig A R,) : A - Ap, on note qu'on a WF A R, et Tran A R,,
R, est simplement une restriction de R.
Soit a,b: A tel que (R ab), on abien embys (fa) (fb) car I'identité de A est un plongement
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de (A, R,) vers (A, Ry). f est donc un morphisme de A vers Ay. Pour montrer que f est
un plongement, il reste a montrer que 'image de A par f est dominée par un élément de A,.

L’idée est de construire un type " A u oo” et de définir une nouvelle relation R, qui est
la méme que R avec oo I’élément maximum. Ensuite, par construction, on aura bien que
(Vx:A)(Dr z) = EMB A R, Auoc R, ce qui permettra de conclure.

On va construire ce type:
On définit
S=IX)(A-X)» (X ->X)»-X)-> X
hi= AaA AX \gA=X \y(X=X)>X 06: A - S
00 :i= AX \pA=X \y(X=X)=X (X2X 2): S

h est une injection de A dans S. On définit R, : S - S — Prop par:
Reo = Ax% M\y° [(3a: A)(3b: A)((ha =1 ) A(hb =1, y)) A (R a b)]V [y =1e ]
Ce qui conclut.
Théoréme 5.4.11 On a
(VA: Type)(VR: A - A - Prop)((WF A R)A(Tran A R)) = (EMB AR AR)=1

Démonstration 5.4.11 Soit A : Type et R une relation binaire sur A tel que: (WF A R),
(Tran A R) et (EMB AR A R).

Il existe un plongement f : A - A. On suppose que 'image de A par f est dominée
par a: A. On va construire une suite infinie décroissante a partir de a :

On a (R (fa) a) donc (R (fof a) (fa)) car f est un plongement. De plus, on a que
pour tout n Dg (f"a). On a donc construit une suite infinie décroissante dans A. Or,
d’apres [1.3.5] il ne peut pas y avoir de suite infinie décroissante. On vient donc de déduire
1.

Théoreme 5.4.12 Si un systéme universel de notation existe, alors le systéme est in-
cohérent.

Démonstration 5.4.12 D’apres le théoreme [5.4.9] on a WF Ay embys. Le théoreme

5.4.10| permet de déduire (EMB Ay emby,s Ay embyy). Enfin, le théoreme [5.4.11| permet
de déduire 1.
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Pour démontrer le paradoxe de Girard il ne reste plus qu’a construire un systéme
universel de notation
On pose
Ao = ((IIB)((B - B - Prop) - Prop)) - Prop

et
ig == ABARB=B=Frop \g(UB)(B=B~Prop)~Frop o BR . (IIB)(B - B — Prop) — A,

On suppose que (ig B S) =1¢ (ig C T') et on veut montrer qu’il existe un morphisme de
(B, S) vers (C,T). On définit

MOR := AB.\SB~B~Prop A\ N C~C~Prop,

(3f:B=>C)(Va: B)(Vy: B)(S = y) = (T (fz) (fy))
MOR: (IIB)(B - B - Prop) - (11C)(C' - C - Prop) — Prop

MOR est le prédicat pour ”il existe un morphisme de (B, S) dans (C,T)”".

F = ADAHDP~D~Proo MIOR B S D H : (ILD)(D — D — Prop) — Prop
Q = \zAo.xF : Ay - Prop

Q(ig X Rx) ~MOR B S X Ry. (ig B S) =1 (ig C T') donc, par définition :
(VP:Ag— Prop)P(ip B S)= P(ic CT)

Donc, en particulier:
Qio B S)=Q(in C'T)

Qip B S) = Q(ip C T) ~ (MOR B S BS)=Q(ip C T), MOR est réflexive donc
(MOR B S B S) est prouvable. On en déduit que Q(iy C' T') est prouvable. Q(ig C' T') ~
MOR B S C T, donc MOR B S C T est prouvable, ce qui conclut.
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Conclusion

L’intérét d’étudier les propriétés de divers systemes logiques est qu’on peut y représenter
des structures qui nous sont utiles : algorithmes, bases de données, etc ...Connaitre les
propriétés de ces systemes permet alors d’en déduire des propriétés sur les objets qu'on y
représente. Par exemple, si on peut modéliser un algorithme dans le systeme 7" (qui est
semblable au systeme F'), alors on peut en déduire que cet algorithme termine.

On peut aussi vouloir créer un systéeme qui nous permet de faire des mathématiques,
par exemple, la théorie des ensembles et toutes ses variantes. On peut aussi s’intéresser
a la vérification automatique de preuves : un programme qui prend en entrée une preuve
et nous dit si elle est correcte ou non. Il faut alors se demander quels systemes logiques
(dans lesquels on peut faire des mathématiques) sont les plus appropriés pour ce genre
d’automatisation. Certains assistants de preuve se basent sur une théorie des types. Coq
et Lean sont parmi les assistants de preuve les plus connus et se basent chacun sur une
théorie des types qui est une extension du calcul des constructions.

Cependant, créer un systeme qui a les propriétés souhaitées est difficile. Se donner trop
de liberté peut mener a des paradoxes et au contraire, trop se restreindre ne permet pas
de faire ce que l'on voudrait. Le paradoxe de Girard en est un exemple : il parait naturel
de vouloir étendre le systeme au second ordre, pourtant, cela fait perdre la cohérence.
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