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Sémantique opérationnelle Introduction

Sémantique opérationnelle

@ Une commande in While modifie |'état, en modifiant le contenu de la
mémoire.
o Exemple : x:=x+1
La valeur dans I'emplacement de mémoire de x est augmentée de 1.

o La sémantique opérationnelle décrie comme les états évoluent au cours de
I'exécution d'un programme.

o La sémantique opérationnelle donne une description de I'exécution d'un
programme et pas simplement des valeurs finales des exécutions.

@ On considérera deux types de sémantique opérationnelle :

e la sémantique naturelle ou a grandes étapes
o la sémantique opérationnelle structurée ou a petites étapes
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Systtes(dejonsiion
Systemes de transition

@ Pour décrire la sémantique opérationnelle des commandes on utilisera des
systeme de transition.
@ Un systeme de transition est composé de
e une ensembles de configurations qui décrient les états du systeme
o une relation de transition entre les configurations qui décrit comme se
déroulent les changements de configuration/état
@ A noter que la relation de transition donne au méme temps
o les transitions possibles a partir d'une configuration, c'est-a-dire les
configuration ou on peut aller a partir d'une configuration donnée
o les conditions nécessaire pour qu'une transition se déroule
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Systtes(dejonsiion
Configurations et regles de transitions

@ Les configurations qu’on considérera seront de deux types :

(S,s) ou S est un commande et s un état.
Qui représente que le commande S est exécuté dans |'état s
s un état.

Qui représente un état finale.

@ Les transitions seront des paires
C—C ou C et C’ sont des configurations

o Les régles du systeme de transition seront écrit sous la forme

P
C0—>C6

o les transitions C; — C/ ... Ci — C,i ce sont les prémisses de la regle
o Cy — C} c'est la conclusion
e P c'est une condition nécessaire pour pouvoir appliquer la regle

si k =0, on écriera simplement Cy — Cj si P.
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Sztaeldelareion
Sémantique naturelle (ou a grandes étapes)

@ Dans la sémantique naturelle, la relation de transition met en relation |'état
initial de la computation directement avec I'état final.

@ Les transitions ce sont donc de la forme

(S,s) = ¢
et leur interprétation intuitive est

I'exécution de S a partir de |'état initial s
termine et |'état final ce sera s’

@ Dans la sémantique naturelle, les regles ce seront du type
(51,51) = 51 (Sn,50) = s,
(S,s) = s’

et correspondent au fait que
o si la condition P est vrai
o et si les exécutions des S; a partir des états initiaux s; terminent dans les états
finaux s/
o alors I'exécution de S A partir de I'état initial s termine dans I'état final s’
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Systomesldeltiansition
Sémantique des commandes

(ass) (x:=a,s) — s[x — Ala]s]
(skip) (skip,s) — s
(comp) (51,8) = 5 (S2,8"y = 5"
P <51 ; 52, S> — s
(if-tt) (S1,5) = ¢ if B[s]s = tt
(if bthen S; else S5,5) — &
(if-ff) (%2,5) = &' if B[s]s = ff
(if bthen S; else S5,5) — &
(while-tt) (51,5) = ¢ (while bdo S,s’) — s” if B[s]s = tt
(while bdo S,s) — s”
(while-ff) (while bdo S,s) — s if B[s]s = ff
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Systtes(dejonsiion
Mise a jour de I'état

@ Dans le cas d'une état s[x; — a1]- - [xk — ak] obtenu par une chaine de
mises a jour de |'état s,

o l'ordre des changements de valeur de deux variable distinguée peut toujours
étre inversé, a cause du fait que, si y # z, alors
s'[y = bl[z > c] = s'[z+ ][y — b]

e au méme temps, si on change plusieurs fois la valeur de la méme variable x,
on peut simplifier I'expression en retenant que la derniére mise a jour de x, car

s'ly — clly — bl = s'[y — b]

@ Donc, pour le cas de mises a jour multiples on utilisera une écriture simplifiée

S[X1 — 31]~"[Xk — ak] = S[X1 = ai, ..., Xk — ak]
et, sans perte de généralité (voir les propriétés précédentes), on fera
I'assomption que
o les variables son distingués, c'est-a-dire, x; = x; ssi i = j

o |'ordre des mises a jour des variables n'est pas relevant.
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SENETALIER SN Systémes de transition

Exemple : la fonction factoriel

Exemple

En While, on peut écrire un commande qui calcul le factoriel
Fact = y:=1;while~(x=1)do(y:=y*x; x:=x—1)

Si dans I'état initial s on a sx = 3, alors

(Fact,s) — s[y — 6][x — 1]

B =y =yxxx:=x—1
W = while—(x=1)doB
Fact = y:=1, W
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Sztaeldelareion
Exemple : calcul du factoriel (sém. naturelle)

(ass) v =1,5) = sly = 1] (W, sly o 1)) — ¢

(comp) (Fact,s) — s’
(while-tt) (B,sly—1]) = s[y— 3,x— 2] (W,s[ly—3,x—2]) > s
(W,sly — 1]) — s’
(ass) (ass)
comp (y:=y*x,s[y—1]) = s[y — 3] (x:=x—1,s[y—3]) > sly—3,x— 2]
(B,sly —1]) = s[y — 3,x+— 2]
—— (while-ff
By s 3xms ) o5 Wy o e
while-tt
(W,sly — 3,x—2]) > s

comp (yi=y*x,s[y— 3,x—2]) = s[y— 6,x— 2] (x:=x—1,s[y—6,x—2]) =5

(B,sly— 3,x+—2]) > s
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Systemes de transition
Terminaison

o L'exécution d'un commande S dans I'état s termine ssi il y a un état s’ t.q.
(S5,s) = ¢
L'exécution d'un commande S dans I'état s boucle ssi n'existe aucun état s’
t.q. (S,s) —» ¢

@ Un commande S termine toujours si I'exécution de S termine dans tous les

états initiaux s.
Un commande S boucle toujours si I'exécution de S boucle dans tous les

états initiaux s.
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SENETALIER SN Systémes de transition

Equivalence sémantique

Définition

Deux commandes S; et S, sont sémantiquement équivalents ssi, pour tout état s

(S1,s) = ¢ ssi (S5,5) = &'
Exemple
while bdo S
est sémantiquement équivalents a
if bthen(S;while bdo S)elseskip
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Systomesldeltiansition
Fonctions partielles et totales

@ On dit que une relation binaire R C A x B est fonctionnelle quand
(a,b)ER et (ab)eR = b=

o La relation R C A x B représente une fonction (totale) de A vers B si est
fonctionnelle et

VaecA: 3JbeB: (a,b) €R
et donc on peut définir
fr: A= B fR(a) =b taq. (a, b) eER

@ Plus en générale, on peut associer une fonction partielle de A vers B a toutes
les relations fonctionnelles R C A x B

{b si(a,b) €R

1 sinon

ou la valeur particuliere | dénote que la fonction n’est pas définie.
Donc, quand fg(a) =L, on dira que fg n'est pas définie pour a.

e Si fr(a) #.L pour tout a € A alors fg est une fonction de A vers B au sens
traditionnel. Dans ce cas, on dira aussi que fg est une fonction totale.
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Systemes de transition
Déterminisme

@ Un systeme de transition est déterministe si
C—C e C—C == c'=c’

@ Le systeme du langage While est déterministe.

Théoreme
La sémantique naturelle du langage While est déterministe, c'est-a-dire

(S,s) »s"  and (S,s) 2§ = =5"

o Cette propriété correspond a |'unicité du résultat de tout computation.

@ La sémantique opérationnelle du langage While a une propriété de
déterminisme encore plus forte : toutes les computations de S € STATE sont
déterministes. En fait :

o pour tout (S,s) que termine, pas seulement I'état final s’ est unique,
o mais il y a une seule dérivation pour (S,s) — s’ et donc une seule computation
pour S a partir de I'état s (et cette computation termine dans I'état s’).

S. Guerrini (LIPN - Paris 13) Sémantique des Langages de Programmation 2009-2010 13 /20



Systomesldeltiansition
La fonction sémantique S,

Sps : STM — (STATE — STATE)

Sns[S] € STATE < STATE

@ c'est une fonction, grace au déterminisme

@ partielle, a cause de |'existence de programmes que ne termine pas

s’ si(S,s) = ¢

1 sinon

Sns[S]s =
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Systomesldeltiansition
Sémantique opérationnelle structurée (ou a petites étapes)

@ Dans la sémantique opérationnelle structurée, ou SQOS, la relation de
transition décrit chaque étape de |'exécution d'un programme.
@ Les transitions ce sont donc de la forme

(S,s) — (5,5 ou (S,s) — ¢
et leur interprétation intuitive est
o dans le cas (S,s) — (S, s), I'exécution de S 3 partir de s donne comme
configuration intermédiaire (S’ s’) et pour terminer I'exécution il faut
continuer |'exécutions a partir ce configuration la.
o dans le cas (S,s) — s’, la computation est terminée dans I'état final est s’
@ Dans la SOS, les régles ce seront du type

(S1,81) &>

O (S,s) =~y si P (5,5) =~

et correspondent au fait que
e si la condition P est vrai (quand il y une condition de bord P)
o et si I'exécutions de S; a partir de I'état initiale s; arrivent dans les
configurations 1 (quand il y a une prémisse dans la regle)
o alors I'exécution de S a partir de |'état initial s arrive dans la configuration ~y
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SENETALIER SN Systémes de transition

Sémantique des commandes

(ass)
(skip)

(comp-1)

(comp-2)

(if-tt)

(if-ff)

(while)

(x:=a,s) = s[x — A[a]s]
(skip,s) — s

(51,s) — (51,5)
(S$1;5,8) = (5];S,,s")

(51,s) = ¢

(51:52,8) = (S2,,5")

(if bthen 51 else S3,5) — (S1,5) if B[b]s = tt

(if bthen S; else S3,5) — (S2,5) if B[b]s = ff

(while bdo S,s) — (if bthen (S ;while bdo S)elseskip,s)
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Systomesldeltiansition
Séquences de dérivation

@ Une séquence de dérivation c'est soit une séquence finie

(So,50) = (S1,81) = -+ = W

t.q. vk 7 «y pour toutes les configurations ~.

o Si v = s, alors on dira que la computation de Sy a partir de so termine (dans
I'état s)

e sinon, si vk = (S, sk), on dira que la computation est bloquée (dans la
configuration ~x)

@ soit une séquence infinie
<50,S()> — <51,51> — = <5k75k> —

(qui donc n'arrive jamais dans une configuration v = s)
o Dans ce cas |3, on dira que la computation de Sy a partir de sp boucle.
o Notations
o (S,s) =K i, ou k> 0si (S, 5) = (S1,81) — -+ — &
o (S,s5) =* (S',s'), si (S,s) =X (S',s') pour quelque k
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SENETALIER SN Systémes de transition

Exemple : calcul du factoriel (SOS) - 1/2

Fact = y: =1, W W = while—(x=1)doB
B =y =yxxx:=x—1

(y:=1s[x—3]) = s[x—3,y—1]

(Comp-2) (Fact, s[x — 3]) = (W, s[x =3,y = 1])

(y=yxx,s[x—=3,y—=1]) = s[x— 3,y 3]
(B,s[x+—3,y—=1]) = (x:=x—1,s[x— 3,y 3])
(B;W,slx—3,y—1]) = (x:=x—1; W,s[x+— 3,y — 3])

(Comp-1)
(Comp-1)
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Sztaeldelareion
Exemple : calcul du factoriel (SOS) - 2/2

(Fact,s[x — 3]) = (W,s[x— 3,y = 1])

(if =(x = 0) then (B; W)elseskip, s[x — 3,y — 1])
(B;W,s[x— 3,y —1])
(x:=x—1,W,s[x—3,y—3])

(W,s[x— 2,y 3])

(if =(x = 0) then (B; W)elseskip, s[x — 2,y — 3])
(B; W, s[x+— 2,y 3])
(x:=x—1,W,s[x— 2,y — 6])

(W,s[x— 1,y — 6])

(if ~(x = 0) then(B; W) elseskip,s[x +— 1,y — 6])
=

s

iiiliiliii

skip, s[x — 1,y — 6])
— s[x— 1,y — 6]
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Sy i GRS
La fonction sémantique Sqs

Ssos : STM — (STATE <> STATE)
Ssos[S] € STATE — STATE

s’ si(S,s) =»* s
L sinon

Ssos[S]s = {

Théoreme
VS e STM : Sus[S] = Ssos[[S] J
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