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1. Donner des preuves en LK pour les séquents suivants :

(a) ` A→ B → A

(b) ` B → A→ A

(c) ` A→ A→ A (donner deux preuves)

(d) ` (A→ B → C) → (A→ B) → A→ C

(e) ¬¬A ` A

2. Démontrer que, en LK :

(a) Γ ` A→ B,∆ ssi Γ, A ` B,∆
(b) Γ ` A ∧B,∆ ssi Γ ` A,∆ et Γ ` B,∆
(c) Γ ` A ∨B,∆ ssi Γ ` A,B,∆
(d) Γ ` ¬A,∆ ssi Γ, A ` ∆

(e) Γ, A→ B ` ∆ ssi Γ, B ` ∆ et Γ ` A,∆
(f) Γ, A ∧B ` ∆ ssi Γ, A,B ` ∆

(g) Γ, A ∨B ` ∆ ssi Γ, A ` ∆ et Γ, B ` ∆

(h) Γ,¬A ` ∆ ssi Γ ` A,∆
(i) Donner un contre-exemple au fait que Γ ` A∨B,∆ implique Γ ` A,∆ ou Γ ` B,∆.

3. Soient σ1 et σ2 les deux preuves de ` A→ A→ A et

π1
Γ1 ` A

π2
Γ2 ` A

ax
A ` A →L

Γ2, A→ A ` A
π = →L

Γ1,Γ2, A→ A→ A ` A

Éliminer la coupure des preuves (i = 1, 2)

σi
` A→ A→ A

π
Γ1,Γ2, A→ A→ A ` A

ξi = cut
Γ1,Γ2 ` A
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4. On définit, par induction sur la structure des formules, le dual Ad de chaque formule A
(on ne consider pas l’implication) :

Xd = X

(B ∧ C)d = Bd ∨ Cd

(B ∨ C)d = Bd ∧ Cd

(¬A)d = ¬Ad

On étend la définition aux multiensembles de formules par Γd = Ad
1, . . . , A

d
k si Γ =

A1, . . . , Ak.

Démontrer que

(a) Add = A

(b) Γ ` ∆ est démontrable ssi ∆d ` Γd est démontrable.

5. On définit A⊥ par induction (on ne consider pas l’implication)

X⊥ = ¬X
(B ∧ C)⊥ = B⊥ ∨ C⊥

(B ∨ C)⊥ = B⊥ ∧ C⊥

(¬A)⊥ =

{
A si A est un atome

¬A⊥ autrefois

Démontrer que

(a) ` A,A⊥ (au même temps que A,A⊥ `)

(b) en utilisant les points précédents, on a ` ¬A→ A⊥ et ` A⊥ → ¬A
(c) Γ ` ∆ est démontrable ssi ` Γ⊥,∆
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