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l.a. Modeéle Général étudié

Définition d’'un programme Quadratique en variables 0-1

min xTQx+b"x =31 S Quxixg + 3.1 bix;
sc. X'Bix+d'x=(ou <)ejie{l,...,m}

Ax =(ou <)b

x €{0,1}"

Q
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min xTQx+b"x =31 S Quxixg + 3.1 bix;
sc. X'Bix+d'x=(ou <)ejie{l,...,m}

Ax =(ou <)b

x €{0,1}"

Q

@ x :vecteur des variables de décision
@ xe{0,1}"<=>x2=x Vie{l,....n}
=> probléme continu !
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l.a. Modeéle Général étudié

Définition d’'un programme Quadratique en variables 0-1

min xTQx+b"x =31 S Quxixg + 3.1 bix;
sc. X'Bix+d'x=(ou <)ejie{l,...,m}

Ax =(ou <)b

x e {0,1}"

Q

@ x :vecteur des variables de décision
@ xe{0,1}"<=>x2=x Vie{l,....n}
=> probleme continu !
@ Cas particulier : programmation linéaire en 0-1
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@ Tres large spectre d’application

@ Mais problemes généralement NP-difficiles

@ Principe général : établir des relaxations convexes pour les cas
difficiles pour obtenir des bornes (inférieures ou supérieures)

Probleme difficile a résoudr
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@ Tres large spectre d’application

@ Mais problemes généralement NP-difficiles

@ Principe général : établir des relaxations convexes pour les cas
difficiles pour obtenir des bornes (inférieures ou supérieures)

Probléme difficile a résoudr

Programmation Semidéfinie ??

Programmation Quadratiqu

Programmation Linéaire

@ méthodes de séparation/évaluation (Branch&Bound)
@ méthodes de Branch&Cut
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|.b. Modéliser a l'aide de variables 0-1

@ b.1 Variables prenant un ensemble fini de valeurs
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b.1 Variables prenant un ensemble fini de valeurs
b.2 Contraintes alternatives/impliquées

b.3 Minimum ou maximum de k fonctions bornées
b.4 Fonctions linéaires par morceaux

b.5 Fonctions en escalier

b.6 Ratio de fonctions pseudo-booléennes linéaires
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l.c. Cas Quadratique 0-1 sans contrainte

Maximiser x” Qx + b’ x avec x € {0,1}"

@ l.c.1. Exemple de cas difficile : max-Cut >p NAE-3SAT
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l.c. Cas Quadratique 0-1 sans contrainte

Maximiser x” Qx + b’ x avec x € {0,1}"

@ l.c.1. Exemple de cas difficile : max-Cut >p NAE-3SAT

@ l.c.2. Exemple de cas facile : maximiser avec Q; > 0 <=>
probléme de coupe minimale particulier (fonction sous-modulaire)
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l.c.1. Probleme max-cut

Données. Soit un graphe G = (V, X) possédant n sommets et dont les
arétes [v;, vj] sont valuées positivement par une matrice W = (W;).
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l.c.1. Probleme max-cut

Données. Soit un graphe G = (V, X) possédant n sommets et dont les
arétes [v;, vj] sont valuées positivement par une matrice W = (W;).
Question. Trouver une partition des sommets de V en deux
sous-ensembles ( V4, V») telle que la somme des poids des arétes
ayant leurs extrémités dans des paquets différents soit maximale.
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l.c.1. Probleme max-cut

Données. Soit un graphe G = (V, X) possédant n sommets et dont les
arétes [v;, vj] sont valuées positivement par une matrice W = (W;).
Question. Trouver une partition des sommets de V en deux
sous-ensembles ( V4, V») telle que la somme des poids des arétes
ayant leurs extrémités dans des paquets différents soit maximale.
Modeéle.

max 3wy [%i (1= ) + x5 (1 = x)]
Sous la contrainte : x € {0,1}"
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l.c.2. Exemple de cas facile

Maximiser x” Qx + b’ x avec x € {0,1}"
avec :

@ b; de signe quelconque
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l.c.2. Exemple de cas facile

Maximiser x"Qx 4 b” x avec x € {0,1}"
avec :

@ b; de signe quelconque
@ Q) tous positifs
=> Construction d’'un probléme équivalent flot maximal/coupe minimale
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l.d.1. Placement de taches dans un systéme distribué

Données.

@ ntaches communicantes et p processeurs
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l.d.1. Placement de taches dans un systéme distribué

Données.

@ ntaches communicantes et p processeurs

@ Une matrice C n x n représentant les colts de communication si
les taches sont placées sur des processeurs différents. Colt de
communication négligeable si les taches sont sur le méme

processeur
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l.d.1. Placement de taches dans un systéme distribué

Données.

@ ntaches communicantes et p processeurs

@ Une matrice C n x n représentant les colts de communication si
les taches sont placées sur des processeurs différents. Colt de
communication négligeable si les taches sont sur le méme
processeur

@ une matrice Q n x p représentant les colts d’exécution

Question. Trouver une affectation des taches sur les processeurs
minimisant le co(t total (exécutions+communications)
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l.d.1. Placement de taches dans un systéme distribué

Modélisation.

s.C.0 Sk xu=1;t=1,....n

P min Z?=1 Zf():1 QX + Z£:1 > i<t Cxe(1 — Xpk)
P
x € {0,1}"P
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l.d.1. Placement de taches dans un systéme distribué

Modélisation.

s.C. : Z’,Z:1th=1 ct=1,...,n

min Z?:1 Zﬁa QueXik + Z£:1 Zt<t’ Covr Xek (1 — Xprkc)
(P)
x €{0,1}P

Cas P = 2 : polynomial ! (NP-difficile pour P > 3)
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l.d.2. Gestion de personnel

Objectif : mettre en place un planning hebdomadaire pour un
ensemble de n personnes en maximisant le nombre de jours de
congés consécutifs
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l.d.2. Gestion de personnel

Objectif : mettre en place un planning hebdomadaire pour un
ensemble de n personnes en maximisant le nombre de jours de
congés consécutifs

Contraintes :

@ nj; personnes sont nécessaires le jourj (j =1,...,7).
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l.d.2. Gestion de personnel

Objectif : mettre en place un planning hebdomadaire pour un
ensemble de n personnes en maximisant le nombre de jours de
congés consécutifs

Contraintes :

@ nj; personnes sont nécessaires le jourj (j =1,...,7).
@ La personne i prend T; jours de congés par semaine.
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l.d.2. Gestion de personnel

max 2?21 (Z?:1 X;jX,'/'+1 —|—X,‘7X,'1)

se. YLy xj=n—n j=1,...,7
Saxi=T i=1,....n
xje{0,1} i=1,....nj=1,...,7
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[.d.3. Gestion de Stocks

@ ntype d’articles a réapprovisionner dont les demandes par unité
de temps sont connues
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de temps sont connues
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[.d.3. Gestion de Stocks

@ ntype d’articles a réapprovisionner dont les demandes par unité
de temps sont connues

@ R :nombre maximal de réapprovisionnements par unité de temps
@ C; : colt de stockage par unité de temps pour les articles de type i

@ Aq,...,Apn :intervalles de temps possibles entre deux
commandes successives d’'un article de méme type

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF 18/114



[.d.3. Gestion de Stocks

@ ntype d’articles a réapprovisionner dont les demandes par unité
de temps sont connues

@ R :nombre maximal de réapprovisionnements par unité de temps
@ C; : colt de stockage par unité de temps pour les articles de type i

@ Aq,...,Apn :intervalles de temps possibles entre deux
commandes successives d’'un article de méme type

@ Choisir un intervalle de temps §; pour commander chaque type
d’article
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[.d.4. Gestion de Stocks

min 2?21 C,'(S,'
s.C. Z,{':“S%SR
die{Aqy,....,Ap} i=1,....n
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[.d.4. Gestion de Stocks

min 2721 C,'(S,'
s.C. Z,n:h%gR
die{Aqy,....,Ap} i=1,....n

=> Programme non quadratique, et variables non 0-1!
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[.d.4. Gestion de Stocks

min 2721 C,'(S,'
s Y.n, él/ <R
sie{lAy,....Ap} i=1,....n
=> Programme non quadratique, et variables non 0-1!
Réécriture :

m 1 m 1
= ZA,’Z,']' => T = Z_.Zij
< b =D

avec zj € {0,1} et 357, zj = 1
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[.d.4. Gestion de Stocks

min 2721 C,'5,'
s.C. Z,n:“sling’
5,’6{A1,...,Am} i=1,....n

=> Programme non quadratique, et variables non 0-1!
Réécriture :

m 1 m 1
= ZA,’Z,']' => T = Z_.Zij
< b =D

avec zj € {0,1} et 357, zj = 1
=>

min 3774 CiY % Az
zje{0,1} i=1,....,nj=1,....m
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l.d.5. Constitution d’'un portefeuille d’actions

Choisir m actions parmi n en minimisant le risque et en garantissant
un rendement global égal a une valeur fixée p
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l.d.5. Constitution d’'un portefeuille d’actions

Choisir m actions parmi n en minimisant le risque et en garantissant
un rendement global égal a une valeur fixée p

@ [ : matrice des variances/co-variances
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l.d.5. Constitution d’'un portefeuille d’actions

Choisir m actions parmi n en minimisant le risque et en garantissant
un rendement global égal a une valeur fixée p

@ [ : matrice des variances/co-variances

@ r; : espérance du rendement de I'action i

@ Xx; : proportion du titre /i dans le portefeuille

min xTx=>", 27:1 X%
n . —_—
(Markovitz) S.c. Z%ﬂ xi =1
dimt liXi = p
x €[0,1]"
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|.d.5. Constitution d’'un portefeuille d’actions

Choisir m actions parmi n en minimisant le risque et en garantissant
un rendement global égal a une valeur fixée p

@ [ : matrice des variances/co-variances
@ r; : espérance du rendement de I'action i
@ Xx; : proportion du titre /i dans le portefeuille

min xTx=>", 27:1 X%
n . —_—
(Markovitz) S.c. Z%ﬂ xi =1
dimt liXi = p
x €[0,1]"

Probleme quadratique convexe continu : facile a résoudre
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Frontiere d’efficience

En faisant varier la valeur du rendement souhaité, on obtient une
frontiere d’efficience continue et convexe !

Return

Risk-Variance

Master M2 MMMEF 21/114

Programmation Quadratique en variables 0-1
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l.d.6. Constitution d’un portefeuille d’actions
(plus réaliste)

Soyons plus réalistes :

@ Limitation du nombre de titres : >°7_, y; = mavec y € {0,1}", i.e.
I'action i fait partie du portefeuille
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Soyons plus réalistes :

@ Limitation du nombre de titres : >°7_, y; = mavec y € {0,1}", i.e.
I'action i fait partie du portefeuille

@ Limitation des quantités de chaque action : LB;y; < x; < UB;y;
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l.d.6. Constitution d’un portefeuille d’actions
(plus réaliste)

Soyons plus réalistes :
@ Limitation du nombre de titres : >°7_, y; = mavec y € {0,1}", i.e.
I'action i fait partie du portefeuille
@ Limitation des quantités de chaque action : LB;y; < x; < UB;y;
@ Achat des actions par fraction fixée f; : x; = fizj, ou zi € N
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l.d.6. Constitution d’un portefeuille d’actions
(plus realiste)

Soyons plus réalistes :

@ Limitation du nombre de titres : >°7_, y; = mavec y € {0,1}", i.e.
I'action i fait partie du portefeuille

@ Limitation des quantités de chaque action : LB;y; < x; < UB;y;

@ Achat des actions par fraction fixée f; : x; = fizj, ou zi € N

=> Modeéle discret : beaucoup plus difficile a résoudre !
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l.d.6. Constitution d’un portefeuille d’actions
(plus réaliste)

min  xTFx =327 20 Tixix;
se. Yrixi=1

SiLiniXi=p

Siiyi=m

LB,'y,'SX,'SUB,'y,' i:1,...,n
L x €[0,1]", y € {0,1}"
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l.d.6. Constitution d’un portefeuille d’actions
(plus réaliste)

min  xTFx =327 20 Tixix;
S.C. 27:1 Xi=1

2y 11X = p

SYiiyi=m

LB,'y,'SX,'SUB,'y,' i:1,...,n
L x €[0,1]", y € {0,1}"

=> |dée : énumérer sur y pour retrouver un programme quadratique
convexe continu !

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF 23/114



Frontiere d’efficience dans le cas discret (1)

Exemple. Choisir 2 titres parmi 4 : 7 . y; =2 avec y € {0,1}*

Titre Espérance de rendement Ecart-type

1 0.004798 0.046341
2 0.000659 0.035770
3 0.003174 0.030474
4 0.001377 0.035770

0.118368 0.143822 0.252213
0.164589  0.099763
0.083122
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Frontiére d’efficience dans le cas discret (2)
Pour chaque couple de titres parmi les quatre, on peut tracer la
frontiére d’efficience :

oggR* assetl

Return

asset2

Risk-Variance
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Frontiére d’efficience dans le cas discret (3)
Pour un risque donné, on prend le meilleur rendement : frontiére non
convexe et méme discontinue !

Risk-Variance

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF 26/114



l.d.7. Probléme du rééquilibrage d’un portefeuille

@ x0 : portefeuille initial,  x : portefeuille final
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l.d.7. Probléme du rééquilibrage d’un portefeuille

@ x0 : portefeuille initial,  x : portefeuille final

@ Minimiser : le risque + ax les colts fixes et linéaires de
transaction (commissions, courtage, taxes)
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@ x0 : portefeuille initial,  x : portefeuille final

@ Minimiser : le risque + ax les colts fixes et linéaires de
transaction (commissions, courtage, taxes)

@ Codts linéaires : a; et v; représentent respectivement les volumes
de vente et d’achat de I'action i
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l.d.7. Probléme du rééquilibrage d’un portefeuille

@ x0 : portefeuille initial,  x : portefeuille final

@ Minimiser : le risque + ax les colts fixes et linéaires de
transaction (commissions, courtage, taxes)

@ Codts linéaires : a; et v; représentent respectivement les volumes
de vente et d’achat de I'action /

@ Codts fixes ¢ y; 1 y; = 1si x; # x° et sinon y; = 0
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l.d.7. Probléme du rééquilibrage d’un portefeuille

@ x0 : portefeuille initial,  x : portefeuille final

@ Minimiser : le risque + ax les colts fixes et linéaires de
transaction (commissions, courtage, taxes)

@ Codts linéaires : a; et v; représentent respectivement les volumes
de vente et d’achat de I'action /

@ Codts fixes ¢ y; 1 y; = 1si x; # x° et sinon y; = 0
@ Pour l'actionj: C; = C,-F}/i + C,-Aa/ + C,-VVi
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l.d.7. Probléme du rééquilibrage d’un portefeuille

@ x0 : portefeuille initial,  x : portefeuille final

@ Minimiser : le risque + ax les colts fixes et linéaires de
transaction (commissions, courtage, taxes)

@ Codts linéaires : a; et v; représentent respectivement les volumes
de vente et d’achat de I'action /

@ Codts fixes ¢ y; 1 y; = 1si x; # x° et sinon y; = 0
@ Pour l'actionj: C; = C,-F}/i + C,-Aa/ + C,-VVi

(min 3 S0 Tixixg + a3l G

se. Sixi=1
SOy X > p
a <yi(UBi—x%),a>x—x° a>0 i=1,...,n
Vi <yi(x*—LBy), vi>x?—x,vi>0 i=1,....n
LBy < x; < UBjy;

\ x €[0,1]", y € {0,1}"
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Plan du cours

e 2. Linéarisations
@ a. Linéarisation "Classique"
@ b. Linéarisation "Produit"
@ c. Linéarisations "Compactes"

@ d. Application au probléeme du sac-a-dos quadratique
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Plan du cours

e 2. Linéarisations
@ a. Linéarisation "Classique"
@ b. Linéarisation "Produit"
@ c. Linéarisations "Compactes"

@ d. Application au probléeme du sac-a-dos quadratique
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2.a. Linéarisation classique (Dantzig)

Programmation Quadratique en variables 0-1

Minxemn X7 Qx =114 Y1 4 Qjxix;

s.C. xTBix +dlx=(ou <)e; ie{1,...,m}
Ax = (ou <)b
xe€{0,1}"

Q
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2.a. Linéarisation classique (Dantzig)

Programmation Quadratique en variables 0-1

Minxemn X7 Qx =114 Y1 4 Qjxix;

s.C. xTBix +dlx=(ou <)e; ie{1,...,m}
Ax = (ou <)b
xe€{0,1}"

Q

Linéarisation :

@ Remplacer x;x; par Y Vi < j
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2.a. Linéarisation classique (Dantzig)

Programmation Quadratique en variables 0-1

Minxemn X7 Qx =114 Y1 4 Qjxix;

s.C. xTBix +dlx=(ou <)e; ie{1,...,m}
Ax = (ou <)b
xe€{0,1}"

Q

Linéarisation :
@ Remplacer x;x; par Y Vi < j
@ Ajouter: Y <x;, Yy < xj,etY—xi—xi+1>0Vi<j
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2.a. Linéarisation classique (Dantzig)

Programmation Quadratique en variables 0-1

Minxemn X7 Qx =114 Y1 4 Qjxix;

s.C. xTBix +dlx=(ou <)e; ie{1,...,m}
Ax = (ou <)b
xe€{0,1}"

Q

Linéarisation :
@ Remplacer x;x; par Y Vi < j
@ Ajouter: Y <X, Vi< xj,etYj—xi—x+1>0Vi<j
@ Relaxation : Remplacer x € {0,1}" par0 < x; <1Vi
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2.a. Linéarisation classique (Dantzig)

Programmation Quadratique en variables 0-1

Minxemn X7 Qx =114 Y1 4 Qjxix;

s.C. xTBix +dlx=(ou <)e; ie{1,...,m}
Ax =(ou <)b
xe€{0,1}"

Q

Linéarisation :
@ Remplacer x;x; par Y Vi < j
@ Ajouter: Y <x;, Yy < xj,etY—xi—xi+1>0Vi<j
@ Relaxation : Remplacer x € {0,1}" par0 < x; <1Vi

=> Programme linéaire continu
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2.a. Linéarisation classique (Dantzig)

(PL_D)

((min 35 30 QY .

Yi <X, Y < X i<je{l,....n}
Yi—Xi—x;+1>0 i<je{l,....n}
Ax = (ou <)b

xe[0,1]"Y;>0Vi<je{l,...,n}
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2.a. Linéarisation classique (Dantzig)

(PL_D)

((min 35 30 QY .

Yi <X, Y < X i<je{l,....n}
Yi—Xi—x;+1>0 i<je{l,....n}
Ax = (ou <)b

xe[0,1]"Y;>0Vi<je{l,...,n}

Colt élevé : O(n?) variables et contraintes supplémentaires
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Plan du cours

e 2. Linéarisations
@ a. Linéarisation "Classique"
@ b. Linéarisation "Produit"
@ c. Linéarisations "Compactes"

@ d. Application au probléeme du sac-a-dos quadratique
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2.b. Linéarisation "Produit" (Adams-Sherali)

On multiplie Ax < b par xi et par 1 — xx pour tout k dans {1,...,n}
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2.b. Linéarisation "Produit" (Adams-Sherali)

On multiplie Ax < b par xi et par 1 — xx pour tout k dans {1,...,n}
(PL_AS)

min 2112,100 if
s.C. Z,1ZI1BUKJ+d x = (ou <)eg; ie{1,....m}
Yi <X, Yj <X i<je{1,. }
Yi—Xxi—x;+1>0 i<je{1 ,n}
S A Yk+z, ki1 A Yig(ou <)(b Ak)kak
Zk 1A( /k)+Z, k1 Ai(Xk = Yig)(ou <) b(1 — xi) vk
xe[O 117 Y; >0
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Plan du cours

e 2. Linéarisations
@ a. Linéarisation "Classique"
@ b. Linéarisation "Produit"
@ c. Linéarisations "Compactes"

@ d. Application au probléeme du sac-a-dos quadratique
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2.c. Linéarisations "Compactes" (Glover)

@ Facteur de x; dans la fonction quadratique : L;j(x) = Z}':,-H Qjix;
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2.c. Linéarisations "Compactes" (Glover)

@ Facteur de x; dans la fonction quadratique : L;j(x) = Z}':,-H Qjix;
@ on détermine : o; < Li(x) < 5;

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF 35/114



2.c. Linéarisations "Compactes" (Glover)

@ Facteur de x; dans la fonction quadratique : L;j(x) = Z/f':,-H Qjix;

@ on détermine : «; < Li(x) < f;

@ Pour tout idans {1,...,n}, x;L;j(x) est représenté par une variable
Zj
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2.c. Linéarisations "Compactes" (Glover)

@ Facteur de x; dans la fonction quadratique : L;j(x) = Z/f':,-H Qjix;

@ on détermine : «; < Li(x) < f;

@ Pour tout idans {1,...,n}, x;L;j(x) est représenté par une variable
Zj

Contraintes :
@ aiX; <z < BiX;
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2.c. Linéarisations "Compactes" (Glover)

@ Facteur de x; dans la fonction quadratique : L;j(x) = Z/f':,-H Qjix;

@ on détermine : «; < Li(x) < f;

@ Pour tout idans {1,...,n}, x;L;j(x) est représenté par une variable
Zj

Contraintes :
@ aiX; <z < BiX;
o Li(x)—Bi(1 —x) <z < Li(x) — oi(1 — x7)
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Plan du cours

e 2. Linéarisations
@ a. Linéarisation "Classique"
@ b. Linéarisation "Produit"
@ c. Linéarisations "Compactes"

@ d. Application au probléeme du sac-a-dos quadratique
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Application au probléme du sac-a-dos quadratique

@ Ecriture de différentes relaxations linéaires
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Application au probléme du sac-a-dos quadratique

@ Ecriture de différentes relaxations linéaires
@ Comparaison des relaxations
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Application au probléme du sac-a-dos quadratique

@ Ecriture de différentes relaxations linéaires
@ Comparaison des relaxations
@ Amélioration des relaxations compactes
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Plan du cours

e 3. Approches Lagrangiennes
@ a. Relaxations Lagrangiennes
@ b. Méthodes de décomposition Lagrangienne
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Plan du cours

e 3. Approches Lagrangiennes
@ a. Relaxations Lagrangiennes
@ b. Méthodes de décomposition Lagrangienne
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Plan du cours

e 3. Approches Lagrangiennes
@ a. Relaxations Lagrangiennes
@ b. Méthodes de décomposition Lagrangienne
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Plan du cours

e 4. Approche par Programmation Semidéfinie

@ a. Bases de la Programmation Semidéfinie

@ b. Application a la Programmation Quadratique en 0-1
@ 1. Le nombre de Lovasz
@ 2. Relaxation SDP en {0, 1}
@ 3. Relaxation SDP en {—1,1}
@ 4. Liens avec I'approche Lagrangienne
@ 5. Amélioration des relaxations Quadratiques Convexes
@ 6. Problémes SDLS et contrainte sphérique
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Plan du cours

e 4. Approche par Programmation Semidéfinie

@ a. Bases de la Programmation Semidéfinie

@ b. Application a la Programmation Quadratique en 0-1
@ 1. Le nombre de Lovasz
@ 2. Relaxation SDP en {0, 1}
@ 3. Relaxation SDP en {—1,1}
@ 4. Liens avec I'approche Lagrangienne
@ 5. Amélioration des relaxations Quadratiques Convexes
@ 6. Problémes SDLS et contrainte sphérique
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Généralités

@ Ultilisation récente en optimisation combinatoire (1993).
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Généralités

@ Ultilisation récente en optimisation combinatoire (1993).

@ Cas particulier de programmation convexe non-linéaire (fonction
et contraintes convexes).
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Généralités

@ Ultilisation récente en optimisation combinatoire (1993).

@ Cas particulier de programmation convexe non-linéaire (fonction
et contraintes convexes).

@ Généralisation de la programmation linéaire (tout PL est un SDP
particulier).

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF 43/114



Généralités

@ Ultilisation récente en optimisation combinatoire (1993).

@ Cas particulier de programmation convexe non-linéaire (fonction
et contraintes convexes).

@ Généralisation de la programmation linéaire (tout PL est un SDP
particulier).

@ Avantage : relaxation plus “fine” que la PL, bornes de trés bonne
qualité.
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@ Ultilisation récente en optimisation combinatoire (1993).

@ Cas particulier de programmation convexe non-linéaire (fonction
et contraintes convexes).

@ Généralisation de la programmation linéaire (tout PL est un SDP
particulier).

@ Avantage : relaxation plus “fine” que la PL, bornes de trés bonne
qualité.

@ Inconvénient : résolution numérique colteuse.
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Généralités

@ Ultilisation récente en optimisation combinatoire (1993).

@ Cas particulier de programmation convexe non-linéaire (fonction
et contraintes convexes).

@ Généralisation de la programmation linéaire (tout PL est un SDP
particulier).

@ Avantage : relaxation plus “fine” que la PL, bornes de trés bonne
qualité.

@ Inconvénient : résolution numérique colteuse.

» => A réserver aux problemes trés difficiles (lorsque 'approche par
PL échoue).
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Matrices (Semidéfinies) Positives

Sh : espace des matrices réelles symétriques n x n
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Matrices (Semidéfinies) Positives

Sh : espace des matrices réelles symétriques n x n

Produit scalaire dans S, :

(AB)e S5 AeB=3, 27:1 AjBj
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Matrices (Semidéfinies) Positives
Sy : espace des matrices réelles symétriques n x n

Produit scalaire dans S, :

(AB)e S5 AeB=3], Zf:1 AjiBj

Definition
A € S, est positive, A = 0, si et seulement si pour tout x € R”
XTAx =3 S Ajxixp = AexxT > 0

x2 X1Xi - XiXn

xxT = | xix x? XiXn
: 2
XnX1 XnXI Xn
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Matrices (définies) positives : Définitions équivalentes

Matrices définies positives :

A>=0
Vz#£0cR" zTAz>0
Les valeurs propres de Asont > 0
Les mineurs principaux de A sont > 0
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Matrices (définies) positives : Définitions équivalentes

Matrices définies positives :

A-0
Vz£0€R" zTAz>0
Les valeurs propres de Asont > 0
Les mineurs principaux de A sont > 0

Matrices positives (semidéfinies positives)

A-0
VzeR" zTAz>0
Les valeurs propres de Asont > 0
Les mineurs symétriques de A sont > 0

> définit un ordre partiel :A> B< A— B> 0.
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Definition

Mineur symétrique d’une matrice :

déterminant d’'une sous-matrice obtenue en choisissant un
sous-ensemble de lignes et de colonnes de mémes indices

46 /114
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Definition

Mineur symétrique d’une matrice :

déterminant d’'une sous-matrice obtenue en choisissant un
sous-ensemble de lignes et de colonnes de mémes indices

Proposition

Une matrice est (semidéfinie) positive si et seulement si tous ses
mineurs symétriques sont positifs ou nuls
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Definition

Mineur symétrique d’une matrice :

déterminant d’'une sous-matrice obtenue en choisissant un
sous-ensemble de lignes et de colonnes de mémes indices

Proposition
Une matrice est (semidéfinie) positive si et seulement si tous ses
mineurs symétriques sont positifs ou nuls

1 2 1
Exemple:A=| 2 6 4
1 4 3

@ mineurs symétriques1x1:1>0,6>0,3>0
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Definition

Mineur symétrique d’une matrice :

déterminant d’'une sous-matrice obtenue en choisissant un
sous-ensemble de lignes et de colonnes de mémes indices

Proposition
Une matrice est (semidéfinie) positive si et seulement si tous ses
mineurs symétriques sont positifs ou nuls

1 2 1
Exemple:A=| 2 6 4
1 4 3
@ mineurs symétriques1x1:1>0,6>0,3>0
@ mineurs symétriques2x2:6—-4>0,18-16>0,3—-1>0
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Definition

Mineur symétrique d’une matrice :

déterminant d’'une sous-matrice obtenue en choisissant un
sous-ensemble de lignes et de colonnes de mémes indices

Proposition

Une matrice est (semidéfinie) positive si et seulement si tous ses
mineurs symétriques sont positifs ou nuls

1 2 1
Exemple:A=| 2 6 4
1 4 3

@ mineurs symétriques1x1:1>0,6>0,3>0
@ mineurs symétriques2x2:6—-4>0,18-16>0,3—-1>0
@ mineur symétrique 3 x 3 : det(A)=0>0
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Inégalités matricielles linéaires

Definition

On appelle inégalité matricielle linéaire toute expression de la forme
ST Aixi = Ag, 0U A; € Sp(i = 0,...,n) et les x; sont des variables
réelles.
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Inégalités matricielles linéaires

Definition

On appelle inégalité matricielle linéaire toute expression de la forme
ST Aixi = Ag, 0U A; € Sp(i = 0,...,n) et les x; sont des variables
réelles.
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Inégalités matricielles linéaires

Definition

On appelle inégalité matricielle linéaire toute expression de la forme
ST Aixi = Ag, 0U A; € Sp(i = 0,...,n) et les x; sont des variables
réelles.

—_

Exemple 1. Soit un réel t tel que

1t
t 2
1 1
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Inégalités matricielles linéaires

Definition

On appelle inégalité matricielle linéaire toute expression de la forme
ST Aixi = Ag, 0U A; € Sp(i = 0,...,n) et les x; sont des variables
réelles.

1t 1
Exemple 1. Soitun réel ttelque | t 2 1 =0
11 4t
ce qui est équivalent a I'infinité d’'inégalités linéaires simples :
1t 1
VzeR" zTXz>0.avecX=|t 2 1
11 41t
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Inégalités matricielles linéaires

Definition

On appelle inégalité matricielle linéaire toute expression de la forme
ST Aixi = Ag, 0U A; € Sp(i = 0,...,n) et les x; sont des variables
réelles.

1t 1
Exemple 1. Soitun réel ttelque | t 2 1 =0
11 4t
ce qui est équivalent a I'infinité d’'inégalités linéaires simples :
1t 1
VzeR" z'Xz>0.avecX=|t 2 1

1t 1
ex.[1 0 1 ]|t 2 1
11 4t

11 4—t

—_ O =

]_7t20
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1t 1

t 2 1 =0

11 4—t
Cherchons t vérifiant I'inégalité matricielle, i.e. t vérifiant :
4—t>0; 2-t2>0; 3-t>0;
7-2t>0; £2-42+5>0.
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1t 1
t 2 1 =0
11 4—t
Cherchons t vérifiant I'inégalité matricielle, i.e. t vérifiant :
4-t>0; 2—t2>0;3-1t>0;
7-2t>0; £2-42+5>0.

7-2t

4-t
3-t

2-t

3 2 J
t -4t +5 & o

=> deux inégalités linéaires simples : —1 <t < 1,381966
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Exemple 2. Soit x et ¢ réels vérifiant [ ’1( 1t ] =0
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Exemple 2. Soit x et ¢ réels vérifiant [ )1( 1t ] =0

<= x>0,t>0, xt >1 (mineurs symétriques).
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Exemple 2. Soit x et ¢ réels vérifiant [ )1( 1t ] =0

<= x>0,t>0, xt >1 (mineurs symétriques).

t

La région du plan obtenue est convexe mais n’est pas un polytope.
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Inégalités matricielles linéaires (2)

@ Soient Ag, A1,...,An dans S,, espace des matrices réelles
symétriques n x n
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Inégalités matricielles linéaires (2)

@ Soient Ag, A1,...,An dans S,, espace des matrices réelles
symétriques n x n

@ Pour x € R™on pose F(x) =Y., x;A; — Ao
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Inégalités matricielles linéaires (2)

@ Soient Ag, A1,...,An dans S,, espace des matrices réelles
symétriques n x n

@ Pour x € R™on pose F(x) =Y., x;A; — Ao
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Inégalités matricielles linéaires (2)

@ Soient Ag, A1,...,An dans S,, espace des matrices réelles
symétriques n x n

@ Pour x € R™on pose F(x) =Y., x;A; — Ao

F(x) est une matrice appartenant
a I'espace affine défini par le repére :

@ —A : origine
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Inégalités matricielles linéaires (2)

@ Soient Ag, A1,...,An dans S,, espace des matrices réelles
symétriques n x n

@ Pour x € R™on pose F(x) =Y., x;A; — Ao
F(x) est une matrice appartenant
a I'espace affine défini par le repére :

@ —A : origine

@ Ay,...,An base
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Inégalités matricielles linéaires (2)

@ Soient Ag, A1,...,An dans S,, espace des matrices réelles
symétriques n x n

@ Pour x € R™on pose F(x) =Y., x;A; — Ao
F(x) est une matrice appartenant
a I'espace affine défini par le repére :

@ —A : origine

@ Ay,...,An base

@ x :coordonnées de F(x) dans ce repére
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Inégalités matricielles linéaires (3)

Etudions S = {x € R™ : F(x)=>["; xiAi — Ay = 0}
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Inégalités matricielles linéaires (3)

Etudions S = {x € R™ : F(x)=>["; xiAi — Ay = 0}
S est défini par une inégalité matricielle linéaire
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Inégalités matricielles linéaires (3)

Etudions S = {x € R™ : F(x)=>["; xiAi — Ay = 0}
S est défini par une inégalité matricielle linéaire

@ F(x) est dans l'intersection d’'un espace affine et du cone des
matrices (semidéfinies) positives
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Inégalités matricielles linéaires (3)

Etudions S = {x € R™ : F(x)=>["; xiAi — Ay = 0}
S est défini par une inégalité matricielle linéaire

@ F(x) est dans l'intersection d’'un espace affine et du cone des
matrices (semidéfinies) positives

@ La région recherchée est convexe car F est linéaire :
FOXxX+(1 =X y)= FxX)+(1 =X F(y) =0
VvAel0,1],xe S, ye S
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Inégalités matricielles linéaires (3)

Etudions S = {x € R™ : F(x)=>["; xiAi — Ay = 0}
S est défini par une inégalité matricielle linéaire
@ F(x) est dans l'intersection d’un espace affine et du cone des
matrices (semidéfinies) positives
@ La région recherchée est convexe car F est linéaire :
FOx+(1=X)y)=AFX)+(1 =X F(y)=0
VvAel0,1],xe S, ye S
@ mais n’est généralement pas un polytope pour m > 2 :

x et y réels vérifiant 1 =0

1
<~ x>0,y >0, xy >1 (mineurs symétriques)
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S:{XE%’" : 27;1A,'X,'—A0¢0}

Théoréme

; ={x | F(x) =0} et S={x | F(x) = OetdetF(x)=0}
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Nature de la frontiere
det F(x) = 0 < x annule un certain nombre de polynémes. En effet
certains mineurs de F(x) sont nuls (le nombre dépend du rang de
F(x)).

=> On obtient des surfaces algebriques (en PL : hyperplans)
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Nature de la frontiére
det F(x) = 0 < x annule un certain nombre de polynémes. En effet
certains mineurs de F(x) sont nuls (le nombre dépend du rang de
F(x)).
=> On obtient des surfaces algebriques (en PL : hyperplans)

X1 1 0
Exemple. F(x)=| 1 x+1 0 | =0
0 0 Xo
On cherche x tel que det F(x) = 0.
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Nature de la frontiére
det F(x) = 0 < x annule un certain nombre de polynémes. En effet
certains mineurs de F(x) sont nuls (le nombre dépend du rang de
F(x)).
=> On obtient des surfaces algebriques (en PL : hyperplans)

X1 1 0
Exemple. F(x)=| 1 x+1 0 | =0

0 0 Xo
On cherche x tel que det F(x) = 0.

x2

Frontiere : {x : xq(xo+1)—1=0,0<x; <1} U{Xx:x=0,x4 >1}
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Programmes Semidéfinis

Definition
Un programme semidéfini est la minimisation d’'une forme linéaire de
R™ soumise a une inégalité matricielle linéaire

min c’x
(SDP) { S.C. F(X) = 2121 XA — Ay =0
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Programmes Semidéfinis

Definition
Un programme semidéfini est la minimisation d’'une forme linéaire de
R™ soumise a une inégalité matricielle linéaire

min c’x
(SDP) { S.C. F(X) = 2121 XA — Ay =0
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Programmes Semidéfinis

Definition
Un programme semidéfini est la minimisation d’'une forme linéaire de
R™ soumise a une inégalité matricielle linéaire

min c’x
(SDP) { S.C. F(X) = 27;1 XA — Ay =0

Proposition
La programmation linéaire est un cas particulier de la programmation
semidéfinie :
(PL) min c’x
s.c. F(x)=diag(Ax—b)>=0< Ax—b>0

Al x — bj est valeur propre positive de la matrice diagonale F(x)
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Formulation d’'un PL en PSD

Minimiser cTx

(PL) { Sous contrainte F(x) = diag(Ax — b) = 0
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Formulation d’'un PL en PSD

Minimiser cTx

(PL) { Sous contrainte F(x) = diag(Ax — b) = 0

Exemple.

Minimiser X1+ 3x2
(P) S.C. : 2X1 — Xo > 1
51 +7x2 > —6
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Formulation d’'un PL en PSD

Minimiser cTx

(PL) { Sous contrainte F(x) = diag(Ax — b) = 0

Exemple.
Minimiser X1+ 3x2
(P) S.C. : 2X1 — Xo > 1
51 +7x2 > —6
Minimiser X1 + 3xo
< (SDP) 2xy —xp — 1 0
: -
sC [ 0 5x, +7xo+6 | = °
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Compléments de Schur
Théoréme
Si A matrice p x p définie positive, C € S, et B matrice p x n, alors

[ ;T g ] = 0 est équivalenta C — BTA™'B = 0.
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Compléments de Schur
Théoreme

Si A matrice p x p définie positive, C € S, et B matrice p x n, alors
[ ;T g ] = 0 est équivalenta C — BTA~'B = 0.

Preuve.
A B / 0 A 0 | A'B
BT Cc | | BTA' | 0 C-B"A'B 0 /
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Compléments de Schur
Théoréme
Si A matrice p x p définie positive, C € S, et B matrice p x n, alors

{ ;T g ] = 0 est équivalenta C — BTA™'B = 0.

Preuve.

A B / 0 A 0 I A'B
BT Cc| | BTA™" | 0 C-B'A'B 0 /
Cas particuliers importants :

oA:lp.Ona[ b

B

_gT
BT C}EO@C B'B>0
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Compléments de Schur
Théoreme

Si A matrice p x p définie positive, C € Sy, et B matrice p x n, alors

{ ;T g ] = 0 est équivalenta C — BTA™'B = 0.

Preuve.
A B _ I 0][A 0 I A'B
BT Cc| | BTA™" | 0 C-B'A'B 0 /

Cas particuliers importants :

I, B

@ A=l.0Ona [ BpT C} ~0<C-B"B-0

@ p=1,C=X,B=x".Soit(X,x) € S, xR", ona

xT

X

X—xx"=0« [1
X

|-
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Exemple de PSD non linéaire non formulable en PL

T 2
(P) Minimiser %
s.c. Ax+b>0

Hypothése : Ax + b > 0 implique d"x > 0.
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Exemple de PSD non linéaire non formulable en PL

T 2
(P) Minimiser %
s.c. Ax+b>0

Hypothése : Ax + b > 0 implique d"x > 0.

Minimiser
sc. Ax+b>0

()"

<t

dTx
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Exemple de PSD non linéaire non formulable en PL

T 2
(P) Minimiser %
s.c. Ax+b>0

Hypothése : Ax + b > 0 implique d"x > 0.

Minimiser
sc. Ax+b>0
(c7x)*
dTx

<t
t : complément de Schur

Minimiser t
diag(Ax +b) 0 0
s.C. 0 t c’x | =0
0 c’x d'x
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Exemple d’application : Résolution approchée d’'un
systeme linéaire
Soit A € RP*" et Ax = b n’admettant pas de solution.
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Exemple d’application : Résolution approchée d’'un
systeme linéaire
Soit A € RP* et Ax = b n"admettant pas de solution. On décide de
minimiser :
max
ie{l,....p}

avec A; :iémeligne (i€ {1,...,p})de A

A,-Tx—b,-‘

@ Modéliser ce probléme comme un programme linéaire.
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Exemple d’application : Résolution approchée d’'un
systéme linéaire
Soit A € RP* et Ax = b n"admettant pas de solution. On décide de
minimiser :
max
ie{l,...,p}
avec A; :iémeligne (i€ {1,...,p})de A

Al x — b,-‘

@ Modéliser ce probléme comme un programme linéaire.

©@ Dans certaines applications les quantités b; sont exprimées a
I'aide d’'une échelle logarithmique (car elles représentent par
exemple une puissance ou une intensité). On souhaite alors

minimiser
max ‘Iog (A,-Tx) — log (b))
ie{l,..,p}
modéliser ce nouveau probléme comme un programme
semidéfini.
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Programmation Quadratique Convexe

Proposition
La programmation Quadratique Convexe est un cas particulier de la
Programmation Semidéfinie

Vi€ {0,...,m} fi(x) = xTAT Aix + ¢] x + d; est convexe

(Q){ min  fy(x)

sc. fi(x)<0 i=1,....m

Master M2 MMMEF 59/114
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Programmation Quadratique Convexe

Proposition
La programmation Quadratique Convexe est un cas particulier de la
Programmation Semidéfinie

Vi€ {0,...,m} fi(x) = xTAT Aix + ¢] x + d; est convexe

(Q){ min  fy(x)

sc. fi(x)<0 i=1,....m
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Programmation Quadratique Convexe
Proposition

La programmation Quadratique Convexe est un cas particulier de la

Programmation Semidéfinie

Vi€ {0,...,m} fi(x) = xTAT Aix + ¢] x + d; est convexe
min  fy(x)
(Q){s.c. ilx)<0 i=1,....m

-
xTAl —clx—d | = 0

Schur: fi(x) <0 @[
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Programmation Quadratique Convexe

Proposition
La programmation Quadratique Convexe est un cas particulier de la
Programmation Semidéfinie

Vi€ {0,...,m} fi(x) = xTAT Aix + ¢] x + d; est convexe
min  fy(x)
(Q){s.c. ilx)<0 i=1,....m

-
xTAl —clx —d, ] =0

Schur: fi(x) <0 @[
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Programmation Quadratique Convexe (2)

min  xTATAgx + ¢/ x + do(< 1)
(Q) s.C xTA?'A-x+c-?x+d-<0 i=1 m
. TA , ;< =1,...,

Utilisation d’une unique inégalité matricielle linéaire :

min t_
s.C. _dic_ot /%gcgo]o[l ’;(T]go
P2 ] -
S EEEY AUISIE
’;(]zo

ATAi o (X —xxT)+xTATAix + ¢/ x +di <0

>0
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Utilisation de la méme idée en PL

min X1+ 4x2
(PL) Sous les contraintes X7 — Xo + X3 = 2
33Xy —5x3 =6

X1 2>20,x%>0,x3>0

est équivalent a

Minimiser X1 + 4Xx2
Sousles contraintes  (e1e] + 6] ) o X — (4e; + 12e2)TX +40=0
(SDP) diag(x) 0 O
0 1 x" | =0
0 x X
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Dualité
@ Le programme dual de (SDP) est
avec L(x,Z) =cTx+Ze (Ay — 374 XiA)
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Dualité

@ Le programme dual de (SDP) est
SUP 7. iNfyemm L(X, Z)
avec L(x,Z) = cTx +Z o (Ag— 314 XiA)
» Le multiplicateur de Lagrange Z associé a I'inégalité matricielle
linéaire F(x) = 0 est une matrice positive
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Dualité

@ Le programme dual de (SDP) est
SUpz.q infyerm L(X, Z)
avec L(x,Z) = cTx +Z o (Ag— 314 XiA)
» Le multiplicateur de Lagrange Z associé a I'inégalité matricielle
linéaire F(x) = 0 est une matrice positive
» A comparer avec le lagrangien d’'une inégalité linéaire a’x —b > 0 :
L(x,\) =c"x+ )\ (b—a'x)avec A >0
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Dualité
@ Le programme dual de (SDP) est
SUP 7. g iNfxewm L(X, Z)
avec L(x,Z) =cTx+Ze (Ay — 374 XiA)
» Le multiplicateur de Lagrange Z associé a I'inégalité matricielle
linéaire F(x) = 0 est une matrice positive
» A comparer avec le lagrangien d’'une inégalité linéaire a’x —b > 0 :
L(x,\) =c"x+ )\ (b—a'x)avec A >0
@ Fonction duale :
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Dualité
@ Le programme dual de (SDP) est
SUP 7. g iNfxewm L(X, Z)
avec L(x,Z) =cTx+Ze (Ay — 374 XiA)
» Le multiplicateur de Lagrange Z associé a I'inégalité matricielle
linéaire F(x) = 0 est une matrice positive
» A comparer avec le lagrangien d’'une inégalité linéaire a’x —b > 0 :
L(x,\) =c"x+ )\ (b—a'x)avec A >0
@ Fonction duale :
» siAeZ=cVic{l,...,m}alorsinfycpmn L(x,Z) = Ay e Z
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Dualité
@ Le programme dual de (SDP) est
SUP 7. g iNfxewm L(X, Z)
avec L(x,Z) =cTx+Ze (Ay — 374 XiA)
» Le multiplicateur de Lagrange Z associé a I'inégalité matricielle
linéaire F(x) = 0 est une matrice positive
» A comparer avec le lagrangien d’'une inégalité linéaire a’x —b > 0 :
L(x,\) =c"x+ )\ (b—a'x)avec A >0
@ Fonction duale :
» siAeZ=cVic{l,...,m}alorsinfycpmn L(x,Z) = Ay e Z
» Sinon : les termes en x; ne sont pas tous annulés et
infyewm L(X,Z) = —o0
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Dualité
@ Le programme dual de (SDP) est
SUP 7. g iNfxewm L(X, Z)
avec L(x,Z) =cTx+Ze (Ay — 374 XiA)
» Le multiplicateur de Lagrange Z associé a I'inégalité matricielle
linéaire F(x) = 0 est une matrice positive
» A comparer avec le lagrangien d’'une inégalité linéaire a’x —b > 0 :
L(x,\) =c"x+ )\ (b—a'x)avec A >0
@ Fonction duale :
» siAeZ=cVic{l,...,m}alorsinfycpmn L(x,Z) = Ay e Z
» Sinon : les termes en x; ne sont pas tous annulés et
infyewm L(X,Z) = —o0

Proposition

Le programme dual de (SDP) est un programme semidéfini :
sup ApeZ

(DSDP){ sc. AjeZ=c¢c ie{l,...,m}

Z-0
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Formes Duale et Primale

(DSDP) est-il bien un programme semidéfini ?
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Formes Duale et Primale

(DSDP) est-il bien un programme semidéfini ?

@ Dans le primal : variable x € R™

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF 63/114



Formes Duale et Primale

(DSDP) est-il bien un programme semidéfini ?

@ Dans le primal : variable x € R™
@ Dans le dual : variable Z € S,
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Formes Duale et Primale

(DSDP) est-il bien un programme semidéfini ?

@ Dans le primal : variable x € R™
@ Dans le dual : variable Z € S,

@ F(x) et Z appartiennent a I'intersection d’un espace affine (pas le
méme !) et du cébne des matrices positives
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Formes Duale et Primale

(DSDP) est-il bien un programme semidéfini ?

@ Dans le primal : variable x € R™
@ Dans le dual : variable Z € S,

@ F(x) et Z appartiennent a l'intersection d’un espace affine (pas le
méme !) et du cébne des matrices positives

@ Soit un repere (—By, By, ..., Bp) (origine + base) de
NoZ{Z; Ze Sy AieZ =, i:1,...,p}
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Formes Duale et Primale

(DSDP) est-il bien un programme semidéfini ?

@ Dans le primal : variable x € R™
@ Dans le dual : variable Z € S,

@ F(x) et Z appartiennent a l'intersection d’un espace affine (pas le
méme !) et du cébne des matrices positives

@ Soit un repere (—By, By, ..., Bp) (origine + base) de
NoZ{Z; Ze Sy AieZ =, i:1,...,p}
© Z=F(y)=—-Bo+> VB
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Formes Duale et Primale

(DSDP) est-il bien un programme semidéfini ?

@ Dans le primal : variable x € R™
@ Dans le dual : variable Z € S,

@ F(x) et Z appartiennent a l'intersection d’un espace affine (pas le
méme !) et du cébne des matrices positives

@ Soit un repere (—By, By, ..., Bp) (origine + base) de
NoZ{Z; Ze Sy AieZ =, i:1,...,p}
© Z=F(y)=—-Bo+> VB
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Formes Duale et Primale

(DSDP) est-il bien un programme semidéfini ?

@ Dans le primal : variable x € R™
@ Dans le dual : variable Z € S,

@ F(x) et Z appartiennent a l'intersection d’un espace affine (pas le

méme !) et du cone des matrices positives
@ Soit un repere (—By, By, ..., Bp) (origine + base) de
NoZ{Z; Ze Sy AieZ =, i:1,...,p}
© Z=F(y)=-Bo+ Xl ViB;
On peut réécrire (DSDP) sous une forme primale :
Sup AO [ ] Z = AO [ ] (—BO —|— Z';):1 }/iBi)
(DSDP)< sc.: AjeZ=cii=1,...,m
S Z=F(y)=—-By+> B =0
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Théoremes de Dualité

Lemme

SoitAetB dans S,. SiA=0etB =0 alors Ae B> 0 et I'égalité est
atteinte si et seulement si AB =0
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Théoremes de Dualité

Lemme

SoitAetB dans S,. SiA=0etB =0 alors Ae B> 0 et I'égalité est
atteinte si et seulement si AB =0
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Théoremes de Dualité

Lemme

SoitAetB dans S,. SiA=0etB =0 alors Ae B> 0 et I'égalité est
atteinte si et seulement si AB =0

Dualité Faible

Le saut de dualité entre (DSP) et (SDP)

vaut :
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Théoremes de Dualité

SoitAetB dans S,. SiA=0etB =0 alors Ae B> 0 et I'égalité est

Lemme
atteinte si et seulement si AB = 0 J

Dualité Faible
Le saut de dualité entre (DSP) et (SDP)
vaut:cTx —Age Z =" (A eZ)x;—Aye Z=F(x)eZ >0
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Théoremes de Dualité

SoitAetB dans S,. SiA=0etB =0 alors Ae B> 0 et I'égalité est

Lemme
atteinte si et seulement si AB = 0 J

Dualité Faible

Le saut de dualité entre (DSP) et (SDP)

vaut:c'x —Age Z =" ,(AeZ)x;—AyeZ=F(x)eZ>0
Dualité Forte (qualification de type "Slater")

@ Le probléme primal est strictement réalisable
(il existe des points intérieurs : 3x / F(x) > 0).
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Théoremes de Dualité

Lemme

SoitAetB dans S,. SiA=0etB =0 alors Ae B> 0 et I'égalité est

atteinte si et seulement si AB =0

Dualité Faible

Le saut de dualité entre (DSP) et (SDP)

vaut:c'x —Age Z =" ,(AeZ)x;—AyeZ=F(x)eZ>0
Dualité Forte (qualification de type "Slater")

@ Le probléme primal est strictement réalisable
(il existe des points intérieurs : 3x / F(x) > 0).

@ Le probleme dual est strictement réalisable
32/Z=2Z"~0,AeZ=c;,i=1,....,m)
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Théoremes de Dualité

Lemme

SoitAetB dans S,. SiA=0etB =0 alors Ae B> 0 et I'égalité est
atteinte si et seulement si AB =0

Dualité Faible
Le saut de dualité entre (DSP) et (SDP)
vaut:c'x —Age Z =" ,(AeZ)x;—AyeZ=F(x)eZ>0
Dualité Forte (qualification de type "Slater")
@ Le probléme primal est strictement réalisable
(il existe des points intérieurs : 3x / F(x) > 0).
@ Le probleme dual est strictement réalisable
32/Z=2Z"~0,AeZ=c;,i=1,....,m)
@ Siles deux conditions sont remplies alors il n’y a pas de saut de
dualité et il existe des solutions optimales pour le primal et le dual
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Conditions des écarts complémentaires en PSD

Proposition

Supposons que le saut de dualité est nul (F(x) e Z =0). x et Z sont
respectivement optimaux pour (SDP) et (DSDP) si et seulement si :

F(x)=0
Z>0,AeZ=cii=1,....m
ZF(x)=0 < F(x)eZ=0
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Conditions des écarts complémentaires en PSD

Proposition

Supposons que le saut de dualité est nul (F(x) e Z =0). x et Z sont
respectivement optimaux pour (SDP) et (DSDP) si et seulement si :

F(x)=0
Z>0,AeZ=cii=1,....m
ZF(x)=0 < F(x)eZ=0
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Conditions des écarts complémentaires en PSD

Proposition

Supposons que le saut de dualité est nul (F(x) e Z =0). x et Z sont
respectivement optimaux pour (SDP) et (DSDP) si et seulement si :

F(x)=0
Z>0,AeZ=cii=1,....m
ZF(x)=0 < F(x)eZ=0

Généralisation du cas linéaire :
@ En programmation linéaire F(x) = diag(Ax — b) et Z sont
diagonales
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Conditions des écarts complémentaires en PSD

Proposition

Supposons que le saut de dualité est nul (F(x) e Z =0). x et Z sont
respectivement optimaux pour (SDP) et (DSDP) si et seulement si :

F(x)=0
Z>0,AeZ=cii=1,....m
ZF(x)=0 < F(x)eZ=0

Généralisation du cas linéaire :
@ En programmation linéaire F(x) = diag(Ax — b) et Z sont
diagonales
(] ZF(X) s’écrit Z,-,-diag(Ax — b),’,’ = Zji (A,-TX — b,') = 0Vi
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Exemple d’application

MiNzex Z
(SDP) ‘e 3z —z-1

—z—1 3z =0

@ Résoudre (SDP), i.e. donner sa valeur optimale ainsi que
'ensemble des solutions optimales.
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Exemple d’application

=0

MiNzex Z
(SDP) 3z —z-1
S —z—1 3z

@ Résoudre (SDP), i.e. donner sa valeur optimale ainsi que
'ensemble des solutions optimales.

@ Ecrire (DSDP), le programme dual de (SDP).
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Exemple d’application

MiNzecp 2
(SDP)§ . [ 3z —z-1 <0
—-z—-1 3z

@ Résoudre (SDP), i.e. donner sa valeur optimale ainsi que
'ensemble des solutions optimales.

@ Ecrire (DSDP), le programme dual de (SDP).

© Montrer qu'il N’y a pas de saut de dualité entre (DSDP) et (SDP),

et résoudre (DSDP) en utilisant les conditions des écarts
complémentaires.
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Plan du cours

e 4. Approche par Programmation Semidéfinie

@ a. Bases de la Programmation Semidéfinie

@ b. Application a la Programmation Quadratique en 0-1
@ 1. Le nombre de Lovasz
@ 2. Relaxation SDP en {0, 1}
@ 3. Relaxation SDP en {—1,1}
@ 4. Liens avec I'approche Lagrangienne
@ 5. Amélioration des relaxations Quadratiques Convexes
@ 6. Problémes SDLS et contrainte sphérique
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Plan du cours

e 4. Approche par Programmation Semidéfinie

@ a. Bases de la Programmation Semidéfinie

@ b. Application a la Programmation Quadratique en 0-1
@ 1. Le nombre de Lovasz
@ 2. Relaxation SDP en {0, 1}
@ 3. Relaxation SDP en {—1,1}
@ 4. Liens avec I'approche Lagrangienne
@ 5. Amélioration des relaxations Quadratiques Convexes
@ 6. Problémes SDLS et contrainte sphérique
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4.b.1. Le nombre de Lovasz

Le probléme du STABLE
Données. Un G = (V, E) un graphe non orienté possédant n sommets.

Question. Trouver un ensemble S de sommets de cardinalité maximale
tel que le sous-graphe induit par S ne posséde pas d’aréte (stable de

G).

Master M2 MMMEF 69/114
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4.b.1. Le nombre de Lovasz

Le probléme du STABLE
Données. Un G = (V, E) un graphe non orienté possédant n sommets.

Question. Trouver un ensemble S de sommets de cardinalité maximale
tel que le sous-graphe induit par S ne posséde pas d’aréte (stable de
Q).

@ Soit M(G)={Aec Sy : Aj=1si(i,j) ¢ Eou(i=j)}
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4.b.1. Le nombre de Lovasz

Le probléme du STABLE
Données. Un G = (V, E) un graphe non orienté possédant n sommets.

Question. Trouver un ensemble S de sommets de cardinalité maximale
tel que le sous-graphe induit par S ne posséde pas d’aréte (stable de

G).
@ Soit M(G)={Aec Sy : Aj=1si(i,j) ¢ Eou(i=j)}
@ 2(G) est un espace affine
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4.b.1. Le nombre de Lovasz

Le probléme du STABLE
Données. Un G = (V, E) un graphe non orienté possédant n sommets.

Question. Trouver un ensemble S de sommets de cardinalité maximale
tel que le sous-graphe induit par S ne possede pas d’aréte (stable de
Q).

@ Soit M(G)={Aec Sy : Aj=1si(i,j) ¢ Eou(i=j)}

@ 2(G) est un espace affine

@ Pour tout [v;, vj] € E on définit E'¥ matrice de S, telle que

E,/f E/’{ — 1 et sinon EJ =
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4.b.1. Le nombre de Lovasz

Le probléme du STABLE
Données. Un G = (V, E) un graphe non orienté possédant n sommets.
Question. Trouver un ensemble S de sommets de cardinalité maximale
tel que le sous-graphe induit par S ne possede pas d’aréte (stable de
Q).

@ Soit M(G)={Aec Sy : Aj=1si(i,j) ¢ Eou(i=j)}

@ 2(G) est un espace affine

@ Pour tout [v;, vj] € E on définit E'¥ matrice de S, telle que

E,/’ E/’{ — 1 et sinon EJ =

@ Repere de I'espace affine M(G) : origine J, (matrice de "1"), base

=
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4.b.1. Le nombre de Lovasz

Le probléme du STABLE
Données. Un G = (V, E) un graphe non orienté possédant n sommets.
Question. Trouver un ensemble S de sommets de cardinalité maximale
tel que le sous-graphe induit par S ne possede pas d’aréte (stable de
Q).

@ Soit M(G)={Aec Sy : Aj=1si(i,j) ¢ Eou(i=j)}

@ 2(G) est un espace affine

@ Pour tout [v;, vj] € E on définit E'¥ matrice de S, telle que

E,/’ E/’{ — 1 et sinon EJ =

@ Repere de I'espace affine M(G) : origine J, (matrice de "1"), base

=

o AcIM(G)sietseulementsi A= Jy+ 3 g X;E
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Exemple :

2
4

1-5 1 1

1 10 7 1

50 16 1

7 6 1-1

1 1-11
3 5
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Exemple :

2
4
1 1-51 1
1 110 7 1
50 16 1
17 6 1-1
11 1-11
3 5

@ 3 stable de taille k dans G si et seulement si toute matrice A dans
M(G) contient la sous-matrice Ji € Sk, matrice k x k uniguement
constituée de 1
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Exemple :

2
4

1 1-51 1

1 110 7 1

50 16 1

17 6 1-1

11 1-11
3 5

@ 3 stable de taille k dans G si et seulement si toute matrice A dans
M(G) contient la sous-matrice Ji € Sk, matrice k x k uniguement
constituée de 1

© Les valeurs propres de Ji sont 0 et k (rang(Jx)= 1)
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Exemple :

2
4

1 1-51 1

1 110 7 1

50 16 1

17 6 1-1

11 1-11
3 5

@ I stable de taille k dans G si et seulement si toute matrice A dans
M(G) contient la sous-matrice Ji € Sk, matrice k x k uniguement
constituée de 1

© Les valeurs propres de Ji sont 0 et k (rang(Jx)= 1)
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Exemple :

2
4

1 1-51 1

1 110 7 1

50 16 1

17 6 1-1

11 1-11
3 5

@ 3 stable de taille k dans G si et seulement si toute matrice A dans
M(G) contient la sous-matrice Ji € Sk, matrice k x k uniguement
constituée de 1

@ Les valeurs propres de Jx sont 0 et k (rang(Jx)= 1)

© Donc pour tout A dans M(G) Amax(A) > a(G) (nombre de
stabilité : taille d’'un plus grand stable dans G)
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Exemple :

2
4

1 1-51 1

1 110 7 1

50 16 1

17 6 1-1

11 1-11
3 5

@ 3 stable de taille k dans G si et seulement si toute matrice A dans
M(G) contient la sous-matrice Ji € Sk, matrice k x k uniguement
constituée de 1

@ Les valeurs propres de Jx sont 0 et k (rang(Jx)= 1)

© Donc pour tout A dans M(G) Amax(A) > a(G) (nombre de
stabilité : taille d’'un plus grand stable dans G)

@ Meilleure borne : Minacon(g) Amax(A)
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Formulation du probléme comme PSD

Onamin{X : M —A > 0} = Amax(A)
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Formulation du probléme comme PSD
Onamin{X : A\l — A > 0} = Amax(A)

M ... 0
oAIA)\IMDMTM()\ID)MTavecD[O A o]
0 ... A
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Formulation du probléme comme PSD
Onamin{X : A\l — A > 0} = Amax(A)

M ... 0
oAIA)\IMDMTM()\ID)MTavecD[O A o]
0 ... A

@ M—-D>0& \>Apax(A)

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF 71/114



Formulation du probléme comme PSD
Onamin{X : A\l — A > 0} = Amax(A)
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oAIA)\IMDMTM()\ID)MTavecD[O A o]
0 ... A
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Formulation du probléme comme PSD
Onamin{X : A\l — A > 0} = Amax(A)

M ... 0
@ M —A=M—-MDM" =M\ —-D)MTavecD=| 0 ) O

0 ... X
@ M —-D>0< \> Apax(A)

MiNAcon(G) Amax(A) est donc équivalent a :

min A
0(G) sc: Myp— [ Jdn+ Z X;E El
(i,j)eE
Ac M(G)
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Dual Semidéfini

min A

0(G) ! ¢ M= |t D xET| =0
(i))eE

Ac M(G)
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Dual Semidéfini

min A\
0(G) ! ¢ M= |t D xET| =0
(ij)eE
Ac M(G)

dual :
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Dual Semidéfini

min A\
8(G) { ¢ Aln— (J,,+ > xET) =0
. (ij)eE
Ac M(G)

dual :

max JpeZ=>37",>",Z;

sc.: EleZ=2;=0 V(i,j) € E
Do(G) Ine Z = Trace(Z) =1
Z-0
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Dual Semidéfini

min A
0(G) sc: Mp— | Jn+ Z X,'/Eij =0
(i))eE
Ac M(G)

dual :

max JpeZ=>37",>",Z;

sc.: EleZ=2;=0 V(i,j) € E
Do(G) Ine Z = Trace(Z) =1
Z-0

admet des points intérieurs : I,/n est strictement admissible. Donc pas
de saut de dualité
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Application dans les Graphes Parfaits

@ Dans un graphe parfait G, le nombre de stabilité (taille d’'un plus
grand stable) est égal au nombre chromatique du complémentaire
de G par les arétes : a(G) = x(G)
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Application dans les Graphes Parfaits

@ Dans un graphe parfait G, le nombre de stabilité (taille d’'un plus
grand stable) est égal au nombre chromatique du complémentaire
de G par les arétes : a(G) = x(G)

@ (@) : nombre minimal de couleurs pour colorier les sommets de

G (deux sommets adjacents n’ont pas la méme couleur)
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Application dans les Graphes Parfaits

@ Dans un graphe parfait G, le nombre de stabilité (taille d’'un plus
grand stable) est égal au nombre chromatique du complémentaire
de G par les arétes : a(G) = x(G)

@ (@) : nombre minimal de couleurs pour colorier les sommets de

G (deux sommets adjacents n’ont pas la méme couleur)

Théoreme
Pour tout graphe G on a a(G) < 0(G) < x(G) J
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Application dans les Graphes Parfaits

@ Dans un graphe parfait G, le nombre de stabilité (taille d’'un plus
grand stable) est égal au nombre chromatique du complémentaire
de G par les arétes : a(G) = x(G)

@ (@) : nombre minimal de couleurs pour colorier les sommets de

G (deux sommets adjacents n’ont pas la méme couleur)

Théoreme
Pour tout graphe G on a a(G) < 0(G) < x(G) J

@ On a déjavu que o(G) < 9(G) = DI(G)
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Application dans les Graphes Parfaits

@ Dans un graphe parfait G, le nombre de stabilité (taille d’'un plus
grand stable) est égal au nombre chromatique du complémentaire
de G par les arétes : a(G) = x(G)

@ (@) : nombre minimal de couleurs pour colorier les sommets de

G (deux sommets adjacents n’ont pas la méme couleur)

Théoreme
Pour tout graphe G on a a(G) < 0(G) < x(G) J

@ On a déjavu que o(G) < 9(G) = DI(G)

@ Donc si on montre que DA(G) < x(G), on obtiendra «(G) dans les
graphes parfaits !
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Application dans les Graphes Parfaits

@ Dans un graphe parfait G, le nombre de stabilité (taille d’'un plus
grand stable) est égal au nombre chromatique du complémentaire
de G par les arétes : a(G) = x(G)

@ (@) : nombre minimal de couleurs pour colorier les sommets de

G (deux sommets adjacents n’ont pas la méme couleur)

Théoreme
Pour tout graphe G on a a(G) < 0(G) < x(G) J

@ On a déjavu que o(G) < 9(G) = DI(G)

@ Donc si on montre que DA(G) < x(G), on obtiendra «(G) dans les
graphes parfaits !

@ Et méme x(G) car le complément d’'un graphe parfait est parfait
("weak perfect graph conjecture”, Lovasz)
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max JpeZ=>7" 3L, Z

DO(G) sc.: Zj=0 V(i,j) € E

@ Soit une partition Cy, ..., Cx de G en k cliques (i.e. une coloration
de G), et Z admissible pour D4(G)
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max JpeZ=>7" 3L, Z

DO(G) sc.: Zj=0 V(i,j) € E

@ Soit une partition Cy, ..., Cx de G en k cliques (i.e. une coloration
de G), et Z admissible pour D4(G)

@ Soit v/ tel que vj" =1 & le sommet j est dans C;
donc v/ =0 Vk #i
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max JpeZ=>37,>",Z

DO(G) sc.: Zj=0 V(i,j) € E

@ Soit une partition Cy, ..., Cx de G en k cliques (i.e. une coloration
de G), et Z admissible pour D4(G)

@ Soit v/ tel que vj" =1 & le sommet j est dans C;
donc v/ =0 Vk #i

@ Z=0donc YK (kv —e,)TZ(kvi — ep) >0,0ue,=(1,...,1)7
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max JpeZ=>37,>",Z

sc.: Zj=0 V(i,j) e E
Do(G) Ine Z = Trace(Z) = 1
Z-0
@ Soit une partition Cy, ..., Cx de G en k cliques (i.e. une coloration

de G), et Z admissible pour DA(G)
@ Soit v/ tel que vj’ =1 & le sommet j est dans C;
donc v/ =0 Vk #i

@ Z=0donc YK (kv —e,)TZ(kvi — ep) >0,0ue,=(1,...,1)7
. NT
0 0< k(LI vi(V)T)eZ-2(Xf V) Zen+peZ
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max JpeZ=>37,>",Z

sc.: Zj=0 V(i,j) e E
Do(G) Ine Z = Trace(Z) = 1
Z-0
@ Soit une partition Cy, ..., Cx de G en k cliques (i.e. une coloration

de G), et Z admissible pour DA(G)
@ Soit v/ tel que vj’ =1 & le sommet j est dans C;
donc v/ =0 Vk #i

@ Z=0donc YK (kv —e,)TZ(kvi — ep) >0,0ue,=(1,...,1)7
. NT
0 0< k(LI vi(V)T)eZ-2(Xf V) Zen+peZ

NT
e Or (ZL V’) Zen = epe/ e Z (partition)
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max JpeZ=>37,>",Z

sc.: Zj=0 V(i,j) e E
Do(G) Ine Z = Trace(Z) = 1
Z-0
@ Soit une partition Cy, ..., Cx de G en k cliques (i.e. une coloration

de G), et Z admissible pour DA(G)
@ Soit v/ tel que vj’ =1 & le sommet j est dans C;
donc v/ =0 Vk #i

@ Z=0donc YK (kv —e,)TZ(kvi — ep) >0,0ue,=(1,...,1)7
. N T
0 0< k(LI vi(V)T)eZ-2(Xf V) Zen+peZ
k AT T "
@ Or (Zi:1 v’) Zep = epe, o Z (partition)
@ Donc 0 < klyeZ —JyeZdonc J,e Z < x(G)
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Plan du cours

e 4. Approche par Programmation Semidéfinie

@ a. Bases de la Programmation Semidéfinie

@ b. Application a la Programmation Quadratique en 0-1
@ 1. Le nombre de Lovasz
@ 2. Relaxation SDP en {0, 1}
@ 3. Relaxation SDP en {—1,1}
@ 4. Liens avec I'approche Lagrangienne
@ 5. Amélioration des relaxations Quadratiques Convexes
@ 6. Problémes SDLS et contrainte sphérique
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Probléme Quadratique 0-1 sans autre contrainte

max f(x) = 3 31y 312 CiXixi + 21 bixi
(QP)0.1 =1Cexx" +b'x
S.C. X,E{O71},I:1,,n
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Probléme Quadratique 0-1 sans autre contrainte

max f(x) = 3 31y 312 CiXixi + 21 bixi
(QP)(0.1 =1Cexx" +b'x
s.c. x;€{0,1};i=1,...n

Relaxation "Classique" par programmation linéaire :

max 1C e X + b'x
s.c. 0<x;<1ie{l,..n}
(LP){OJ} 0 Xj<xii#je {1,...,n}
0<Xj<xi#je{l,..n}
Xi+x<1+X;i#je{1,..,n}
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4.b.2. Relaxation SDP en {0,1}
Rappel. (X, x) € S, x R”

1 xT T
ona =0 X—xx' =0.
x X

RELAXATION

X=xx" = | X»=xx"
xi€{0,1} = | xréel
d(X)=x

X
ie.1>x>x2>0

i X

T X
[1 X ]t0=>dez‘[1 X’}zow

max $Ce X + b'x
s.c. d(X)=x

k]

(SDP)apio,1}
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Plan du cours

e 4. Approche par Programmation Semidéfinie

@ a. Bases de la Programmation Semidéfinie

@ b. Application a la Programmation Quadratique en 0-1
@ 1. Le nombre de Lovasz
@ 2. Relaxation SDP en {0, 1}
@ 3. Relaxation SDP en {—1,1}
@ 4. Liens avec I'approche Lagrangienne
@ 5. Amélioration des relaxations Quadratiques Convexes
@ 6. Problémes SDLS et contrainte sphérique
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4.b.3. Relaxation SDP en {—1,1}
Démarche géométrique
xi= ety =2x—-1(@(e{l,...,n})

Max ( ):éZl 12/;&/ l/( +yi)(1+y/)
+%Z ( + ¥i)
(QP)(—1,13 %[ eyyT +3°0 1<4b +23 ,j) y,}
( Ct0t+2Z/ 1b’)

sc. yje{-1,1};i=1,

Relaxation sur la dimension

RELAXATION
yie{-1,1} = |ve§
Yiy — | vy
Vi V,-T Vo

Master M2 MMMEF
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Relaxation SDP en {—1,1}

max F (vg, ..., Vo) = 1 3 P 12#, C,j f
+ Y7 (46425, Cy) VI,Tvo

+(3Ct0t + 3 211 bi)
s.c. : vieS"i=0,..,n

(P)api-1,1}

Y=WTavecVYj=1;i=0,...n
<=>V; € §"i=0,...,n (Cholesky)

Max %C/ oY+ (%th + %27:1 b,)
< (SDP)ap(-113 4 s-c. d(Y) = eniq

YeS,

N 0 b’
ouC' = [ b C }
ot b =2b+ (X7 Cyjre+ .Sy G+ Xy Cny)
Question : les deux SDPs obtenus sont-ils équivalents ?
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Equivalence des relaxations SDP

Q inversible, M € S, on pose ¢(M) = QMQT . ¢ laisse stable S;.
Changement de variable W = QXQT

Max C e X
(SDP){ s.c. AjeX=(ou <)bj;i=1,...k
X=0
C=(Q") ca etA=(Q " AQ"pouric {1,..k}

max C e W
(SDP)q{ sc. AjeW=(ou <)bj;i=1,...k
W =0

Lemme. X est une solution admissible de (SDP) si et seulement si
W= QXQT est une solution admissible de (SDP)q. De plus, on a
CeX=CelW
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Application aux cas {0,1} et {—1,1}

Initialement : x = % (y + en)

i.e.(1):Q(1)avecO:[11 10}
X y € 3l

OnaQ‘1:[ 1.0 ]

—e 2l
SDP {—1,1} SDP {0, 1}
Yi=EeY=1vi| (@ EQ "= X=Xy
Y= 0 X0

1 —ey

N\ £ -1 _ |1 0
(@) EQ "{o 21, ]E}[—en 2%]
implique Xpo — 4Xp; +4X; =1

i.e. )(,',' = Xo,‘ Vi e {1,..., n} (Xoo = 1)

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF

82/114



Calcul de la fonction Objectif en {0, 1}
En{-1,1}onaf(Y)= (Cot+ 3311 bi) +gC oY

., o pT
ouC—[b, c

etb) =2b+ (Zfz1 Cij, - aZf:1 Cijs -+ 727:1 Cn/')

— nop— T
En{o,1}:(o—1)Tc'o—1:[ 45 by 200 407 ]

1 < 1 1
gX) = E;bi"‘zctot"‘géﬁ (CheX
1 o 1
= §Zbi+zctot

n
( 4Zb,—20,ot+4ZZC,,X,,+8bT )

i=1 j#i

= EC.X-i-bTX
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Ameéliorations semidéfinies de I'approche par PL

Max%CoX-i—bTX
s.c. d(X)=x
1 x
—
(SDP2) (0. x| =0
’ OS)(IJI#IG{177”}
Xi<Xii#je{1,..,n}
Xp< Xji#je{1,..n
Xi+Xj<1+Xji#je{1,...n}

Est équivalent a

Max %C/ oY + (%Ctot + % 27:1 b,)

s.c. Yoi + Yoj-‘r Y,‘j >—-1i#je{1,..,n}
Yi—Yo-Yo> 1i#je{l,..n

(SDPZ){—1,1} YI _Y]O_YI]2_117£16{1))”}

Yo+ Yo-VYi>—-1i#je{1,...n}

d(Y):en+1

YeS,

Master M2 MMMEF 84/114
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Application au probleme du stable

Modele par programme linéaire en variables 0-1 :

max > /X
sc.: (0)x+x<1 V(i,j)cE
x; € {0,1} Vie{l,...,n}

o (xi+x—1)(xi+x)<0V(i,j)e E
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Application au probleme du stable

Modele par programme linéaire en variables 0-1 :

max > /X
sc.: (0)x+x<1 V(i,j)cE
x; € {0,1} Vie{l,...,n}

° (Xxi+x—1)(xi+x) <0V(i,j)eE
@ Donc0 < xjx; <0!=>X; =0V(/,j) € E
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Application au probleme du stable

Modele par programme linéaire en variables 0-1 :

max > /X
sc.: (0)x+x<1 V(i,j)cE
x; € {0,1} Vie{l,...,n}

° (Xxi+x—1)(xi+x) <0V(i,j)eE
@ Donc0 < xjx; <0!=>X; =0V(/,j) € E
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Application au probleme du stable

Modele par programme linéaire en variables 0-1 :

max > /X
sc.: (0)x+x<1 V(i,j)cE
x; € {0,1} Vie{l,...,n}

o (xi+x—1)(xi+x)<0V(i,j)e E
@ Donc0 < xx; <0!=>X; =0V(i,j) € E

Autre formulation semidéfinie du nombre de Lovasz :

max Y7 X
0. ] scC Xij=0 v(i,j) € E
G~ Xi = X; i:1,...,n
X—xxT%0
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Etude de cas

Probléme du sac-a-dos (knapsack) quadratique (déja étudié par
I'approche linéaire)

min x"Qx +c’x
(KQP) sc. ax<hb
x €{0,1}"

@ Relaxation semidéfinie "basique”
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Etude de cas

Probléme du sac-a-dos (knapsack) quadratique (déja étudié par
I'approche linéaire)

min x"Qx +c’x
(KQP) sc. ax<hb
x € {0,1}"

@ Relaxation semidéfinie "basique”
© Premier traitement de la contrainte d’'inégalité
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Etude de cas

Probléme du sac-a-dos (knapsack) quadratique (déja étudié par
I'approche linéaire)

min x"Qx +c’x
(KQP) sc. a'x<hb
x € {0,1}"

@ Relaxation semidéfinie "basique”
© Premier traitement de la contrainte d’'inégalité
© Deuxieme traitement de la contrainte d’'inégalité
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Etude de cas

Probléme du sac-a-dos (knapsack) quadratique (déja étudié par
I'approche linéaire)

min x"Qx +c’x
(KQP) sc. a'x<hb
x € {0,1}"

@ Relaxation semidéfinie "basique”

© Premier traitement de la contrainte d’'inégalité
© Deuxieme traitement de la contrainte d’'inégalité
© Comparaison des approches
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Plan du cours

e 4. Approche par Programmation Semidéfinie

@ a. Bases de la Programmation Semidéfinie

@ b. Application a la Programmation Quadratique en 0-1
@ 1. Le nombre de Lovasz
@ 2. Relaxation SDP en {0, 1}
@ 3. Relaxation SDP en {—1,1}
@ 4. Liens avec I'approche Lagrangienne
@ 5. Amélioration des relaxations Quadratiques Convexes
@ 6. Problémes SDLS et contrainte sphérique
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Lagrangien total d’'un Programme Quadratique

Programme Quadratique quelconque :

(Q){ Mingeqn X7 ApX + b7 x

s.C. xTAix+clx—d <0 vie{1,...,m}
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Lagrangien total d’'un Programme Quadratique

Programme Quadratique quelconque :

) Mingeqn X7 ApX + b7 x
s.C. xTAix+clx—d <0 vie{1,...,m}

Son programme dual est (Lagrangien total) :
(DT) sup©(A) = inf xTAA)x +b(A\)"x —A"d
A>0 XeER

ou A(\) = Ay + 27;1 NAjet b(\) = b+ Z£1 AiCj
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Lagrangien total d’'un Programme Quadratique

Programme Quadratique quelconque :

) Mingeqn X7 ApX + b7 x
s.C. xTAix+clx—d <0 vie{1,...,m}

Son programme dual est (Lagrangien total) :
(DT) sup©(A) = inf xTAA)x +b(A\)"x —A"d
A>0 XeER

ou A(\) = Ay + 27;1 NAjet b(\) = b+ 2511 AiCj

Proposition

©(\) est finie si et seulement si A(\) = 0 et 3x, tel que
2A(N)xy + b(X) = 0 (point critique)
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(DT) sup©(\) = inf xTAA)x +b(A\)"x —A"d
A>0 XeR

Proposition

(DT) peut se formuler comme le programme semidéfini suivant :

SUpyso [~ A'd

(SD) s.c. F(r,\) =

—r  Ib(\)T
3b(%) AN

N[—

=0
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(DT) sup©(\) = int xTAN)x + b\ x = \Td
xeRn

A>0
Proposition
(DT) peut se formuler comme le programme semidéfini suivant :
SUpyso [~ A'd
(5D) { s.c. F(r,\) = %;(r)\) %28\37- =0

@ (r,)\) est admissible de (SD) < V(a, y) € R x R"
q(a,y) = —a®r +ab(\)Ty + yTA()\)y est positive
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(DT) sup©(\) = int xTAN)x + b\ x = \Td
xeRn

A>0
Proposition
(DT) peut se formuler comme le programme semidéfini suivant :
SUpyso [~ A'd
(5D) { s.c. F(r,\) = %;(r)\) %28\37- =0

@ (r,)\) est admissible de (SD) < V(a, y) € R x R"
q(a,y) = —a®r+ab(\)Ty + yTA(\)y est positive
@ a=0:A)=>0
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(DT) sup©(%) = inf xTAN)x + b\ x = \Td
xeRn

A>0
Proposition
(DT) peut se formuler comme le programme semidéfini suivant :
SUpyso [~ A'd
(5D) { s.c. F(r,\) = %;(r)\) %ZE;\\;T =0

@ (r,)\) est admissible de (SD) < V(a, y) € R x R"
q(a, y) = —a®r+ab(\)Ty + yTA(\)y est positive

@ a=0:AN)>=0

@ a#0:q9(1,x)=—r+bA\)"x+xTA(\)x > 0 pour tout x dans R".
Doncr—M\'d < xTA\)x + b\ x —\Td
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Bidualiser < convexifier en Programme Semidéfini

Le dual semidéfini de :

Supy>o —A'd

(SD) S.C. T

b+ Nig]
2

b moxic
—+Z’51 G A+ ST NA
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Bidualiser < convexifier en Programme Semidéfini

Le dual semidéfini de :

Supy>o —A'd

(SD)§ —r BT+ R ne]
—b+2’2:1 A Ao + X1 NA;
est:
[0 & ] [1 xT]
min 2 °
i b A ] x X
(SDPq@)§ sc. AeX+c/x—di<0 Vie{tl,....m
(1 X =0
x X |7
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Bidualiser < convexifier en Programme Semidéfini

Le dual semidéfini de :

Supy>o —A'd

(SD)§ —r BT+ R ne]
—b+2’2:1 A Ao + X1 NA;
est:
o o] [1 xT]

min 2 °

i b A ] x X
(SDPq@)§ sc. AeX+c/x—di<0 Vie{tl,....m

(1 X =0
x X |7

On retrouve la relaxation semidéfinie issue du modéle {0,1}
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Lagrangien Partiel

Supposons que notre probléme Quadratique contient des contraintes
linéaires :

Mineyn X7 Qx + ¢’ x
(P) { s.c. xTBx+dlx=(ou <)g iel={1,...,m}
Ax=>b
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Lagrangien Partiel
Supposons que notre probléme Quadratique contient des contraintes
linéaires :

Mineyn X7 Qx + ¢’ x
(P) { s.c. xTBx+dlx=(ou <)g iel={1,...,m}
Ax=>b

@ On ne relache pas les contraintes linéaires :
;
Lop(x, 1) = X" (Q+ Xie i) x + (c+ X midh) x —pTe
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Lagrangien Partiel

Supposons que notre probléme Quadratique contient des contraintes
linéaires :

Mineyn X7 Qx + ¢’ x
(P) { s.c. xTBx+dlx=(ou <)g iel={1,...,m}
Ax=>b

@ On ne relache pas les contraintes linéaires :

op(X, 1) = X7 (Q+ Ve 1iB) X + (c+ L mich) ' x — uTe
@ Rappel : Dans la relaxation (totale) précédente :

SDT(Xv My /\) = 'SDP(X7 :U’) + AT (AX - b)
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Lagrangien Partiel

Supposons que notre probléme Quadratique contient des contraintes
linéaires :
Mineyn X7 Qx + ¢’ x

(P) { s.c. xTBx+dlx=(ou <)g iel={1,...,m}
Ax=0>b

@ On ne relache pas les contraintes linéaires :

Lop(X, 1) = xT (Q-I— Ziel:uiBi) X+ (C + Zielﬂidi)TX - p,Te
@ Rappel : Dans la relaxation (totale) précédente :

SDT(Xv My /\) = 'SDP(X7 :U’) + AT (AX - b)

Proposition
(DT) sup,, infx £p7(X, 1, A) < (DP) sup,, infy | ax=b Lop(X; 11) J
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Ajout de contraintes quadratiques redondantes
avant d’effectuer la bidualisation

fi(x) =0sur {x: Ax = b}
3={f00=xTCx+qlx+a; : je J}
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Ajout de contraintes quadratiques redondantes
avant d’effectuer la bidualisation

fi(x) = 0 sur {x : Ax = b}
J= {I}-(x) =x"Cix+q/x+a;:je J}

Ajouter f(x) = OVj & (P) donne :
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Ajout de contraintes quadratiques redondantes
avant d’effectuer la bidualisation

fi(x) = 0 sur {x : Ax = b}
J= {fj(x) =x"Cix+q/x+a;:je J}

Ajouter f(x) = OVj & (P) donne :

o QDTJ (X, M, )\,OJ) = 'SDT(Xa 1L, )\) + ZjeJ w]’?(X)
— meilleure borne !
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Ajout de contraintes quadratiques redondantes
avant d’effectuer la bidualisation

fi(x) = 0 sur {x : Ax = b}
J= {fj(x) =x"Cix+q/x+a;:je J}

Ajouter f(x) = OVj & (P) donne :

o QDT3 (X, M, )\,OJ) = 'SDT(Xa 1L, )\) + ZjeJ w]’?(X)
— meilleure borne !

@ £pp, (X, p,w) = Lpp(X, p,w) fi(x) =0car Ax = b!
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Ajout de contraintes quadratiques redondantes
avant d’effectuer la bidualisation

fi(x) = 0 sur {x : Ax = b}
I={§x)=xTCx+qlx+a;: je J}

Ajouter f(x) = OVj & (P) donne :

o EDTG (X, M, )\,0.)) = EDT(Xa A )\) + ZjeJ CU]I?(X)
— meilleure borne !

o SDPG(X,;L,Q)):,SDP(X,,U,,LU) lj-(x)zocarAx:b!

Proposition

Pour tout ensemble 3, (DP); est équivalent a (DP),
mais (DT)5 est généralement meilleur que (DT)
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Une condition suffisante pour avoir (DT);=(DP)
vyona: (DT);<(DP)<(P)
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Une condition suffisante pour avoir (DT);=(DP)
Si £pr, est convexe alors (DT);=(DP)<(P)

Proposition

Soit * une solution optimale de (DP). S'il existe w* tel que
Lpr, (X, pu*, \,w") est convexe, alors les valeurs optimales de (DT)j,
(SDP); et (DP) sont égales
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Proposition

Soit * une solution optimale de (DP). S'il existe w* tel que
Lpr, (X, pu*, \,w") est convexe, alors les valeurs optimales de (DT)j,
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Une condition suffisante pour avoir (DT);=(DP)
Si £pr, est convexe alors (DT);=(DP)<(P)

Proposition
Soit * une solution optimale de (DP). S'il existe w* tel que

Lpr, (X, pu*, \,w") est convexe, alors les valeurs optimales de (DT)j,

(SDP); et (DP) sont égales

On retrouve dans la formulation semidéfinie les contraintes
quadratiques linéarisées :

min QeX+cTx

sc. Ax=0b
BieX+d x=(ou <)e iel
CieX+q/x+a=0 jed
[1 XT}>_O
x X |7
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Deux convexifications équivalentes dans le cas 0-1

min x"Qx+c’x

(P) sc. X'Bx+dlx=(ou<)e; iel={1,...,m}
01 Ax=b
x? =x; & x; € {0,1} vie{l,...,n}
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Deux convexifications équivalentes dans le cas 0-1

min x"Qx+c’x

(P) sc. X'Bx+dlx=(ou<)e; iel={1,...,m}
01 Ax =bet (Ax — b)? =0
x? =x; & x; € {0,1} vie{1,...,n}

2

@ £p71,(X, 1, A, w) = Lpr(X, 11, A) + w (Ax — b)
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Deux convexifications équivalentes dans le cas 0-1

min x"Qx+c’x

(P) sc. X'Bx+dlx=(ou<)e; iel={1,...,m}
01 Ax =bet (Ax—b)> =0
x? =x; & x; € {0,1} vie{l,...,n}

@ £p7.(X, 11y A\, w) = Lp7(X, 11, A) + w (Ax — b)?
@ Convexification réussie : (DP) peut étre formulé comme un
programme semidéfini
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Deux convexifications équivalentes dans le cas 0-1

min x"Qx+c’x

(P) sc. X'Bx+dlx=(ou<)e; iel={1,...,m}
01 Ax =bet (Ax—b)> =0
x? =x; & x; € {0,1} vie{l,...,n}

® Lo7,(X, 11, \,w) = Lp7(X, 1, A) + w (Ax — b)?

@ Convexification réussie : (DP) peut étre formulé comme un
programme semidéfini

o |l suffit d’ajouter ATAe X — 2b” Ax + b2 = 0 dans le PSD
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Deux convexifications équivalentes dans le cas 0-1

min x"TQx +c¢'x

sc. X'Bx+dlx=(ou<)e; iel={1,...,m}
Ax =bet (Ax—b)> =0
x? =x; & x; € {0,1} vie{1,...,n}

(P)o-1

2

o QDTC(X, uw, )\,w) = SDT(X7 I, )\) +w (AX — b)
@ Convexification réussie : (DP) peut étre formulé comme un
programme semidéfini

o |l suffit d’ajouter ATAe X — 2b” Ax + b2 = 0 dans le PSD

@ Dans le cas non-booléen, (Ax — b)? ne convexifie pas toujours le
Lagrangien
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Une deuxieme convexification (valable dans le cas
géneral)
Théoreme

Soient A et Q respectivement une matrice p x n et une matrice n x n.
S Q est positive sur L = ker(A) alors il existe une combinaison linéaire

des fonctions quadratiques gjj(x) = x,-(aij — by) pouric{1,...,n} et
j€{1,...,p} qui convexifie la forme quadratique x™ Qx sur R" tout
entier.

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr)
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Une deuxieme convexification (valable dans le cas
géneral)
Théoreme

Soient A et Q respectivement une matrice p x n et une matrice n x n.
S Q est positive sur L = ker(A) alors il existe une combinaison linéaire

des fonctions quadratiques gjj(x) = x,-(aij — by) pouric{1,...,n} et
j€{1,...,p} qui convexifie la forme quadratique x™ Qx sur R" tout
entier.
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Une deuxieme convexification (valable dans le cas
géneral)
Théoreme

Soient A et Q respectivement une matrice p x n et une matrice n x n.
S Q est positive sur L = ker(A) alors il existe une combinaison linéaire

des fonctions quadratiques gjj(x) = x,-(aij — by) pouric{1,...,n} et
j€{1,...,p} qui convexifie la forme quadratique x™ Qx sur R" tout
entier.

Formulation semidéfinie de la relaxation lagrangienne partielle (DP)

min QeX4+c'x

sc. Ax=b>b
BieX+d/x=(ou<)e icl
(SDPp) ZZ:1Aijk/fij;:0 ie{l,....n}je{1,...,p}
(X,',':X,') (ie{1,...,n})

T
e
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Ces deux relaxations semidéfinies permettent
d’atteindre la valeur de (DP) (cas 0-1)

corollaire

(DP) est une limite pour les relaxations semidéfinies utilisant des
contraintes redondantes construites a partir de Ax = b

A

T @
(SDP)p = (DT)p (DP)

(SDP),+ (DT),
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Preuve directe de I'équivalence sans passer par la
dualité lagrangienne
Ici cas simplifié : une seule contrainte linéaire

Proposition

;
Soit (X, x) € Sy x R vérifiant cc” e X = d?, ch:det[l );( ] =0,

alors (X, x) vérifie 3 | ¢;Xj = dx;Vi € {1, ..., n} (réciproque évidente)
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Preuve directe de I'équivalence sans passer par la
dualité lagrangienne
Ici cas simplifié : une seule contrainte linéaire

Proposition

;
Soit (X, x) € Sy x R vérifiant cc” e X = d?, ch:det[l );( ] =0,

alors (X, x) vérifie 3 | ¢;Xj = dx;Vi € {1, ..., n} (réciproque évidente)
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Preuve directe de I'équivalence sans passer par la
dualité lagrangienne
Ici cas simplifié : une seule contrainte linéaire
Proposition

T
-

X ] =0,

alors (X, x) vérifie 3y ¢;Xj = dx;Vi € {1, ..., n} (réciproque évidente)

Soit (X, x) € Sp x R vérifiantcc” e X = d?, cTx = d et [ )1(

Preuve.

ccTe X =d?=>ccl e (X —xxT) + (CTX)2 = @2
Donc cc” o (X —xxT) =0

=>ccT (X —xxT) =0
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Preuve directe de I'équivalence sans passer par la

dualité lagrangienne
Ici cas simplifié : une seule contrainte linéaire

Proposition

X7
X
alors (X, x) vérifie 2;721 ¢ Xj = dx;Vi € {1,...,n} (réciproque évidente)

Soit (X, x) € Sp x R vérifiantcc” e X = d?, cTx = d et [ )1( ] =0,

Preuve.

ccT e X =d?=>cc’ e (X—xxT)+ (ch)2 = d?
Donc cc” o (X —xxT) =0

=>ccT (X —xxT) =0

Vk,j S {1 ) ey I‘I} Ck (2?21 Cj (X,] — X,‘Xj)) =0.

@ ¢ = 0 : résultat évident
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Preuve directe de I'équivalence sans passer par la

dualité lagrangienne
Ici cas simplifié : une seule contrainte linéaire

Proposition

P
X
alors (X, x) vérifie 2;721 ¢iXj = dx; Vi € {1, ..., n} (réciproque évidente)

Soit (X, x) € Sp x R vérifiantcc” e X = d?, cTx = d et [ )1( ] =0,

Preuve.
ccT e X =d?=>cc’ e (X—xxT)+ (ch)2 =d?
Donc cc” o (X —xxT) =0
=>ccT (X —xxT) =0
Vk,j S {1 ) ey I‘I} Ck (2?21 Cj (X,] — X,‘Xj)) =0.
@ ¢ = 0 :résultat évident

@ |l existe ky tel que ckg # 0.
vie{l,..,n} YL ciXj= x>0 cixi = dx.
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Application : le Probleme k-cluster

@ G = (V, E) un graphe non orienté de n sommets et un entier
1 <n

= (
<k
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Application : le Probleme k-cluster

e G

= (V, E) un graphe non orienté de n sommets et un entier
<k<n

haque aréte [v;, vj| porte un poids Wj (on a Wj = 0 pour tout i
dans {1,...,n})

O_L
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Application : le Probleme k-cluster

= (V, E) un graphe non orienté de n sommets et un entier
<k<n

@ Chaque aréte [v;, vj| porte un poids Wj (ona Wj = 0 pour tout i
dans {1,...,n})
@ Trouver le sous-graphe de k sommets de poids maximal

e G
1
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Application : le Probleme k-cluster

= (V, E) un graphe non orienté de n sommets et un entier
<k<n

@ Chaque aréte [v;, vj| porte un poids Wj (ona Wj = 0 pour tout i
dans {1,...,n})
@ Trouver le sous-graphe de k sommets de poids maximal

e G
1
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Application : le Probleme k-cluster

@ G = (V, E) un graphe non orienté de n sommets et un entier
1<k<n

@ Chaque aréte [v;, vj| porte un poids Wj (ona Wj = 0 pour tout i
dans {1,...,n})

@ Trouver le sous-graphe de k sommets de poids maximal

max sWeX
s.C. noxi=k

X = xxT
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Application : le Probleme k-cluster

@ G = (V, E) un graphe non orienté de n sommets et un entier
1<k<n

@ Chaque aréte [v;, vj| porte un poids Wj (ona Wj = 0 pour tout i
dans {1,...,n})

@ Trouver le sous-graphe de k sommets de poids maximal

max sWeX
se. Ylixi=kK
X = xxT
max § 37 X Wi (1+ iy + Yi+ )
(KC){_H} S.C. 27:1 Yi= 2k —n

ye{_1a1}n
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Relaxations semidéfinies "basiques"
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Relaxations semidéfinies "basiques"

Maximiser % WeX
Sous contraintes €] x = k
(KC SDP){O,1} d(X) =X
1 x
r— -
X { T X ] >0
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Relaxations semidéfinies "basiques"

Maximiser % WeX
Sous contraintes €] x = k
d(X) =x

(KC SDP) 0 1
, 1 x
X = { xT x| =0

max %;7:1 > Wi (1+ Vi + Yoi + Yo))
(KC SDP){_1 .1 g%’);; _ ’en+1
Y=0

Master M2 MMMEF

Programmation Quadratique en variables 0-1

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr)
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Construction d’'une meilleure relaxation semidéfinie

max sWeX

S.C. !

(@) Xlqxi=ejx=k

(PDkc§ (B)  2igi Xij+ 2 i Xj=(k=1)x ie{l,....n}

() X;>0 i<j¢E
(d)  Xj<x; Xj<x i<j¢E
0<x <1 ie{1,...,n}
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Construction d’'une meilleure relaxation semidéfinie

max sWeX

S.C. !

(@) Xlqxi=ejx=k

(PDke§ (B) i Xj+ 2 Xyj=(k=1)x ie{l,....n}

() X;=0 i<j¢E
(d) Xj<x; Xj<x i<j¢E
0<x <1 ic{1,....,n}
(max sWeX
S.C.
(&) elx=k, (ene] o X — 2ke]x + k? = 0)
(SDP)kcq (V') S Xj=khkxVvje{1,....,n}
(¢) Xj=>0i<je{l,....n}
(d) Xj<xi; Xj<xi<je{l,....n}
\ dX)=x; X—xxT >0
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k-cluster : Relaxations semidéfinie et Lagrangienne
partielle

Formulation semidéfinie de la relaxation Lagrangienne partielle de :
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k-cluster : Relaxations semidéfinie et Lagrangienne
partielle

Formulation semidéfinie de la relaxation Lagrangienne partielle de :

max 3xT Wx

se. Yl xi=k
X2 = X; i=1,...,n
Xixj > 0 i<je{tl,....n}
XiXi < Xi; xixp < X i<je{l,...,n}
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Plan du cours

e 4. Approche par Programmation Semidéfinie

@ a. Bases de la Programmation Semidéfinie

@ b. Application a la Programmation Quadratique en 0-1
@ 1. Le nombre de Lovasz
@ 2. Relaxation SDP en {0, 1}
@ 3. Relaxation SDP en {—1,1}
@ 4. Liens avec I'approche Lagrangienne
@ 5. Amélioration des relaxations Quadratiques Convexes
@ 6. Problémes SDLS et contrainte sphérique
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4.b.5. Amélioration des relaxations Quadratiques

Convexes
Programme Quadratique en variables 0-1 soumis & des contraintes
linéaires :
min x"Qx +cTx
(QL) sc. Ax=b
x € {0,1}"

Q est quelconque donc probléme non convexe méme en relachant les
contraintes 0-1
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4.b.5. Amélioration des relaxations Quadratiques

Convexes
Programme Quadratique en variables 0-1 soumis & des contraintes
linéaires :

min x"Qx +c’x
(QL) sc. Ax=b
x € {0,1}"

Q est quelcongue donc probléme non convexe méme en relachant les
contraintes 0-1

Idée de départ : "Capter" la qualité des bornes semidéfinies dans une
relaxation quadratique convexe (trés rapide a résoudre)
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4.b.5. Amélioration des relaxations Quadratiques

Convexes
Programme Quadratique en variables 0-1 soumis & des contraintes
linéaires :

min x"Qx +c’x
(QL) sc. Ax=b
x € {0,1}"

Q est quelcongue donc probléme non convexe méme en relachant les
contraintes 0-1

Idée de départ : "Capter" la qualité des bornes semidéfinies dans une
relaxation quadratique convexe (trés rapide a résoudre)

Principe de I'approche :

@ Ajouter un terme quadratique a la fonction pour la convexifier puis
relaxation continue (x € [0, 1]")
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4.b.5. Amélioration des relaxations Quadratiques

Convexes
Programme Quadratique en variables 0-1 soumis & des contraintes
linéaires :

min x"Qx +c’x
(QL) sc. Ax=b
x € {0,1}"

Q est quelconque donc probléme non convexe méme en relachant les
contraintes 0-1

Idée de départ : "Capter" la qualité des bornes semidéfinies dans une
relaxation quadratique convexe (trés rapide a résoudre)

Principe de I'approche :

@ Ajouter un terme quadratique a la fonction pour la convexifier puis
relaxation continue (x € [0, 1]")

©@ On peut obtenir le "meilleur" terme possible en résolvant un
programme semidéfini
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Convexification d’'un programme quadratique (1)

Premiére idée : ajouter K 3_7 ; (x? — x;) & la fonction x™Qx + ¢Tx
avec K "assez grand" : fonction nulle pour x admissible (donc vérifiant
x €{0,1}")
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Convexification d’'un programme quadratique (1)

Premiére idée : ajouter K 3_7 ; (x? — x;) & la fonction x™Qx + ¢Tx
avec K "assez grand" : fonction nulle pour x admissible (donc vérifiant
x €{0,1}")

@ Fonction convexe : Q+ Kl, =0
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Convexification d’'un programme quadratique (1)

Premiére idée : ajouter K 3_7 ; (x? — x;) & la fonction x™Qx + ¢Tx
avec K "assez grand" : fonction nulle pour x admissible (donc vérifiant
x €{0,1}")

@ Fonction convexe : Q+ Kl, =0
@ Onprend K > —min; A\i(Q)

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF 104 /114



Convexification d’'un programme quadratique (1)

Premiére idée : ajouter K >_7 ; (x? — x;) & la fonction x” Qx + ¢"x
avec K "assez grand" : fonction nulle pour x admissible (donc vérifiant

x €{0,1}")

@ Fonction convexe : Q+ Kl, =0

@ Onprend K > —min; A\i(Q)

@ On obtient une relaxation quadratique convexe en relachant
x €{0,1}"en x € [0,1]"
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Convexification d’'un programme quadratique (1)

Premiére idée : ajouter K'>_7 ; (x? — x;) & la fonction x™ Qx + ¢"x

avec K "assez grand" : fonction nulle pour x admissible (donc vérifiant
x €{0,1}")
@ Fonction convexe : Q+ Kl, =0
@ Onprend K > —min; A\i(Q)
@ On obtient une relaxation quadratique convexe en relachant
x €{0,1}"en x € [0,1]"
@ Amélioration possible : ajouter >-7 ; K; (x? — x;)
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Convexification d’'un programme quadratique (1)

Premiére idée : ajouter K'>_7 ; (x? — x;) & la fonction x™ Qx + ¢"x
avec K "assez grand" : fonction nulle pour x admissible (donc vérifiant

x €{0,1}")
@ Fonction convexe : Q+ Kl, =0

@ Onprend K > —min; A\i(Q)

@ On obtient une relaxation quadratique convexe en relachant
x €{0,1}"en x € [0,1]"

@ Amélioration possible : ajouter >-7 ; K; (x? — x;)

@ En fait, on peut considérer une approche encore plus générale en
utilisant également les contraintes Ax = b!
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Convexification d’'un programme quadratique (2)

Amélioration de I'approche :

= Ajouter une combinaison linéaire des fonctions h;(x) = x,? — X
(i=1,...,n) etg,-j(x) = 2221 AijkX,'—iji (G=1,...,pet
i=1,...,n) alafonction x"Qx + ¢”x : fonction nulle pour x
admissible (vérifiant x € {0,1}" et Ax = b)
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Convexification d’'un programme quadratique (2)

Amélioration de I'approche :

= Ajouter une combinaison linéaire des fonctions h;(x) = x,? — X
(i: 1,...,”) etg,j(x) = 22:1 AijkX/—iji (j: 1,...,,06'[
i=1,...,n) alafonction x"Qx + ¢”x : fonction nulle pour x
admissible (vérifiant x € {0,1}" et Ax = b)

= On reconnait les contraintes "produit" de I'approche linéaire
d’Adams-Sharali et qui jouent également un réle important dans la
formulation semidéfinie de la relaxation Lagrangienne partielle de
QL)!

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF

105/114



Convexification d’'un programme quadratique (2)

Amélioration de I'approche :

= Ajouter une combinaison linéaire des fonctions h;(x) = x? — x;
(i: 1,...,”) etg,j(x) = 22:1 AijkX/—iji (j: 1,...,,06'[
i=1,...,n) alafonction x"Qx + ¢’ x : fonction nulle pour x
admissible (vérifiant x € {0,1}" et Ax = b)

= On reconnait les contraintes "produit" de I'approche linéaire
d’Adams-Sharali et qui jouent également un réle important dans la
formulation semidéfinie de la relaxation Lagrangienne partielle de
QL)!

Trouver la meilleure combinaison linéaire ?
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Convexification d’'un programme quadratique (2)

Amélioration de I'approche :

= Ajouter une combinaison linéaire des fonctions h;(x) = x? — x;
(i: 1,...,”) etg,j(x) = 22:1 AijkX/—iji (j: 1,...,,06'[
i=1,...,n) alafonction x"Qx + ¢’ x : fonction nulle pour x
admissible (vérifiant x € {0,1}" et Ax = b)

= On reconnait les contraintes "produit" de I'approche linéaire
d’Adams-Sharali et qui jouent également un réle important dans la
formulation semidéfinie de la relaxation Lagrangienne partielle de
QL)!

Trouver la meilleure combinaison linéaire ?

Supa,ﬁ infxe[OJ]”m{x:Ax:b} XTQX + CTX + 27:1 & (X12 - Xi)
004 it B (Xket AXiXi — bjxi)

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr) Programmation Quadratique en variables 0-1 Master M2 MMMEF 105/114



Convexification d’'un programme quadratique (2)

Amélioration de I'approche :

= Ajouter une combinaison linéaire des fonctions h;(x) = x? — x;
(i: 1,...,”) etg,-/-(x) = 22:1 A/'kaX,'—b/'X,' (j: 1,...,,06'[
i=1,...,n) alafonction x"Qx + ¢’ x : fonction nulle pour x
admissible (vérifiant x € {0,1}" et Ax = b)

= On reconnait les contraintes "produit" de I'approche linéaire
d’Adams-Sharali et qui jouent également un réle important dans la
formulation semidéfinie de la relaxation Lagrangienne partielle de
QL)!

Trouver la meilleure combinaison linéaire ?

Supa,ﬁ infxe[OJ]”m{x:Ax:b} XTQX + CTX + 27:1 Q;j (X12 - Xi)
3001 il B (Rt AXieXi — bjxi)

Le dual d’'une formulation équivalente de ce probleme peut
s’interpréter comme un programme semidéfini !
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Convexification d’'un programme quadratique (3)

SUP, 5 iNfxeo 1mnixax=by X' QX +cTx+ 314 o (XF — x)
D00 o7 B (ke AkXkX; — byxi)

On remplace x € [0,1]" par les contraintes convexes xZ — x; < 0
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Convexification d’'un programme quadratique (3)

SUP, 5 iNfxeo 1mnixax=by X' QX +cTx+ 314 o (XF — x)
2204 S By (ke AwXixi — bixi)

On remplace x € [0,1]" par les contraintes convexes xZ — x; < 0

min Qe X +c'x
sc. Ax=0b
r AkXi —bixi=0 ie{l,...,n}je{1,....,p}
SDP Zk71 \k /\Ki N ) ) ) 5 5
(SDPp) Xi = x (iefl,....n})
1 xT
X X]ko
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Convexification d’'un programme quadratique (4)

@ Conséquence : Le programme quadratique convexe obtenu a la
méme valeur que le programme semidéfini (SDPp)
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Convexification d’'un programme quadratique (4)

@ Conséquence : Le programme quadratique convexe obtenu a la
méme valeur que le programme semidéfini (SDPp)

@ Intérét : Utiliser ce programme quadratique convexe dans une
méthode de séparation/évaluation (Branch&Bound) a la place de
laPSD!
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Convexification d’'un programme quadratique (4)

@ Conséquence : Le programme quadratique convexe obtenu a la
méme valeur que le programme semidéfini (SDPp)

@ Intérét : Utiliser ce programme quadratique convexe dans une
méthode de séparation/évaluation (Branch&Bound) a la place de
laPSD!

@ Résolution d’'un seul PSD : on a "capté" la qualité de I'approche
semidéfinie dans une approche quadratique convexe.
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Plan du cours

e 4. Approche par Programmation Semidéfinie

@ a. Bases de la Programmation Semidéfinie

@ b. Application a la Programmation Quadratique en 0-1
@ 1. Le nombre de Lovasz
@ 2. Relaxation SDP en {0, 1}
@ 3. Relaxation SDP en {—1,1}
@ 4. Liens avec I'approche Lagrangienne
@ 5. Amélioration des relaxations Quadratiques Convexes
@ 6. Problémes SDLS et contrainte sphérique
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4.b.6. Probléemes SDLS et contrainte sphérique

SDLS : SemiDefinite Least Squares
Programme Quadratique en variables bivalentes :

max Qe X
Q) sc. QeX>0 iel={1,....m}
xie{-1,1} Vie{1,...,n}
X =xxT
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4.b.6. Probléemes SDLS et contrainte sphérique

SDLS : SemiDefinite Least Squares
Programme Quadratique en variables bivalentes :

max Qe X
Q) sc. QeX>0 iel={1,....m}
xie{-1,1} Vie{1,...,n}
X =xxT

X est de rang 1 et appartient a
C={XeS : X=0,X;=1j¢e{1,....n}}
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Théoréme

La Contrainte Sphérique
IX1? =

X € C estde rang 1 est equivalent a

XeX =31 3L Xf=nr?
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Théoréme

La Contrainte Sphérique
IX1? =

X € C estde rang 1 est equivalent a

XeX =31 3L Xf=nr?

< rang(X) = 1 /

de la norme associée a o)

Frédéric Roupin (roupin@ensiie.fr)

Programmation Quadratique en variables 0-1

@ X appartient donc a la sphére de centre 0 et de rayon n (au sens




Dualiser la Contrainte Sphérique

@ Idée : remplacer X = xx par ||X||?> = n? dans (Q) puis dualiser
cette derniére contrainte
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Dualiser la Contrainte Sphérique

@ Idée : remplacer X = xx par ||X||?> = n? dans (Q) puis dualiser
cette derniére contrainte

@ « : le multiplicateur de Lagrange associé
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Dualiser la Contrainte Sphérique

@ Idée : remplacer X = xx par ||X||?> = n? dans (Q) puis dualiser
cette derniére contrainte

@ « : le multiplicateur de Lagrange associé

@ Pour a = 0, on retrouve la relaxation semidéfinie de base

Master M2 MMMEF 111/114

Programmation Quadratique en variables 0-1
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Dualiser la Contrainte Sphérique

@ Idée : remplacer X = xx par ||X||?> = n? dans (Q) puis dualiser
cette derniere contrainte

@ « : le multiplicateur de Lagrange associé

@ Pour a = 0, on retrouve la relaxation semidéfinie de base

@ Pour o # 0 Le Lagrangien vaut : L(X, o) = Qe X + & (0 — X ¢ X)
~a (28 (1 9)«(r-9))
=5n" + 5 1QIF=5X = |
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Dualiser la Contrainte Sphérique

@ Idée : remplacer X = xx par ||X||?> = n? dans (Q) puis dualiser
cette derniere contrainte

@ « : le multiplicateur de Lagrange associé

@ Pour a = 0, on retrouve la relaxation semidéfinie de base

@ Pour o # 0 Le Lagrangien vaut : L(X,a) = Qe X + § (n? — X e X)
~a (28 (1 9)«(r-9))
= $°+ L QP-51X - SIP

@ Pour a < 0 résoudre le probleme dual est NP-difficile (concavité).
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Dualiser la Contrainte Sphérique

@ Idée : remplacer X = xx par ||X||?> = n? dans (Q) puis dualiser
cette derniere contrainte

@ « : le multiplicateur de Lagrange associé

@ Pour a = 0, on retrouve la relaxation semidéfinie de base

@ Pour o # 0 Le Lagrangien vaut : L(X,a) = Qe X + § (n? — X e X)
“ge g (20 (0 8) (x-2)
= 41 + g lQIP-lIX - &7

@ Pour a < 0 résoudre le probleme dual est NP-difficile (concavité).

@ Poura>0:SoitX={X: QeX>0Vi}Nn{X:=0,X;=1V}.
Le programme dual inf, supycy L(X, ) est équivalent a un
Probleme semidéfini de moindres carrés : projection de g sur N
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Dualiser la Contrainte Sphérique

@ Idée : remplacer X = xx par ||X||?> = n? dans (Q) puis dualiser
cette derniere contrainte

@ « : le multiplicateur de Lagrange associé

@ Pour a = 0, on retrouve la relaxation semidéfinie de base

@ Pour o # 0 Le Lagrangien vaut : L(X,a) = Qe X + § (n? — X e X)
“ge g (20 (0 8) (x-2)
= 41 + g lQIP-lIX - &7

@ Pour a < 0 résoudre le probleme dual est NP-difficile (concavité).

@ Poura>0:SoitX={X: QeX>0Vi}Nn{X:=0,X;=1V}.
Le programme dual inf, supycy L(X, ) est équivalent a un
Probleme semidéfini de moindres carrés : projection de g sur X

@ La borne obtenue est moins bonne que celle de la PSD standard,
mais ces problémes peuvent étre résolus plus efficacement que
les PSDs : échange temps de calcul contre qualité de la borne
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Contrainte Sphérique : un exemple

Pour le probleme MAX-CUT :

max Qe X
(MC) { sc. Xi=1 Vie{1,...,n}
X =xxT(ouXeX=n?)

On obtient pour o > 0 :

min | X — &
(SDPLS(a)) { sc. Xi=1 Vie{l,...,n}
X =0
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Probléeme semidéfini de moindres carrés

Projection de la matrice g sur l'intersection du céne des matrices
positives et d’'un espace affine
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Détériorer la qualité de la borne contre du temps de
calcul

SDPrelax. - =

max-cut -- - ——

| ! !

NP hard SDP SDLS

Lorsque « tend vers 0 on retrouve la valeur de la relaxation
semidéfinie de base de max-cut
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