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Îïðåäåëåíèÿ è ýëåìåíòàðíûå ëåììû

Îïðåäåëåíèå 1 Ðàâíîñòîðîííèé âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê, èìåþùèé äâå
òðîéêè ðàâíûõ óãëîâ, ðàñïîëîæåííûõ ÷åðåç îäèí, íî íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðà-
âèëüíûì è íå âûðîæäàþùèéñÿ â òðåóãîëüíèê, íàçîâ¼ì ùèòîì.

Òàêèì îáðàçîì ùèò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòîðîíîé è ïàðîé ñâîèõ íåðàâ-
íûõ óãëîâ α < β. Äîêàæåì íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ëåìì.

Ëåììà 1 Ñóììà äâóõ ñîñåäíèõ óãëîâ ùèòà α+ β = 4π/3.

� Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóììà óãëîâ øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà 4π. �

Ëåììà 2 Äëÿ óãëîâ øèòà âåðíî π/3 < α < 2π/3, 2π/3 < β < π.

� Ñëåäóåò èç ëåììû 1 è âûïóêëîñòè ùèòà. �

Îïðåäåëåíèå 2 Íàçîâ¼ì ùèò ïðÿìîóãîëüíûì, åñëè îäèí èç îïðåäåëÿ-
þùèõ åãî óãëîâ ðàâåí π/2.

Çàìîùåíèå ïëîñêîñòè ùèòîì è òðåóãîëüíèêîì

Íàéä¼ì âñå âîçìîæíûå çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè ðåáðî-ê-ðåáðó ùèòîì, îòëè÷-
íûì îò ïðÿìîóãîëüíîãî, ñ óãëàìè α < β, è ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì.

Òåîðåìà 1 Â ëþáîé âåðøèíå çàìîùåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ ëèáî a) äâà ùèòà
óãëàìè α è β è äâà òðåóãîëüíèêà, ëèáî b) øåñòü òðåóãîëüíèêîâ (Ðèñ. 1).

� Â ñèëó òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîóãîëüíèêè âûïóêëûå, ïðè ð¼-
áåðíîì ñîåäèíåíèè íå ïðîèñõîäèò íàëîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå
ñëó÷àè:

1. Ê âåðøèíå íå ïðèìûêàåò íè îäíîãî ùèòà. Òîãäà ê íåé ïðèìûêàåò
øåñòü òðåóãîëüíèêîâ (b).

2. Ê âåðøèíå ïðèìûêàåò òîëüêî îäèí ùèò. Tîãäà åãî óãîë êðàòåí π/3,
÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ëåììû 2.
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Ðèñ. 1: Âîçìîæíûå ñîåäèíåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ â âåðøèíå.

3. Ê âåðøèíå ïðèìûêàþò ðîâíî äâà ùèòà óãëàìè α. Tîãäà â ñèëó ëåì-
ìû 2 íåäîñòàþùèé äî 2π óãîë íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ (2π/3, 4π/3) è
äîëæåí áûòü êðàòåí π/3. Çíà÷èò, îí ðàâåí π è ìû ïðèñîåäèíÿåì òðè
òðåóãîëüíèêà. Íî â ýòîì ñëó÷àå, α = π/2, è ùèò ïðÿìîóãîëüíûé, ÷òî
èçíà÷àëüíî èñêëþ÷åíî.

4. Ê âåðøèíå ïðèìûêàþò õîòÿ áû äâà ùèòà óãëàìè α è β. Ïî ëåììå 1
ñóììà α + β = 4π/3, è äî 2π íå äîñòà¼ò óãëà 2π/3. Â ñèëó ëåììû 2
ýòîò óãîë ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ïðèñîåäèíèâ äâà òðåóãîëüíèêà (a).

5. Ê âåðøèíå ïðèìûêàþò õîòÿ áû äâà ùèòà óãëàìè β. Tîãäà â ñèëó ëåì-
ìû 2 íåäîñòàþùèé äî 2π óãîë íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ (0, 2π/3) è íå ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åí ïðèñîåäèíåíèåì ùèòà óãëîì β. Òàêæå îí íå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí ïðèñîåäèíåíèåì ùèòà óãëîì α, òàê êàê ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò ïðåäûäóùåìó ïóíêòó. Çíà÷èò, îí ðàâåí π/3 è ìû ïðèñîåäèíÿåì
îäèí òðåóãîëüíèê. Íî â ýòîì ñëó÷àå, β = 5π/6, è ñíîâà α = π/2, ÷òî
èñêëþ÷åíî.

6. Ê âåðøèíå ïðèìûêàþò áîëåå äâóõ ùèòîâ óãëàìè α. Â ñèëó ëåììû 2
ìû íå ìîæåì ïðèñîåäèíèòü áîëåå äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, à ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìû èìååì õîòÿ áû îäíó ïàðó êàñàþùèõñÿ ùèòîâ. Ïðè ýòîì ìû ïî-
ëó÷èì âåðøèíó, â êîòîðîé áóäóò ñõîäèòüñÿ äâà óãëà β, ÷òî íåâîçìîæíî
â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. �

Òåîðåìà 2 Â çàìîùåíèè òðåóãîëüíèêè ìîãóò ñòûêîâàòüñÿ, îáðàçóÿ èñ-
êëþ÷èòåëüíî èçîëèðîâàííûå ñâÿçíûå (â ñìûñëå ðåáðî-ê-ðåáðó) êîìïîíåí-
òû, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî, äâóõ èëè øåñòè òðåóãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ
ê îäíîé âåðøèíå (Ðèñ. 2.1).

� Â ñèëó òåîðåìû 1 ê ëþáîé âåðøèíå çàìîùåíèÿ ïðèìûêàåò ëèáî 2 (a), ëèáî
6 (b) òðåóãîëüíèêîâ. Ñóùåñòâóåò äâà âèäà âåðøèí òèïà (a): êîãäà òðåóãîëü-
íèêè êàñàþòñÿ (a1), è êîãäà íåò (a2) (Ðèñ. 2.2). Ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííóþ
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Ðèñ. 2: a) Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè òðåóãîëüíèêîâ, b) Âîçìîæíûå òèïû ãðà-
íè÷íûõ äëÿ êîìïîíåíò âåðøèí.

ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, ñîñòîÿùóþ èç òðåóãîëüíèêîâ. Òàê êàê â çàìîùåíèè
ïðèñóòñòâóþò ùèòû, òî ó íå¼ åñòü ãðàíèöà. Ëþáàÿ âåðøèíà ãðàíèöû îòíî-
ñèòñÿ ê òèïó (a). Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

1. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà ãðàíèöû, îòíîñÿùàÿñÿ ê òèïó (a2). Ðàññìîòðèì
òðåóãîëüíèê, ïðèìûêàþùèé ê ýòîé âåðøèíå. Åãî ð¼áðà, ñìåæíûå ñ
äàííîé âåðøèíîé òîæå ãðàíè÷íûå, êàê è äâå äðóãèå åãî âåðøèíû. Åñ-
ëè ìû íå ïðèñîåäèíÿåì òðåóãîëüíèê ê òðåòüåé ñòîðîíå, òî ïîëó÷àåì
êîìïîíåíòó èç îäíîãî òðåóãîëüíèêà. Åñëè ïðèñîåäèíÿåì, òî â âåðøè-
íàõ îáùåãî ðåáðà óæå ñõîäèòñÿ äâà òðåóãîëüíèêà, à çíà÷èò äâà äðóãèõ
ðåáðà âòîðîãî òðåóãîëüíèêà òîæå ãðàíè÷íûå, è ìû ïîëó÷àåì êîìïî-
íåíòó èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ.

2. Âñå âåðøèíû ãðàíèöû îòíîñÿòñÿ ê òèïó (a1). Òîãäà íà÷èíàÿ ñ îäíîãî
òàêîãî ôðàãìåíòà áóäåì ïåðåõîäèòü âäîëü ãðàíèöû êîìïîíåíòû ê ïî-
ñëåäóþùèì âåðøèíàì, äîñòðàèâàÿ ìîçàèêó åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.
Ïîâòîðèâ ýòîò ïðîöåññ ïÿòü ðàç, ïîëó÷èì êîìïîíåíòó èç øåñòè òðå-
óãîëüíèêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê îäíîé âåðøèíå. �

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó öåíòðàìè ùèòîâ â ñëó÷àå a1) ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå a2).

Îïðåäåëåíèå 3 Åñëè ïðè îáõîäå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âäîëü êîíòóðà
òðåóãîëüíèêà ê íà÷àëüíîé âåðøèíå îáùåãî ðåáðà ïðèìûêàåò óãîë α, òî
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ùèò ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê òðåóãîëüíèêó ñ ëåâîé îðèåí-
òàöèåé, åñëè óãîë β, òî ñ ïðàâîé.

Ëåììà 3 Êàæäàÿ èç âîçìîæíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè òðåóãîëüíèêîâ
äîñòðàèâàåòñÿ äî áàçîâûõ ôðàãìåíòîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà Ðèñ. 3 äâóìÿ
ñïîñîáàìè: ëåâûì è ïðàâûì (â çàâèñèìîñòè îò ïðèñîåäèíåíèÿ ê êîìïî-
íåíòå âñåõ ùèòîâ, âõîäÿùèõ âî ôðàãìåíò).
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Ðèñ. 3: Áàçîâûå ôðàãìåíòû ìîçàèêè.

� Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, ïðèñîåäèíèâ ê ëþáîìó ãðàíè÷íîìó ðåáðó êîìïîíåíòû
ùèò îäíèì è èç äâóõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ, ôðàãìåíò îäíîçíà÷íî äîñòðàè-
âàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì ùèòîâ âäîëü ãðàíèöû êîìïîíåíòû
è ïðèñîåäèíåíèåì íåäîñòàþùèõ òðåóãîëüíèêîâ. �

Ëåììà 4 Áàçîâûå ôðàãìåíòû ìîãóò áûòü çàìåíåíû ìíîãîóãîëüíèêàìè
(ñâîåãî öâåòà â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè ôðàãìåíòà), âåðøèíû êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè ùèòîâ, ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè ñòûêîâêè:

• Âäîëü êîðîòêîé ñòîðîíû ñòûêóþòñÿ ìíîãîóãîëüíèêè îäíîãî öâåòà.

• Âäîëü äëèííîé ñòîðîíû ñòûêóþòñÿ ìíîãîóãîëüíèêè ðàçíûõ öâåòîâ.

� Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè êàñàíèè ùèòîâ âåðøèíû îáùåãî ðåáðà èìåþò
òèï (a1), è îðèåíòàöèÿ ùèòîâ ïðè êàñàíèè òðåóãîëüíèêîâ â îáîèõ âåðøèíàõ
îäèíàêîâàÿ, à ïðè âåðøèíå òèïà (à2) ùèòû êàñàþòñÿ îáîèõ òðåóãîëüíèêîâ
ñ ðàçíîé îðèåíòàöèåé. �

Ëåììà 5 Áëîêè ñòûêóþòñÿ ðåáðî-ê-ðåáðó ñëåäóþùèì îáðàçîì (ÊÑ � êî-
ðîòêîé ñòîðîíîé, ÄÑ � äëèííîé ñòîðîíîé):

• (ÊÑ) øåñòèóãîëüíèê-øåñòèóãîëüíèê: (LH)-(LH), (RH)-(RH),

• (ÊÑ) øåñòèóãîëüíèê-ïàðàëëåëîãðàìì: (LH)-(LP), (RH)-(RP),
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• (ÄÑ) ïàðàëëåëîãðàìì-òðåóãîëüíèê: (LP)-(RT), (RP)-(LT),

• (ÄÑ) òðåóãîëüíèê-òðåóãîëüíèê: (LT)-(RT).

� Ñëåäóåò èç ëåììû 4. �

Îïðåäåëåíèå 4 Ìíîãîóãîëüíèêè, çàìåíÿþùèå áàçîâûå ôðàãìåíòû, íàçî-
â¼ì áëîêàìè.

Òåîðåìà 3 Ñóùåñòâóåò ðîâíî ïÿòü ñïîñîáîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî îðèåíòà-
öèè) ñòûêîâêè áëîêîâ â âåðøèíå (Ðèñ. 4).

Ðèñ. 4: Âîçìîæíûå ñïîñîáû ñòûêîâêè áëîêîâ â âåðøèíå.

� Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé áëîê, êîòîðûé ìû ïðè-
ñîåäèíÿåì ê âåðøèíå, èìååò ëåâóþ îðèåíòàöèþ (ñèíèé). Ðàññìîòðèì âñå
âîçìîæíûå ñëó÷àè:

1. Ê âåðøèíå ïðèñîåäèíåíà ïàðà (LH)-(LH). Òîãäà, ïðèñîåäèíèâ åù¼
îäèí áëîê (LH), ïîëó÷èì (1). Åñëè áû ìû íå ïðèñîåäèíÿëè (LH), òî ê
îáîèì øåñòèóãîëüíèêàì ïðèøëîñü áû äîáàâèòü (LP), íî òîãäà ñóììà
äîáàâëåííûõ óãëîâ ðàâíÿëàñü áû π, ÷òî áîëüøå, ÷åì 2π/3.

2. Ê âåðøèíå ïðèñîåäèíåíà ïàðà (LH)-(LP). Ê (LH) óæå íåëüçÿ äîáà-
âèòü åù¼ îäèí (LH) â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Çíà÷èò, ïðèñîåäèíÿ-
åì (LP). Äî ïîëíîãî óãëà îñòà¼òñÿ π/3. Äîáàâèâ (RT), ïîëó÷èì (2).
Åñëè áû ìû íå äîáàâëÿëè (RT), òî ïðèøëîñü áû äîáàâèòü ê îáîèì
ïàðàëëåëîãðàììàì (RP), íî òîãäà áû ñóììà äîáàâëåííûõ óãëîâ ðàâ-
íÿëàñü áû π, ÷òî áîëüøå, ÷åì π/3.

3. Ê âåðøèíå íå ïðèìûêàþò øåñòèóãîëüíèêè, íî ïðèìûêàåò (LP). Òîãäà
åñòü ïàðà (LP)-(LP), òàê êàê ê êîðîòêîé ñòîðîíå óæå íåëüçÿ äîáàâèòü
(LH). Åñëè ê îäíîìó (LP) ïðèìûêàåò (RP), òî ïî òîé æå ïðè÷èíå åñòü
ïàðà (RP)-(RP). Ïàðàëëåëîãðàììû äàþò ïîëíûé óãîë, è ìû ïîëó÷àåì
(3). Åñëè ê îäíîìó (LP) ïðèìûêàåò (RT), òî è ê äðóãîìó òîæå, èíà÷å
ìû áû ïîëó÷èëè ïðåäûäóùèé ñëó÷àé. Äî ïîëíîãî óãëà îñòà¼òñÿ π/3.
Äîáàâèâ (LT), ïîëó÷èì (4). Åñëè áû ìû íå äîáàâëÿëè (LT), òî ïðè-
øëîñü áû äîáàâèòü ê îáîèì òðåóãîëüíèêàì (LP), íî òîãäà áû ñóììà
äîáàâëåííûõ óãëîâ ðàâíÿëàñü áû π, ÷òî áîëüøå, ÷åì π/3.
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4. Ê âåðøèíå íå ïðèìûêàþò íè øåñòèóãîëüíèêè, íè ïàðàëëåëîãðàììû.
Òîãäà ê íåé ïðèìûêàþò øåñòü òðåóãîëüíèêîâ, è ìû ïîëó÷àì (5). �.

Ëåììà 6 Ïóñòü ôðàãìåíò ìîçàèêè èç áëîêîâ èìååò ñâÿçíûé ó÷àñòîê
ãðàíèöû (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé), ñîñòîÿùèé èç äëèííûõ ð¼áåð, ëå-
æàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, è ïðèíàäëåæàùèõ ôèãóðàì îäíîé îðèåíòàöèè,
ðàñïîëîæåííûõ ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé. Òîãäà, åñëè ýòîò ó÷à-
ñòîê ìîæåò áûòü äîñòðîåí, òî òîëüêî îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ.

� Âåðøèíû, â êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ ãðàíè÷íûå ð¼áðà äàííîãî ó÷àñòêà, èìåþò
òèï (3), (4) èëè (5), à çíà÷èò, ê ñîñåäíèì ð¼áðàì ìîãóò áûòü ïðèñîåäèíåíû
òîëüêî îäèíàêîâûå ôèãóðû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó÷àñòîê öåëèêîì äîñòðà-
èâàåòñÿ ëèáî ïàðàëëåëîãðàììàìè, ëèáî òðåóãîëüíèêàìè. �

Òåîðåìà 4 Çàìîùåíèå ïëîñêîñòè áëîêàìè ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþ-
ùèå êëàññû (Ðèñ. 5):

• Øåñòèóãîëüíèêè ðàñïîëîæåíû â óçëàõ òðåóãîëüíîé ðåø¼òêè: Tn, n ∈
{0, 1, . . .}, ãäå n îáîçíà÷àåò êîëëè÷åñòâî ïàðàëëåëîãðàììîâ, ðàçäåëÿþ-
ùèõ øåñòèóãîëüíèêè. Îñòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî òðåóãîëü-
íèêàìè.

• Åñòü òîëüêî îäèí øåñòèóãîëüíèê, îò êîòîðîãî îòõîäÿò øåñòü ëó-
÷åé èç ïàðàëëåëîãðàììîâ: T∞. Òàêæå îñòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî çà-
ïîëíåíî òðåóãîëüíèêàìè. (Ïðåäåë Tn ïðè n→∞.)

• Ìîçàèêà ñîñòîèò èç ñëî¼â ïàðàëëåëîãðàììîâ è/èëè òðåóãîëüíèêîâ,
êîìïîíóþùèõñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ñ ïîäõîäÿùèì âûáîðîì îðè-
åíòàöèè: S...pttpp..., ãäå p è t îáîçíà÷àþò ñëîè èç ïàðàëëåëîãðàììîâ è
òðåóãîëüíèêîâ.

� Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè:

1. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà òèïà (1). Òîãäà âñå ñîñåäíèå âåðøèíû âäîëü ð¼-
áåð øåñòèóãîëüíèêîâ òîæå èìåþò òèï (1). À çíà÷èò, ìû èìååì çàìî-
ùåíèå T0, ñîñòîÿùåå èç øåñòèóãîëüíèêîâ îäèíàêîâîé îðèåíòàöèè.

2. Íåò âåðøèí òèïà (1), íî åñòü øåñòèóãîëüíèê. Â ñèëó ëåììû 5 îò íåãî
ìîæíî ïîñòðîèòü öåïî÷êó èç ïàðàëëåëîãðàììîâ, êîòîðàÿ ëèáî çàêàí-
÷èâàåòñÿ øåñòèóãîëüíèêîì, ëèáî áåñêîíå÷íà. Åñëè öåïî÷êà ñîñòîèò
èç n ïàðàëëåëîãðàììîâ è èìååò âèä (LH)-(LP)-. . . -(LP)-(LH). Òîãäà
âñå âåðøèíû ãðàíè÷íûõ øåñòèóãîëüíèêîâ èìåþò òèï (2), à çíà÷èò, ê
äëèííîé ñòîðîíå êðàéíèõ ïàðàëëåëîãðàììîâ öåïî÷êè ïðèñîåäèíåíû
òðåóãîëüíèêè. Â ñèëó ëåììû 6 âñå ïàðàëëåëîãðàììû öåïî÷êè äîñòðà-
èâàþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè ïî òèïó (4), è ìû ïîëó÷àåì ïðÿìîëèíåéíûé
ó÷àñòîê ãðàíèöû, ñîñòîÿùèé èç n− 1 ð¼áåð òðåóãîëüíèêîâ (LT). Ïðè
ýòîì êðàéíèå âåðøèíû ýòîãî ó÷àñòêà ìîãóò èìåòü òîëüêî òèï (4), ïî-
ýòîìó ê êðàéíèì (LT) äîëæíû áûòü äîáàâëåíû (RT), à çíà÷èò âåñü

6



Ðèñ. 5: Âîçìîæíûå ìîçàèêè èç áëîêîâ.

ó÷àñòîê äîñòðàèâàåòñÿ òðåóãîëüíèêàìè ïî òèïó (6), à ïðÿìîëèíåéíûé
ó÷àñòîê ãðàíèöû óìåíüøàåòñÿ åù¼ íà îäíî ðåáðî. Ïðîäîëæàåì ïðî-
öåññ, ïîêà îãðàíè÷èâàþùèå ðÿä òðåóãîëüíèêîâ ïàðàëëåëîãðàììû íå
ñîåäèíÿòñÿ â âåðøèíå òèïà (2), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû ïîëó÷èì �òðå-
óãîëüíûé� ôðàãìåíò tn, èìåþùèé òðè ó÷àñòêà ãðàíèöû, êîòîðûå äî-
ñòðàèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî òåì æå ñïîñîáîì. Òàêèì îáðàçîì, èìååì çà-
ìîùåíèå Tn. Åñëè öåïî÷êà ïàðàëëåëîãðàììîâ áåñêîíå÷íà, òî ðàññóæ-
äàÿ àíàëîãè÷íî, è ìû ïîëó÷èì �áåñêîíå÷íûé òðåóãîëüíèê� t∞ è çàìî-
ùåíèå T∞.

3. Â çàìîùåíèè íåò øåñòèóãîëüíèêîâ. Òîãäà, åñëè åñòü ïàðàëëåëîãðàìì,
òî îí ñòûêóåòñÿ ïî êîðîòêîé ñòîðîíå òîëüêî ñ ñîáîé, è ìû ïîëó÷àåì
áåñêîíå÷íóþ ïîëîñó èç ïàðàëëåëîãðàììîâ îäíîé îðèåíòàöèè, èìåþ-
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ùóþ äâå áåñêîíå÷íûå ãðàíèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ëåììû 6.
Çíà÷èò, ãðàíèöû äîñòðàèâàþòñÿ ëèáî ïîëîñîé èç ïàðàëëåëîãðàììîâ,
ëèáî èç òðåóãîëüíèêîâ, ïðè ýòîì ïîëó÷èì íîâûå ãðàíèöû, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå òåì æå óñëîâèÿì. Åñëè íåò ïàðàëëåëîãðàììîâ, òî ïîëó÷àåì
åäèíñòâåííîå çàìîùåíèå èç òðåóãîëüíèêîâ.

Ïëîòíîñòü çàìîùåíèé

Ïóñòü S1, ρ1 � ïëîùàäü è ïëîòíîñòü ùèòà, à S2, ρ2 � ïëîùàäü è ïëîòíîñòü
òðåóãîëüíèêà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ùèò ïëîòíåå òðåóãîëüíèêà: ρ1 > ρ2. Ïî-
ñ÷èòàåì ïëîòíîñòè DT , DP , DH áëîêîâ (ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêà, ïà-
ðàëëåëîãðàììà è øåñòèóãîëüíèêà):

DT = DP = ρ1 −
ρ1 − ρ2
1
2
S1

S2
+ 1

,

DH = ρ1 −
ρ1 − ρ2
1
3
S1

S2
+ 1

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
DH < DP = DT .

Çíà÷èò, íàèìåíüøóþ ïëîòíîñòü èìååò çàìîùåíèå T0, à íàèáîëüøóþ ëþáîå
çàìîùåíèå òèïà S, íàïðèìåð, S(t), S(p) èëè S(tp) (Ðèñ. 6). Çàìîùåíèÿ òèïà
Tn èìåþò ïðîìåæóòî÷íóþ ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìàëüíîé
ïðè n→∞.
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Ðèñ. 6: Âîçìîæíûå çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè ùèòîì è òðåóãîëüíèêîì.
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