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RésuméPavages et automates ellulaires ont souvent été étudiés par des méthodesombinatoires. La topologie o�re ependant une alternative intéressante àette approhe. Plusieurs distanes, engendrant des topologies di�érentes,peuvent être envisagées. Durant e stage, j'ai étudié les propriétés entermes de pavages et d'automates ellulaires d'une topologie réemmentintroduite.
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1IntrodutionLes pavages ont tout d'abord été étudiés par les logiiens. Exprimant naturellement er-tains problèmes de logique, leurs propriétés géométriques o�rent souvent un adre d'étudeplus aisé. Ils ont d'ailleurs permis de prouver l'indéidabilité du Entsheidungsproblem deHilbert pour ertaines lasses de formules booléennes (appelée lasse de Kahr, et à partir delaquelle se déduit l'indéidabilité des huit autres lasses indéidables (et e sont les seules)),sans qu'auune preuve s'en passant n'ait été depuis trouvée.La déidabilité (ou plut�t l'indéidabilité) est une notion fondamentale du monde despavages. En e�et, outre le lien ave les problèmes de logique ités i-dessus, de nombreuxthéorèmes sur les pavages, plus ombinatoires, ont trait à des problèmes de déision. AinsiBerger montre dans [Ber66℄ qu'il est indéidable de savoir si un ensemble de tuiles (les élé-ments onstitutifs des pavages) pave ou non le plan. Une version plus forte de e théorèmestipule qu'on ne peut séparer réursivement les ensembles de tuiles pavant périodiquement leplan de eux ne le pavant pas.À défaut d'obtenir des résultats de déidabilité pour des lasses générales de pavages, onpeut s'intéresser à des sous-lasses, omme les pavages périodiques, apériodiques ou quasipé-riodiques (une sorte d'intermédiaire que l'on dé�nira par la suite). Certains résultats positifsont pu être trouvés dans ette voie : B. Durand montre par exemple dans [Dur99℄ que toutensemble de tuiles pavant le plan le pave quasipériodiquement.Cependant l'expressivité des pavages est très grande : ils peuvent simuler une mahine deTuring ou dé�nir des fontions au delà réursif ([Cer02℄). Aussi n'est-il pas surprenant quenombre de propriétés onernant les pavages soient indéidables.Les automates ellulaires sont en quelque sorte une version dynamique des pavages, etl'étude de es deux modèles présente des points ommuns. Les automates évoluent au ours dutemps selon des règles loales (qui sont les mêmes en tout point du plan). Ce sont des sytèmesdynamiques disrets qui onstituent un modèle de alul puissant, et beauoup de propriétésles onernant sont également indéidables (la nilpotene par exemple : l'automate atteint-ilau bout d'un ertain temps une on�guration qui ne bouge plus?). En fait, l'évolution de essystèmes, malgré la simpliité de leur desription, peut être très omplexe et imprévisible.C'est e qui a motivé la reherhe d'une lassi�ation des automates ellulaires selon leuromportement. Plusieurs lassi�ations ont été introduites, ertaines empiriques omme ellede S. Wolfram ([Wol86℄), d'autres basées sur des propriétés topologiques formelles ommeelle de P. Kurka ([Kur97℄). Toutes elles étudiées se sont ependant révélées être indéidables.La lassi�ation de P. Kurka a été étudiée ave di�érentes topologies, mais on restaitlimité par ertaines propriétés des topologies employées, peu adaptées aux spéi�ités desautomates. Par exemple on verra que la distane de Cantor, qui, pour omparer deux on�-gurations (l'état du plan à un instant donné) d'automates ompare des zones entrées surune ase partiularisée, est sensible aux translations du plan, e qui n'est pas le as des au-tomates. D'autres distanes évitant et éueil ont par ontre le défaut de ne pas omparerdes régions �nies du plan, alors que les automates agissent de manière loale.La distane dont il est question dans e rapport a l'avantage de ne se dé�nir qu'à partir derégion �nies et déloalisées du plan : ei o�re une assez grande similitude ave les proprié-tés des automates, des pavages et de la lassi�ation, et laisse don espérer une étude failitée.Ce rapport est artiulé en inq parties : introdution aux pavages rappelant les notionset dé�nitions utiles ; dé�nition de la nouvelle topologie, après un bref rappel de la topologiede Cantor ; dé�nition du nouvel espae topologique et étude sa struture : omplétude puispoints isolés (ei onstituant le ÷ur de mon travail de stage) ; présentation de quelquesrésultats obtenus ave ette topologie sur les automates ellulaires.



2 1 QUELQUES NOTIONS SUR LES PAVAGES1 Quelques notions sur les pavages1.1 Tuiles de WangHistoriquement, le premier modèle de pavage introduit a été le pavage par tuiles oloréesou tuiles de Wang. Ces tuiles sont des arrés dont les �tés sont olorés (Figure 1).
Fig. 1 � Tuiles de WangLe problème du pavage du plan onsiste à se �xer un ensemble �ni � de telles tuiles et àtrouver une appliation de Z2 dans � telle que deux tuiles adjaentes aient leurs �tés qui setouhent de même ouleur (Figure 2). On peut utiliser à volonté haque type de tuile, maison ne peut ni les pivoter ni leur faire subir une symétrie (sinon il est possible de paver le planave une seule tuile).Ces notions se formalisent failement :

Fig. 2 � Une partie 3� 3 d'un pavage par tuiles de WangDé�nition 1.1 (Tuile de Wang)Une tuile de Wang est un quadruplet (h;b;g;d) d'éléments d'un ensemble �ni C de ouleurs.Les lettres h, b, g et d renvoyant respetivement aux �tés haut, bas, gauhe et droit dudessin d'une tuile.Dé�nition 1.2 (Pavage)Un pavage du plan par un ensemble �ni � � C4 de tuiles de Wang est une appliationp = (ph;pb;pg ;pd) de Z2 dans � véri�ant :8(x;y) 2 Z2; � ph(x;y) = pb(x;y + 1)pd(x;y) = pg(x+ 1;y)1.2 Contraintes loalesLes tuiles de Wang fournissent un moyen simple de visualiser les pavages. Nous allonspourtant introduire ii un autre modèle de pavage, plus ommode dans la mesure où lespavages ne dépendront plus de l'ensemble des tuiles qu'ils utilisent.Introduit dans [Kar94℄, le pavage par ontraintes loales est une appliation p de Z2 dansf0;1g telle que la valeur en un point de Z2 véri�e une ontrainte fontion des valeurs despoints voisins. On appellera on�guration l'appliation p.Plus formellement :Dé�nition 1.3 (Con�guration binaire)Une on�guration binaire est une appliation de Z2 dans f0;1g.Dé�nition 1.4 (Contrainte loale) On appelle :� voisinage un ensemble �ni V = fv1; : : : ;vng d'éléments de Z2;� ontrainte V -loale une fontion f de f0;1gn dans f0;1g.



1.3 Périodiité et quasipériodiité 3On dé�nit alors une ontrainte loale par un ouple (V;f) où V est un voisinage et f uneontrainte V -loale.Dé�nition 1.5 (Véri�ation d'une ontrainte loale)Une on�guration binaire  véri�e la ontrainte loale ((v1; : : : ;vn);f) si :8a 2 Z2; f((a+ v1); : : : ;(a+ vn)) = 0Ainsi, si  est une on�guration binaire et (V;f) une ontrainte loale, un point a de Z2aura pour voisinage l'ensemble de points a+ V . La ontrainte loale sera véri�é en e pointa si la fontion f est nulle sur son voisinage a+ V .Le problème du pavage du plan onsiste alors à se �xer une ontrainte loale (V;f) et àtrouver une on�guration binaire  véri�ant ette ontrainte loale.Ce modèle est en fait équivalent à elui des tuiles de Wang, 'est-à-dire que si on se donneun problème de pavage P dans un des deux modèles, on peut en trouver une expression P0dans l'autre modèle telle que d'une solution de P0 on déduise réursivement une solution deP.On peut par exemple donner une idée de la transformation de tuile de Wang vers ontraintesloales : Si � est un ensemble de tuiles de Wang sur n ouleurs, on ode haque tuile par unarré de dlnne+2 ases de �té ; sur haque arête du arré (oins exlus : il reste dlnne ases)on ode en binaire la ouleur du �té de la tuile ; la ontrainte loale a un voisinage arréde �té dlnne+ 4 (englobant un arré odant une tuile plus les arêtes adjaentes des arrésvoisins) et véri�e si deux arêtes adjaentes odent bien la même ouleur.1.3 Périodiité et quasipériodiitéDé�nition 1.6 (Motif)Un motif M est une appliation d'un domaine �ni D � Z2 dans f0;1g.On dit qu'un motif M de domaine D apparaît dans une on�guration  s'il existe une positiona 2 Z2 tel que 8x 2 D, (a+ x) = M(x). On note M �  pour M apparaît dans .Moins formellement, en voyant une on�guration  omme une grille de ases ontenant 0 ou1, un motif de  est une sous-partie �nie de ette grille. La �gure 3 illustre ette notion.Dans la suite, on appellera motif de taille n un motif arré de n� n ases.
Fig. 3 � Apparitions d'un motif (de taille 2) dans une on�gurationDé�nition 1.7 (Con�guration périodique)Une on�guration  admet le veteur p 2 N2 omme veteur de périodiité si pour tout a 2 Z2,(a+ p) = (a).Une on�guration est périodique si elle admet 2 veteurs de périodiité indépendants.On peut voir une on�guration périodique omme une grille régulière sur les noeuds delaquelle on aurait plaé un même motif : on dira que e motif engendre la on�guration. Onpeut en fait toujours se ramener à un motif arré :Proposition 1.1 Toute on�guration périodique est engendrée par un motif arré.



4 1 QUELQUES NOTIONS SUR LES PAVAGESPreuve. Soit  une on�guration périodique. Soient ~v1 = (x1;y1) et ~v2 = (x2;y2) deuxveteurs de périodiité.Déterminons d'abord deux veteurs de périodiité ayant les diretions des axes. Le veteur~py = x2~v1 � x1~v2 a pour oordonnées (0;x2y1 � x1y2) qu'on note (0;py) ; le veteur ~px =y2~v1 � y1~v2 a des oordonnées qu'on note (px;0). En utilisant suessivement le fait que ~v1et ~v2 sont deux veteurs de périodiité on montre que ~py est aussi veteur de périodiité :(a+ ~py) = (a+ x2~v1 � x1~v2) = (a� x1~v2) = (a)De même, ~px est veteur de périodiité.On se ramène alors à des veteurs de même norme en multipliant les deux veteurs préédentspar le plus petit multiple ommun de px et py : on a obtenu deux veteurs de périodiité (0;p)et (p;0) i.e.  est engendrée par un motif arré de taille p. �La �gure 4 présente une on�guration périodique obtenue à partir d'un motif s'appuyantsur les veteurs (4;1) et (1; � 2). Cette on�guration s'obtient aussi par un motif arré detaille 9.

Fig. 4 � Une on�guration engendrée par un motif quelonque l'est par un arré.Dé�nition 1.8 (Con�guration quasipériodique)Une on�guration  est quasipériodique si pour tout entier n, il existe un entier qn tel que siun motif de taille n apparaît dans , alors il apparaît aussi dans tout motif de taille qn de .
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Fig. 5 � Con�guration quasipériodique.Le motif n� n apparaît dans n'importe quelle fenêtre qn � qn.Une on�guration quasipériodique voit don haun de ses motifs se répéter régulière-ment. La quasipériodiité est une notion moins forte que la périodiité : toute on�gurationpériodique de période p est aussi quasipériodique puisque tout motif de taille n apparaîtdans une fenêtre de taille n+ p. Il existe néanmoins des on�gurations quasipériodiques nonpériodiques : on parle de on�gurations stritement quasipériodiques.



52 Une métrique sur l'espae des on�gurationsL'étude topologique de l'espae des on�gurations, noté X dans la suite, dépend du hoixmême de la topologie. La plus ouramment utilisée, et que nous allons rappeler dans unpremier temps, est la topologie de Cantor.2.1 Distane de CantorDé�nition 2.1 (Distane de Cantor)On dé�nit la distane de Cantor dC(;0) entre les on�gurations  et 0 par :dC(;0) = 2�minfkak j (a) 6=0(a)gave, en dimension n, k a k= max jxij pour a = (x1; : : : ;xn).La distane entre deux on�gurations est don fontion de la taille de leur plus grandmotif entré en 0 ommun : elles sont à distane moindre que 2�n si elles oïnident sur unmotif entré en 0 de taille 2n� 1.On peut remarquer que ette distane véri�e une inégalité plus forte que l'inégalité triangu-laire : si , 0 et 00 sont trois on�gurations telles que  et 0 (resp. 0 et 00) aient le mêmemotif entral de taille p (resp. q), alors  et 00 ont le même motif entral de taille min(p;q).Cei se traduit par l'inégalité, dite ultra-métrique : dC(;00) � max(dC(;0);dC(0;00)). Ceionduit à des propriétés assez inhabituelles : on véri�e par exemple que tout point d'uneboule est entre de ette boule . . .La �gure 6 présente deux on�gurations de dimension 1 à distane 2�7 l'une de l'autre :leurs motifs entraux (enadré en gras) entre les ases �6 et 6 oïnident, mais eux entre�7 et 7 sont di�érents à ause de la ase �7.La �gure 7 expose un exemple similaire en dimension 2 : les on�gurations sont à distane2�3 l'une de l'autre.
−7 −6 0 6

Fig. 6 � Deux on�gurations à distane de Cantor 2�7
Fig. 7 � Deux on�gurations à distane de Cantor 2�32.2 Distane-motifLe prinipal défaut de la distane de Cantor est qu'elle donne un r�le partiulier au entrede la on�guration : deux on�gurations ne di�érant qu'en 0 sont à distane 1 bien qu'ellessoient intuitivement semblables ; inversement deux on�gurations oïnidant sur un grand



6 2 UNE MÉTRIQUE SUR L'ESPACE DES CONFIGURATIONSmotif entral seront à faible distane, même si elles peuvent être très di�érentes sur les ré-gions (in�nies !) loin du entre. La distane que l'on va maintenant présenter est une sortede �distane de Cantor généralisée� qui supprime le r�le partiulier du entre.Soient  et 0 deux on�gurations. On notera :�  �n 0 si tout motif de taille n apparaissant dans  apparaît aussi dans 0;�  �n 0 si  �n 0 et 0 �n , 'est-à-dire si  et 0 ont exatement les mêmes motifs detaille n;�  � 0 si tout motif �ni apparaissant dans  apparaît aussi dans 0, 'est-à-dire : 8n 2 N, �n 0. On dit aussi que  est extraite de 0;�  � 0 si  � 0 et 0 � , 'est-à-dire si  et 0 ont exatement les mêmes motifs �nis.Dé�nition 2.2 (Pseudo-distane-motif)On dé�nit la distane-motif dM entre deux on�gurations  et 0 par :dM(;0) = � 0 si  � 02�n où n = max(k 2 N j  �k 0) sinon.Ainsi, dM(;0) = 2�n si  et 0 ont exatement les mêmes motifs de taille n, et dM(;0) = 0si  et 0 ont exatement les mêmes motifs �nis.Proposition 2.1 dM est une pseudo-distane, 'est-à-dire véri�e la symétrie et l'inégalitétriangulaire.Preuve.� Symétrie : elle déoule de elle de �k.� Inégalité triangulaire : soient x, y et z trois on�gurations telles que dM(x;y) = 2�p etdM(y;z) = 2�q, ave par exemple p < q.x et y ont les mêmes motifs de taille p, y et z ont les mêmes motifs de taille q, a fortioride taille p, d'où x et z ont les mêmes motifs de taille p et don dM(x;z) � 2�p. �On onstate que ette pseudo-distane est, à l'instar de la distane de Cantor, ultra-métrique.La propriété de séparation n'est, par ontre, pas véri�ée : deux on�gurations à distanenulle ne sont pas forément égales.Un exemple simple est le as de deux on�gurations se déduisant l'une de l'autre par trans-lation : elles ont lairement les mêmes motifs mais ne sont pas égales.Mais e n'est pas le seul as, ertaines on�gurations sont à distane nulle sans que l'une soitimage de l'autre par une simple translation.Considérons par exemple la on�guration  de f0;1gZ représentée �gure 8 et ainsi onstruite :à gauhe de la position 0 elle vaut 0, et à droite on érit bout à bout tous les motifs �nis def0;1gZpar ordre lexiographique. On parle de on�guration universelle.Soit maintenant 0 dé�nie omme  mais valant 1 à gauhe de la position 0. 0 est aussiuniverselle et don dM(;0) = 0 (i.e.  � 0), bien que  et 0 soient distintes (elles sont àdistane de Cantor 12 par exemple).
Fig. 8 � Une on�guration universelle (énumération lexiographique des motifs)Cette distane ne partiularise plus une ase : elle n'est plus �entrée�. Et si d'autresdistanes (non expliitées ii) partagent ette propriété, elle-i a de plus l'avantage de se



7dé�nir à partir de motifs �nis. Or les propriétés des pavages ou des automates ellulaires(dé�nis dans la setion 5) dépendent de es motifs �nis. Ainsi deux pavages translatés l'unpar rapport à l'autre sont intuitivement �égaux� (obtenables par les mêmes tuiles, de la mêmefaçon . . . ) ; parmi les pavages obtenables par un jeu de tuiles, les pavages quasipériodiquessont eux ayant �le moins� de motifs (plus exatement e sont les éléments minimaux pourla relation �) ; et on verra qu'un automate traite de la même manière deux on�gurationsqui ont les mêmes motifs �nis.3 Quotienter l'espae des on�gurations3.1 L'espae quotientDans le but d'avoir une vraie distane, et don un espae métrique utilisable, nous allonsquotienter l'espae X des on�gurations par la relation d'équivalene assoiée à la distane-motif :  � 0 , dM(;0) = 0. On obtient ainsi l'ensemble des lasses d'équivalene par �que l'on note _X. Les éléments onsidérés sont don du type _ = f0 j 0 � g : on ne distingueplus deux on�gurations ayant les mêmes motifs. On peut alors aussi voir un élément ommeun ensemble (in�ni) de motifs �nis. Cependant on verra que ertains ensembles de motifs nepeuvent pas être assoiés à des on�gurations (dont ils seraient exatement les motifs).3.2 InomplétudeCommençons par un résultat positif :Proposition 3.1 Toute suite de _X admet une sous-suite de Cauhy.Preuve. Soit (n)n2N une suite de on�gurations.Construisons d'abord par réurrene une suite déroissante d'ensembles in�nis In telle que :8i;j 2 In dM(i;j) � 2�nI0 = N onvient au rang 0 ar deux on�gurations sont à distane au plus 1.Supposons In�1 onstruit. Il y a un nombre �ni de motifs de taille n don un nombre �nid'ensemble de motifs de taille n. Parmi l'in�nité de on�gurations (i)i2In�1 , il y en a donun sous-ensemble in�ni ayant le même ensemble de motifs de taille n : on pose In e sous-ensemble in�ni de In�1. Si i;j 2 In, i et j ont les mêmes motifs de taille n et sont don àdistane inférieure à 2�n l'une de l'autre.Soit maintenant (�(n))n2N la suite extraite de (n)n2N par la fontion stritement roissante� : n 7! min In + 1. Elle est de Cauhy puisque pour i > j � n, �(i) et �(j) sont dans Indon dM(�(i);�(j)) � 2�n. �Cependant ette propriété ne nous permet rien de dire quant à la omplétude ou à laompaité de _X. Nous allons prouver maintenant que _X n'est pas omplet.Soit k la on�guration de f0;1gZ représentée �gure 9(a) et dé�nie par :k(x) = � 1 si jxj � k0 sinon.Lemme 3.1 (k)k2N est une suite de Cauhy de _X non onvergente.Preuve. Soit i > j � k : les motifs de taille k apparaissant dans i et j sont les mêmes etsont exatement eux de la �gure 9(b). D'où dM(i;j) � 2�k e qui prouve que (k)k2N estune suite de Cauhy.Supposons maintenant qu'elle onverge vers une limite l 2 f0;1gZ.8k, d(k;l) � 2�k. En partiulier, les motifs 01 et 10 apparaissent dans l (prendre k � 2).Supposons qu'ils apparaissent respetivement aux positions i et j : l ontient alors le motif01...10 de taille j� i+2. Par onséquent, e motif apparaît aussi dans k pour k � j� i+2



8 4 POINTS ISOLÉS
0 1 0
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1 0(b) Les motifs de kFig. 9 � Une suite de Cauhy non onvergentee qui est en ontradition ave le type de motifs apparaissant dans k (Figure 9(b)). �On a don onstruit une suite de Cauhy non onvergente en dimension 1. Cet exemples'adapte pour des dimensions supérieures en posant ~(x1; : : : ;xn) = (x1).On en déduit immédiatement le résultat suivant :Théorème 3.1 L'espae _X n'est pas omplet.Et un résultat sur la ompaité de _X :Corollaire 3.1 L'espae _X n'est pas ompat.Preuve. Si _X était ompat, toute suite, en partiulier toute suite de Cauhy, aurait unevaleur d'adhérene. Or une suite de Cauhy qui a une valeur d'adhérene onverge. _X seraitdon omplet. �3.3 Etude dans le omplétéPour remédier à l'inomplétude de _X, on peut dé�nir son omplété. Cette démarhe apriori arti�ielle se défend dans la mesure où travailler sur un espae omplet peut s'avérerplus simple et permettre de trouver des résultats appliables à _X.Pour dé�nir le omplété de _X, nous allons d'abord onsidérer les éléments de _X non plusomme des ensembles de on�gurations à distane nulle les unes des autres, mais omme desensembles (dénombrables) de motifs �nis : les motifs de taille n 2 N ommuns à toutes leson�gurations de la lasse d'équivalene.Puis nous allons adjoindre à _X les limites de ses suites de Cauhy. Ces limites sont des en-sembles de motifs qui, parfois, ne peuvent oexister dans une même on�guration : 'est leas des motifs de la limite l de la suite de Cauhy non onvergente (dans _X) vue dans lelemme 3.1. On obtient ainsi l'espae _X.4 Points isolésUne on�guration  est isolée s'il existe un entier n tel que : 0 �n  ) 0 � . Moinsformellement, une on�guration est isolée si toute on�guration ayant exatement les mêmesmotifs de taille n a exatement les mêmes motifs �nis.



4.1 Exemples et ontre-exemples 94.1 Exemples et ontre-exemplesUn espae peut très bien ne pas avoir de points isolés, ou au ontraire n'avoir que despoints isolés (penser respetivement à R et Z ave la distane usuelle). Montrons que e n'estpas le as de _X en onstruisant expliitement une on�guration isolée et une non isolée, equi permettra en outre de se familiariser quelque peu ave et espae.Soit I la on�guration de f0;1gZ représentée sur la �gure 10(a) et dé�nie par :I(x) = � 0 si x < 01 sinon.Proposition 4.1 La on�guration I est isolée dans une boule de rayon 14 .Preuve. La �gure 10(b) représente les motifs de taille 2 de I : 00, 01 et 11. Soit 0 uneon�guration telle que dM(I ;0) � 2�2 = 14 . Les on�gurations I et 0 ont don exatementles mêmes motifs de taille 2. En partiulier, le motif 01 apparaît dans 0 à une ertaine po-sition i. S'il y avait un j < i tel que 0(j) = 1, alors le motif 10 apparaîtrait dans 0 et dondans I , e qui n'est pas. D'où : 8x < i, 0(x) = 0. Pour la même raison : 8x > i, 0(x) = 1.La on�guration 0 est don simplement la translatée de veteur i de I : es on�gurationsont les mêmes motifs �nis, i.e. I � 0, e qui termine la preuve. �
0 1(a) on�guration I isolée

1 10 00 1(b) les motifs de taille 2 de IFig. 10 � Une on�guration isoléeSoit E et k les on�gurations de f0;1gZreprésentées sur les �gures 11(a) et 11(b) et dé�niespar : E(x) = � 1 si x = 00 sinon. k(x) = � 1 si x = 0 ou x = k0 sinon.Nous allons véri�er que : 8n, 0 < dM(E ;k) � 2�k, e qui prouvera la propositionsuivante :Proposition 4.2 La on�guration E n'est pas isolée.Preuve. Un motif de taille k de k ne peut ontenir en même temps les deux ourenesde 1 : k et E ont don pour motifs de taille k les motifs de la �gure 11(), et on en déduitdM(E ;k) � 2�k.Par ontre, le motif de taille k+1 de k représenté �gure 11(d) n'apparait pas dans E , d'oùdM(E ;k) � 2�(k+1) > 0. �Ces deux exemples s'adaptent pour des dimensions supérieures en posant ~(x1; : : : ;xn) =(x1).



10 4 POINTS ISOLÉS
10 0(a) on�guration E non isolée

1 10 00
k0(b) on�guration k à distane 2�k de E

0 0 01() Les motifs de taille k de E et k
1 10

k0(d) Un motif de taille k + 1 de k n'apparaissant pas dans EFig. 11 � Une on�guration non isolée4.2 Con�gurations périodiquesDans l'optique de déterminer quels sont les points isolés de _X, nous allons maintenantmontrer que toutes les on�gurations périodiques sont isolées.Proposition 4.3 Les on�gurations périodiques de _X sont isolées.Preuve. (Dans le as de la dimension 2 par exemple.) Soit  périodique et P un motif arréde taille p l'engendrant. Soit 0 telle que  �2p 0.Considérons le motif M de taille p en position (0;0) dans 0 : il apparaît dans . Or par pério-diité de , à haque fois qu'il apparait en position (i;j), le motif de même taille en position(i+ p;j) est identique : le seul motif de  de taille 2p� p (i.e. le retangle de largeur 2p et dehauteur p) telle que sa moitié gauhe soit M a sa moitié droite qui est aussi M . Comme  et0 ont exatement les mêmes motifs de taille 2p� p (ar  �2p 0), à la position (p;0) de 0 nepeut apparaître que le motif M .Pour les mêmes raisons, M apparaît aussi dans 0 aux positions (0;p), (�p;0) et (0;�p). Puisen raisonnant de prohe en prohe, on prouve que 0 est onstituée de opies de M sur unegrille arrée de pas p, tout omme  : 0 et  sont identiques à translation près, don  � 0. �Cei nous donne don un nombre dénombrable de points isolés. En e�et il y a un nombredénombrable de veteurs de périodiité, et le nombre de on�gurations périodiques ave lamême période est �ni.Pourtant, l'exemple vu en setion 4.1 nous montre que les on�gurations périodiques ne sontpas les seules isolées. La setion suivante va ependant prouver que l'ensemble des pointsisolés est dénombrable.4.3 DénombrabilitéProposition 4.4 Les points isolées de _X sont dénombrables.Preuve. Un point isolé est entièrement aratérisé par l'ensemble �ni de ses motifs d'unetaille n �xée. Or il y a un nombre �ni de motifs de taille n, don d'ensembles de motifs de



4.4 Le as de la dimension 1 11taille n. La réunion de es ensembles de motifs quand n dérit N est dénombrable. Par suite,l'ensemble des points isolés l'est aussi. �Cei ne résout toujours pas le problème de aratérisation des points isolés. Examinonsd'abord le as de la dimension 1, plus simple, avant de passer à des dimensions supérieures.4.4 Le as de la dimension 1En dimension 1, on peut voir une on�guration omme une suite bi-in�nie et utiliser desnotations usuelles :� MN est la onaténation des motifs M et N ;� Mk est le motif onstitué de k opies du motif M mise bout à bout;� !P! est le mot bi-in�ni onstitué de opies du motif P mises bout à bout;� !AB! est le mot bi-in�ni obtenu en ollant bout à bout au motif AB, à droite unein�nité de opies du motif B, à gauhe une in�nité de opies du motif A;� jM j désigne la taille (ou longueur) du motif M .4.4.1 Con�gurations ultimement bi-périodiquesNous allons ii introduire un type important de on�guration isolée puisqu'on montrerapar la suite que toute on�guration isolée est soit de e type, soit périodique.Dé�nition 4.1 (Con�guration ultimement bi-périodique)Une on�guration  sera dite ultimement bi-périodique s'il existe un quadruplet (kg ;pg;kd;pd)de N4 tel que : � 8x � kg; (x� pg) = (x)8x � kd; (x+ pd) = (x)On parlera de période et de prépériode gauhes (resp. droites) pour pg et kg (resp. pd etkd). Une telle on�guration peut s'érire !GMD! ave M apparaissant entre les indies kget kd, jGj = pg et jDj = pd.Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant :Lemme 4.1Si G et D sont deux motifs tels que !G! � !D!, alors !G! � !D!.Preuve. Considérons un motif N de !D! et montrons qu'il apparaît dans !G! : ei prou-vera !D! � !G! don !G! � !D!. N apparaît dans tout motif de !D! de taille jN j+ jDj.Si maintenant M est un motif de !G! de ette taille, omme !G! � !D!, il apparaît dans!D! , et sa taille assure N �M don N � !G!. �Ce lemme est en fait un as partiulier du théorème présenté dans [Dur99℄, selon lequelles on�gurations quasipériodiques sont exatement les éléments minimaux pour la relation� (Ii 'est la quasipériodiité de !D! qui sert).Dans la proposition suivante nous allons plut�t utiliser la ontraposée de e lemme : si!G! � !D!, alors on peut trouver un motif de l'un n'apparaissant pas dans l'autre etréiproquement.Proposition 4.5Si G,M et D sont trois motifs �nis tels que !G! � !D!, alors !GMD! est une on�gurationisolée de _X.Preuve. Soit  = !GMD!. Comme !G! � !D!, il existe d'après le lemme 4.1 un motif de!D! n'apparaissant pas dans !G!. Quitte à agrandir e motif, on peut supposer qu'il s'éritDk.Soit b tel que jDbj � jDkj + jM j + jDj. Si on onsidère un motif de  s'érivant DbI avejI j = jDj, alors I = D. En e�et, le pré�xe Dk de DbI ne peut apparaître dans !G : son



12 4 POINTS ISOLÉSextrémité droite est don dans MD!. Par hoix de b, le su�xe DI de DbI ne peut apparaîtreque dans D! : on en déduit I = D.On montre symétriquement qu'il existe un entier a tel que si un motif IGa ave jI j = jGjapparaît dans , alors I = G.Soit maintenant l = jGaMDbj et 0 une on�guration telle que 0 �l . Le motif GaMDbapparaît dans 0. Soit l'hypothèse de réurrene (Rn) au rang n : e motif de 0 ne peut seprolonger qu'en Ga+nMDb+n.(R0) est lairement vraie vu le hoix de dM(;0).Supposons (Rn) vraie. Soit I le motif de taille jDj à droite de Ga+nMDb+n. jDbI j � jGaMDbjdon DbI apparaît dans . On sait qu'alors I = D. De même, le motif de taille jGj à gauhede Ga+nMDb+n est un G : (Rn+1) est aquise.Par réurrene, 0 = !GMD!, i.e. 0 � . �On a en fait montré une propriété plus forte : si une on�guration est su�sament prohede !GMD! (où !G! � !D!), alors elle s'érit elle-même !GMD!. La lasse d'équivalenede !GMD! est don restreinte à ses translatées.Ave G = 0, M = 01 et D = 1 on retrouve l'exemple donné en 4.1.4.4.2 DensitéConsidérons l'ensemble I des on�gurations de dimension 1 s'érivant soit !P!, soit!GMD! ave !G! � !D!. On peut bien parler de et ensemble ar les éléments des lassesd'équivalene de !P! et de !GMD! (ave !G! � !D!) sont identiques à translation près(il n'existe pas de on�guration à distane nulle ne pouvant se mettre sous ette forme). Ona alors le lemme suivant :Lemme 4.2 L'ensemble I est dense dans _X.Preuve. Soient  2 _X et k 2 N. Nous allons onstruire k 2 I telle que k �k .Les motifs de taille k apparaissant dans  sont en nombre �ni : il existe don un motif �niM dans  qui les ontient tous. On hoisit M de taille minimale. Soit i et j les positions desbords gaue et droit de M .Deux as de �gure se présentent :1. Il existe un motif de taille k apparaissant à droite et à gauhe de M , respetivementaux indies a � i et b � j � k (Figure 12(a)). Soit alors P le motif entre les indies aet b. Posons k = !P!.Considérons alors un motif de taille k apparaissant dans k. Soit il apparaît dans Pauquel as il apparaît lairement dans  (ar P � ), soit il est à heval sur deux motifsP onséutifs : par périodiité il est alors identique à un motif entre les positions b� ket b, lequel apparaît dans  (Figure 12(b)). Tout motif de taille k de k apparaît dondans .Réiproquement, tout motif de taille k de  apparaît dans k par hoix de M . D'oùk �k .En�n, k est bien dans I.2. Auun motif de taille k n'apparaît à gauhe et à droite de M . Considérons alors lemotif de taille k immédiatement à droite de M . Par hoix de M , e motif apparaîtquelque part dans M , mettons en position d ave i � d � j � k. Soit D le sous-motifde M entre les indies d et j (Figure 12()).On dé�nit alors la partie droite de k ('est-à-dire k(x) pour x � j) en ollant à droitede M des opies de D (Figure 12(d)).On onstruit k de manière symétrique à gauhe : k = !GMD! (Figure 12(e)).Considérons alors un motif de taille k de k, par exemple à droite de M :� S'il apparaît dans un motif D : omme D �M � , il apparaît dans .� Sinon, il est à heval sur deux motifs D onséutifs : par périodiité il est alorsidentique à un motif à heval sur M et D, lequel apparaît dans  (Figure 12(d)).



4.4 Le as de la dimension 1 13Tout motif de taille k de k apparaît don dans . La réiproque déoule du hoix deM . D'où k �k .Montrons en�n que k 2 I, 'est-à-dire que !G! � !D!. Considérons le motif BD detaille k en position j � k, su�xe de M et de D (Figure 12(f)). Il ne peut apparaîtreautre part dans M , sinon il y aurait une ontradition ave la minimalité de M . Enpartiulier, omme G apparaît dans M (en position i), BD n'apparaît pas dans G. Parailleurs, il ne peut apparaître entre les indies i� k et i, sinon ela voudrait dire qu'ilapparaît à gauhe et à droite de M et on serait dans le as périodique ; il n'apparaîtdon pas à heval sur deux G. On en déduit qu'il n'apparaît pas dans !G! et don que!G! � !D!. �
M

P

a i j b(a) si un même motif enadre M . . .
P P

M
a i j b(b) . . . on approhe par une on�guration périodique.

D

i d j() Sinon, on herhe dans M une ourene du motif à droite de M ,
D D D

i jd

D(d) on approhe à droite en périodisant,
i j

GGG G

g(e) on fait de même à gauhe,
D

i j

D D
j−ki−k

MGG G BD(f) et on a approhé par une on�guration ultimement bi-périodique.Fig. 12 � I est dense dans _XLes propositions 4.3 et 4.5 montrent de plus que les on�gurations de I sont isolées, et ondéduit immédiatement du lemme 4.2 le théorème suivant :Théorème 4.1 Les points isolés de _X sont partout denses.



14 4 POINTS ISOLÉS4.4.3 CaratérisationLe lemme 4.2 nous permet aussi de aratériser entièrement les points isolés de _X :Théorème 4.2 L'ensemble I est exatement l'ensemble des points isolés de _X.Preuve. On a vu que les points de I sont tous isolés. Réiproquement, soit  une on�-guration isolée : 9n 2 N j  �n 0 )  � 0. La densité de I permet de hoisir 0 2 I tel que �n 0 : on en déduit  2 I. �Il y a don deux types de on�gurations isolées :� !P!, où P est un motif quelonque;� !GMD!, où G et D sont deux motifs tels que !G! � !D!.4.4.4 SéparabilitéOn peut au passage en déduire un nouveau résultat sur _X : 'est un espae séparable. Ene�et, l'ensemble des points isolés est dénombrable et dense dans _X.La onnaissane de et ensemble dense peut éventuellement simpli�er l'étude de fontionontinues (omme les automates ellulaires que nous verrons par la suite) sur _X : il su�td'observer leur omportement sur les points isolés, relativement simples, et d'utiliser la densitéet la ontinuité pour passer à la limite et obtenir des propriétés pour tout point.4.5 Le as de la dimension 2Le as de la dimension 2 est plus omplexe, et n'a pas été résolu dans le adre de e stagemalgré mes e�orts. Cette setion propose néanmoins quelques résultats partiels.4.5.1 Con�gurations quasipériodiquesAlors qu'en dimension 1, le aratère isolé d'une on�guration était lié à sa périodiité(ou bi-périodiité), d'autres types de points isolés existent en dimension 2. En e�et, ertaineson�gurations stritement quasipériodique sont isolées.Dans [DLS01℄, il est montré que le red-blue pattern, un avatar du pavage par tuiles deRobinson (voir par exemple [Cer02℄ pour une desription de es tuiles), est �nitely enfor-eable, 'est-à-dire qu'à ondition de rajouter quelques informations sur les bords des tuiles,on obtient un pavage tel que si un pavage quelonque a exatement les mêmes motifs d'uneertaine taille N (N = 2 en l'ourene), alors il a exatement les mêmes motifs de n'importequelle taille �nie. Cei orrespond en fait exatement à la dé�nition d'un point isolé pour lamétrique issue de la distane-motif.La �gure 13 présente les étapes de onstrution d'une portion de e pavage : les arrés sont deplus en plus grands et alternent le rouge et le bleu. Ce pavage est autosimilaire. On s'aperçoitassez failement qu'il est apériodique mais quasipériodique, i.e. stritement quasipériodique.
Fig. 13 � Niveaux suessifs du red-blue patternPourtant, les on�gurations quasipériodiques ne sont pas toutes isolées. Toujours dans[DLS01℄, un ensemble de tuile de Wang partiulier est onstruit : tout pavage onstruit ave



4.5 Le as de la dimension 2 15es tuiles est tel que haun de ses motifs de taille n a une omplexité de Kolmogorov detaille n ('est-à-dire que le plus petit programme pouvant dérire e motif est de taille n). Ortout ensemble de tuiles qui pave le plan le pave aussi de manière quasipériodique ([Dur99℄) :il existe don un pavage quasipériodique �ompliqué�. Ce pavage n'est pas isolé. En e�et, s'ilétait isolé il su�rait de onnaitre ses motifs de taille n pour un ertain n pour onnaitre tousses motifs �nis ; or un programme de taille �xe peut très bien dérire tous es motifs de taillen, et don tous les motifs �nis du pavage : pour un motif su�sament grand, ela ontrediraitsa omplexité desriptive.Ces deux exemples mettent d'ores et déjà en évidene un problème qui ne se posaitpas en dimension 1. Il n'est pas a priori faile de trouver une aratérisation simple deson�gurations quasipériodiques isolées (ou non).4.5.2 Coupure par une droiteAlors qu'en dimension 1 on ne peut avoir que deux régions onnexes non bornées (la�gauhe� et la �droite�), les dimensions supérieures laissent beauoup plus de latitude.Commençons par examiner le as d'un partage du plan par une droite avant de passer au asde plusieurs droites.La �gure 14 montre le prinipe de partage du plan par deux on�gurations  et 0 : on �xeune droite D (en rouge) qui les sépare. On parlera de oupure de  et 0 par D.

Fig. 14 � Coupure de deux on�gurations par une droite.Nous allons herher à quelles onditions sur , 0 et D ette oupure est une on�gurationisolée.Proposition 4.6Si  et 0 sont périodiques ave  � 0 et si D a une pente rationnelle, alors la oupure de et 0 par D est une on�guration isolée.Preuve. Appelons x la oupure de  et 0 par D. Soit pq la pente de D (qu'on supposeradé�nie). Soient P et P 0 deux motifs arrés engendrant respetivement  et 0. On peut sup-poser, quitte à les agrandir, qu'ils ont la même taille r.Considérons une on�guration y su�sament prohe de x pour avoir les mêmes motifs detaille double de elui représenté �gure 15(a) (à distane 2�2(r+q+r+p) par exemple). Le motifde la �gure 15() apparaît dans x. Dans x, tous les motifs retangulaires de taille 2r � rdont le arré gauhe est P 0 (�gure 15(b)) ne peuvent apparaître que dans le demi-plan de xorrespondant à la on�guration 0 (sinon, par périodiité on aurait  � 0). Don le motifarré de droite (le point d'interrogation sur la �gure 15(b)) est P 0. La distane entre x ety est su�sament petite pour qu'elles aient les mêmes motifs retangulaires de taille 2r � r :on en déduit l'apparition du motif P 0 représentée �gure 15(). En itérant et en proédent demême pour P , on sait que la bande bi-in�nie de la �gure 15(d) apparaît dans y. On passe



16 4 POINTS ISOLÉSalors à la bande juste au dessus (�gure 15(e)) en utilisant le fait que x et y ont les mêmesmotifs de taille double de elui de la �gure 15(a). En itérant, on montre que y est une oupurede  et 0 par une droite de pente pq , don une translatée de x. En partiulier x � y. �
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(e)Fig. 15 � Coupure rationnelle de deux on�gurations périodiques.La rationnalité de la pente de D est bien utilisée dans la preuve, mais on peut se demandersi elle est néessaire. La réponse est oui, omme va le montrer l'exemple suivant.Soit x la oupure par une droite de pente � irrationnelle de la on�guration nulle et de laon�guration valant 1 partout.Construisons une on�guration xn telle que 0 < dM(xn;x) � 2�n. On va en fait proéderomme dans le lemme 4.2 : on peut en e�et raisonner omme en dimension 1 le long de ladroite D. Les motifs de taille n sont en nombre �ni. Si on en trouve deux identiques de part etd'autre des autres (Figure 16(a)), on onstruit xn oupure rationnelle (Figure 16(b)). Sinon,on périodise di�éremment selon le �té et on onstruit xn telle que xn � x (Figures 16() et16(d)). x n'est don pas isolée.4.5.3 Étoiles rationnellesOn a vu dans la setion préédente que les oupures de on�gurations périodiques dis-tintes par droite à pente rationnelle étaient isolée. Il est ependant restritif de ne ouperque des on�gurations périodiques : qu'en est-il pour des on�gurations isolées?Par ailleurs, pourquoi ne ouper que par une seule droite? On peut onevoir des on�gura-tions où, par exemple, trois demi-droites issues d'un même point partagent le plan en trois
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(d)Fig. 16 � Coupure irrationnelle non isolée.régions (non bornées) �remplies� par trois on�gurations périodiques distintes.Plus généralement, appellons étoile rationnelle la on�guration ainsi obtenue : un nombre�ni de droites à pentes rationnelles partagent le plan en régions dont les non bornées sont�remplies� par des on�gurations périodiques deux à deux distintes (Figure 17) ; une telleon�guration est-elle isolée?

Fig. 17 � Étoile rationnelle.Les régions non bornées proviennent de on�gurations périodiques.4.5.4 Densité et aratérisationEn dimension 1, nous avons montré que les points isolés étaient partout denses, e qui aaussi permis de les aratériser. En dimension 2, la question de la densité des points isolésreste non résolue ii. Nous n'avons pas pu non plus aratériser de manière satisfaisante espoints isolés : nous avons ités ertains exemples omme les étoiles rationnelles (sans toutdémontrer), et il reste à savoir si e sont les seuls points isolés ou si et ensemble est plusvaste.5 Appliation à l'étude des automates ellulaires5.1 Automates ellulairesLes automates ellulaires ont été introduits vers la �n des années quarantes par JohnVon Neumann et Stanislaw Ulam. Ils onstituent un modèle de alul puissant et sont aussi



18 5 APPLICATION À L'ÉTUDE DES AUTOMATES CELLULAIRESutilisés pour des modélisations disrètes de systèmes dynamiques variés : physique des �uides,démographie, tra� routier, organismes vivants . . .Donnons-en une dé�nition formelle :Dé�nition 5.1 (Automate ellulaire)Un automate ellulaire est un quadruplet (S;d;V;Æ) où :� S est un ensemble �ni appelé ensemble des états de l'automate ;� d 2 N est la dimension de l'automate ;� V est un ensemble �ni fv1; : : : ;vqg de veteurs de Zd appelé voisinage de l'automate ;� Æ est une fontion de Sq dans S appelée fontion de transition de l'automate.On dé�nit aussi la notion intuitive suivante :Dé�nition 5.2 (Rayon d'un automate ellulaire)Le rayon d'un automate ellulaire est le plus grand des module des veteurs de son voisinage.On prendra sans perte de généralité S = f0;1g et on se restreindra aux dimensions 1 ou 2,su�sament représentatives et plus visualisables.Un automate ellulaire A agit don loalement sur une on�guration binaire  : l'état d'uneellule a 2 Zd à l'instant t+1 est alulé par la fontion de transition Æ à partir des états desellules voisines a + V à l'instant t. On notera A() la on�guration obtenue en appliquantA à .
Fig. 18 � Quelques étapes d'un glisseur du jeu de la vie 2333.La �gure 18 représente quelques transformation d'une on�guration sous l'ation de l'au-tomate ellulaire du jeu de la vie 2333, de J. H. Conway. Les ellules sont soit vivantes(noires) soit vides (blanhe). Leur voisinage est onstitué des 8 ellules qui les entourent.Les transitions suivent les règles : une ellule vivante survit si elle a 2 ou 3 voisines vivantes,meurt d'étou�ement si elle en a plus ou d'isolement si elle en a moins ; une ellule vide devientvivante si elle a exatement 3 voisines vivantes.5.2 CompatibilitéLes automates ellulaires présentés, nous allons les examiner omme des fontions agissantsur l'espae _X des lasses de on�gurations modulo �.La première hose à véri�er est de véri�er la ompatibilité ave la relation � :Proposition 5.1 La relation � est ompatible ave les automates ellulaires, 'est-à-dire quesi A est un automate ellulaire, x � y ) A(x) � A(y).Preuve. Soit r le rayon de A et M un motif de taille n de A(x).Ce motif a été alulé ave la fontion de transition de A à partir des ellules de x à distanemoindre que r. Ainsi en appelant N le motif de taille n+2r de x entré omme M , le motifM ne dépend que de N .Comme x � y, N apparaît aussi dans y, et en appliquant A il fera apparaître un motif Mdans A(y). Don A(x) � A(y).Symétriquement, A(y) � A(x), d'où A(y) � A(x). �



5.3 Continuité 195.3 ContinuitéOn sait ([Hed69℄ par exemple) que les automates ellulaires sont ontinus sur l'espaedes on�gurations muni de la distane de Cantor. Qu'en est-il ave la distane-motif ? Laontinuité, et même la ontinuité uniforme deoule de la proposition suivante :Proposition 5.2Si A est un automate ellulaire de rayon r, alors il est 4r-lipshitzien sur l'espae _X.Preuve. L'idée est la même que dans la preuve de ompatibilité. Soient x et y telle quedM(x;y) = 2�k. Considérons un motif M de taille k�2r de A(x). Il est issu d'un motif N detaille k de x, lequel apparaît dans y puisque x �k y. En appliquant A à y on retrouve don unmotifM . AinsiA(x) �k�2r A(y), e qui s'érit aussi : dM(A(x);A(y)) � 2�(k�2r) = 4rdM(x;y)�5.4 Théorème de HedlundLa distane de Cantor permet une aratérisation topologique des automates ellulaires :Théorème 5.1 (Hedlund, [Hed69℄) Les automates ellulaires sont exatement les fon-tions ontinues pour la distane de Cantor et invariantes par le shift.Une fontion est invariante par le shift si pour toute on�guration x et toute translation (oushift) �, on a : f(x) = ��1(f(�(x))).On peut herher à montrer un théorème similaire pour la distane-motif. Voii ependantdeux résultats négatifs :Soit f la fontion ��ip� qui agit sur f0;1gZ ainsi : 8x 2 Z; f()(x) = (�x), où (z) désignela ellule en position z dans la on�guration .Proposition 5.3 La fontion f est ontinue pour la distane-motif mais n'est pas un auto-mate ellulaire.Preuve. Si  et 0 sont deux on�gurations ayant les mêmes motifs de taille k, alors f() etf(0) auront aussi les mêmes motifs de taille k (es motifs seront les motifs initiaux renversés).f est don ontinue, 'est même une isométrie.Supposons que f soit un automate. Soit r son rayon. Soit  la on�guration nulle et 0 valantpartout 0 sauf en r où elle vaut 1. Sur [�2r;0℄,  et 0 oïnident, don f()(�r) = f(0)(�r)vu le rayon de f . Or f()(�r) = (r) = 0 et f(0)(�r) = 0(r) = 1 : ei est absurde et donf ne peut être un automate ellulaire. �On peut objeter que ette fontion f n'est pas invariante par le shift. Soit alors g lafontion agissant sur une on�guration  de f0;1gZ omme suit : s'il existe un indie x0 telque pour tout x plus petit que x0  soit nulle, alors g déale  d'une ellule vers la droite('est-à-dire que g()(x) = (x� 1)). Sinon g() = .Proposition 5.4 La fontion g est ontinue pour la distane-motif et invariante par le shiftmais n'est pas un automate ellulaire.Preuve. La fontion g est en fait l'identité sur les lasses d'équivalene pour � puisque soitelle ne fait rien, soit elle déale la on�guration e qui n'a�ete pas les motifs. Elle est donontinue. Il est immédiat de véri�er qu'elle est invariante par le shift.Ce n'est pourtant pas un automate ellulaire, ar l'état d'une ellule dépend de ellules ar-bitrairement loin. Soit  valant 1 en 0 et 0 ailleurs ; soit 0 valant 1 pour x = 0 et x � �r, 0ailleurs. g()(1) = (1) = 0, mais g(0)(1) = 0(1� 1) = 0(0) = 1, bien que  et 0 oïnidentsur [�r;r℄. �



20 5 APPLICATION À L'ÉTUDE DES AUTOMATES CELLULAIRES5.5 Classi�ationDans l'introdution a été mentionnée la lassi�ation de P. Kurka des automates ellu-laires. Sans détailler outre mesure e point, donnons néanmoins une idée non formelle deette lassi�ation selon des ritères topologiques.Elle est onstituée de quatre lasses d'automates ellulaires :� les automates équiontinus (deux points prohes le restent au ours du temps sousl'ation de l'automate) ;� les automates possédant au moins un point d'équiontinuité (un des deux points pré-édent est �xe) ;� les automates sensibles aux onditions initiales (deux on�gurations très prohes s'éloignentsous l'ation de l'automate) ;� les automates expansifs (il existe une onstante � telle que deux on�gurations distintes�nissent toujours, sous l'ation de l'automate, par être à distane au moins �).L'étude de es lasses a été faite ave di�érentes topologies (Cantor, Besiovith, Weyl . . . ),mais enore peu ave elle exposée dans e rapport.ConlusionL'objetif de e stage était l'étude, en termes de pavages et d'automates ellulaires (ouplutot de leur dénominateur ommun, les on�gurations), d'une nouvelle distane, la distane-motif. Cei a d'abord néessité de se familiariser ave les notions ourantes des pavages et desautomates. L'étude a ensuite essentiellement été entrée sur des propriétés topologiques del'espae des on�gurations : omplétude, ompaité, séparabilité et points isolés. J'ai présentépour �nir quelques pistes d'appliation de ette topologie à l'étude des automates ellulaires.Il reste ependant plusieurs points à ompléter. D'une part, l'étude des points isolés n'estpas �nie en dimension 2 : ils resterait à les aratériser omme on a pu le faire en dimension 1,et à prouver (ou réfuter) leur densité. D'autre part, e rapport est plut�t onsaré à l'étude dela distane-motif elle même ; mais ette distane reste avant tout un outil qui doit permettreune étude topologique failitée des problèmes atuels dans le domaines des pavages et desautomates. Notamment, il serait intéressant de l'appliquer au problème de lassi�ation desautomates ellulaires, par exemple en déterminant des sous-lasses déidables.
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