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1 Préambule

Ce cours esa la fois theorique et applig@.

Il est concu de facom permettre awetudiants des deux sensiti#it de pouvoir s’entiaer
tant au niveau de la programmation (TP - TD - libre servicéaguiveau conceptuel : outils
analytiques et akgpriques de I'informatique #orique &/ou utili€s en informatique moderne
(securig, simulation, algorithmique rapide, compression audiadso).

Les T.D. se font en Maple et Maxima, mais le contenu de I'eggmenent est, biertis, independant
du langage.

Le poly correspond un programme maximal. Seule une partie de celui«edraite cette
anree.

Les exercices qui sondlpour aidea la compehension du cours.

Il se peut que vous ne compreniez pas certammeés, dans ce cas choisissez que les questions
que vousttes capables d’aborder ... et contactez-moi rapidememnti@oecodage du reste.
(emailgheduchamp@gmail.com ) pour le cecodage du reste.

Les parties empetits caragressont des suppments et ne sont pas obligatoires.



2 Introduction

Le Calcul Symboliquest I'art de manipuler (scientifiquement) les symboles &xac
4/7,7%/6, /10

ou bien literaux
x?y?’Z?t?uJU

selon certainesagles dites “de calcul” (ou bien deedvationt). En fait, cette activé est tés
ancienne et remont& la nunération puisque celle-ci consistesymboliser des quarés par
des symboles et que les quatreemgtions arithratiques ne sont autres que le calcul symbo-
lique attacke a des prol#mes concrets (ajout ou retrait de quasjtcalcul de longueur, de
surface, de volume, mesure d’une grandeur) et donnentuiealagorithmes de I'arithitique
éléementaire.

De méme que la ma#tmatique (quand elle ne se consacregses propres praiines) éveloppe
des moeles pour les sciences de la natigquations de la physique, lois ..), d&me I'Infor-
matique Tieorique a dvelopp des modles et des concepts pour les ordinateurs (machines de
Turing, calculabilie, automates gsies grératrices, complex@ grammaires..).

Le Calcul Formef est ré des que I'on a ess&yde traiter automatiquement certains calculs trop
compligLés ou fastidieux pol&treelaboésa la mair?. Il se cemarque diCalcul Nunériqueen
ceci qu'il est un calcul exact (c’estdire sans perte d’information due aux erreurs d’arrondi).
Par exemple, si 'on veut faire @aniquement les quatreéations avec les fractions €2, il

faut utiliser la structure de doéea + bv/2; a,b € Q, il N’y a pas b d’arrondi. Le pro@#me
principal du Calcul Formel est I'explosion des dées en cours de calcul (c’est le péxayer
pour I'exactitude). Ansi toute l'arithitique et ses applicatiohsiecessite le calcul exact, en
effet une erreur d’un digit @me sur un nombre de 250 chiffres peut transformer un nombre
premier en un nombre hautement factorisable (et, dans ésusals un nombre pair en nombre
impair!).gg5R54N Ceci estanant pour les tests de p&ripar exemple dans les modemsbite

de parig, une forme tes rudimentaire de cod&técteur d’erreurs.

Le Calcul Symbolique peut ié@tre vu comme la science qui va traiéela fois des structures de
donrés du Calcul Formel et du comportement de ceux-ci (cf infrm@éhode Symbolique en
complexig).

Pour esumer, le voisinage scientifique du Calcul Symbolique seposmainsi:

— le calcul scientifique exact

le calcul formel (et, conétement, les sy8imes de Calcul Formel)
I'informatique theorique

— les systmes formels

— la combinatoire

les sciences voisines sont l'informatique, les reathtiques, la physique et, depuis peu, la
chimie et la biologie.

1. On parle deegle de érivationen logique formelle ou ereecriture et darbre de @rivationdans les thories
des grammaires et des sstes formels

2. Computer Algebra en anglais.

3. En anglais : hand and paper computation.

4. comme le codagegdodage, cryptage, l&surie des transmissions par exemple..
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3 Sysemes de Calcul Formel et structures de donges

3.1 Revision numeration

Il est bon, avant d’attaquer, de ftréser la nunération en base quelconque. Voici quelques
exercices.

3.1.1 Quelques exercices

Objectifs : Il faut que lesetudiants soient mikes (papier crayon et programmation) des conver-
sions entre bases (avec virgule) et du passage (fraetioteveloppement griodique). La
commande maple pouvifier les conversions est chercher dansonvert , celle pour les
developpement illimiés dangvalf (attentiona la variable d’environnemeitigits ).

1) Mettre les nombres binaires suivants sous forgmrdale
a) (101101) b)(101101101), c)(101---101), (pour le (c), on montrera que lgponse

, . 3n chiffres
dépend de la conversion d'un nombre plus simple)

2) Mettre les fractions suivantes sous forngeidhale
a) (0,615)g b) (12,321)5 €) (0,7777777777)s

10 chiffres
3) Calculer
Qa, = (0,5:::5)s  b)b,=(12,0212:--12)s  ©)c, = (12,2112 2112 )
n chiffres 2n chiffres n chiffres
d) f1 = (0,(54321)>)s
e) le ceveloppementé&cimal illimité de

i) 23/7 i) 7/22 i) 1/99999

4) Conversions Fractiors Développements illimés en basé (les €sultats seront toujours
donres en base dix sauf pour les points c,e).
a)12,(345)®; b=10 b)12,(345)®; b =8
C) BA/CA; b=16 d)22/132; b=10 e)BA,(CA)>; b=16
scientifique exact. Notions réks: calcul symbolique, algorithmique @lgique, calcul nurique
stable. Objets manip@s:
1. Toutes les structures de d@as classiques:
arbres, listes, permutations, graphes, ensembles, afiesytables, tableaux, mots, parti-
tions, compositions,partitions.
2. Les quantis du calcul scientifique:
nombres, radicaux, polgmes, fractions rationnelles, matrices, vecteurs, teaséanc-
tions, €ries.
3. Les oggrateurs pour ces structures:

Calcul formel=calcul

(a) Pour les structures de dares : Manipulation d’arbres (sous arbres, etc...), ratiner
ajouter urélement dans une liste ou un ensemble, un sommet ou étedans un
graphe, concéner ou simplifiere mots (fusionéunion, contraction etc...).

(b) Pour les quantits du calcul scientifiqueédivation, inegration et sommation sym-
boliques.equations diff, @veloppements limés ou en &rie.



4. Resolution degquations pases dans le cadreguédent.
Bien entendu, un sy&ime de calcul formel comprend aussi des interfaces graghidaxte
etc....
On peut repesenter toutes sortes de formules et on & tite confroré aux probdmes
d’égalig (i.e. reconnidre les doubles repsentations). Par exemple on a

\/§+\/§+\/5:\/10+2\/1—0+2\/§ 742410 (1)

comment le sygtme peut-il s’en appercevoir? Plus difficile, comment ldé&ay® peut-il donner
la premier membra partir du second? (cf Exo3-£ forme normale, canonique, simplification
automatique).

: Remarquer que:

> A:=/742V10;

> simplify( A);

A:=+T+2/10

V2 +45
Mais

> Bi= 10+ 2VI0+2V3/7+2VI0: simiy(  BY;

V10 +2v2V5 +2v3V5 + 2312
Vaut-il mieux repésenter une fraction sous la forr?u par son @veloppementékcimal (qui
est compdtement refsentable en machine), comment passer d’unéseptatiora I'autre ?
Combinatoire. —
C’estl'art de manipuler Is structures de dées (disaétes ou continues, mais toujours regentables
en machine et calculables).
Déenombrer, dessiner, calculer, ireplenter sont la pain quotidien du combinatoriste-praticie

3.2 Exemples de sessions
3.2.1 Interpréteur

p17[4]
> ¢= [1,2,3,2,1];

c.= [1,2,3,2,1]
> nops(c);
5
> op(2,c);
2
> c[2];
2
> d:=[2,5,46];
d:=[2,5,46]

> e:=[op(c),op(d)];
e:=[1,2,3,2,1,2,5,46]



> map(x->X"2,c);
e:=[1,4,9,4,1]
La formule de Rodrigues pour les polynomes d’Hermite est

22 d" 2

(e

On peut les calculer en repetant unenme commanda 'aide dediff . Soit

Hy(z) == (—1)"e

> n:=0: [nerp(—2?)];
[0,67]
> n:=n+1:[n,factor(dif f(""[2],x))];
[1, — 2ze™]
> n:=n+1:[n,factor(dif f(""[2],x))];
2,27 (—1 +22?)]

> n:=n+1:[n,factor(dif f("7[2],x))];

3, — dze™ (=34 22?%)]
> n:=n+1:[n,factor(dif f(""[2],x))];
[44e (3 - 1227 + 42%)]
[5, — 8xe™™ (15 — 2027 + 4a%)]
6,87 (~15+902% — 602" + 82°)]
7, — 162e™ (=105 + 2102 — 842* + 829)]
8,167 (105 — 84022 + 8402 — 224 2° + 162%)]
(9, — 322¢™" (945 — 2520 2% + 15122 — 2882° 4 16.2%)]
[10,32 7" (=945 + 9450 2% — 12600 2* + 5040 2% — 720 2° + 322')]

Pour inggrer:

> fi= 1+

1
zt+1
> int(fx);
ﬁln(M)l/g I V2arctan(zv/2 + 1) N Vv2arctan(zv/2 — 1)
22 —zv2+1 4 4

combinatoire

> with(combinat);
[Chi,bell binomial ,cartprod,character,choose,composition,conjpart,
decodepart,encodepart, fibonacct, firstpart,graycode,inttovec,

lastpart, multinomial ,nextpart,numbcomb,numbcomp,numbpart numbperm,



partition,permute,powerset,prevpart,randcomb,randpart,randperm,

stirlingl,stirling2,subsets,vectoint]

> fibonacci(43);
433494437
> fibonacci(43,x);
1+8855 214231 2% 418156204 226 +38567100 %! +64512240 2*24-84672315 22°+86493225 x '8+
67863915,214+40116600 £ +17383860 22+5311735 141081575 254134596 2°+6724520 2.2
+1947792 2% + 435897 232 4 73815 3 + 9139 230 4 780 238 4 41 210 + 212
> sort(”);
212441 2194780 28 +9139 230473815 231 4+435897 23241947792 20 +6724520 22 4+18156204 225+
38567100 2** + 64512240 22 + 84672315 x2° 486493225 2'® + 67863915 20 + 40116600 4+
17383860 22 + 5311735 2" + 1081575 2® + 134596 ° 4 8855 2* + 231 22 + 1
> subs(z =1,7);
433494437
> partition(8);
(1,1,1,1,1,1,1,1],(1,1,1,1,1,1,2],[1,1,1,1,2,2],[1,1,2,2,2],[2,2,2,2],
[1,1,1,1,1,3],[1,1,1,2,3],[1,2,2,3],[1,1,3,3],
2,3,3],[1,1,1,1,4],[1,1,2,4],[2,2,4],[1,3.,4],
[4,4],[1,1,1,5],[1,2,5],[3,51,[1,1,6],[2,6],[1,7] 8]

taylor: Exemple dé(1 — z)/(1 + z))"/?

> fi=(1+2)/(1—z)V?;
Vs
V1—=x

> taylor(f,z = 0,20);
1 1 3 3 5 5 35
1 1o 13 94,95, 9 6, 2 7 9 g
( —i—:c—|—2:r; +2:1: +8w —|—8:C —|—16:c +16:c +128x—|—
ﬁxg ﬁxm ﬁxn 231 212 4 231 REN 429 14
128 256 256 1024 1024 2048
129 15 6135 o 0135 o 12155 40 12155 4o

208" T 32768 T 32768" T 65536° ' 65536

> fl:=f/(1+2);
> taylor(f1,x = 0,20);

1 3 5 35 63
14 —p24 2t L8 22 10
(+2x+8x+16x+128 +256x+

231 ., 420 ., 6435 ,, 12155 "
i i O
1022° ta0m® T ses® T eseze” T O (@)
> 2= (1—2)1?;
1 3 5 35 63 . 231 , 420 .
(14 —2+ 222 + —aB + g p o By 20 g6y =27 o7y

2 8 16 128 256 1024 2048



6435 8_|_12155 9., 46189 10, 88179 ,, 676039 ,, 1300075 5 5014575

32768" 65536° " 262144° 524288 41943047 8338608° ' 33554432°
0604845 800340105 ,, 583401555 . 2268783825 . 4418157975

19 20
5108864 Toia7as3648° T 120a067206° T17170m60184” 3a3597sszes” O ()
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> f3:= subs(x = 4% x,f2);
> taylor(f3,x = 0,20);
(1+2z+62% +202° + 702" +2522° + 924 2° 4+ 343227+
12870 2% +48620 2° + 184756 2° + 705432 ' +2704156 2% 410400600 '* +40116600 ='*+
155117520 2'°++601080390 2'°+2333606220 ' +9075135300 '* 435345263800 ' +0O (™))
> cb := proc(n) binomial(2 * n,n) end,

proc(n) binomial(2 * n,n) end

> cb(17);
2333606220
> ¢b(19);
35345263800
> sum(binomial(2 x n,n) x " n = 0..in finity);
1
V1—dzx

Solutions approdkes ddz = arctan(2x))

> read flot;
f = proc(n)
localx,y;
r=1;
Y =2

while eval f(y — x,n) <> 0do z := y;y := eval f(2 * arctan(z),n) od
end,

> f(10);

2.331122370
> [f(20);

2.3311223704144226136
> f(100);

2.3311223704144226136678359559171213382690776953861145751097372933932308174327
16673842154257104393014

Exercice 3.1 On céfinit, pour tout complexe

(Z) _ ala—1)- -I-f!(oz +k—1)




i) En utilisant le ceveloppement de Taylor, montrer que

(1+h)* = i (2) %

k

i) En déduire la formule

3.2.2 Programmation

Le produit de facteurs

H (X+61\/§+62\/§+€3\/g)

ee{-1,1}, i=1.3

qui peut servila montrer lequation (1).

pol2 =
proc()

local res,i,j,k;
res :=1;

for i from -1 by 2 to 1 do

for j from -1 by 2 to 1 do

for k from -1 by 2 to 1 do

res:i= res *(X —ix27(1/2) —j*37(1/2) — kx5 (1/2))
od

od

od;

res

end,

> pol2();

(X +V2+ V34 VE) (X +V2+v3-V5) (X +v2-v3+VE) (x+
(X = v2+VB+V5) (X = vV2+V3-vB) (X - vV2-v3+5) (X -

> expand(”);
—960 X2 + 352 X* — 40 X% + X® + 576

> subs(seq(X ) = a'i = 1.4),7);
—960 2 4 3522% — 402° + 2! 4 576

> [solve(”)];

[10 + 210 + 231/ 7 + 210,10 + 2v/10 — 234/ 7 + 2V/10,

10 — 210 + 234/ 7 — 210,10 — 210 — 23

10

— 2V/10]

N
NG

V3
V3

A
A



> op(1,”);

10 +2v10 + 231/ 7+ 210

Equations complexes. Voici 'exemple desolution de€quations du second dégr

> read(csolve);
csolve =
proc(P,z)

local a,b,c,delta,r;
a := coeff(P,z,2);
b := coeff(P,z,1);
c := coeff(P,z,0);

delta := expand( b* —4*a*c);

if Im(delta) =0 then

if 0 <= delta then r = sqrt(delta) else ro=
| = sqgrt(-delta) fi

else

r :=sqrt(1/2 x Re(delta) + 1/2 * sqrt(Re(delta)* + Im(delta)?));
r :=r+1/2x1x*Im(delta)/r

fi;

1/2%(=b—7)/a,1/2% (=b+71)/a

end,

> Pi=22+(-3-2)*xz+5+1
> solve(P,z);

3/2 4 v/—1+ _15;8\/__1,3/2+\/—_1— v _15;8\/__1

> csolve(P,z);

1—v—12+3v—-1

Ce "bug” - ou cette faiblesse - a d'ailleurs disparu de Mapkerélease 3 qui donne la bonreppnse avec solve.

3.3 Quelques exercices et probmes de combinatoire

Exercice 3.2 1) Bijections explicteN — N2, —
On dispose les entiers naturels sur EseauN? de la fagon suivante

0— (0,0); 1 — (1,0); 2— (0,1); 3 — (0,2); 4 — (1,1); 5 — (2,0); 6 — (3,0) - -
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a) Disposer les premiers entiers dans les cases suivantes

pour \érification, le &b

pour \érification les premiers nombres se placent ainsi

O N W

4
1
la regle est

1. un premier pas horizontal
pas en diagonale
un pas montantas que I'on touche I'axe des “y”
pas en diagonale vers I'axe des “x”

5. etc...

a) Montrer que le point de coordoges(0,2n) porte le nunéro2n? + 3n.
b) En ceduire une rathode pour donner le nwro poré par le poin{p,q).

B own

Exercice 3.3 Il Structures informatiques —

Le but de ce prol@me est de manipuler les ordres qui permettent deénot@r et d’engendrer
des structures informatiques de base.

A) “Balls and bars” (BB). —

On appelle ainsi des structures du type

ojeoe 0|00 (2)
c’'esta dire des point&quidistants et horizontauepats par des de fagon que:
Toutes les barres ont (au moins) un point qui lesgde et un point qui les suit.

1) Montrer que de telles structures peuvétre engendges par une grammaire que I'ongwisera.
2) Se servir de ce qui prede pour montrer que leésie gerératrice S = > a,z" (a, étant
le nombre de ces structures avepoints) \erifie

S=1+4z+22S—1) 3)

12



3) Resoudre (3) et montrer que, = 2"~ pourn > 0.
4) Un vecteur d’entiers (VE) est une liste d’entiers non Aws [iy,is, - - - ii] €t son poids est la
somme de ses coordaFes. En voici quelques uns avec leur poids

T[4 [ 3,11 | [2,1,3] | [1,2,1,3]
poids(I)y| 0 | 5 | 6 | 7

a) Donner une correspondance entre les BB de poidsles vecteurs d’entiers de poids
On attribuea chaque (VEX = [iy,is, - - i) de poidsn > 0 un nombre binaire sun — 1

bits dont lesl sont aux placesiy,i; + s, - - - ,(ijl, i5))y e 01,01 442 - - - ig—1) Cette dernkre
sommeetantn — ;. Voici les VE de poids 4 et leurs némos binaires
1|43 (22 | 211 | [1,3] | 1,21 | [1,1,2] | [1,1,1,1]

Nuréro \ 000 \ 001 \ 010 \ 011 \ 100 \ 101 \ 110 \ 111
b) Donner les 10 premres compositions de poidset leur nun&ro binaire, clasées (comme
dans I'exemple) par ordre croissant de ce rarm
c) Si on esigne par<,., l'ordre lexicographique entre les vecteurs d’un poids derat <,
I'ordre entre les entiers binairegtablir une relation entre les deux ordres.
B) (Listes sansépetitions). —
Soit E = a,b,c-- -z 'alphabet usuel ordon@ par 'ordre du dictionnaire et < 26. On note
SRE I'ensemble des mots de longuéufou listes, c’est la idme chose) san&pétitions (i.e.
les objets sont;x, - - -z, avec: < j = z; # x;). Pourk = 3, les premérs mots, par ordre
lexicographique, sont (les traits qui soulignent ne fons partie de la structure, mais sori |
pour aidera la solution des (1)b) et (2)).

abc,abd - - - abz, - - -azy---bac- - -baz,bca,bed, - - - baz,bda, - - - bzy - - - (4)

1) (k = 3) a) Montrer quezyx est le dernier mot de la liste.
b) Pour les mots de longueur 3 difents dexyx, trouver la loi de formation du suivant.
2) Trouver le proéce geréral pourk quelconque.

Exercice 3.4 1l Chemins de Dyck —

Pour I'alphabet{a,b}, on donne la fonction de poids(a) = 1; w(b) = —1. Un mot est
représeng par un chemin (ligne bréz) avec un pas nord-est pouet sud-est poub selon le
schema ci-dessous.




Pour un motw etl < i < j < |w|, on notewli..j] le facteurw|iJw[i + 1] - - - w[j] ob w[k] est la
lettre dew qui esta la placek.
Les mots de Dyck positifs soréfthis par

Dy ={we (a+b)" |w(w)=0et(Vi € [l..|lw] — 1])(w(w[l..i]) > 0)} (5)
a) Montrer queD, = £L(G,X) est cfini par I'une des égles suivantes
Regle 1
Un mot de Dyck est
— Soite

— soit la concatnation de deux mots de Dyck non vides
— soit de la formeiwd ou w est un mot de Dyck
pour ceux qui connaissent les grammaires c'@stuné par

G X —=e+ XX +aX0b. (6)

Regle 2
Un mot de Dyck est

— Soite

— soit de la formeww, bw, OU w1,w, sont des mots de Dyck
pour ceux qui connaissent les grammaires c’@stuné par

Gy : X > e+aXbX (7

b) Expliquer sur un exemple pourquGi est ambidie et montrer quér, ne I'est pas.
2) On noteDY, 'ensemble suivant

DY ={we€ (a+b)" |w(w)=0et(Vie [l.|w] —1])(wwl..i]) > 0)} (8)

a) Montrer queD?. C D,

b) Montrer que tout mot d&.. se factorisev = ujus - - - uy, ; u; € DY.

Cette factorisation est-elle unique Peut-on I'obtenir dedia automatique ? Si oui, comment?
c) Montrer queD} = £(G.Y) pour la grammaireG : X — ¢+ aXbX,Y — aXb.

3) On noteD_ I'ensemble suivant (Dycksgatifs)

D_={we (a+b)" |ww)=0et(Vie [1.Juw] - 1])(wwl.i) < 0)} 9)

Donner une condition graphigue qui permet deedler si un mot est dans_.
4) Soit
D’ ={we (a+b)"|(Viel. |lw —1])(wwl.4]) <0)} (20)

a) Reprendre les questions 2) (a) et (b)ammangeant les signes.

Soit®, la substitution(a + b)* — (a + b)* définie par®(a) = b; ®(b) = a.

b) Montrer qued(D, ) = D_ et qued(DY) = D°.

c) En ceduire que tout mot d®_ se factorisev = ujuy - - - uy ; u; € DO

et que cette factorisation est unique. Peut-on I'obtenifa@n automatique ? Si oui, comment?
d) Donner une grammaire qui permet d’engendrt.

4) SoitD = {w € (a + b)* | w(w) = 0}.

a) Montrer queD = {w € (a + b)* | |w|, = |w|y}, donner les mots de longuewr 4 et les
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dessiner. Combien y a-t-il, dari3, de mots de longue@n? 2n + 17?
b) Montrer que tout mot d® se factorise

w:u1u2-~~uk;ui€D9rl_lD9 (11)

c) Cette factorisation est-elle unique?
5) Déduire de la factorisation (11) une grammaire pour engendiepuis de 4) (c) une gram-
maire non-ambige.

3.4 Sysémes de Calcul Formel

\oici, a gros traits, deglements de l'histoireécente (nous ne parlons pas de la machine
arithmetique de Pascal) des S§stes de Calcul Formel.

1953: Premier systme de érivation (en LISP).

1958: LISP (John Mc Carthy au MIT).

1960-70. SAC-1 (G. Collins) manipulations de polymes en Fortran.
ALPAK aux Bell Labs (polytomes et fractions rationnelles).
FORMACa IBM.

Premier programme d’iegration en LISP.
MATHLAB au MIT (utilisation interactive, affichage bidiméonnel).
REDUCE (en Lisph Standford.
1970-80¢ MACSYMA (En lisp au MIT).
SCRATCHPAD (chez IBM).
1980-90 MAPLE a Waterloo (en C).
SMP par S. Wolfram.
SCRATCHPAD Il (chez IBM).
Systmes édies MACAULAY, GAP, CAYLEY, PARI,...

1990-.. MATHEMATICA (S. Wolfram), AXIOM (Version commercialiée de SCRATCHPAD 1),

MuPAD (Dévelopg par des universitaires eugsms).

Quelques commentaires..

AXIOM, demande une grosse station de travail [.B.M.

MACSYMA, dévelopg au MIT, commercialis par Symbolics.

REDUCE de Anthony C. Hearn, disponible chez Softworld.

MATHEMATICA, tr &s convivial mais pas toujoures fiable.

MuMATH, peut fonctionner sur de petits ordinateurs.

SCRATCHPAD, @&velopg par IBM, langage fortement t@p

CAYLEY, manipule les groupes.

MACAULAY, d évelopg par David Bayer et Michel Stillmargsout bien les systes dequations
algébriques.

MAPLE, developg a I'universié de Waterloo (Canada), disponible chez Softworld.

PARI Comporte les meilleurs algorithmes actuels deotie des nombres gdelop@ a Bor-
deaux).

SYMMETRICA Comporte les meilleurs algorithmes sur la combiiratdu groupe sy#trique,
les algzbres de Hecke et leurs régentations.

MuPAD Syseme @réraliste qui a des commandes similaires a Maple, mais la conwation
avec C et C++ est plus simple.
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3.5 Prise en main de Maple: T.D.
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3.6 Seriesa une variable (univariées)
3.6.1 GCenréralitées

Les mordmes forment un moride et les éries sont juste les fonctions sur ce miateo
Exemple des arbres binaires, grammaireteiescaradristique.

Formule de la&rie gerératrice des Dycks (TD).

Calculs: exemple d¥_, ., n?2?

3.6.2 Les mommes

On le verra dans la suite, on comprend legragions entre les polgmes ou lesé&ries quand
on a ckfini la loi de multiplication des mames. Ici, I'alphabet des variables a un selament
note usuellement = {z} ou {z} ou {¢} ou tout autrelement qui n'est pas une constante.
L'ensemble des mdimes est une copie @&,+) en notation multiplicative. Soit, aveccomme
variablez"tm = ;"zm et 20 = 1.

On consi@re ensuite les somm@s, ., a,, 2" ou lesa,, sont pris dans un semi-anneau, c&slire, pour parler de
facon imag@eun anneau sans le signe “moins”

Définition 3.5 Un semi-anneau est la do@e d’'un ensemblgK, + ,x) muni de deux lois internes telles que :
1. (K,+) est un moniwle commutatif (Blément neutréx)
2. (K,x) estun monile (délément neutrd)
3. x est distributivea droite eta gauche sur-
4, Ok est unélement absorbartix.x = 2.0x = O

3.6.3 Les sriesa une variable

Les ogerations suivantes obte cetaillees en cours. Nous les rappelons ici:
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PourS =5 . f(n)z"etT' =% _,g(n)2",0ona

| Opération | Remarques Notation= Formule |
Somme (1) S+T =3 -0(f(n) +g(n))"
Produits externes  (2) AS =3 so(Af(n))z"
(A € K) SA =3, s0(f(n)X)2"

Produit (Cauchy 3) ST =3 0502 pigen f(P)9(0) 2"

Décalage (6) vi(S) = 1(S - S(0))
Dérivee (7) S =3 sy f(n)nz" !
Intégrale (8) JyS(2)dz = 3,00 f(n) i

Remarque 3.61i) Les ogerations (1) et (2) viennent de ce qu'uréxis est une fonction.
i) Le produit (3) est apped convolution, concénhation ou produit d€€AUCHY.

3.7 Series lieesa des statistiques
3.7.1 Unexemple: une stastistique bivagie productrice d’'un codage

Propos de cette section— Dans ce qui suit, nous allons considr trois structuresde doaes :
certaines permutations, les tableaux de Young stariddedix ligne€gales et les mots de Dyck.

lls ont meéme statistique monovae et donc sont en correspondance bijective. Cependarit, c’es
en raffinant encore celle-ci, en une stastistique b@eacu’on peut apercevoir un code qui les
represente bijectivement.

Permutations sans 123—

Définition 3.7 i) On appelera icipermutation de longueur.®, une listela,,as, - - - a,,| telle que
tous les nombres dé - - - n| soient pris une fois et une seule. Plus formellement

{ar,ag, -~ a,} =[1---n] (12)
i) L'ensemble des permutations de longuewgst noé &,,.

Remarque 3.8 Les listes des,, codent les bijections...n| — [1..n] et doncs,, est muni d’une
structure de groupe pour la composition : c’est le groupe&yigue d’ordren.

18



Il'y a n! permutations de longueur. Voici, par exemple, la liste des permutations de longueur
4.

1,2,3,4],[1,2,4,3],[1,3,2,4],[1,3,4,2],[1,4,2,3],[1,4,3,2], 2,1, 3, 4],

2,1,4,3],(2,3,1,4],[2,3,4,1],[2,4,1,3],[2,4,3,1],[3,1,2,4], [3, 1,4, 2],

3,2,1,4],[3,2,4,1],[3,4,1,2],[3,4,2,1],[4,1,2,3], 4,1, 3,2], [4,2,1,3],
[4,2,3,1],[4,3,1,2],[4,3,2,1]

Dans la suite, les permutations seron&astcomme des mots. Par exenjple, 3, 1] sera note

4231 Pour un motw € A* de longueum et toute partie = {i,is,---ix} C {1,2,---n}, on

noteraw(l| = wliy|wlis] - - - w[ix]. Pour une permutation reg de longueur comme un mot, il
y a2" sous-mots (on dit aussi, dans ce cas, sous-suite).

Définition 3.9 i) Pour une permutatiom € &, le plus grandk tel qu'il existel C {1,2,---n}
tel quew[I] soit croissante est Ipremier invariant de Greeret est nod ¢; (w).
i) On noteraP,, 'ensemble des permutatiomsde longueum telles quey, (w) < 2

()

n+1

On peut montrer que

#Pnzcn:

le n'*M€nombre de Catalan.

Tableaux de Young standard —

Définition 3.10 i) On appellepartition de n et on notel = [ny,nq,---nk|, une vecteur d’entiers non nuls
décroissant. Ces entiers reggentent le domaine du plan discietC N x N défini par

D={(z,y)|0<y<k—-1,0<a2<n;—1} (13)

le poids del, not || est la somm§:§:1 nj.
ii) Un tableau de Young standard est une application bijexf» — [1..|7]] croissante pour I'ordre produit

8 7 5

5 6 7 3 6 8 3 4 8

1 2 3 4 1 2 4 5 1 2 6 7
TAB. 1 —Tableaux de Young standard de forme 431

Ici, on noteral;, 'ensemble des tableaux de Young standard de fafme[n,n]. Pour exemple voicTs.

4 5 6 3 5 6 2 5 6 3 4 6 2 4 6
1 2 3 1 2 4 1 3 4 1 2 5 1 3 5
TAB. 2 —Tableaux de Young dg

On montre que#T,, = c¢,.
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3.7.2 Mots de Dyck & Arbres binaires complets

Exercice 3.1 On consieére I'alphabetA = {a,b} et le morphismer : A* — Z définit parn(a) = 1, n(b) = —1.
Les mots de Dyck sont les mots

GD; :={we A" | Vu,w € A")(wv =w = 7(u) > 0) etw(w) = 0} (14)

On noteD,,, 'ensemble des mots de Dyck de longuurOn notec,, leur nombre#D,, = ¢,.
Q1) Montrer que les mots de Dyck soéfidis par la grammaire suivante

Gy : X = e+aXbX (15)

et que, siw # e est un mot de Dyck, laBdompositionv = aubv est unique.
Q2) En ckduire que la suite,, est donge par 'équation suivante sur s&ge S = ano Cp 2"

S =1+ 25 (16)
Q3) Montrer que
1—+v1—4z 2
S = = 17
2z 1+v1—4z 7

Exercice 3.2 L'ensembled des arbres binaires est construit par la grammagi@l)

A=A+ N \
A A

Il'y a trois notions de taille classiques: le nombre de ncelgdspmbre de sommets, la profondeur.

1) Montrer que pour toutes ces notions de taille, le nombeelites d’une taille donée est fini.

2) Donner la &rie gérératrice des arbres binaires complets par nombre de ncelmficétion, c’est la &rie S de
I'exercice pecedent).

3) Donner la grammaire qui engendre les arbres binaires destfeuilles sont indé@es par un ensemblg fini
donré. Donner les premierglements pouf’ = {a,b}.

Elements pour la solution (s'entrdner & rédiger 'exercice precadent) —
On peut adopter une notation typographiquement plus rapiderbre diferent des sera donc n&.A = (A,,Aq)
ou A, (resp.A,) estle sous-arbre gauche (resp. droit). La taille (ici n@le nceuds) peut séfthir recursivement
par

7(e) = 1; 7((Ag.Aq)) = T(Ag) + 7(Aa) +1 (18)

ce qui donne Bquation pour la SG@kZO apz® (ol aj, est le nombre d’arbres binairag: nceuds).
T=x+aT? (19)

soitzT? — T + = = 0 on résout (19) par la &thode habituelle. Le discriminant e&t= 1 — 422 et les racines

possibles sont
1 —+1—4a% 1++1—422

IN=—————Th=————— 20
1 2 y 42 2 ( )
T, ayant un terme de plus bas de@nl/x ne peut pagtre retenue. On a dofi¢ = T;. Vérifions ce ésultat.
On sait que
o @ k
(1+X) _Z<k>x (21)
k>0
e (@)@=1)--(a—k+1)
a a)la—1)---(a—k+
(1)= : @

ceci qui donne

VimiE =3 (YP) (et 29

k>0
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al'aide de (22), on a, pour > 1

1/2 1/2)(1/2 - 1)(1/2-2)---(1/2—k+1)  (=1).(=3)--- (3 — 2k

(Ié):(/)(/ )(/k!) (1/ ) _ (=D 2)kk!( ) _ (24)
—1)F 113 (26— 3)  (—1)F (2% — 2)!
e ey @

en remplacant ceesultat dans (23) puis dans (20), il vient

T_ Z (2:;_12)96%—1 _ (26)

k>1
x+ 2 4 22° + 52" + 142° 4+ 422 4+ 132213 + 429210 - - (27)

Exercice 3.11 Reprendre I'exercice j@oedent avec le nombre de sommets comme taille.

3.8 Produit scalaire (série|polyndme) et premieres ogerations

Pour suivre I'usage en ce qui concerne léses ciees et quelques autres (paynes d’exponentielles) nous

appelerongolyrdmeune €rie M +— k a support fini. Lespace de&wses sera nétk’ et celui des polydmes
kD,

Définition 3.12 La dualite entrek™ et k(M) est ckfinie, pourS € kM et P € k(M) par

(S|P) = > S(m)P(m) (28)

meM

on \érifie facilement que cette somme &support fini (donc biené&finie).

Exercice 3.13 1) a) Rappeler la structure d’'EV de¥ = F(X k). Montrer quekX) = {f € kX | supp(f) est fin}
estun SEV dé~.

b) Pour toute partieZ C X, xz estla fonction caradristique deZ (avec les notations de I'informatique; () =
[x € Z] ou[] estle symbole d’lversor?]). Montrer que, siZ; et Z, sont disjointes, on & z, + Xz, = Xz,UZ -
¢) Que se passe-t-il si les parties ne sont pas disjointds?:=s7, ?

d) Montrer que poutS € kM; m € M, on a(S|x{m}) = S(m)

2) a) Montrer que pour touP € k™) on a

P =" (PlX{m})X{m} (29)
meM

b) Montrer que I'application)/ — k™ définie parm — x,,; a son image dank™) et qu'elle est injective. On
identifiera alorsm a y,.

¢) Comment segécrit I' équation (29) avec I'identification du (b)?

3) On veut prolonger auxésies I'écriture (29) ou pludt sa version simplifie avec l'identification du 2) b). On
dira qu'une famille(.S;);c de €ries essommablesi, pour toutn € M, la fonctionI — k define pari — S;(m)
esta support fini. Dans ce cas, on dira que la fami(l§;);c; est de somm# définie parS(m) = >, ; Si(m).
OnnoteraS = .., S;

SoitS € k™ une €rie. Montrer que la famillg(S|m)m),,c s est sommable et que= >, _,,(S|m)m.

4 Series d'une variable (C[[z]])

Faute de temps, nous n’aborderons pas l&saijons sur les&ies en gréral, mais nous concentrerons sur celles
a une variable de facon qué&tudiant sache calculer da@§z]].
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4.1 Operations sur les €ries

Tableau des @rations usuelles &talage, irééigration, @rivation).

] Nom | Opérateur| EffetsurS =Y > ja,z"
Décalage vE o g ang12"
Dérivation o S apnz"l
, N N nF1
Intégration N D om0 O T
z o n
Sommes cuméles | y_._ D (ijo aj) o
Etoile (ap = 0) 5 =D 5"

Exercice 4.1 Fontaines de gices (Wilf)

Fig 1. — Une fontaine de ptes.

On cEfinit les fontaines de gtes comme ci-dessus. Donneréaa gerératrice de ces objets par nombre dépés
“alabase”.

Exercice 4.2 Prendre ces oprateurs deux par deux et donner des formules pour la coriposit I'échange (si
elles existent). Par exemple prouver Iaformujed% — d%’y: = (v¥)%

4.2 Les deux produits: Convolution (produit de Cauchy) et produit de
Hadamard

4.2.1 Produit de Cauchy

Ce produit s’obtient facilemeri partir de la notation sommatoire. On multiplie formellernkes sommes. Avec
S = ZZC:0<S|2’”>Z"; T = Z::ZO<T|Z7”>Z7” ona

ST = i (8|2 (T|zm) 2™ (30)

n,m=0

puis, en regroupant par dégy,
sT=3"( Y (slmyTlem) e (1)
r=0 n4+m=r

Définition 4.3 SoientS,T" € C[[z]]. On c&finit le produit (de Cauchy) ou convolution de ces degries par la
formule (31).

ST:i( 3 <S\zn><T|zm>)z7’ (32)
r=0

n+m=r
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Exercice 4.4 SUPPORT BUN PRODUIT. —
On rappelle que le support d'unése R = )
Donner les supports degses suivantes

nen(R[2™) 2" est'ensemble des € N pour lesquelg R|z") # 0.

1 k 1
a) 1—22 b) lj-,ﬁz C) 142422

1 1— 1 1
di—= ei= HNiz+is

Exercice 4.5 ETOILE D’ UNE SERIE. —

La notion de sommabikt cefinie dans I'exercice (3.13) est reprise ici dans le cadies@imple desé&ies com-
plexesa une variable.

On dira qu’'une famille(S;);c; de fries estsommablesi, pour toutn € N, la fonctionI +— C define par
i — (S;|z™) esta support fini. Dans ce cas, on dira que la famill§; );c; est de somm#& définie par(S|z") =
> icr(Silz"). OnnoteraS = 3, S;

1) SoitT € C[[z]] et S; sommable. Montrer qué'S; est sommable et que,,; 7'S; = T ) _,.; S;. 2) @) Soit
S € C[[2]] une €rie sans terme constant (formellemésit-°) = 0), montrer que la familléS*) ;< est sommable.
b) Montrer que}_, . S* = (1 — S)~! dansC[[z]].

3) En posantS = ag + ST oliag = (S[2°) etST =S5 —ag =", . (S[z™)2", montrer la proposition (4.6).
Proposition 4.6 SERIES INVERSIBLES — SoitS € C[[z]], S est inversible dan€[[z]] ssi son terme constant
(S|2°) rest.

Exercice 4.7 1) Fontaine de gices de Wilf (dorinen cours).
2) Polyominos tas stricts (do@rdans la pesentation du cours).

4.2.2 Sries rationnelles
Définition 4.8 Une €rie S € C[[z]] est dite rationnelle si elle peut s’exprimer sous la forfhe= g; PQ €
Clz); Q(0) #0.

Nous allons voir trois caragtisations (t&s importantes) de€ses rationnelles :
- Rat. — Fraction rationnell& = 7; Q(0) # 0
— Coeff. — Coefficients(S|z") = 3=, \)cp @(s,\)n°A", avecF fini.
— Rec — Récurence libaire

k-1
(3(ap,ai,- - ai) € CF)(Vn € N)((S]"HF) = Z%(S\z""‘j))
=0

lesétudiants devroriitre matres du passage de I'une des ces formEautre. Nous allons lesafailler maintenant.
Rat—Rec — CommeQ(0) # 0, on met la fractiong sous la forme

N(z)
—_— 33
(en divisant haut et bas p&X0)). Une fois ceci fait, on a
S(U= B2)=5-50_B;2") = N(2) (34)
j=1 j=1
soit .
§=50_Biz') + N(2) (35)
j=1
Maintenant, pouk > sup(deg(N(z)),m), on a(N|z"**) = 0 d'ou
(12" = B (781" HE) = Y (Sl ) (36)
Jj=1 j=1
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qui est la currence ligaire chercée.
Exercice 4.9 Les nombres de Fibonacci sont d@srpar la €currence
Fo=0,F=1; Fhyo=F,+ Fhoa (37)

a) Re@montrer que la&rie gerératrice des nombres de Fibonacci é8t) = ——.

b) En ceduire que celle des nombres de Fibonacci impaifs) = >, -, Font12" estm
c) En ckduire la relation de &currence satisfaite par ces nombres @gs= F»,, ).

Rec—Rat. — SoitS qui vérifie la relation de@currence ligaire, donae par des coefficientag,a1, - - - ay,) € CF,

(Vn € N)((S]z"FF) = Za] (S|z"7)) (38)
on a, pour tout,
k—1 ,
(2)F812") =Y a;(v2)7(S)2™) (39)
j=0
soit
k—1 4
(V)FS =Y a;(2) S =0 (40)
j=0

si on faitz""(y%)™S on obtient la rie privee de ses premiers termes, soit le reste d’ordneS — trunc(S,m—1)
(ou trunc(S,l) = Zln:o<S|Z”>Z” est I'opérateur de troncature). En multiplianétjuation pecedente par® on
obtient

k-1
022’“('72‘)’“5—20@ k=320 (y) 8 = S — trunc(S,k — 1) Za] (S — trunc(S,j — 1)) (41)
j=0
soit
k-1 k-1
S(l - Z ajzk_j) = trunc(S,k — 1) — Z ;2" Itrunc(S,j — 1) (42)
j=0 j=0

dont le second membre est un pdyme. Ce qui est la forme chei@h

trunc(S,k — 1) — Zf 304] Fitrunc(S,j — 1)
B 1- Ef o ajzk=i

., trouver une relation deé&currence entre les,, = F2. Calculer la

(43)

Exercice 4.10 En calculantF? ; — F2
fraction rationnelle}", F2z

Rat—Coeff. — On utilise la @composition e@lements simples

2 Z (44)

A€Qq j=1

il suffit donc de savoir calculer les coefficients developpement de chaq% avech # 0.

Exercice 4.11 1) a) Montrer qu (1 — Bz)"t = kIBE(1 — Bz)~(k+1),
b) Montrer que- (1 —B2)"t = fo:k nn—1)--(n—k+1)g7z"*.
On adopte les notatlons commodes suivantes
http://mathworld.wolfram.com/FallingFactorial.html

Factorielle descendantdz), = x(z — 1) -+ (x — k + 1)

Factorielle ascendanter®) = z(z +1)--- (z + k — 1)
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z(x—1)(z—k+1)
k k!

2) Déduire du (1.b) que

. . P .. X
Binomial généralisé ( ) = 4@k =

1 _ - n n—k _n—k __ - m(k) m.m
(S (i) grre = 2 s (49)
Exercice Machine 4.12 On veut convertir les factorielles montantes sur la basepigssances. La clef est

le triangle des nombres de Stirling d&™€ espice.
1) a) Lire et interpéter les Esultats du programme suivant

> W th(conbinat);

[Chi, bell, binomial, cartprod, character, choose, composition, conjpart, decodepart,
encodepart, fibonacci, firstpart, graycode, inttovec, lastpart, multinomial,,
nextpart, numbcomb, numbcomp, numbpart, numbperm, partition, permute,
powerset, prevpart, randcomb, randpart, randperm, setpartition, stirling1 ,
stirling2, subsets, vectoint]
> rf:=proc(x, k) product(x+j,j=0..k-1) end,;
rf := proc(z, k) product(z + j,j = 0..k — 1) end proc

\

rf(x,5);
zx+1D)(z+2)(x+3)(x+4)
seq(print(expand(rf(x,k))), k=0..7);
1
x
22+
2 +32%2 422
2t +623+ 1122 +62
2+ 102 + 3523 + 5022 + 24«
28+ 1525 + 8521 + 22523 + 274 2% + 120«
27+ 2125 + 175 2% + 7352 + 1624 23 + 1764 2% + 720 >
seq(print(seq(stirlingl(n,k),k=0..n)),n=0..7);
1
0,1
0, —1,1
0,2, — 3,1
0, —6,11, — 6,1
0,24, — 50,35, — 10,1
0, — 120,274, — 225,85, — 15,1
0,720, — 1764,1624, — 735,175, — 21,1

\Y

\Y

b) Se renseigner sur les nombres de Stirling de peeereésgce (par exemple dans les livres ou dans
http://mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheFir stKind.html ) et donner I'expres-
sion dez(*) en fonction des puissances e

2) On appelle &rie Quasi-Polydme (SQP), unegsie P(l,a,z) = Y oo, n'az™ aveca # 0.

a) Calculer le produitP(ly,a1,2) P(la,a2,2).

b) Exprimer la SGO des nombres de Fibonacci en fonction dg 8€P.

c) Déduire de la question (1) une expression @&sments simple%_aiﬁ en fonction des SQPA(l,«,z) =

S ontanzm).
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Note 4.13 On peut montrer que les fonctiod¥,«,z) sont lireairement inépendantes et forment une base des
fractions rationnelles sansgte nul ni partie entre. Ce qui peccde montre gu’elles forment ubase multiplica-
tive de cet espace.

Coeff—+Rat. —

Exercice 4.14 On suppose g partir d’'un certain rang les coefficients de I&rée S sont une combinaison
linéaire d’expressions du typga™.
1) Montrer queS se cecompose de fagon unique comme

S=P(z)+ Y. Bla)P(laz) (46)

(l,a)eF

ou P est un polybme.

Exercice Machine 4.15 1) a) Lire et interpéter le programme suivant.

> Sl:=matrix(10,10,(i,j)->stirlingl(i-1,j-1));

1 0 0 0 0 0 0 0 00
0 1 0 0 0 0 0 0 00
0 -1 1 0 0 0 0 0 00
0 2 -3 1 0 0 0 0 0 0
g .~ |0 —6 11 -6 1 0 0 0 0 0
' 0 24 —50 35 —10 1 0 0 0 0
0 —120 274 —225 85 —15 1 0 0 0
0 720 —1764 1624 —735 175 —21 1 00
0 —5040 13068 —13132 6769 —1960 322 —28 10
| 0 40320 —109584 118124 —67284 22449 —4536 546 —36 1 |
> S2:=matrix(10,10, (i,j)->stirling2(i-1,j-1));
10 0 0 0 0 0 0 0 0]

0 1 0 0 0 0 0O 0 00

0 1 1 0 0 0 0O 0 00

0 1 3 1 0 0 0 0 00

go._ | 01 7 6 1 0 0 0 00

' 0 1 15 25 10 1 0O 0 00

0 1 31 90 65 15 1 0 00

0 1 63 301 350 140 21 1 0 0

0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0

0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 |

> multiply(SL, 825;

1000000000
0100000000
0010000000
0001000000
0000100000
0000010000
0000001000
0000000100
0000000O010

(00000000 O0 1]

b) Les nombres de Stirling de deémie espcestirling2(n,k) avecn,k € N forment la matrice inverse de celle
des nombres de preare esgce. On peut voir cela come une relation entre patrice indime bien comme une
infinité de relations au sens suivant.
Soient les matrices dg(V+1)x(N+1)

S1(N) = (stirlmgl(n,k))Kn pen ELS2(NV) = (stirlingQ(n,k))0<n LN (47)
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alors 5152 = I(N+1)><(N+1)-

2) SoitP(l,c,2) = > 00 (n); a™z".

a) Exprimer lesP(l,a,z) en fonction des>(I',a,z). Ecrire soigneusement la matrice de passage.

b) A l'aide des nombres de Stirling de degixie espce, exprimer le®(I,«,z) en fonction de®(I',o/ ,z).

3) Déduire de tout ce qui eede une rathode pour exprime$ comme une fraction rationnelle.

Remarque 4.16 Les passageRec—Coeff et Coeff—+Recse font par composition desatihodes peccdentes. Si
I'on tient & des rdéthodes directes (mais paéaessairement plus courtes ni pelégantes), on peut aussi, pour le
premier, utiliser une&duction de Jordan de la matrice compagnon assegia récurrence et utiliser des produits
de Hadamard (cf paragraphe (4.2.4)) pour le second.

4.2.3 Sries rationnelles (refesentations lireaires et aspect automatique)

Avant de gréraliser la torie des @éries rationnelles plusieurs variables (non-commutatives), il est utile de
voir comment elles peuvent se répenter par un automate (unaireanltiplicités). On a la proposition suivante
(énonée dans le casggeral ai 'ensemble des scalairés est un corps commutatif quelconque)

Proposition 4.17 SoitS) | . y a,2" € K((2)) une €rie. Les conditions suivantes s@guivalentes

i) S est rationnelle, c’esa dire S = P(Q)~! ol P,Q € K(z) etQ(0) # 0

i) Les coefficients d& vérifient une écurrence ligaire

k—1
(3(j)o<jcr € K*)(Yn € N)(anik = Y jany;) (48)
j=0
iii) Il existe A € K", T € K™ v ¢ K"*! tels que
(Vn € N)(a, = A\T"~) (49)
Preuve —ii) = iii). —
La relation de &currence ligaire implique
00 -+ -+ 0 ap
10 S
o1 . R :
(an+17an+2 e aan+k:) = (anyan+1 e 7an+kfl) . . . (50)
. . -0 ap_o
00 -+ -+ 1 ap

soit, en posant’, la matrice ev,, = (an,an+1 - antk—1), Vne1 = v, T, d’'0U v, = vT™. On a finalement

1 1
0 0

ap =vy, | . | = (ag,01--+ ,ap,-1)T" | . (51)
0 0

i) = i). —
Eneffet,S =3, a,2" =3, AT"z" = XX, T"2")y = M1 — 2T) 4. Mais

(I —zT)7 " comatrice(! — 2T) (52)

1
~ det(I — 2T)
etlesQ(z) = det(I —=zT') estun poly@me er: tel queQ(0) = 1 et comatrice(l-zT) est une matrice de pdynes
enz (exercice !!). D'al le resultat.
i) = ii). —
On peut posef)(z) = Zf;é ;27 avecBy = 1. CommeP = SQ, pour toutn € N, on a(P|z") = > ptq=n Braq,
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soit, sin > N = max(deg(P),k), >, ,—, Bpaq = 0 ce qui peut encore &trirea,, = — Z;?':l Bjan—;, c€ qui
donne, pour tout € N,

k
AN == Bjanin-; (53)

j=1

ce qui entraine (ii). &

Définition 4.18 Un triplet 7 = (A, T,y) tel que(S|z™) = AXT™~ est appek repésentation lidairede dimension
n deS. De nemeS est appetecomportementie 7.

Note 4.19 Une <rie rationnelle admet enégéral plusieurs repesentations ligaires. La dimension minimale de
ces repésentations est appélirangde.S. C’est aussi la dimension de I'espace vectoriel engépdrr les @cakes
desS.

4.2.4 Produit de Hadamard

C’est juste le produit des fonctions (fonctions “coeffi¢ignil sera noé . Par exemple pour le€ges d'une

variable on a
o0 o0 o0
Z anz" ® Z bp2" = Z anbpz" (54)
n=0 n=0 n=0

Exercice 4.20 Effectuer les produits de Hadamard suivants

a) 17122 © lj2z b) l+zl+z2 © 1}2z C) l+zl+z2 © f(Z)

d) =z 0 €)1z O N 0 f(2)
Montrer que le ésultat de (c) est rationnel di(z) est rationnelle i.e. sf(z) = 58; Q(0) # 0 indication. —
Pour le (b), ®composer eglements simples. Pour le (c) on pourra remarquer gie.— = 11:;3_

Théoréme 4.21 PRODUIT DE HADAMARD DE SERIES RATIONNELLES —
SoientS,T € C[[z]] rationnelles. AlorsS ® T' est rationnelle.

Preuve —On peut remarquer qu'unése R € C[[z]] est rationnelle ssi 'ensemble de sézdbes(v*)* R est de
rang fini. Commey (U © V) = v5(U) ©@ v:(V), on a le Esultat.
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5 Generation aléatoire

5.1 Engendrer le hasard

Des les premiers temps des ordinateurs, on les a a@gskga simulation de pfnonenes trop complexes poétre
décrits exactement (on dit “bien modé®). lls ont alors I'air détre €gis par le hasard (foudre, finance;t&o).
La question est alors:

“Comment concevoir desagérateurs de tirages automatiques qui sogeptiepartis ?”

Notons qua partir de [equiepartition on peut simuler les autres lois.

Exercice 5.1 Soit une loi discéte donge par un tableau

p(X=k) [~ |pi| | Pn
a) On suppose d'abord que = i etd= ppem(d;), montrer comment simuléf avec un @rérateuréquireparti
sur[l..d]n.

b) Lesp; sont eels quelconques, expliquer sur un exemple (cf. la ciblejqumi il vaut mieux utiliser les fractions
continues pour approximer lgs.

Le premier @rérateur de nombresé&itoires a&te concu selon la gthode du milieu du caér(middle square
method), dont la recette est la suivante :

a) Prendre un nombe 10 chiffres.

b) L' élever au ca#é.

¢) Prendre les 10 chiffres du milieu.

Par exemple, avec le mini-programme suivant, on peut azanitidle-square method.

>MSM:=proc(n)

local i,LL,S;
LL:=convert(  n?base,10);
S:=0;
for i from 6 to 15 do S := 8+ LL[i] *100~9 od;
S
end;
>MSM(1234567890);
1578750190
>MSM(");
4521624250
>MSM(");
868581880

Question — Commentévaluer les performances d'un té@rateur?

La premere icke est de faire une statistique sur un grand nombre de tirages

La seconde est d’examiner les orbites.

Reponsé&i le gerérateur est bon :

a) On met un certain temps avant de revoir une valeur ggdime de la priode max).
b) Les tirages sont (semblent??) @pendants (cf lesayérateursa deux pas).

Exerc. Machine 5.2 1) a) Faire 10° tirages par laMSNavec longueurs 3, 4, 8. Sont-Bgjuirepartis ?
b) Faire calculer les orbites. Que constate-t-on dans ce?cas

c) La situation s’argliore-t-elle quand on augmente la longueur?

2) Quelles sont les plus petitegnodes, les plus grandes, combien y a-t-il de cycles?

5.2 Genérateursa un pas

Nous pouvons formaliser cette classe éeggateurs comme suit.

Définition 5.3 SoitF un ensemble finiyy € F etf : F — F une application, On appelleégérateur @ un pas)
le triplet (F, f,xo).
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Exemple 5.4 A) SoitFE,, .1 = [0,10™ — 1], 'ensemble des entiegsn + 1 chiffres gcrits en bas&0). On consiére
I'application f définie par les eégles suivantes:

1) SiN = (apan—1 - ap)10 est pair (i.e. sihg = 0,2,4,6,8) f(N) = N/2.

2 Sinonf(N) = ((ao — 1)anan_1 s a1)10.

On a par exemple, avec= 2; xg = 91,

91 —-09 —80 —40—>20—10—05—+40—>20—10 — ---

B) Soitm, un module. Consgter les @grérateursa un pas aved” = Z/mZ et f une fonction polydme. Par
exempler? + 1.

Exerc. Machine 5.5 (EVELYN NELSON). — On considre la fonction de transition suivante dahj :

i) Pour un nombreV € Ey, ¢(N) (resp.d(N)) désigne le €arrangement croissant (respectoissant) des chiffres
deN.

i) F(N) = e(N) — d(N).

SoitCy, 'ensemble des chiffres de la formk€1111) avecO < k£ < 9 (ce sont les nombres qui ont leurs quatre
chiffreségaux).

1) Montrer quef(C4) C CyetquesiN € E, — Cy,onaf(N) € Ey — Cy.

On poseraD, = E, — Cy.

2) ImpEmenter le grérateur(xo, f).

3) Faire la liste des cycles, que remarque-t-on?

Exercice 5.6 Faire dessiner les graphes de éiféntes fonctions.

5.2.1 Paranetres

Les caradtristiques d’un grérateur sont doréres par la proposition suivante :

Proposition 5.7 Soit(F, f,xo) un gerérateura un pas. Alors:
i) La suite(z,,),>o définie par
20; Tnt1 = f(Tn)
est ultimementériodique, plus peci€ment,
ii) Il existe un plus petit indice. dont la valeur est prise deux fois (indice d'ee¢rdans la priode) et un plus petit
entier A (période) tel que, poun > u; k>0

Tn = T4k
L’ensemble des valeurs de la suite €8 }o<;<,+r—1
Voici I'exemple d’'un petit programme qui calcule 'orbitéud élément dans les entiers modula

>orb1:=proc(x0,f,B)
local i,LL,x;
X:=X0:LL:=NULL:
for i to N while not member(x,LL) do LL:=LL,x: x:=f(x) od

[LL,X]
end;
> fi=x—> 2 +r+1 mopt4l;
fi=r—>z2+x+1;
> orb1(0,f,41);
[0,1,3,13,19,12,34,2,7,16,27,19]
> orbl(5,f,41);
[5,31,3,9,9]
> orb1(8,f,41);
[8,32,32]
> orb1(11,f,41);

[11,10,29,10]
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> orbl1(14,f,41);
[14,6,2,7,16,27,19,12,34,2]

Les paramtres sont

710 5 8 11 14
L |4 3 1 1 2
X |7 1 1 2 7

L'orbite de 0 a une griode de7 son cycle est9,12,34,2,7,16,27, a ce cycle se “raccrochent” d’autres branches,
comme celle de I'orbite dé4 (14,6,2, - - - ). L'orbite de5 a une griode del (orbite agriodique).

Applications 5.8 Pour la loi uniforme suff1,n]y une urneéquitable an boules peut bien faire I'affaire. Informa-
tiguement, I'urne est remplée par une fonction éhtoire du typeand() . Nous verrons le type deegérateur
comme en utilise Maple (c’est uigerateur congruentiel liaire, cf paragraphe suivant). Par exemple, on a:

>rand(1000);
proc()
local t
global seed;
seed:=irem(427419669081 * _seed,999999999989; t:= _seed;irem(t,1000)
end;
>_seed;
1
>rand(1000)();
81
>_seed,;
427419669081

Noter que I'on obtient ainsi un “hasard faible” qui est, egngral bon (voir toutefois les triplets [9]) pour la
simulation parce qu’il estquieparti (mais il n’est pas ahtoire)

Remarque 5.9 La compghension de ces paratres est fondamentale et @éstorigine de nombreuses applica-
tions (notamment en factorisation : attaques de&yss 8curigs du type RSA).

Plus ¢geréralement, on a la notion de suite ultimemeatipdique.

Définition 5.10 On dit qu’une suiter,, est ultimementgriodique ssi il existe un certain rany a partir duquel
elle est @riodique. Soit
(AN)(3t > 0)(Vn > N)(zptt = xp)

Note 5.11 Une telle suite peut donc se mettre sous la forme

(- @NoN1 - TN-1))

(commen(ba)> par exemple), mais on constate qu’il y a une fagon plus catepgue les autres dedtrire sous
cette forme (dans I'exemplegrédent, c’estab)>°). Ceci cetermine I'indice d’entee dans le cycle et laépiode.

— parangtres

— operations (produit cagsien,image)

— celles qui proviennent d’'un G1P (rappel) et autres
— fonctions éversibles et orbites

Exercice 5.12 La suite ultimementégriodique10(100)°° provient-elle d’'un grérateura un pas?

Exerc. Machine 5.13 1) a) Tester 'amplitude du@érateur de hasard standard de Maple. Esti@el 02 —11]y,
comme semble I'indiquer 'aide ?

b) Avec cette connaissance, former un tirageaébire de Bernouilla deux dimensions.

¢) Exgerimenter et comparer avec le tirageguédent.

2) Faire une statistique sur [MSMpour N = 2.3 (A,n()\)) ol n()\) est la nombre de points deepart qui
aboutissent sur un cycle de longuedr. (On anénagera la statistique de la fagon la plus parlante possirh
prenant par exA dans des intervalles d’amplitude 100, et on raffinera ceidantervalles.)
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Remarque 5.14 L'image d’'un gerérateura un pas n’est pas toujours uregerateura un pas comme le montrent
les exemples ci-dessous.
i) Projection d’un ¢gerérateura deux pas:

Tny1) _ (0 1 Ty

() =G ) G) 9
dans(Z/5Z)? et la premeére projection.
On obtient la suit€0,1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1]°°, on observe que le retour d’une valeur n’entraine pas
nécessairement le retour de la suivante.
if) Cascade de congruences (technique w#igar Maple) : On consigre un @rérateur GCL1x,,. 1 = ax, +
b mopt m de periode maximale (cf le #oreme (5.17)). On le&duit modulo une autre congruence{ < m) par
exemple on peut montrer (et I'obsenéeta machine) que, pour que l€sultaty;, = x[m4] est aussi ultimement
périodique et de priode )\, qui divisem = X,. Mais pour quey,, soitéquiréparti, il faut et il suffit quen; divise
m. Pourquoi? Expliquer alors pourquaj, provient d’'un grérateura un pas.

Exercice 5.1 A) Suites ultimementpiodiques, rathodes dBRENT, deFLOYD [12] pp 308, 337, 346.
B) Impémenter les diffrentes rathodes et comparer leurs performances sur E®mateurs suivants:

Tpp1 = 3141692621z, + 2718281829 mopt 1010
Tp+1 = x,% + 5z, + 1 mopt 1032

5.2.2 Algorithmes de Brent et Floyd

Il est facile de éterminer les paragtres de la suite&finie par un grérateura un pas lorsque celle-ci

— n’est pas trop longue

— est compose de nombres pas trop grands
mais, dans la pratique, on peite amea a tester des suites de nombres de plus de 100 chiffres doet smitrpas
la longueur de la @riode, il est alors hors de question de tout stocker, il $8utontenter de @thodes “locales”
qui ne demandent de stockarchaque instant que deux valeurs. C’est le cas des algestdmBrent et Floyd.
Brent. —
On pro@de aux comparaisons suivantes:

vo | @ || P -

x1‘$27x3‘..‘ ‘x2k7...z2k+l_1‘...

jusqua ce que I'on trouve une @ucidencery_; = z,,; m € [20--- 241 — 1]. Ceci se produit forement @&s
que2! — 1 > e (indice d’entée dans le cycle, inconnu rappellons-le) et gue: . Soit doncry_; = x,,; m €

[2!,-..2+1 — 1], la cdncidence trouge, on a\ = m — (2! — 1). Maintenant que I'on connait, on pro@de aux
comparaisons

vo | @ | | me |-

T ‘ La+1 ‘ ‘95/\+k ‘

la premeére a lieu pouk = e. L' étude de complexétde cet algorithmeépasse le cadre de ce cours, mais péat
trouvee dans [9, 12].

Floyd. —

On pro@de aux comparaisons suivantes

o || @1 | | a | o
T @ | o | @k |

la premére cdncidence se produit pour le premiemultiple deX qui dépasse. Lindice k trouvée est un multiple
de \ (mais pas acessairement), on pro@de alors aux comparaisons suivantes




la premere coiincidence se produit podr= x. On finit en déterminant\ par

Tprt | Tuia | | Tarn |

le premierk qui produit uneegali€ estk = \.

5.2.3 Cenrérateurs congruentiels lireaires

On appelle ainsi (en abr. GCL) leggerateursa un pas éfinis parzo; .11 = ax, + b mopt m ol m est un
module. Quand ils sont utiks comme grérateurs de hasard (benin) on cherche que létioge soit maximum
(soitm). Voici quelques exemples doas dans [12].

Exemple 5.151) zp = 0; xp+1 = 42y, + 1 mopt 9.

0212523242826 7—2—)

2) 29 =0; xp11 = 22, + 1 mopt 48.

0—-51-53—=7—(15—31—=)>

3)zp = 0; xpy1 = 3z, + 1 mopt 20.

0—=1—4—12—=)>

A xg=0; ,11 = 22, + 1 mopt 5.

(0—1—3—2)®et,sizg =4, (4 =)

C’est ce type de@rérateur qu'utilisent les langages de programmation. Paraple en Maple, on a:

>rand(1000);
proc()
local t
global seed;
seed:=irem(427419669081 * _seed,999999999989; t.= _seed;irem(t,1000)
end;
>_seed;
1
>rand(1000)();
81
>_seed;
427419669081

Noter que I'on obtient ainsi un “hasard faible” qui est, ereiggral bon (voir toutefois les triplets [9]) pour la
simulation parce qu'il estquiréparti (mais il n’est pas @atoire).

Exercice 5.16 Vérifier la période du @rérateur péccdent parBRENT et FLOYD. Comparer les performances de
ces néthodes.
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On le tleoeme suivant qui indiqgue comment fabriquer désagateurs de @riode maximale.

Théoreme 5.17 Pour qu'un GCLz,,.1 = ax, + b mopt m soit de @riode maximale il faut et il suffit que les
conditions suivantes soiengénféees:

a) b est inversiblanoptm.

b) a = 1 [p] pour toutp premier divisantn.

) Sid|m alorsa = 1[4]

Preuve —
Période maximale— Critere —
— Onax, =a".xg+ [n]a.b
— S'ily a une eriode maximale, elle passe p&ra. En posani, = z,,, = 0 on ay,, = [n],.b et la feriode
est max pouy,, il existen; tel que[n,],.b = 1 d’ou (a).
— Soitp|m, on a une projectiofd,, — Z,, Si la periode est maximale daifs,,, c’est aussi la cas dafs, (on
noteZy une classe de restes modg classique ou cerée par exemple).
— Sia # 1 [p], ona, dang,, le point fixeﬁ, ce qui est incompatible avec l&éfode maximale, d'o (b).
— Sid|m,commea =1 [2],0naac =13 [4]. Sia=3=—1[4],0naz,42 = —(—x, +b) + b=z, ilny
a donc pas degriode maximale d'0 (c).

Critere — Période maximale—

— (Réduction du proldme)
1. Sim = [[p*®, il suffit de cemontrer que lagriode est maximale dans tous B&s.
2. Regardons le cycle dg qui est engendrpar le grérateur

Yo = 0;Ynt1 = a.yn +b

on a, comme @edementy,, = [n],.b [m], et puisqué est inversible modulen, il suffit de montrer
que le criere entrainén], est de griodem dansZ,,.

— On montre que lagriode ddgn|, est maximale I'aide de I'identié
[sq)a = [s]a-[q]as

&

Exerc. Machine 5.18 Soit(F, f,zy), un gerérateur. Au lieu d’une orbite, on peut vouloir tracer toutgeaphe (la
pieuvre) def. Pour cela, il faut savoir “raccrocher” leléments aux arbres qui se raccrochent aux cycles. La
premeére néthodea laquelle on pense est de “scanner” Ié&ments non vigs un par un. Mais, il est des cas
(nous allons en voir deux) ou I'on peutaar un fonction artcedent qui prend uglementy et retourne I'ensemble
des solutions deé&quationy = f(x).

18" cas: Les GCLa un pasty; Tn+1 = ary, + b mopt m.

1.1) pged(a,m) = 1 alors on calcule un inverse demodulom par la méthode de I'algorithme d’Euclidetendu
qui donne les coefficients de Bezaut + mv = 1 gcdex en Maple et MUPAD. On a doncu = 1. Ainsi

y = ax + b[m] estéquivalenty — b = ax et par multiplication paru, on au(y — b) = « [m] solution unique.
1.2) a etm ont des diviseurs communs. On calcdle- pged(a,m) et pargcdex on calcule des coefficientsv
tels queau + mv = d. Soit maintenana résoudrey = ax + b[m]. Il y a deux cas:

1.2.1)y — b # 0[d] pas de solution em et on se trouvé une feuille de I'arborescence.

1.2.2)y — b = kd alors, en posant; = a/d, m; = m/d on a, de maréire équivalentek = a,x[m4]. Comme
pged(ar,mq) = 1, on est rame@ au cas pecedent.

2°MEcas: Les grerateurs quadratiques du type,+1 = az? + bz, + c[p] (p premier). Il faut esoudrey =
ax? + bz + c[p] soitax? + bz + (c — y) = 0[p]. La discussion se fait classiquement gar= b> — 4a.(c — y)
(voir le détail, utilisé dans les grérateursa deux pas (5.4.4)).
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5.3 Genéerateursa deux pas

Q1 Si on voit sortir une suite ultimemenépmdique d’'une bite noire, comment reconnaitre qu’elle provient d’'un
gérérateura un pas?

Q2 On constate que les “tirages” ne sont pagpehdants, peut-on d@tliorer cette situation?

Q3 Comment appliquer BENT et FLOYD au nouveau type decgérateurs?

Repartons de la suitey,z1; x,.2 = =, + 7,11 mopt 5, c'est une suite @riodique de priode20, telle qu'une
valeur soit “fonction” des deux prédentes, ceci peut se formaliser de la fagon suivante.

Définition 5.19 Soit ' un ensemble finiyg,z; € F et f : F? — F une application, On appelleéyérateur @
deux pas) le triplet F' f,(z¢,z1)). La suite assoéie au @rérateur est done parzo,z1; Tni2 = f(Tn,Tni1).

Exercice 5.20 Montrer que la suite des “Fibonacci impairsi,, = Fy;_1 Vérifie la recurrence

Up42 = 3an+1 — Gn

Exemple 5.211i) Soit F = Z/7Z f(x,y) = 2* + y et(xg,r1) = (1,2) On ala suitel -2 =3 -0 — 2 —
2—--1=3—=-4—=-1—=1=2
i) zo =1, 21 = 2, 1o = 32, + Tpr1mopt9

Note 5.22 En utilisant la notation d’un “linear shift register” (utises abondamment en codage), on a

“ <
hN vd 1)
7.7 E

Exercice 5.23 1) Faire tournerBRENT et FLOYD sur des @rérateurs quadratiques du type de (5.18).

. . , . . . @) (xo,r1) = (0,1) zpao = 2(xy + 20
i) Faire tournerBRENT et FLOYD sur les grérateurs suivants (a,b=main; c,d:machlne).) (z0,21) = (0.1) Zn 5 g 5 N
C) (zo,71) = (1,1) py2 = x5 + 75 11)

La vectorisation (qui consiste consi@rer la suitgx,,,2,,11)) permet de ramenerdtude d’un @rérateura deux
pasa celle d’'un g¢rérateura un pas.

5.3.1 Vectorisation et paranetres

Proposition 5.24 i) La suite engendye par un @rérateura deux pag F, f,(zo,z1)) est la premére projection
de la suite engenée par le @rérateura un pas(F2,g,(xo,z1)) ol g est donie parg(z,y) = (y,f(z,y)). En
particulier:

i) Cette suite est ultimemenépodique, ses paraatres sont ceux de la suite “vectozs’ ((:cn,xnﬂ))wo.

Remarque 5.25 i) Le résultat pecadent permet d’appliquer les algorithmesBIRENT et FLOYD aux gerérateurs
a deux pas.
i) Avec les notations de Mupad, en notant= (z,y), on aurait

g9(c)=(op(c,2),f(op(c,1),0p(c,2)))

Exemple 5.26 La suite de Fibonacci dart8/5Z se vectorise en

x 1 Tn 1 1\ [z,
() -0) G2 -Goo) () )
(voir remarque (5.14)).

En utilisant le produit par blocs on a que
Tor  xn ) (1 1\"[1 2
Tn+2 Tp4l “\1 0 1 1
ce qui prouve que lagriode est celle d{i (1)) (modulo 5) et que l'indice es$t
Un exemple dont on nitmise les paramgtres est celui desgérateurs ligairesa deux pas (GL2P), dont la fonction

de transition esff (z,y) = ax + by. Par exemple, la suite de Fibonacci modpldy, = 0,F; = 1; F,4o =
F,, + F,+1 mopt p (en faire [etude).
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5.4 Genréerateurs du type GL2P
5.4.1 GCenréralités

La suite fournie par un GL2P est dazmpar

20,21
Tpao = ay +brye;  (RL2)

la relation (RL2) s’appellegcurrence ligaire d’ordre deux.
A cette Ecurrence est attaéh une lequation? = a + br appelbeéquation caraétistique et qui provient de la
consiceration suivante

Proposition 5.27 Pour qu’une suite de puissances’),,>, (Suite geonétrique de premier termg) vérifie RL2, il
faut et il suffit qu'elle la @rifie pourn = 0, soit

r? =a+br (57)

Pour concevoir desayérateurs efficaces, il faut pouvoir les pai&ner de fagon qu'ils aient une granderjpde.

Pour cela il est acgssaire de les&domposer en “petits”@rérateurs dont on nigise la griode. Ce seront les
suites(r™) >0 et (nr™),>o.

5.4.2 Combinaison de deux gnéerateurs
La suite(r™),,>o moptp est produite par un GL1P étr™),,>o moptp est produite par un GL2P.

Proposition 5.28 i) Soitm > 0 un entier etr,3,71,r2 € N alors la suite de nombreggvr} + 513 ),,>0 est produite
par le gerérateur
{ [ ﬁ,()ﬂ’l + ﬂ’f‘g
Tny2 = (11 +712)Tpq1 — (rirz)z,  (RL2)
ii) Dans les némes conditions que @cedemment, la suite de nomb(es™ + gnr™),>o est produite par le
gérérateur

{ a+ B,ary + Bra

Tpyo = 2rTny1 — (r?)z, (RL2)

Remarque 5.29 En fait, il suffit de remarquer que, dans les deux caxjliation caradristique doit avoirn 7
comme racinesr(= r, = ro) dans le deuxime cas. Celle-ci est alofs — r1)(r — r2) = 0.

5.4.3 Decomposition et calcul de la priode d’'un GL2P (m = p premier).

Voici comment on progde:

1. On iesout si possible &quation caraéristique
2. On combine lesasultats de fagoa trouver les remes conditions initiales.

Par exemple pour Fibonnacci, on trouve- 3 comme solution unique pour = p = 5. L' équation caraétistique
estr? = 1 + r et ses racines dans difents “moduli” sont{} = 0 signifie qu’il n’y a pas de racine). On peut
montrer d'ailleurs que les seylspremiers tels que&quation ait des racines sont de la fortoé + 1.

p[3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 4
e 82 0 {48 {3 {3 {515 {) {624 {913} {} {735}

Dans le caswil y a deux racines distinctes,r» il existe toujours des coefficienisv tels que I'on ait les deux

premiers termes de le suite and@gssoitr;, = urf +vrh; k = 0,1 en ce cas la relation edente reste vraie pour
tout k.

Dans le cas @il n'y a qu’une raciner, il existe toujours des coefficientsv tels que I'on ait les deux premiers
termes de le suite anaBs soitz;, = (uk + v)r*; k = 0,1 en ce cas la relation @edente reste vraie pour tokit
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On peuténoncer :

Proposition 5.30 i) Dans le cas a I’ équation caradristique admet deux racines distinctgeg-, il existe toujours
des coefficients,v tels que I'on ait les deux premiers termes de le suite agalgoit

T =urt +ork; k=01

en ce cas la relation @aedente reste vraie pour tokt

ii) Dans le cas @ I'équation caradristique n'admet qu’une racine il existe toujours des coefficientsv tels
que I'on ait les deux premiers termes de le suite arédysoitz, = (uk + v)r*; k = 0,1 en ce cas la relation
précedente reste vraie pour tokt

i) Les couplequ,v) détermires pecdemment sont uniques.

Nous ne traitons pas cette @@le cas 0 il N’y a pas de racine. Voyons maintenant, avec plus éils, la
technique utiliée pour esoudre legquations du second dégmodulop (premier impair).

5.4.4 Carrés etéquations du second degr danskF,

L' équation du second degdansZ/pZ = F,; p # 2 se discute comme dans le cas classique @) en tenant
compte des cais.Dans tout ce paragraphe, désigne un nombre premief 2.

Proposition 5.31 L’ équation du second deguz? + bx + ¢ = 0; a # 0 se discute et@sout selon le discriminant
A = b — 4dac.
i) Si A = §2 est un caré dansF,, alors I'équation admet les racines
~b—0 —b+9d
2a ' 2a
i) Si A n'est pas un ca&, I'eéquation n'a pas de solution.

Remarque 5.32 SiA = 0, les deux racines du cas (i) se confondent en une racine ditbld;—;’.
Les carés se calculent sur la “pregre moite” deF,,.

Proposition 5.33 L’application donrée parz— > x? définit une bijection entr@)..%} et 'ensemble des ca&s
delF,.

p=| 3 | 5 | 7 | 11

Exercice 5.34 Résoudre et discuter dar&/pZ:

)zl +r+1=0p=112331 b)z?+4x+2=0; p= 17,29
Oa24+mr+1=0;p="711,13 d)z>+1=0; p=19,23

e)zt =m; p=29,31 at4+22+1=0; p=11,2331

z | 0
9:2‘0

Rk N

z | 0O
270

x

xT

[

5.4.5 Calcul de la griode d'un GCL2

Rappelons ici la discussion.
La suite fournie par un GL2P est da@ampar

Z0o,T1
ZTpio = QXpi1 + Pz,  (RL2)

la relation (RL2) s’appelleacurrence ligaire d’ordre deux.
Voici comment on proede :

1. On esout si possible&quation caraéristique
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2. On combine lesasultats de fagoa trouver les rames conditions initiales.

Exercice 5.351) (p = 5) Résoudre et discuter les Zgjuations

rP=ar+8

pour (a,3) € F5 (essayer de regrouper des cas, voir desélyims etc..)

ii) Constater que si on tire les paratres(«,3) € F2 “au hasard” (équidistrib&), la probabili& que lequation(57)
ait 0,1,2 racines est:

Nb.rac.| 0 1 2
2 1 2
Proba. :E F :

iii) (Cas gereral) On consiére maintenanp # 2 quelconque et on tire les paraes(«,3) € F; au hasard
(équidistribe). Montrer que la probabil& que Iéquation(57) aib), 1,2 racines est:

Nb.rac.| O 1 2
Proba. | £5 -

iv) Faire des expriences machine sur déffentes valeurs dg.
a) Exhaustives : examinéous les coupleg«,f3).

b) Aleatoires (grandes valeurs gg: utiliser un gerérateur de hasard.

On rappelle que, poyr premier, urélement non nuy € Z/pZ vérifie toujoursg?~! = 1 (Fermat). Mais il peut
y avoir des puissances plus petites. Le plus petit 0 telle queg” = 1 est appek I'ordre deg. Voici a titre
d’exemple les ordres dgs+# 0 dansZ/19Z.

g |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
ordg) |1 18 18 9 9 9 3 6 9 18 3 6 18 18 18 9 9 P

Les reriodes sont dorées par la tableau suivant:

] racines \ Xy = \ période \
0 estrac.
ou (1 )n>1 vientd’'un GCL1.
0 € {u,v}
ri,re #0 r1 # o Ty = urf +orld | ppem(ord(ry),ord(rs))
uv#0 | ri=ro=r | x, = (un-+v)r" p x ord(r)

Par exemple, pour Fibonacci mod 5, on a
T, = 3" + n.3"moptb
ce qui explique la priode de20 = 5.4. Pour Fibonacci modulo 11, on a
Ty =10%4" +2%8" = —4" 4+ 2 % 8"moptll
ce qui explique la priode de 10 casrd(4) = 5; ord(8) = 10

Exercice 5.36 a) Concevoir un programme qui donne les ordres &éments modulp.
b) Faire, pour difErentes valeurs dg la statistiquep — (maxord(p),numaxord(p)) oumaxord estI'ordre
maximal enummaxord est le nombre desléments d’ordre maximal. Que remarque-t-on?

La notion de @rérateur a dja éte utiliste pour RSA, nous la rappellons ici.
Proposition/Definition 5.37 i) Pour toutp premier, il existe deglements; € Z, tels que
ZP - {O} = {gk}ofkgp—Q = {1797927937 o 'gp*Q}

c’esta dire que les puissances dalécrivent tous leglements non-nuls.
i) De telsélements (exactement ceux qui sont d’ordre maximalsseitl) sont appeks grrateurs.
iii) (Calcul de I'ordre d’un élément quelconque) iest un @rérateur, on a

p—1

d(gh) = ———
ord(g”) pged(k.p — 1)
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la conclusion de cettétude est que lagiode d’'un @rérateura deux pas avec solutions de I'EC est: soit un
diviseur dep — 1 (cas @ il y a deux racines), sojt x ord(r) (cas @ il n’y a qu’une seule racinge) et donc la plus
longue @riode Ealisable avec unggérateur & racine(s)” esp(p — 1). On verra aussi que la plus longuerjpde
d’un gérérateur “sans racine” egt — 1. Soit pour les premiers nombres premigrg

[ p [3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 4y

p(p—1) |6 20 42 110 156 272 342 506 812 930 1332 1640 1806 2162
p>—1 [ 8 24 48 120 168 288 360 528 840 960 1368 1680 1848 2208

5.5 Autres ¢enéerateurs
Knuth donne dans [9] (p26), uregerateur de D.J. Mitchell et D.P Moore

Xn = (Xn724 + Xn755) mopt m

ol les termes initiauxX, - - - X54 sont des entiers arbitraires non tous pairs. Il a p@argae2/ (2°° — 1) pour
m = 2°et0 < f < e (cf[9] p34 Ex. 11) et se programniel’aide d’'une liste cycliqué 55 pas.

5.6 Généateursak pas
5.7 Enumeérer, classer, indexer

5.8 Répartitions equitables et moinsequitables

6 Representation des donaes et calcul

6.1 Geénréralités

Nous connaissonsgh, avec les mafimatiques ou plus simplement avec I'arigtiqueélémentaire le probreime
de la repesentation des doies. Dans le premier cas, toutes les notations en sont urpkxevec le dploiement
kaleidoscopique des multiples possik#htdont la puissance et le champ d’application varie autamta multi-
plicité des languages et des disciplines : qu’'on carrsideulement la notation &lgrique et trigonometrique des
complexes, les angles dUEER etc..., de I'autre @té on a @ja les diferentes ref@sentations d’un nombre par une
suite de symboles (nugnation) et les algorithmes qui leurs sont asssclil est connu qu’une notation apprdaei
peut rendre unésultat limpide et qu'une mauvaise notation peut rendreésnltat ou la pratique d'un calcul
impossible (qu'on s’amuse seulemenadditionner deux complexes sous forme trigoatiique). Ainsi, on peut
calculer sur les repsentations au lieu de calculer sur les quéastét on esgre que les notations sont suffisament

bien choisies pour donner des algorithmes simples.
Les structures de doias de base (“briques”) les plus courantes sont :

Listes, vecteurs (d’entiers, de scalaires etc..)

Matrices

Mots

Fonctions

Diagrammes (graphes, chemins - de Dyck etc.. -, DAG, arbres

7 Premiers pas & Resune des gances

Les premiers rappels concernent les notions suivantes

— Alphabet (de commande)
— mots (y compris le mot vide)

— exemples de statistiques sur les mots (éegartiels),
les langages (distributions de longueurs)
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concaénation

longueur, degs partiels (hombre d’occurrence)

langages

codes rationnels : le premier exemple(déb)*

premeres identis rationnelle$a*b)* = (a + b)*bet(a + b)* = (a*b)*a*

Les derneres gances.

— le 18.03: exemple de 'automadedeuxétats qui reconnaita*b)*a*, réalisation de la factorisation par les
retoursa I'état] 2|. Debut des multipliciés
— le25.03:
- Aw)
forme “sandwich” du calcul
comportement, exemples
étoile d’'une matrice
“lemme des oreilles de Mickey”
exemples de calcul
expressions rationnelles
— le 08.04:
— Retour sur étoile d’'un langage, d’'uneesie
— le 15.04:
— exemples étoiles,
— semi-anneaux par les diagrammes

8 Sysemes et Calcul

8.1 Introduction

Exemples d’automates b@ans, stochastiques, de comptage, de plus courts chemgsemi-anneaux assesi
sont:B, R4 ,N,([0, 4+ oo],min,+).

8.2 Description de la structure d’automate
8.2.1 Graphe pondré

L’ element de base de ces graphes estlh#A = ¢; % @2 avecy; € Q, a € X, o € k ou @ est un ensemble
d’eétats,¥ un alphabet ek, un semi-anneau Pour un tel objet, oné&finit, selon les conventionggérales de la
théorie des graphes,

— t(A) := ¢, (“tail”: queue, source, origine)

— h(4) := ¢2 (“head” tete, but, ex@&mité)

— I(A) := a (“label” étiquette)

— w(A) := «a (“weight” poids).
Un cheminest une suite d'é&tesc = A1 A5 --- A, (C’'est un mot en les ates et sa longueur es) telle que
h(Ag) = t(Ag+1) pourl < k < n—1pouruntelchemin(c) = t(A1), h(c) = h(An),l(c) = 1(A1)I(As) - - 1(A4,)
(concaénation)w(c) = w(A;)w(As) - --w(A,,) (produit dans le semi-anneau).
Par exemple pour le chemin de longueur 3 suivant(N),

2 b3
u:p%qlﬁrcljs (58)

onat(u) = p, h(u) = s, l(u) = abe, h(u) = 30.

5. Nous verrons plus bas que les axiomes de la structure deaseau sont contraints par lafahition meme
du syséme de transitions ainsi obtenu.
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Le poids d'un ensemble de chemins dénre source, but éftiquette est la somme des poids des chemins de cet
ensemble. Ainsi, si

u|o
_)
al ulg q2 (59)
%
le poids de cet ensemble de cheminscest 5. On a donc que les poids se multiplient €mis et s’aditionnent en
paralkle. Les diagrammes suivants montrentéaessié des axiomes de semi-anneau.

| Diagramme | Identite | Nom |
e
D e q a+ (B8+v) = (a+p)+~ | Associativie de+
r1,_|'>y
p(igq a+ =0+« Commutativié de+
pj‘gq a+0=a Element neutre (droite) de
Phog 0+p=4 Element neutre (gauche) de
D alg q A9 Ay a(By) = (aB)y Associativie de x
pszq li? r (a4 B)y=ay+ By Distributivité (droite) dex sur+
D a|§ q%r a(f+7v)=ab+ay Distributivité (gauche) dex sur+
p Mg r axly=a Element neutre (droite) de
p B g U8 1, xB8=8 Element neutre (gauche) de

8.2.2 Structure et comportement des automates

Un automatex poids ou poneé (“automaton with weights”) est la doee de troi€lements vectorielsl, M., T'):

e Un vecteur d’entrée I € k1*@

e Une famille (indexée & A) de matrices de transition M : A — k@*@

e Un vecteur de sortie T € k@*1
La donree des transitions\{) estéquivalentea celle d’un graphe poe dont les sommets sofy, I'alphabet
A et les poids sont pris darks De plus celle dd (resp.T’) corresponda la doniee de feches rentrantes (resp.
sortantes) mardees avec des poids. Dans tout ce processus, on peut ne gpginlds feches de poids nul.
Ce type d’automateségéralise les automates (béeins) de la thorie des langages (que I'on obtient alors pour
k = B) est une machine qui prend un mot en éatet retourne un coefficient (dahy en sortie. Son com-
portement est donc une fonctioh : A* — k (que I'on peut noter, de magie équivalente, comme unéise
A = ZwGA* A(w)w)
Calcul du poids A(w). —
Onétend d’abord la fonction de transitidd a A* par

M(G) = IQXQ, M(w) = M(a1a2 te (ln) = M(al)M(ag s M(an) (60)
ol I« estla matrice identétde format) x Q. Le calcul du poids d’'un mot est alors, pafuhition,
A(w) == IM(w)T (61)

d’'apres la ggle de multiplication des matrices, on a bien @é(w)T est une matrice de forméatx 1 et donc un
element déet. Le lien avec le graphe de 'automate est dopar la proposition suivante :

Proposition 8.1 Soit, pour dewetatsr,s et un motw € A*

A" (w) = 1, > weight(c) | T, (62)
¢, chemin l(c)=w

t(c)=r, h(c)=s
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alors
Aw) = Y A (w) (63)

r,s€Q

Cette proposition a le sens intuitif suivant :

1. I'équation (89) donne le poids calewdomme au paragraphespedent

— on fait le bilan paraélle (c’esta dire une somme) des poids des chemins qui joingnast
2. on multiplie @ gauche si c’est non commutatif) par le poids d'eaten-
3. on multiplie @ droite si c’est non commutatif) par le poids de sortisen

8.2.3 Premiers automates

Longueur totalg . |w|w

Comptage des, ), 4~ |w|aw et desh,
Produit des degs partielsy . 4.
Autres produit® . 4. Flu)|w|w, >, cax Flu), [wlyw

weEA* w‘bw

|w|a|w]pw

e

8.2.4 Composition des automates
Somme et multiplication par un coefficient constant
Produit de Hadamard

Produit (de concag&nation)

Nous avons vu que nous pouvions coder de “I'infini dans du &nitonsiérant les suites ultimemenépodiques
que sont les @veloppements illimés des rationnels. Nous allons voir qu’il en est dame pour la production des
automates finis, en effet, un automate fidsdju’il posgde un cheminussi qui comporte un boucle, recoftna
un langage infini.

Exercice 8.2 Montrer que cette condition est suffisante, autrement dausun chemin &ussi ne comporte de
boucle, alors le langage reconnu par I'automate est fini.

Commencons par un exemple : On coesalun automate (bo@én), d’ensemble dtats@ et dont les transitions
sontétiqueges par un alphabet. Cet automate, via la correspondance (graghematrices) peuétre vu comme
un triplet(7,7,M) avec:

e Un vecteur d’entrée I € k1%<Q
e Une famille de matrices de transition M : A — k@*@
e Un vecteur de sortie T' € k@*1

Dans les automates usuels, les scalaires sont pris{@als Si on consiére ces nombres comme des entiers natu-
rels, 'opérationw — I M (w)T donne le nombre de chemirisussis. Une expression rationnelle du comportement
de 'auromate (tenant compte des multipks} €sulte du calcul suivant

S UMw)w=1(Y_ Mww)T =I(Id, - Y M(a)a)™'T

weX* weD* a€eX

sion noteMy, = >
(i,j) estla somme

wess M(a)a, onaMy = (Id, — Y., M(a)a)~*. C'est la matrice dont I'enére d’adresse

Z (nb de chemins i — j d’étiquette w)w
w étiquette

un chemin de i vers j

par exemple la matrice
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a pourétoile

« [ (a+ab)* (a+ab)*a
Mz = (b(a—l—ab)* (ba*a)* )

il est facile de voir que lesésies assoées sont sans multipliéit(i.e. pour(i,j) etw donrés il existe au plus un
chemin détiquettew), mais ce n’est pas le cas pour

a a
Qs = (b a)

0 — (a +aa*d)*  (a+aa*b)a*a
27 \a*bla +aa*b)*  (a+ba*a)*

qui a pourétoile

Exercice 8.3 1) Dessiner les automates (sans vecteurs déamnat sortie) assoes aux matriced/s;,Qs.

2) a) Montrer, en utilisant un raisonnement sur les chemiaissdun graphetiqueé convenable, que pour deux
lettres, on &a + b)* = (a™b)a™ (Elimination de Lazard moridale).

b) Appliquer cette identt pour trouver une autre forme de + aa*b)*.

¢) Montrer quea*aa® = agz = 2,5, na™

d) Si un mot ne se termine pas pasa multiplicie danga*aa*b)* est nulle, mais s'il critw = a™ ba™2b- - - a™* b,
ona(w,(a*aa*b)*) = ni+na+- - - ni. En ceduire le éveloppement (i.e. les multiplie& des mots) de*aa*b)*a*,
puis des 4 coefficients de la matrigs;.

3) a) Soit I'alphabet quatre lettres> = {a11,a12,a21,a22 }, montrer directement en raisonnant sur les chemins,

que si
G = air a2
az; a2

ona

o — < An Ar1a12a3,

% ; avec A1 = (a11 + a12a59021)", Asa = (a22 + az1a7,a12)"
a22a21A11 Ago

b) Expliquer en quoi ces formules fournissent un algoritipaemettant de calculer &toile de toute matrice de
séries propres.

Exercice 8.4 (L'lphabet est{a,b}) Soit L,, le langage fini forrd des motsv tels que
[wle + 2wl =n .
Pour \erification, on a

Lo ={e}, L1 = {a}, Ly = {aa,b}, L3 = {aaa,ab,ba}

a) Ecrire les termed., et Ls.

b) Calculer|L,,| & l'aide d’une recurrence simple.

c) Montrer queSG = Y [L,|t" = (t + *)* = .

d) Faire le lien avec le nombre de pavages d’'un rectarigle n par des domino& x 1 ([11] pp 321) comment
coder les pavages, l&unérer, les @rérer.

e)A l'aide des @calages, former 'automate qui reconnait kre S.
On a un analogue parfait de ce qui se passe pour les ratiggoetis. Plus pgciement:

Exercice 8.5 A) On consiére les arbres — 2 qui sont les arbres 1 ou deux fils.
A chaque arbrd — 2, dont les noeuds internes sont ségmpar "+ s'ils ont deux fils et "() ~1” s’ils en ont un on
fait correspondre une fraction (i.e. s@valuation avec les feuilles i) donrée par la egle ©cursive

1
ev(A)
montrer que I'ensemble des valeurs obtenues(¥Est Est-ce que la ref@sentation est unique ? Est-ce qu'elle

englobe les fractions continues? Comment caaser les arbres qui les donnent?
B) On consiére les &ries sur un alphabetl (i.e. fonctionsA* — k ou k est un semi-anneau (i.e. suffisant pour

cv(e) = 1; ev((A1,Az)) = ev((Ar) + ev(Ag); ev((A)) =
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faire la calcul matriciel).
a) Montrer que les conditions suivantes séqgtivalentes::
i) La série S est I'évaluation d’une expression rationnelle.
i) La série S est combinaison ligaire d'un ensemble deges S,,5,, - -- .S, qui est (lirkairement) stable par
décalages soit
(Vo € A)(Vi € [1.n]) (™18, = Z i j(x)S;

0<j<n

iii) Il existe A € K'* 11 A — K™ v € K" tels que pour touty € A*, (S,w) = A\u(w)y (ol u() dénote
encore I'extention dg a A*).

Lorsque I'on a une parti& € A*, on peut se demander :

Quel est le langagé(X) engende parX ?

c'esta dire les suites finies d'instructions (i.e. le sous-nida@ngends). OnaL(X) = > ., X™ a coefficients
dansB. La meéme somma coefficients dani contient plus d’informations (soit le nombre de fagonstémir w
comme produit de facteurs dafg.

Automates. Automated multiplicite (notion de cat). Comportement d’'un automateérgs (exemples), ration-
nelles.

Passage SG®> Aut <+ Exp. rat.

Exemples dé&N etZ automates.

Séries greératrices (rationnelles -arbres de Fibonacci- et nonmagtles -arbres binaires, chemins de Dyck-).
Résolution des prerares ecurrences, @&alage e\. Complexi€ du comptage des boucles. Arbtes 2.

9 Series

9.1 Introduction

Les ries jouent ledle d’un outil tes important en MTHEMATIQUES (algébre : Ealisation explicites de conggés,
analyse : @veloppement de fonctions analytiquesyeloppements asympotiquegogretrie : classes de singula-
rités, probabiliés : €ries grératrices de probabiét), en NFORMATIQUE (combinatoire - algbrique gnunérative,
analytique -, analyse d’algorithmes, grammaires d’objbéorie des langages), emPsIQUE (probleéme des mo-
ments, @veloppements perturbatifs, solutions d’ED) et dans Bart'ingénieur €lectronique : transforée en
“z", séries de Fourier, &eloppement de cara&eistiques non ligaires, Linear Shift Register) pour ne citer que
quelques unes de leurs applications.

9.2 Fonctions: notation fonctionnelle et sommatoire

Les ries se grsentent sous forme d’'une somme (finie ou infinie)

> coefficientm)m (64)

meM

I'ensembleM pouvantétre un ensemble de mdmes ou un ensemble de fonctions bien choisiegds d’expo-
nentielles, éries de Fourier, de Dirichlet). Dans ce cours, nous nougelions au cas des momes. Dans ce cadre
rentrent

1. les €ries et polydmes d’'une ou plusieurs variables (commutatives, non cdatimes ou partiellement
commutatives)

2. les fonctions syi@triques
3. les ries et polydmes de Laurent, de Malcev
4. les €ries d’exponentielles, de Bertrand et de Dirichlet

le carackre commun de ce€ses est que I'ensemble des ménwesM est ferngé (stable en francais) pour la
multiplication.
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10 Series de plusieurs variables

10.1 Les scalaires de I'Informatique

La théorie des langages traite d’ensembles de mots (i.e. depaftin mondde libre), la tleorie des sysimes
traite des actions, celle des tranducteurs des correspoesidavec ou sans poids), celle desimbs de Markov
consicere des proabaibis de transition. Enggéral, I'lnformatique Tleorique @veloppe des calculs

— dans le cadre logiqueid'on a volontierse + x = )
dans le cadre modulaire (i.e. modglou x + = + - - - x = 0)
N————

p fois
dans le cadre probabiliste et celui defitsq'souvent&els)
avec les traitement du signal(ées fonctions peuveritrea valeur dan€)
dans le cadre des transducteurs (coefficients non-cortifauta
Voila pourquoi on gréralise la structure d’anneau en celle de semi-annealitifietuent, un anneau sans l'egtion
T —x).

10.2 Definition d’'un semi-anneau

Définition 10.1 Soit K, un ensemble. Une structure de semi-anneausast cfinie par la donée de deux lios
de composition internes suf, (+,x) telles que

SR1)(K,+) est un moniale commutatif clement neutré x

SR2)(K,x) est un moniae délement neutré x

SR3)x est distributifa droite eta gauche sur I'addition

SR4)0 est un annulateur (o&leément absorbant),z = 20, = 0y

Un semi-anneau sera dit commutatif ssl’est.
Remarque 10.2 SR4) n’est pas coiguence des autres, comme le montre I'exemp(&de:p,+)

Exemple 10.31i) (B, + ,.) (semi-anneau boékn).

i) (N, + ,.) (entiers naturels)

i) (RU{—o0},maz,+)

ces semi-anneaux ne sont pas des anneaux.

iv) Tous les anneaux (et en particulier les corps) sont des-s@neaux.

Définition 10.4 i) Un morphisme de semi-anneau (K, + ,.) — (Ks, + ,.) est une application : K; — Ks
qui est un morphisme pour les structures de nides (additifs et multiplicatifs) d&’;; i = 1,2.

i) Si K C K etqueyp estl'injection canonique, on dit quig; est un sous-semi-anneau lg. Si¢ est surjective,
on dit queK, est un quotient dé;.

Exemple 10.5i) L'application s : N — B telle ques(0) = 0; s(n) = 1 pourn > 0 est un morphisme de
semi-anneaux. Ce morphisme est non prolongeafle
ii) Semi-anneaux d’Eilenberg. — On peut muKir , = {0.1,---¢,---e + p — 1} d'une seule structure de semi-
anneau telle que 'application : N — K, ,, définie par

nsi0<n<e+p-—1

r(n) = { (n — e mod p) + e sinon (65)

soit un morphisme de semi-anneaux.

Exercice 10.6 Soit (K, + ,.), un semi-anneau. Montrer qu€ est trivial (c'esta dire |K| = 1) ssilx = 0Ok.
Donner alors ses tables d’addition et de multiplication.

Exercice 10.1 Soit(X, + ,.) un semi-anneau.

a) Montrer gu'il existe un seul morphisme de semi-anneauxN — K et que son image est le sous mileode
(K,+) engende parlg.

b) Montrer ques(N) est un sous semi-anneau Heet qu'il est soit isomorpha N soit isomorphé& un, et un seul,
deskK, .
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Exercice 10.2 1) a) Soit(},+), un mondde commutatif
End(M) = {¢ € M™|6(0) = 0 et(Va,y € M)(d(x +y) = d(x) + 6(y))} (66)

montrer que(End(M), + ,0) est un semi-anneau.

b) Soit(K, + ,x) un semi-anneau et, pour toate K, soith, : = +— ax de K dansK. Montrer quex — h,,
est un morphisme de semi-annedlx— End(K,+).

2) Soit(M,*) un mondde tel qugVx € M)(z+x = x). Montrer que le relation< définie parr < y <= xxy =y
est une relation d’ordre.

3) On supposé/ de plus commutatif et on note sa loi (Commutative band).

a) Montrer queM est semi-eticule sugerieurement (toute paire admet une borne &igure) et quer + y =
sup(z.y)

b) Montrer que, dand/, on a identiquementup(z + ¢,y + t) = sup(x,y) + t.

4) [?] VI, 1 Ex 13). —

On dit gu’'un monide M (commutatif) est semigticule inferieurement (ou semieticule pour simplifier), si c’est
un mondade ordon, siin f(x,y) existe pour tout couple @lementst, y de M et sil'on a

inf(zx+zy+z)=inf(xy) + 2
quels que soient,y,z dansM . Démontrer qu’on a alors les idenés :

inf(x,y,2) +inf(r +yy+ 2,2 +x) =inf(x,y) +inf(y,z) +inf(z,)

Déduire de la prengire de ces relations que< z ety < z entrdinentz +y < z+inf(x,y). Montrer que la prop.
11 de [7] VI, 91 p. 14 et ses corollaires sont valables dans un rid@gemi-éticule.

b) SoientM un mondde semi-eticule, N un sous-moride del tel queinfi(x,y) = infn(x,y) pourz,y dans
N et que leeléments deV soient syrétrisables dand/.

Montrer que le sous-group@ de M formé desélementse — y, pour z,y dansN, est eticule (c’esta dire que
toute paire admet un borne seipeure et inérieure).

5) Soit(M,*), un mondde semi-éticule sugerieurement, c’esa dire que I'on ait identiquement

sup(tx xt xy) = t* sup(x,y); sup(x*tyxt) = sup(xy)*t (67)

Quelles sont les conditions pour qU&/,sup,*) Soit un semi-anneau?

10.3 Automatesa multiplicit és

10.3.1 Graphes ponérés (structure de transition)

L’ élement de base de ces graphes esélch#A = ¢; a‘ﬁ g2 avecy; € Q,a € A, o« € k ou @ est un ensemble
d’états,A un alphabet ek, un semi-annedgu Pour un tel objet, oné&finit, selon les conventionsgérales de la
théorie des graphes,
t(A) := ¢ (“tail”: queue, source, origine)
h(A) := ¢o (“head” ete, but, exmite)
I(A) := a (“label” étiquette)
— w(A) := «a ("weight” poids).
Poids d'un chemin A(w). —
Un cheminest classiquement une suite dtes conscutives, formellement, une suite= A; A5 --- A,, (C’est un

mot en les ates et sa longueur es) telle queh(Ay) = t(Ags+1) pourl < k < n — 1 pour un tel chemin
t(c) = t(Ay), h(c) = h(An), l(c) = 1(A1)l(As)---1(A,) (concagnation),w(c) = w(A;)w(As)---w(A,)

6. Nous verrons plus bas que les axiomes de la structure deaseau sont contraints par lafthition méme
du syséme de transitions ainsi obtenu.
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(produit dans le semi-anneau).
Par exemple pour le chemin de longueur 3 suivant(N),

U=p-—>q—>r-—3s (68)

onat(u) = p, h(u) = s, l(u) = abe, h(u) = 30.
Le poids d’'un ensemble de chemins deme source, but étiquette sera la somme des poids des chemins de cet
ensemble. Ainsi, si

u|a

—

ql q2 (69)

ulB
%
le poids de cet ensemble de cheminscest 3. On a donc que les poids se multiplient &nis et s’aditionnent en
paralkle. Les diagrammes suivants montrentéaessié des axiomes de semi-anneau.

| Diagramme | Identite | Nom \

alg

P oI q a+ (B+7) = (a+B)+~ | Associativie de+
aly

pz_‘T;q a+pf=F+a Commutativié de+

pZi;q a+0=a Element neutre (droite) de

palo g 18 0+pB=a Element neutre (gauche) de

P a—lg q b|—>ﬁ r CI>Y s | a(By) = (aB)y Associativie dex

piﬁq oy (a+B)y=ay+ By Distributivité (droite) dex sur+

D g qz_lwir a(f+7v)=af +ay Distributivité (gauche) dex sur+

p s g axl,=a Element neutre (droite) de

p B Wy 1, xB8=8 Element neutre (gauche) de

10.3.2 Structure et comportement des automates

Un automatex poids ou poneré (“automaton with weights”) est la do@e de troi€léments vectorielsl, M. T'):

e Un vecteur d’entrée I € k1%@Q
e Une famille (indexée & A) de matrices de transition M : A — k@*@
e Un vecteur de sortie T € k@*1

ou (Q est un ensemble fini.

La donree des transitions\{) estéquivalentea celle d’'un graphe poe dont les sommets sofy, I'alphabet
A et les poids sont pris daris Pour deuxétatsq;,q> et une lettre, on construit aéfthe du graphe poad de

M
l'automate paiy, (g’”z ga.

De plus, les vecteurs (resp.T’) correspondend la don@e de féches rentrantes (resp. sortantes) meeguavec
des poids. Dans tout ce processus, on peut ne pas indiquikrdees de poids nul.

Ce type d’automates, quiegéralise les automates (béehns) de la thorie des langages (que I'on obtient alors
pour k = B) est une machine qui prend un mot en éatet retourne un coefficient (dah¥ en sortie. Son
comportement est donc une fonctigh: A* — k (que I'on peut noter, de magmieéquivalente, comme unéise

A =3 ca Alw)w). Le comportement se calcule de la fagon suivante

Définition 10.7 Soit, pour dewetatsr,s et un motw € A*, on cfinit le comportement local entre Ietatsr et s,
A"™#(w) comme la somme des poids des chemiagliettew qui joignentr a s. Soit

A" (w) = 1, > weight(c) | T, (70)
¢, chemin l(c)=w

t(c)=r, h(c)=s

47



Le comportement dd se cfinit par les formules

Aw) = Y A (w) (71)
r,s€EQ

behaviour(A) = Z A(w)w (72)
weA*

La définition (10.7) a le sens intuitif suivant :
— Pour le comportement “local’{™*(w)) entre deuwsétats donésr,s selon le motw, I’ équation (89) donne
le poids selon laggle suivante :
1. on fait le bilan para#lle (c’esta dire une somme) des poids des chemins @magtiquettew qui
joignentr as
2. on multiplie @ gauche) par le poids d’ebt& enr
3. on multiplie @ droite) par le poids de sortie @n

— Pour le comportement “global’4(w)) selon le motw, on fait la somme de tous les comportements locaux
pour tous les couples &fats

Calcul matriciel du poids A(w). —
On étend d’abord la fonction de transitidd a A* par

M(e) =Ioxg, M(w) = M(araz---an) = M(a1)M(az --- M(an) (73)

ol I« estla matrice idengétde format) x (). Le lien avec le graphe de I'automate est depar la proposition
suivante :
Proposition 10.8

A(w) == IM(w)T (74)

d’'apres la egle de multiplication des matrices, on a bien @é(w)T est une matrice de forméatx 1 et donc un
element dek.

10.3.3 Premiers automates

1. Longueurtotalg " . .. [w|w

2. Comptage des, ), 4~ |w|aw etdesh, Y . 4.
3. Produit des de@s partiels) 4. [w|q|w|pw

4. Autres produits . 4. Flujlw|w, >, cax Flu), [wlyw

wlpw

10.4 Le ckcalage

10.4.1 Formules liant le &calage et les autres ggrateurs

Le cecalage est ligaire ¢(S + 1) = 0(S) + o(T); o(aS) = ac(9); o(Sa) = o(S)a)
o(SOT)=0(S)©a(T)

o(ST) =0o(S)T + S(0)o(T)

o(S*) =o(S5)S5*

10.4.2 Espaces stables et matrice dédalage

Définition 10.9 i) On dit qu’'une famille finieF = (f,),cq est stable par écalage si 'ensemble des ses combi-
naisons lireaireslin(F) I'est. De mangre équivalente, pour tout € @

U(f'r‘) = Z 047“,3.]03

sEQ

la matrice (v, ;) de format@ x @ s'appelle la matrice du &calage par rapporé la famille 7. On dit alors que
I'espace engendrpar F est un espace stable de type fini.
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i) La familler des &écakeso™(f) d’'une ®rie f engendre un espace de type fini ssi celle-ci admet une reld&o
récurrence litaire.

o (f) = ciol(f)
Jj=0

On appelle alors matrice duétalage poutrf, la matrice pecedente pour la familléf,o(f),--- o*~1(f).

Exercice 10.101) Ecrire la matrice du @calage pour leséries suivantes

ano Fnz" ano nz" ano n?z"
ano nkyz" ano(Fn)zzn ano 22t
Indication
On itere o sur la rie S jusqua ce que l'on trouve uneécurrence ligaire. Ou bien, on identifie de€ges
[S1,59, - S,] stables par écalage soit
U(Sl) = Z aiij
J

I1) (Formule de Dobinsky).
1) On consiére les oprateurs sur leséries noész et d% définis comme sur lessdeloppements de Taylor.

a) Montrer que-L 2 = 2k =1 4 2k 4

b) En ceduire que(z L) = 37| a(n,k)zF(L)k.

II) Ici K = C. Le but de cet exercice est de montrer qu’on pdlfinir des puissance$géralisees pour leséries
de terme constarit.

On c&finit, pour(a,k) € C x N le coefficient binomial gréralisé par

(2) :a(a—n-.l-d(a—kﬂ)

Soit une érie S de terme constarit. On c&finit la €rie (1 + S)° par

1+9)° =3 (Z) Sk

n>0

(cf remarque 3.6 (iv)).

1) Montrer que, siv € Z, cette notion de puissance correspond kda notion usuelle.
2) Etendre cette&rification aux puissances fractionnairasc Q.

3) (**) Commentétendre cetteérification aux complexes ariques suf?

I11) 1) Trouver, s'ils existent, le premier et le 'ﬁ;nen tel que: (on appliquera lesssies)
a)3" =52 7] b) n3™+l = 230+ (7] ¢) 5n3" = 205" 7]
d) 3" = 72" [11] e)3™ !l = 73t [11] ) 5n3™ = 207" [11]
9)3"=n?+1[11] h)yn=5"[11] i) n = 22" [11]

2) Donner deux autres @thodes pour trouver laécurrence ligaire.
3) Etle 106°M® |e 1'€M&;
IV) Exercices sur les&ies grératrices vues en cours (fontaines déegas etc..)

10.5 Types courants (deéries)

Pour pouvoir faire des @rations sur les&sies, il faut supposer que I'on sait@ner sur les coefficients. Pour
simplifier notre approche, nous supposerons que les cesfficsont&els ou complexes (i.é.= R ouC)”’.

7. En fait une telle restriction est inutile en pratique espace des coefficients pdite restreint aux anneaux
et meme - avec encore plus de sas@n Informatique - aux semi-anneaux qui sont des strgctiwieérifient les
axiomes des anneaux sauf I'existence d’'un oppmsur toulement
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D’autre part, on se limitera awéses pour lesquelles I'ensemble des imes)/ est stable pour une certaine
opération associative et comporte @ément neutre (qui servira de base aux termes constants).

Définition 10.11 i) On dit que(M,x) est un moniae si)M est muni d’'une loi associative admettant @ament
neutre.
ii) Soit k un ensemble semi-anneau (de coefficient§)\&t) un monadde. On appelle&ie surM & coefficients

dansk, toute fonction\/ %47 k.
Pour les semi-anneaux, on consultera I'annexe.

Les €ries de toutes sortes sont des fonctions (avec ou sangtiestt) sur les morides constitas par les
mondmes. Voyons quelques exemples.

] Séries \ Mondmes \ Restrictions \ Remarques |
Univariees en 2N ={2"}nen Aucune Espace na@ k[[z]]
Polyndbmes ern: 2N ={2"}nen Support fini Espace n@k|z]

Plusieurs variables | N® fonctionsX — N
commutativesX) a support fini Aucune Espace na@k|[[X]]
Polyrdmesa plusieurs | N fonctionsX — N
variables commutative{ a support fini Support fini Espace n@k[X]
Plusieurs variables X*, mondde libre
noncommutativesy) sur I'alphabefX Aucune Espace n@&k((X))
Polyndbmesa plusieurs X*, mondde libre
variables noncommutatives  sur I'alphabeiX Support fini Espace n@k(X)
Séries de Laurent 2L ={2"}hex n>N; NeZ Espace n@k((z))
Polyrdmes de Laurent 22 = {2"} ez Support fini Espace né@tk(z,z~1)
Seéries de Puiseux 20+ = {z°}aco Aucune
Séries de Malcev (T, <) groupe Support
totalement ordon bien ordoné Espace n@&k((T))
Seéries de Taylor 2N = {2"}nen Rayon de convergence Espace n@k[[{z}]]
k=RouC
Exponentielles {e™ }hen
Dirichlet {n"*}n>0 entier
Bertrand e**In(z)Pn?

10.5.1 Composition des automates
Somme et multiplication par un coefficient constant
Produit de Hadamard

Produit (de concagénation)

Nous avons vu que nous pouvions coder de “I'infini dans du énitonsiérant les suites ultimemenépodiques
que sont les @veloppements illimés des rationnels. Nous allons voir qu'il en est danme pour la production des
automates finis, en effet, un automate firisdju’il posgde un chemingussi qui comporte un boucle, recofina
un langage infini.

Exercice 10.12 Montrer que cette condition est suffisante, autrement déyusun chemin&ussi ne comporte de
boucle, alors le langage reconnu par I'automate est fini.

Commencons par un exemple : On cogs@un automate (bagén), d’ensemble @tatsQ et dont les transitions
sontétiqueges par un alphabet. Cet automate, via la correspondance (gragheamatrices) peuétre vu comme
un triplet(1,7,M) avec:

e Un vecteur d’entrée I € k1%
e Une famille de matrices de transition M : A — k@*@
e Un vecteur de sortie T' € k@*1
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Dans les automates usuels, les scalaires sont pris{@ais Si on consiére ces nombres comme des entiers natu-
rels, 'opérationw — I M (w)T donne le nombre de chemirisussis. Une expression rationnelle du comportement
de 'auromate (tenant compte des multipks} €sulte du calcul suivant

S UMw)Tyw=1(Y Mw)w)T =I(Id, - Y _ M(a)a)"'T
wex* wex* acx

sionnoteMy, = Y 5. M(a)a, on aMy = (Id, — > ,c5, M(a)a)~!. C'est la matrice dont I'enée d’adresse
(i,j) est la somme
Z (nb de chemins i — j d’étiquette w)w

ws= (5 o)
M ((a+ab)* (a+ab)*a)

27 \b(a+ab)*  (ba*a)*

il est facile de voir que lesésies assoéies sont sans multipliéit(i.e. pour(i,j) etw donrés il existe au plus un
chemin détiquettew), mais ce n’est pas le cas pour

as=(; o)

0L = (a +aa*b)*  (a+aa*b)a*a
27 \a*b(a+aa*b)*  (a+ba*a)*

w étiquette
un chemin de i vers j

par exemple la matrice

a pourétoile

qui a pourétoile

Exercice 10.13 1) Dessiner les automates (sans vecteurs dénét sortie) assoes aux matriced/s,,Qs.

2) a) Montrer, en utilisant un raisonnement sur les chemiaissdun graphetiqueé convenable, que pour deux
lettres, on &a + b)* = (a*b)a* (Elimination de Lazard moridale).

b) Appliquer cette identt pour trouver une autre forme de + aa*b)*.

c) Montrer quea*aa® = aqgyr = 2,5 na™

d) Si un mot ne se termine pas pasa multiplicié danga*aa*b)* est nulle, mais s'il critw = a™ ba™2b - - - a™*b,
ona(w,(a*aa*b)*) = ni+na+- - - nk. En ceduire le @veloppement (i.e. les multiplie& des mots) de*aa*b)*a*,
puis des 4 coefficients de la matrics;.

3) a) Soit I'alphabet quatre lettres = {a11,a12,a21,a22}, montrer directement en raisonnant sur les chemins,
que siG = (a“ a12> ona

a1 a22

G — ( Ay Arrar2as,

* * * *
o Ay Ao ) ; avecArr = (a11 + a12a39a21)", Aoa = (a2 + asiaj;a12)

b) Expliquer en quoi ces formules fournissent un algoritipeamettant de calculer &toile de toute matrice de
séries propres.

Exemple 10.14 Soit L,, le langage fini forrd des mots tels quejw|, + 2|wl|, = n.

a) Ecrire les premiers termebg,Ly,Lo - - - .

b) Calculer|L,,| & I'aide d’une ecurrence simple.

c) Montrer queSG = 3, |L,[t" = (t + t*)* = .

d) Faire le lien avec le nombre de pavages d’un rectarigte n par des dominog x 1 ([11] pp 321) comment
coder les pavages, l&nungrer, les grérer.

e) A l'aide des @calages, former I'automate qui reconnait lere S.

On a un analogue parfait de ce qui se passe pour les ratiqgostifs. Plus peciement :

Exercice 10.15A) On consi@re les arbred — 2 qui sont les arbres 1 ou deux fils.
A chaque arbré — 2, dont les noeuds internes sont ségrpar "+ s'ils ont deux fils et () =1 s’ils en ont un on
fait correspondre une fraction (i.e. s@valuation avec les feuilles @i donrée par la egle ©cursive

51



L
ev(A)

montrer que I'ensemble des valeurs obtenues(Est Est-ce que la regsentation est unique ? Est-ce qu’elle
englobe les fractions continues? Comment camaser les arbres qui les donnent?

B) On consi@re les &ries sur un alphabed (i.e. fonctionsA* — k ou k est un semi-anneau (i.e. suffisant pour
faire la calcul matriciel).

a) Montrer que les conditions suivantes séqgtivalentes::

i) La série S est I'évaluation d’une expression rationnelle.

i) La série S est combinaison ligaire d'un ensemble deges S,5,,--- .S, qui est (lirkairement) stable par
décalages soit

cv(e) = 1; ev((A1,Az)) = ev((Ar) + ev(Ag); ev((A)) =

(Vo € A)(Vi € [1.n]) (™18, = Z i j(x)S;

0<j<n

iii) Ilexiste A € K'* 1 : A — K™ vy € K" tels que pour touty € A*, (S,w) = A\u(w)y (ol u() dénote
encore I'extention dg a A*).

Lorsque I'on a une parti& € A*, on peut se demander :

Quel est le langagé(X) engende parX ?

c'esta dire les suites finies d'instructions (i.e. le sous-nida@ngends). OnaL(X) = > ., X™ a coefficients
dansB. La meme somma coefficients dan¥ contient plus d’informations (soit le nombre de fagonsbtémir w
comme produit de facteurs da#g.

Automates. Automated multiplicite (notion de cat). Comportement d’'un automateérgs (exemples), ration-
nelles.

Passage SG®; Aut «» Exp. rat.

Exemples dé&N etZ automates.

10.6 Modules

Soit (M,+), un mondde commutatif. Une structure dé-modulea gauche sur esgfinie par la donee dep :
K — End(M) avec la condition :

MG) ¢ un morphisme.

En géréral, on notexx, 1€lemento(«)(x), ce qui cfinit, de fagcoréquivalente, une loi extern€ x M — M. La
condition (MG) est alorgquivalente aux axiomes suivants

(Va8 € K)(Va,y € M)

1 alz+y) =ax+ay; a0y =0p

2. (a+p)r =ax+ Px; Ogz = O0pr

3. a(fz) = (af)z; lkx ==z
De fagon duale, une structure de modaldroite surK est cfinie par la donee d’un morphisme : K° —
End(M), pour rendre naturels les axiomes, oéecalors la loi externd/ x K +— M définie par(z,a) — ¢(a,z).
Les axiomes qui erésultent s2crivent sans difficudt.

Les notions de morphisme de module et de sous-module etdedhiiHe se dfinissent comme en agre lireaire
standard.

10.6.1 Le bhi-module des fonctions — K

Soit X, un ensemble ek, un semi-anneau non trivial{ # 1x (10.6)). On appellé{-sou ensemble d& (ou

ensemble avec multiplié@s dangy) toute applicationX 5K,
Sommabilie d’'une famille de fonctions. Notation sommatoire.

10.7 Cas @ X est un mondde

exemples et fonctions sur les mades, fonctions caragtistiques
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10.7.1 [ecalages
Th de Abe

10.7.2 Convolution

Produit de convolution : sommabgitdes(S|u) (T'|v)uv et condition (D) (Bourbaki)

10.7.3 Monddes localement finis
Sommabilie de(M — {en})™ (Eilenberg) et fonction de Bbius. Exemples.

10.8 Cas du mondde libre, théoreme de Kleene-Sclitzenberger

Cloture rationnelle.

11 La structure d’AF

11.1 Definition et fonctionnement

Définition, qualies d’un automate @terministe, complet). Comgtler un automate non completagea un état
puits.

11.2 Graphe et repesentations lireaires

Graphe d’'un automate, origine et extrite d'une transition (fonctions “head” ett “tail”), chemins et prolonge-
ment deh ett aux chemins, chemiréussi, lagage reconnu par un automate.
Repesentation liaire : entees, sorties, matrices de transition.

12 Calcul du langage reconnu par un AF

12.1 Automates finis et structures de transition

Rappelons qu'udF (automate fini est une machinéfahie par un 5-upletd = (Q,A, e ,I,F) ol
— (@ estun ensemble fini dtats

A est un alphabet fini

e : () x A P(Q) estune application

I C @ estl'ensemble des eges (i.eetats initiaux)

F C Q estl'ensemble des sorties (i&tats finaux)

Note 12.1 Sion oublie legtats initiaux et finaux, on a urgtructure de transition
On appelle donetructure de transitiota donree d'un tripletA = (Q,A,e ) avec les caradristiques du para-
graphe pécdent.

D’autre part, on va conséder des matrices (c&es) de langages. Le produit se fait comme d’habitudé’: si
(Lij)lﬁi,jﬁn etV = (M7 ')1§1’,,j§n onalUV = (Nq;j)lgi?jgn avec

Nij = Z Mk Ni; (75)
1<k<n

Rappel. — DansU = (L;j)i<i,j<n, ON @i qui est 'adresse de ligng, I'adresse de colonne. Ainsi pour une
matrice3 x 3 on a
Ly Lz L
L21 L22 L23 (76)
L3y L3z Las
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Définition 12.2 La matrice de transtition “lettrebu matrice-lettregsout court) d’'une structure de transition est
une matrice de langages (qui sont des sous-alphabets)t I@'emtrice de format) x ) (ses lignes et ses colonnes

sont indekes parnQ)
T;:< 3 a) (77)
q2€q1.a q1,42€Q

étant entendu (par conventioérgrale) que la somme est nulle s'il N’y pas @& entrey; etgs.

12.2 Etoile d’'une matrice-lettres

Comme (dans un premier temps), on fait du calcul beewl(i. e. union et condgabation), on a sur les fonctions
caracéristiques (voir [1] Ch 4 par 4 num. 9)

bauB = da+ dp — Padn (78)
et,
1 s'il existe une factorisatiom = uv telle quep 4 (u)pp(v) =1

$a.p(w) = { 0 sinon (79)

On adopte donc les nouvelles@ptions (bodennes) suivantes

+7L 0 1 XTL 0 1
0 01 0 0
1 1]1 1 01

On remarquera que cesé@ptions sont dorées par les formules
X4+, Y =X4+Y XY, X xprp Y =XY (80)
c’esta dire qu’on a le produit ordinaire, mais la “nouvelle” somest don&e confornémenta la formule (79).

Les puissances de la matrice-lettres d’une structure dsiti@n ont une propété remarquable.
Proposition 12.3 SoitT), la matrice-lettres d’'une structure de transitidh = (Q,A,e ). Pour toute paire cBtats
(q1,92), on a

(T*)[q1,q2) = {w € A¥|qr.w = g2} (81)
autrement dit, 'entée d’adresséy; ,¢»] de la puissanc@* est 'ensemble des mots de longuéugui font passer
de q1 a q2.

13 Fonctions sur les mots

Dans ce chapitre, nous nousérgsserons plus gpialement aux fonctions sut* (A est un alphabet). C'est
dire, en ce qui concerne les gyses (informatiques aeélectroniques) aux machines qui acceptent un mot egentr
et retournent un coefficient (un scalaire: un nombre, unésaglun eel, un complexe ou &me une matrice) en

sortie.
w— = M(w) (82)

On appelleracsomportemende la machine cette fonctiod* — K. L'ensembleK est celui des scalaires (ce sont
les nombres qui sont en ea& des matrices), dans ce cours d’introduction, on censisbit les Boo@ensB (avec
lareglel + 1 = 1) soit les naturel® (avec la glel + 1 = 2) et deux machines seront diteguivalentes ssi elles
définisent la néme fonction.

On peut composer les machirgeSaide des fonctions classiques (additionneurs, migips).

Y IMACHINE 1| N\

w — |MACHINE2| — @ — Ml(w)+ M2(w)
0 |MACHINE 1|

w — |MACHINE2| — & — MIl(w)x M2(w)
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c’est le produit (ou la somme) ponctuel(le) des fonctionsezpondantes.
Il'y a aussi un autre type de produit qui egtstiutile (nous verrons qu'ilaréralise la conc&nation et qu'ileclaire
les oferations sur les parties), c’est le produéfidi par le formule

M1 M2(w) = > M1(u)M2(v) (83)

Uv=w

il peutétre €alig par le systme suivant

S u—  |MACHINE 1| X\,
w=uv — v— |MACHINE2| — & D, ,,_,M1l(u)M2(v)

13.1 Quelques exemples de machines

Toutes les machines conéiées ici acceptent des mots en éstet retournent des coefficients en sortie. Tout
d’'abord quelques machines de type “compteur”.

Exemple 1: LONGUEUR D UN MOT. — C’est une machine (ou un programme) qui lit un mot de gaactimite
(ou de droitea gauche peu importe ici) et qui immente un compteur de -l chaque lettre (le compteur est
initialisé a 0).

Le résultat est la longueur du mot.

Lorsque le mot est vide le compteur rest béeson initialisation et legsultat est O (longueur du mot vide).
Exemple 2: NOMBRES D OCCURENCES DUNE LETTRE — Soit A = {a,b}. C’est une machine (ou un pro-
gramme) qui lit un mot de gauctiedroite (ou de droité gauche peu importe ici) et qui immente un compteur
de +1a chaque lecture de(le compteur est initialisa 0).

Le résultat est le nombre d’occurencesde

Lorsque le mot est vide le compteur est béeson initialisation et legsultat est 0 (longueur du mot vide).

Cette machine peut séaliser matricellement. On pose

M(a):(g é);M(b)z(é ?);1:(1 o);:r:(‘f) (84)

puisM (w) = M(aias - a,) = M(a1)M(az2) - - M(a,) le résultat de la lecture d’'un mat est/ M (w)T.
Montrons que cette machine compte bien le dquartiel em

Exercice 13.1 Montrer que cette machine compte bien le @eggartiel ena.

Dans la suite, une fonctiofi : A* — K pourra aussetre n@e ) . .. f(u)u (notation sommatoire). Cette
notation permet de manipuler les fonctions comme éegs et les parties comme des sommes de mots.

14 Sysemes et Calcul

14.1 Introduction

Exemples d’automates b@&ans, stochastiques, de comptage, de plus courts cheremsemi-anneaux assesi
sont:B, R ,N,([0, + oo],min,+).

14.2 Description de la structure d’automate
14.2.1 Graphe ponéré

L’ élement de base de ces graphes estlegh#tA = ¢ % @2 avecy; € Q, a € 3, o € k ou @ est un ensemble
d’états,¥. un alphabet ek, un semi-annedu Pour un tel objet, oné&finit, selon les conventionsgérales de la
théorie des graphes,

— t(A) := ¢ (“tail”: queue, source, origine)

8. Nous verrons plus bas que les axiomes de la structure deaseau sont contraints par lafahition meme
du syséme de transitions ainsi obtenu.
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— h(4) := ¢ (“head” tete, but, ex@&mite)

— I(A) := a (“label” étiquette)

— w(A) := a (“‘weight” poids).
Un cheminest une suite d'é&tesc = A, A5 --- A, (C'est un mot en les ates et sa longueur es) telle que
h(Ay) = t(Agy1) pourl < k < n—1pouruntelchemin(c) = t(A41), h(c) = h(An),l(c) = 1(A1)l(A2) -+ - 1(Ay)
(concaénation)w(c) = w(A;)w(As) - --w(A,) (produit dans le semi-anneau).
Par exemple pour le chemin de longueur 3 suivant(N),

u:p(ﬁq%rﬁs (85)

onat(u) = p, h(u) = s, l(u) = abe, h(u) = 30.
Le poids d'un ensemble de chemins dénre source, but dtiquette est la somme des poids des chemins de cet
ensemble. Ainsi, si

ula

ql ulB q2 (86)
%

le poids de cet ensemble de cheminscest 5. On a donc que les poids se multiplient €mis et s’aditionnent en
paralkle. Les diagrammes suivants montrentéaessié des axiomes de semi-anneau.

| Diagramme | Identite | Nom |
alo
_>
p ¥ g a+(B+9)=(a+p)+~ | Associativie de+
aly
ale
pal; q a+B=8+a Commutativié de+
ala ,
paj&)q a+0=a Element neutre (droite) de
palo g, 0+8=a Element neutre (gauche) de
D alg q A9 Ay a(fBy) = (aB)y Associativie de x
ale
pang 3 r (a+B)y=ary + By Distributivité (droite) dex sur-+
b|B
p U qorr alB+7) = af +ay Distributivité (gauche) dex sur-+
P g q ey axly=«a Element neutre (droite) de
p B g U8 1, xB8=8 Element neutre (gauche) de

14.2.2 Structure et comportement des automates

Un automatex poids ou poneré (“automaton with weights”) est la doee de troi€lements vectorielsI, M., T'):

e Un vecteur d’entrée I € k1*@Q
e Une famille (indexée & A) de matrices de transition M : A — k@*@
e Un vecteur de sortie T € k@*1

La donrée des transitions\{) estéquivalentea celle d’'un graphe poigte dont les sommets soy, I'alphabet

A et les poids sont pris darks De plus celle dd (resp.T’) corresponda la donieée de feches rentrantes (resp.
sortantes) mardes avec des poids. Dans tout ce processus, on peut ne ppgeinds feches de poids nul.

Ce type d’automateségéralise les automates (béeins) de la thorie des langages (que I'on obtient alors pour
k = B) est une machine qui prend un mot en éatet retourne un coefficient (dahy en sortie. Son com-
portement est donc une fonctioh : A* — k (que l'on peut noter, de magtie équivalente, comme uné&ise

A=Y car Alw)w),
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Calcul du poids A(w). —
Onétend d’abord la fonction de transitidd a A* par

M(e) =Igxg, M(w) = M(araz - a,) = M(a1)M(az--- M(ay,) (87)
ol I« estla matrice identét de format) x Q. Le calcul du poids d’'un mot est alors, pafuhition,
A(w) := IM(w)T (88)

d’'apres la Bgle de multiplication des matrices, on a bien @dé(w)T est une matrice de forméatx 1 et donc un
element déet. Le lien avec le graphe de 'automate est dopar la proposition suivante :

Proposition 14.1 Soit, pour dewétatsr,s et un motw € A*

A" (w) =1, Z weight(c) | Ts (89)
¢, chemin I(¢)=w

t(c)=r, h(c)=s

alors
Alw) = Y A (w) (90)

r,seQ

Cette proposition a le sens intuitif suivant:

1. I'équation (89) donne le poids calewdomme au paragraphespedent

— on fait le bilan paraélle (c’esta dire une somme) des poids des chemins qui joingnarst
2. on multiplie @ gauche si c’est non commutatif) par le poids d'eaten-
3. on multiplie & droite si c’est non commutatif) par le poids de sortieen

14.2.3 Premiers automates
1. Longueur totalé_

weA* ’LU|U}

2. Comptage des, >, . 4. |w|ow etdesh, > 4.
3. Produit des degs partiels) | _ . |w|.|w|pw

4. Autres produit® o 4. Flu|lw|w, >, cax Fluwl, [wlyw

wlpw

15 Resune des cours et TD.

— Operation sur les laangages : somme, somme infinie, cenatbn, iération.
— fin des oprations sur les langages : intersection, shuffle, infilttnattécalage. Notation produit scalaire.

— Equations et sysmes déquations en langages (discussion de I'u@jcit16 du polyEquation reproduc-
trice, étoile d’'une matrice.

— TD: Fin du gerérateur aatoire de mots. Test sur des automat&cteurs exclus. €but de la minimisation.
— compEments sur Btoile d’'un matrice - lettre

— solutiondeM X +1 =M

— étoile par blocs

— TD: test des automates contre des compteurs, t&stoakes

— rationalie des solutions, expressions rationnelles

— langages rationnels

— nombre de chemins, factorisations

— langages rationnels

— types d’automates finis (AF) : AFD, AFC, AFD@le des sorties
— TD: implementation des produits d’automates
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15.0.4 Composition des automates
Somme et multiplication par un coefficient constant
Produit de Hadamard

Produit (de concagénation)

Nous avons vu que nous pouvions coder de “I'infini dans du &nitonsiérant les suites ultimemenépodiques
gue sont les @veloppements illimés des rationnels. Nous allons voir qu’il en est dema pour la production des
automates finis, en effet, un automate firdsdju’il posgde un chemingussi qui comporte un boucle, recoftna
un langage infini.

Exercice 15.1 Montrer que cette condition est suffisante, autrement déusun chemin &ussi ne comporte de
boucle, alors le langage reconnu par I'automate est fini.

Commencons par un exemple : On cogselun automate (bagén), d’ensemble @tats@ et dont les transitions
sontétiqueées par un alphabet. Cet automate, via la correspondance (graghasatrices) peugtre vu comme
un triplet (1,7, M) avec:

e Un vecteur d’entrée I € k1*@
e Une famille de matrices de transition M : A — k9*<Q
e Un vecteur de sortie T € k9*1

Dans les automates usuels, les scalaires sont pris{@als Si on consiére ces nombres comme des entiers natu-
rels, 'opérationw — I M (w)T donne le nombre de chemirisussis. Une expression rationnelle du comportement
de I'automate (tenant compte des multipksij €sulte du calcul suivant

S UMw)Tw=1(Y_ Mww)T =I(Id, —» M(a)a)"'T

weD* weD* acx

si on noteMy, = >
(i,j) est la somme

wess M(a)a, onaMy = (Id, — Y, M(a)a)~*. C'est la matrice dont I'enére d’adresse

Z (nb de chemins i — j d’étiquette w)w

w étiquette
a a
My, =
b 0

un chemin de 4 vers j
M (a+ab)* (a+ab)*a
27 \b(a+ab)*  (ba*a)*

il est facile de voir que lesésies assoéies sont sans multipliéit(i.e. pour(i,j) etw donres il existe au plus un
chemin détiquettew), mais ce n’est pas le cas pour

a a
Qs — (b a)

QL — (a +aa*b)*  (a+ aa*b)a*a
¥ 7 \a*b(a+aa*b)*  (a+ba*a)*

par exemple la matrice

a pourétoile

qui a pourétoile

Exercice 15.2 1) Dessiner les strucures de transition (i. e. automates seatteurs d’enée et sortie) assoes
aux matricesMs,Qsx.

2) a) Montrer, en utilisant un raisonnement sur les chemiaissdun grapheetiqueé convenable, que pour deux
lettres, on &a + b)* = (a™b)a™ (Elimination de Lazard moridale).

b) Appliquer cette ident pour trouver une autre forme de + aa*b)*.

¢) Montrer quea*aa® = a—gz = 2,5 na™

d) Si un mot ne se termine pas pasa multiplicie danga*aa*b)* est nulle, mais s'il critw = a™ ba™2b- - - a™* b,
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ona(w,(a*aa*b)*) = ni+nq+- - - n,. En déduire le @eveloppement (i.e. les multiplie& des mots) de*aa*b)*a*,
puis des 4 coefficients de la matriGs..

3) a) Soit I'alphabet quatre lettres = {a11,a12,a21,a22}, montrer directement en raisonnant sur les chemins,
a

. a
quesiG= (" "2)ona
a21  A22

*
G* = ( An Anfllzagg

. _ * * _ * *
o Ay Ay ) s A = (a11 + a12a55021)", Age = (a2 + a21a7,a12)

b) Expliquer en quoi ces formules fournissent un algorithpaamettant de calculer &toile de toute matrice de
séries propres.

Exercice 15.3 a) Dessinez la structure de transition as&m®a la matrice-lettre.

0 a 0
b 0 a
a+b 0 0

b) Calculez de deux maares |'etoile de cette matrice.

Exercice 15.4 Soit L,, le langage fini forrd des mots tels quelw|, + 2w, = n.

a) Ecrire les premiers termebg, Ly,Lo - - .

b) Calculer|L,| a I'aide d’une ecurrence simple.

c) Montrer queSG = Y [Ly|t" = (t + *)* = 1.

d) Faire le lien avec le nombre de pavages d’un rectargten par des dominog x 1 comment coder les pavages,
lesénuneérer, les grérer.

e)A l'aide des @calages, former I'automate qui reconnait kre S.

On a un analogue parfait de ce qui se passe pour les ratiggoetis. Plus peciement:

Exercice 15.5 A) On consiére les arbred — 2 qui sont les arbres 1 ou deux fils.
A chaque arbrd — 2, dont les noeuds internes sont ségmpar "+ s'ils ont deux fils et () ~!” s’ils en ont un on
fait correspondre une fraction (i.e. s@valuation avec les feuilles d) donrée par la &gle cursive

1
ev(A)
montrer que I'ensemble des valeurs obtenues(Est Est-ce que la regsentation est unique ? Est-ce qu’elle
englobe les fractions continues? Comment camaser les arbres qui les donnent?
B) On consiére les &ries sur un alphabed (i.e. fonctionsA* — k ou k est un semi-anneau (i.e. suffisant pour
faire la calcul matriciel).
a) Montrer que les conditions suivantes séqtivalentes :
i) La série S est I'evaluation d’'une expression rationnelle.
i) La série S est combinaison ligaire d'un ensemble de&ges S,5,, - -- .S, qui est (lirkairement) stable par
décalages soit

ev(e) = 1; ev((A1,Az)) = ev((A1) + ev(Ag); ev((A)) =

(Vz e A) (Vi€ [Ln)) (@' Si = Y pi;(@)S;
0<j<n
iii) Il existe A € K'* 11 A — K™ vy € K" tels que pour touty € A*, (S,w) = A\u(w)y (ol u() dénote
encore I'extention dg a A*).

Lorsque I'on a une parti& € A*, on peut se demander :

Quel est le langagé(X) engende parX ?

c'esta dire les suites finies d'instructions (i.e. le sous-nida@ngends). OnaL(X) = > ., X™ a coefficients
dansB. La meme somma coefficients dand contient plus d’informations (soit le nombre de fagconsotémir w
comme produit de facteurs dafg.

Automates. Automated multiplicite (notion de cat). Comportement d’'un automateérgs (exemples), ration-
nelles.

Passage SG®; Aut < Exp. rat.

Exemples dé&N etZ automates.

Séries @reératrices (rationnelles -arbres de Fibonacci- et nonmagtes -arbres binaires, chemins de Dyck-).
Résolution des prerares ecurrences,&alage ef\. Complexié du comptage des boucles. Arbies 2.
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