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Exercice 1.1 Une partition non-ordonńeeP d’un ensembleX est une partieP ⊂ P(X)−{∅}1

(c’est un ensemble de blocs [2], c’està dire de parties non-vides deX) telle que
– la ŕeunion des blocs estX, soit

⋃

Y ∈P

Y = X

(P est un recouvrement)
– P est forḿe de parties disjointes deuxà deux, soit

(∀ Y1,Y2 ∈ P )(Y1 6= Y2 =⇒ Y1 ∩ Y2 = ∅).

L’ensemble des partitions deX enk blocs est not́e iciS(X,k). Son cardinal ne d́ependant que de
celui deX, on poseS2(card(X),k) = card(S(X,k)) (nombre de Stirling de deuxième esp̀ece).

1) Montrer queS(∅,0) = {∅} etS(∅,k) = ∅ si k 6= 0. En d́eduire les nombresS2(0,k).
2) Montrer que, pourk ≥ 1,

S2(n + 1,k) = S2(n,k − 1) + kS2(n,k). (1)

Indication. SoitX un ensemblèan + 1 éléments etx0 ∈ X, définir une surjection

S(X,k) 7→ S(X − {x0},k) ∪ S(X − {x0},k − 1)

en “enlevant”x0 dans une partition. Analyser les fibres de cette surjection et conclure.

3) a) Montrer que, pourn ≥ 1, S2(n,0) = 0.
b) Expliquez pourquoi la donnée desS2(n,0), S2(0,k) (calcuĺes pŕećedemment) et de la récurrence
(1) permet de construire toute la matrice de Stirling(S2(n,k))n,k≥0.
c) Montrer,avec les seules données du (b), que, pour toutn, S2(n,n) = 1 et S2(n,k) = 0 pour
k > n.
4) Montrer que

S2(n + 1,k + 1) =
n−k
∑

j=0

(

n

j

)

S2(n − j,k). (2)

Indication. Même technique que ci-dessus, définir une bijection

S(X,k + 1) 7→ ∪{x0}⊂J⊂XS(X − J,k)
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cette fois en “enlevant” le bloc contenantx0 dans une partition. Analyser l’image de cette bijection et conclure.

5) a) SoitT =
∑

n,k≥0 S2(n,k)xn

n!
yk, la śerie ǵeńeratrice mixte des nombresS2(n,k). Montrer,

à l’aide de (2) que

T ex =
1

y

∂

∂x
(T ) (3)

b) En int́egrant (3) et en utilisant les conditions initiales, montrer que

T = ey(ex−1) .

Familles sommables. —

Exercice 1.2 SoitFn définie parF0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.
1) a) Montrer que

∑

n≥0

Fnz
n =

z

1 − z − z2

b) Montrer (avec soin) que la famille(z(z + z2)n)n≥0 est sommable. Quelle est sa somme ?
(justifiez)
2) a) D́eduire de ce qui préc̀ede que, pour toutn ∈ N

Fn =
∑

k≥0

(

n − 1 − k

k

)

b) Quel est le support de cette somme? la réécrire avec les bornes les plus serrées possibles.

Exercice 1.3 SoitM ∈ C
N×N, une matrice infinièa coefficients complexes etx,y deux ind́etermińees.

1) a) Montrer que la famille
((

∑

n≥0

M [n,k]xn)yk)k≥0

est sommable dansC[[x,y]].
b) De m̂eme montrer que

((
∑

k≥0

M [n,k]yk)xn)n≥0

est sommable dansC[[x,y]].
2) Montrer que

∑

n,k≥0

M [n,k] xn yk =
∑

k≥0

∑

n≥0

M [n,k] xn yk =
∑

n≥0

∑

k≥0

M [n,k] xn yk

3) Appliquer ces ŕesultats pour montrer que, si l’on noteI(n,k) le nombre d’applications idem-
potentes[1..n] 7→ [1..n] qui ontk points fixes, on a

∑

n,k≥0

I[n,k]
xn

n!
yk = eyex
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Exercice 1.4 (“Tablettes de Chocolat”) Une tablette de chocolat sera ici un rectangle dep× q

cases (largeurp ≥ 1 et hauteurq ≥ 1), elle est caract́erisé par ces deux param̀etres. Sa surface
ests = pq et son demi-ṕerimètre seral = p + q − 1. On compte le nombreal,s de tablettes de
demi-ṕerimètrel (resp. surfaces) donńe et on consid̀ere la śerie ǵeńeratrice

T :=
∑

s,l≥1

al,sx
lys (4)

1) a) Montrer que, pour tousl,s, on aal,s ≤ 2.
b) En d́eduire que la famille(xp+q−1ypq)p,q≥1 est sommable et de sommeT .
2) Montrer que la famille

( (xy)q

1 − (xyq)

)

q≥1
(5)

est sommable dansC[[x,y]] et de sommeT .
3) (Partie machine, int́eressantèa faire mais non exigiblèa l’examen).
a) Vérifier que Maple ne sait pas convertir la somme

∑

q≥1

(xy)q

1 − (xyq)
(6)

en une fonction standard.
b)Montrer que si l’on veut le termeal,s, il suffit de calculer la somme jusqu’à q = s. En d́esuire
un algorithme de calcul deal,s.
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