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Exercice 1.1 Une partition non-ordor@&e P d'un ensembleX est une parti¢” C B(X)—{0}?*
(c’est un ensemble de blocs [2], c’éstlire de parties non-vides dé) telle que

— la réunion des blocs esf, soit
UY:X

YeP
(P est un recouvrement)
— P est forme de parties disjointes deaxdeux, soit

(VY1,Yo€e PYV1 # Y, = YiINYy =0).

L'ensemble des partitions d€ enk blocs est na@t ici S(X,k). Son cardinal ne@pendant que de
celui deX, on poseS;(card(X),k) = card(S(X,k)) (nombre de Stirling de deuxime espce).
1) Montrer queS(0,0) = {0} etS(0,k) = 0 si k # 0. En céduire les nombreS,(0.k).

2) Montrer que, pouk > 1,

Indication. Soit X un ensemblé&n + 1 éléments ety € X, définir une surjection
S(X,k)— S(X —{zo},k) US(X — {x0},k — 1)

en “enlevant’zy dans une partition. Analyser les fibres de cette surjectioorclure.

3) a) Montrer que, pout > 1, Sy(n,0) = 0.

b) Expliquez pourquoi la dore desS,(n,0), S2(0,k) (calcukes peccdemment) et de l&currence
(1) permet de construire toute la matrice de Stirling(n,k)),, ;-
c) Montrer,avec les seules doaas du (b)que, pour tout, So(n,n) = 1 etSy(n,k) = 0 pour
k > n.

4) Montrer que
n—k

$m+Lk+n:§:(?)&m—$m. )

j=0
Indication. M&me technique que ci-dessusfidir une bijection

S(X7k + 1) = U{:L’O}CJCXS(X - Jvk)

x Priere de signaler les erreuagd_et u[ at ] yahoo. fr en mettant MDAQ7 en objet.
1. Lensemble des parties dé est noé (X)) [1].



cette fois en “enlevant” le bloc contenant dans une partition. Analyser I'image de cette bijectionagtature.
5)a) SoitT = 3, ;0 Sz(n,k)xn—’;y’“, la €rie ¢erératrice mixte des nombres (n,k). Montrer,
al'aide de (2) que
10
Te*=——(T 3
S5 ®)

b) En inEgrant (3) et en utilisant les conditions initiales, montnee

T = e¥(e™1)
Familles sommables—

Exercice 1.2 Soit F;, définie parFy, =0, F1 =1, F,, .9 = F,.1 + F,.
1) a) Montrer que
n z
E F"=
1—2z— 22
n>0

b) Montrer (avec soin) que la famille:(z + 22)")n20 est sommable. Quelle est sa somme ?
(justifiez)
2) a) Deduire de ce qui @ede que, pour tout € N

n—1—k
P ()
E>0
b) Quel est le support de cette somme ®érire avec les bornes les plus &&s possibles.

Exercice 1.3 Soit M € CYN, une matrice infini@ coefficients complexes ety deux incetermirees.
1) a) Montrer que la famille

(( Z M[n,k]xn)yk)kzo
n>0
est sommable dariS[[z,y]].
b) De néme montrer que
() Mnkly*)z"),=q
k>0

est sommable dariS[[z,y]].
2) Montrer que

Z Mn,k] 2" y* = ZZM[TL,]{J] "yt = ZZM[TL,/{?] z" o

n,k>0 k>0 n>0 n>0 k>0

3) Appliquer ces&sultats pour montrer que, si I'on naté, k) le nombre d’applications idem-
potenteg1..n] — [1..n] qui ontk points fixes, on a

n

S dnk ot = e
n!



Exercice 1.4 (“Tablettes de Chocolat”) Une tablette de chocolat sera igirectangle de x ¢
cases (largeup > 1 et hauteurg > 1), elle est carad@risé par ces deux paradtres. Sa surface
ests = pq et son demi-@rimetre seral = p + ¢ — 1. On compte le nombre, ; de tablettes de
demi-gerimetre/ (resp. surface) donré et on consiére la €rie gerératrice

T := Z al,s$lys (4)

1) a) Montrer que, pour touss, on aaq; ; < 2.
b) En ceduire que la famillgzrt41yr9),, -, est sommable et de somffie

2) Montrer que la famille
(zy)*
( )qu (5)

1 — (zy?)
est sommable darfS[[z,y]] et de sommé&'.
3) (Partie machine, iréressante faire mais non exigibla I'examen).
a) \erifier que Maple ne sait pas convertir la somme

Z (zy) ©6)

= 1= (ay?)

en une fonction standard.
b)Montrer que si I'on veut le terme ,, il suffit de calculer la somme jusquy = s. En césuire
un algorithme de calcul de, ;.
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