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Résumé

Dans cette note, nous allons montrer qu’'un ensemble de tableaux dont les colonnes ne sont
pas nécessairement de méme hauteur, muni d’un produit appelé produit de concaténation, forme
un monoide.

Pour tout entier n > 1, on désigne par 7, ’ensemble des tableaux de la forme

[ a(hg, 2) T
: a(hm,m)
[a] := | a(h1,1)
a(2,1)  a(2,2) -+ a(2,m)

| a(1,1) a(1,2) --- a(l,m)
ou les a(i, j) sont des entiers tous distincts et forment ’ensemble {1,2,...,n}.
Pour des raisons typographiques, on note [a] = [[a1], [a2], . - -, [am]]
ol a; est le mot a(1,5)a(2,j) - --a(h;,j). On note également h; := |[a]l,.
Nous allons identifier chaque élément [a] = [[a1], [az], ..., [am]] de T, avec I’élément
[a'] = [[a}],[a5], ..., [a],], [af,i1]] de Tny1 ol a; =a;j pour tout 1 <j <met az . =n+1.

Considérons I'ensemble 7 = J,,~; 7. et y définissons le produit de concaténation.
Soit [a] = [[a1], [az], ..., [aw]] et [b] = [[b1],[b2], ..., [bp]] deux éléments de 7.
[c] := [a][b] est défini par :

(2) [¢] a m colonnes;

(ZZ) Pour tout 1 S] S m, ¢c; = ba(l,j)ba(2,j) s ba(hj,j) = Hz ba(i,j)~

D’apres la définition de by, (it) peut se traduire par

Cp = HHb(i,a(j,n)) (I1<n<m).

Ezemplel : Soit [a] = [[3,4,1],[7,2],[5,8,6]] et [b] =[[3],]2,1]]. On a:
ba1,) = b3 =4 by2,1) =bs =5 ba3,1) = b1 =3
ba(1,2) = b7 =8 Dby2,2) = b2 =2,1
ba(1,3) =b5 =6 Da23) =bs =9 b3 =bs =7

Par suite [a][b] = [[4,5, 3], [8,2,1],[6,9, 7]].

Notre objectif est de démontrer le théoréeme suivant.

Théoréme 0.1 7 muni du produit de concaténation est un monoide.

Pour cela, nous allons introduire un ensemble d’applications qui soit isomorphe & 7.
Soit (X, )n>1 une suite de variables, S 'ensemble des suites (wy,),>1 telles que :

(7) Pour tout n > 1, w,, est un mot fini non vide formé par des variables X ;

(#i) Le mot infini wyws « -+ wy, « -+ est un réarrangement du mot X7 Xo -+ X, - - .

Pour tout [a] € T, on désigne par fi,) 'application de S dans lui-méme telle que, si (w;,) = fiq)((w

n))v



alors, pour tout n > 1,

w;], = W (1,n)Wa(2,n)Wa(h,,n) ‘= Hwa(i,n) (hn = |[a]|n)

Soit A I'ensemble de toutes les applications fi, ([a] € 7).
Proposition 0.2 L’application ® : T — A, [a] — fla) est un isomorphisme.

Preuve: Par construction, ® est surjective.
D’autre part, soit [a] et [b] deux éléments de 7 tels que fiq) = fi)-
Ona  fia((Xn)) = fip((Xn)),

c-a-d, pour tout n > 1,

XamXa2n)  Xa(llalln,n) = Xot,n) Xon) = Xo(|[p]]0,n)-

11 s’ensuit que, pour tout n > 1 et tout 1 < i < |[a]|n, |[a]ln = |[b]In et a(i,n) = b(i,n).
® est donc bijective.

Enfin, soit [a] et [b] deux éléments de T et (w,) € S.

Posons fi((1a)) = () et fiy((},)) = (). On a :

w;L = Hwb(iﬂl) et w;: = Hw;(ja") = HHwb(i7a(j’”))'
i j j i
De l'autre co6té, si [c] = [a][b] et fi((wn)) = (vn), on a, d’apres la relation (1),

Uy = H We(in) = H H Wh(i,a(j,n))-
[ J 2

En comparant les relations (2) et (3), on a ®([a][b]) = ®([a])P([b]).
Il en résulte que @ est un isomorphisme.
Par suite, le produit de concaténation est associatif et on a le Théoreme.

Ezemple2. Prenons les tableaux [a] et [b] de 'exemple 1 et soit (wy,) € S.

Posons fiy ((wn)) = (wy,), fla)((wy)) = (wy) et fig((wn)) = (v) ([c] = [a][b]).

On a :

W) = Wy(1,1) = W3, Wh = Wy(1,2)Wh(2,2) = Waw1 et, pour n > 3, wy, = Wy(1,n) = Wni1;
wy = w;z(l,l)w,a(Q,l)w;(S,l) = WRWjwW] = Wawsws,

wh = w;(l,z)wla(zz) = whwh = wgwaw

"o !/ / / — Do anyd 2 / . / —
W3 = Weq 3 We(23)Wa(3,3) = WsWeWs = WeWowy, et pour n =>4 wy = Wy« ) = Wy 45 = Wnié.

D’autre part,

V1 = We(1,1)We(2,1)We(3,1) — W4WsW3,

V2 = We(1,2)We(2,2)We(3,2) = WgW2W1,

V3 = We(1,3)We(2,3)We(3,3) = WeWowy et pour n > 4 vy = We(1 ) = Wnt6-

On a bien [l = fla)f1p)-

Remarque. Le Théoréme est encore vrai si 7 est formé par les tableaux constitués par des entiers

non nécessairement distincts.



