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FONCTIONS POLYLOGARITHMES,

NOMBRES POLYZÊTAS ET GROUPES PRO-UNIPOTENTS

par Pierre CARTIER

INTRODUCTION

La fonction zêta de Riemann est une vieille connaissance. Ce n’est que très récemment

qu’on s’est intéressé à une généralisation à r variables ζ(s1, . . . , sr) et aux fonctions

polylogarithmiques Lik1,...,kr
(z) à plusieurs indices. Il y a de profondes relations, non

toutes explorées, avec la théorie des nombres, la géométrie algébrique, la théorie des

nœuds, et même la physique mathématique. C’est aussi un domaine où l’expérience

numérique à grande échelle est possible et a été faite. Il y en a pour tous les goûts.

Dans la première partie, nous donnerons un exposé semi-historique de tout ce qui

tourne autour de la fonction ζ(s). La deuxième partie est élémentaire au sens de Niel-

sen et de son «Traité élémentaire des nombres de Bernoulli» ; nous avons autant que

possible calqué les méthodes de la première partie, mais beaucoup reste à faire. La

troisième partie introduit les puissantes méthodes combinatoires de séries formelles non

commutatives, et donne les théorèmes de structure sur les algèbres de fonctions poly-

logarithmes et des nombres «polyzêtas formels». Enfin, dans la conclusion, on décrit

rapidement quelques-unes des voies plus profondes, où se développera la théorie.

Remerciements : Ils vont à tous les participants du groupe de travail de l’I.H.P. (lundi

matin) sur les polylogarithmes, qu’ils viennent de Paris, d’Orsay ou de Lille, et parti-

culièrement G. Racinet, M. Waldschmidt, L. Boutet de Monvel, M. Petitot, G. Jacob

et Hoang Ngoc Minh. Je remercie également D. Broadhurst, J. Écalle et D. Kreimer

pour toutes les discussions et la documentation fournie. Merci aussi à J. Oesterlé et

G. Vigeral pour une relecture très soignée.

1. PRÉLUDE : «THROUGH THE LOOKING-GLASS AND WHAT

EULER FOUND THERE»

1.1. C’est à visiter le jardin des merveilles mathématiques qu’Euler nous convie dans

son ouvrage « Introductio in Analysin Infinitorum», publié à Lausanne en 1748. À la
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page 134 (de l’édition française [A5]), on trouve une table dont voici le début(1)

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− etc(A)

ππ

8
= 1 +

1

32
+

1

52
+

1

72
+

1

92
+ etc(B)

π3

32
= 1− 1

33
+

1

53
− 1

73
+

1

93
− etc(C)

π4

96
= 1 +

1

34
+

1

54
+

1

74
+

1

94
+ etc.(D)

La première formule est due à Leibniz (1680), et constitue ce qu’il appelait la «qua-

drature arithmétique du cercle» et dont il tirait une gloire légitime.

Dans la même veine, on trouve la formule d’Euler

(1) log 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ etc

pour le logarithme népérien (qu’il appelle «hyperbolique») de 2 (ibid. p. 90).

Depuis 1680 environ, le calcul des séries est d’actualité. Introduit par Leibniz, Johann

Bernoulli et Newton, il intervient surtout par les développements en séries de puissances,

mais c’est Euler qui en fera un instrument performant pour le calcul numérique. Il donne

la formule fondamentale

(2) log (1 + s) = s− s2

2
+
s3

3
− · · · ,

dont la formule (1) est le cas particulier s = 1. Pour nous, le moyen le plus simple

d’obtenir (2) est de partir de la formule intégrale

(3) log (1 + s) =

∫ s

0

dt

1 + t
,

d’utiliser la série géométrique

(4)
1

1 + t
= 1− t+ t2 − t3 + · · · ,

et d’intégrer terme à terme. La formule (A) pour π s’obtient de manière analogue, avec

les deux étapes

(5)
π

4
=

∫ 1

0

dt

1 + t2
,

1

1 + t2
= 1− t2 + t4 − t6 + · · ·

Jusque là , nous sommes dans le domaine «algorithmique» de l’Analyse. J’entends par là

(cf. [A4]) que les fonctions fondamentales (logarithme, exponentielle, ...) sont données

par des formules utilisant séries, intégrales,... et que l’on utilise les règles de calcul

standard (intégration par parties, échange des opérations de sommation, d’intégation,

dérivation, etc.) auxquelles il faudrait ajouter (après Riemann) la caractérisation des

(1)Noter ππ écrit pour π2 ; c’est un usage courant, de Descartes à Gauß.
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fonctions comme solutions d’équations différentielles, et (après Cauchy) les règles du

calcul des résidus et de l’intégration complexe. Tout ceci sans le moindre ε.

Du point de vue algorithmique, voici une démonstration de la (première) formule

(5). Définissons(2) géométriquement le nombre π comme l’aire d’un disque de rayon

1. Utilisant les propriétés de symétrie du cercle, π
4

est l’aire du domaine D défini par

les inéquations x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1 (fig. 1). On obtient une représentation

paramétrique de D par

(6) x = r
1− t2
1 + t2

, y = r
2t

1 + t2
(0 ≤ r ≤ 1 , 0 ≤ t ≤ 1)

et le calcul du déterminant jacobien (algorithmique !) donne dx dy = 2r
1+t2

dr dt, d’où

π

4
=

∫ 1

0

∫ 1

0

dr dt
2r

1 + t2
=

∫ 1

0

2r dr

∫ 1

0

dt

1 + t2
=

∫ 1

0

dt

1 + t2

(utiliser Fubini et 2rdr = dr2). La formule (3) s’interprète aussi en termes d’aire,

justifiant le terme «hyperbolique» (fig. 2).

Fig. 1. Le cercle C d’équation x2 + y2 = 1 Fig. 2. L’hyperbole H d’équation xy = 1

1.2. Les formules (B), (C), (D) d’Euler sont autrement difficiles à établir. En notation

moderne, la série (B) s’écrit
∑∞

n=0
1

(2n+1)2
; par séparation des termes avec n pair ou

impair dans la série
∑∞

n=1
1
n2 , on obtient l’identité

(7)

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2
=

3

4

∞∑

n=1

1

n2
,

de sorte que la formule (B) est équivalente à la formule

(8)
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
,

(2)C’est dans l’ouvrage cité qu’Euler introduit les notations classiques pour les nombres e et π, ainsi

que le facteur de conversion k = log 10 = 2, 30258... entre logarithmes décimaux et naturels.
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une des plus belles trouvailles d’Euler. Une série très voisine (connue de Leibniz et

Johann Bernoulli) est
∑∞

n=1
1

n(n+1)
; comme on a 1

n(n+1)
= 1

n
− 1

n+1
, c’est une « série

télescopique», de la forme
(
1− 1

2

)
+

(1

2
− 1

3

)
+

(1

3
− 1

4

)
+ . . .

dont la somme vaut 1, par compensation des termes adjacents − 1
2

+ 1
2
, −1

3
+ 1

3
,...

Pour la sommation de la série
∑∞

n=1
1
n2 (que je désignerai désormais par la notation

moderne ζ(2)), Daniel Bernoulli donne en 1728 l’approximation numérique 8/5 suivi,

la même année, de Goldbach qui indique 1, 6445 ± 0, 0008. En 1731, Euler obtient 6

décimales exactes ζ(2) = 1, 644934... par la méthode suivante : considérons l’intégrale

double

(9) I =

∫∫

T

dx dy

xy

étendue au triangle T défini par x ≤ 1, y ≤ 1, x + y ≥ 1. Elle se réécrit

(10) I =

∫ 1

0

dy

y

∫ 1

1−y

dx

x
=

∫ 1

0

dy

y
(− log(1− y)) ,

puis, par utilisation de la formule (2) et intégration terme à terme

(11) I =

∞∑

n=1

∫ 1

0

dy

y
· yn/n =

∞∑

n=1

1

n

∫ 1

0

yn−1dy =

∞∑

n=1

1

n2
;

finalement, on a I = ζ(2). Euler utilise alors un argument d’intégration par parties,

dont je donne une version géométrique : décomposer le triangle T en deux triangles T ′,

T ′′ et un carré C (voir figure 3).

Les deux triangles donnent la même contribution (par raison de symétrie), que l’on

peut évaluer comme plus haut

(12)

∫ 1
2

0

dy

y
(− log(1− y)) =

∞∑

n=1

1

n2.2n
;

le carré contribue
∫ 1

1
2

dx
x
·
∫ 1

1
2

dy
y

= (log 2)2, d’où

(13) I = 2

∞∑

n=1

1

n2.2n
+ (log 2)2.

Tronquant la série à
∑14

n=1
1

n2.2n , et utilisant le logarithme népérien de 2 (donné avec 25

décimales par Euler à la page 90 de [A5]), Euler obtient la valeur annoncée(3).

La démonstration précédente est la première apparition connue du dilogarithme,

donné pour 0 ≤ z ≤ 1 par les trois expressions équivalentes

(14) Li2(z) =

∫∫

D

dx dy

xy
=

∫ z

0

dy

y
(− log(1− y)) =

∞∑

n=1

zn

n2

(3)Euler a-t-il reconnu la valeur numérique de π2/6 ?
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(cf. calcul précédent), où le domaine D est défini par les inégalités (fig. 4)

x ≤ 1 , y ≤ z , x+ y ≥ 1.

L’argument géométrique précédent fournit l’équation fonctionnelle

(15) Li2(z) + Li2(1− z) = Li2(1)− (log z) log(1− z) ,

dont Euler utilise le cas particulier z = 1
2
. Évidemment, on a Li2(1) = ζ(2).

Fig. 3 Fig. 4

La formule (B) admet une démonstration directe, avec une intégrale double analogue

à celle de (9) ; Euler connaissait une telle méthode, mais nous donnons la variante de

Calabi. Posons

(16) J =

∫ 1

0

∫ 1

0

dx dy

1− x2y2
.

Comme on a 1
1−x2y2

=
∑∞

n=0 x
2ny2n, l’intégration terme à terme donne immédiatement

J =
∑∞

n=0
1

(2n+1)2
. Par ailleurs, le changement de variables(4)

(17) x =
sin u

cos v
, y =

sin v

cos u

transforme dx dy
1−x2y2

en du dv, et le domaine 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, en le domaine

0 ≤ u ≤ π
2
, 0 ≤ v ≤ π

2
, u+ v ≤ π

2
, d’où J = 1

2

(
π
2

)2

= π2

8
par un argument géométrique.

1.3. Les arguments fondés sur les représentations intégrales seront développés au n◦ 2.6

en utilisant la théorie des intégrales itérées [A12]. Pour calculer ζ(2), Euler utilise la

théorie des fonctions symétriques. Considérons une suite infinie de variables t1, t2, . . .,

les fonctions symétriques élémentaires

(18) λr =
∑

n1>...>nr>0

tn1 . . . tnr

(avec la convention λ0 = 1) et les sommes de puissances

(19) ψr =
∑

n>0

trn (r ≥ 1).

(4)Si l’on tient à se limiter aux fonctions algébriques, poser ξ = tg u, η = tg v, comme le font Kontsevitch

et Zagier.
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La substitution tn ← 1/n2 donne respectivement la série(5)

(20) ζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

) =
∑

(n)

1

n2
1 . . . n

2
r

pour λr et

(21) ζ(2r) =
∑

n>0

1

n2r

pour ψr. On dispose des relations bien connues de Newton

(22) ψr = λ1ψr−1 − λ2ψr−2 + . . .+ (−1)rλr−1ψ1 + (−1)r+1rλr ,

permettant le calcul par récurrence des ψr en fonction des λr, et donc de ζ(2r) en

fonction de ζ(2), ζ(2, 2), . . . , ζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

). Par exemple

(23) ζ(4) = ζ(2)2 − 2ζ(2, 2) , ζ(6) = ζ(2)3 − 3ζ(2)ζ(2, 2) + 3ζ(2, 2, 2).

Il reste à calculer les nombres ζ(2, . . . , 2) ; mais l’identité classique

(24)
∏

n>0

(1− ttn) =
∑

r≥0

(−1)rλrt
r

se spécialise en la série génératrice

(25)
∑

r≥0

(−1)rζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

)tr =
∏

n>0

(
1− t

n2

)
.

un polynôme P (t) qui satisfait à P (0) = 1 et dont les racines sont z1, . . . , zm s’écrit sous

la forme

(26) P (t) =

m∏

n=1

(
1− t

zn

)
.

Dans un premier temps, Euler admet que ceci reste valable dans le cas m = ∞ et

l’applique à la fonction P (t) = sinπ
√
t

π
√
t

qui satisfait à P (0) = 1, s’annulant pour t =

12, 22, . . . mais pour nulle autre valeur de t. Après la substitution t = z2/π2, on obtient

la formule-clé suivante

(27) sin z = z
∞∏

n=1

(
1− z2

n2π2

)
;

par comparaison avec (25), on obtient l’évaluation

(28) ζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
r

) =
π2r

(2r + 1)!
.

(5)On désigne désormais par
∑

(n) une sommation sur toutes les suites d’entiers n1 > . . . > nr > 0, où

r est fixé (et implicite dans la notation).
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Utilisant les formules (23), on trouve de suite

(29) ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945
,

d’où en particulier les formules (B) et (D) d’Euler. Des formules (22) et (28), il résulte

immédiatement que ζ(2r)/π2r est un nombre rationnel.

Les contemporains d’Euler ne manquèrent pas de signaler que la formule de produit

(27) ne va pas de soi. Dans son « Introductio» (voir [A5] à la page 117), Euler revient sur

ce point, et donne une démonstration conforme aux standards de rigueur de l’époque,

et reprise, avec les ε nécessaires, dans les ouvrages plus récents. J’ai proposé, dans mon

«Mathémagique» [A10], une démonstration pratiquement sans calcul et s’appuyant sur

le théorème de Liouville, selon lequel toute fonction entière et bornée est constante.

Nous revenons plus loin sur le calcul des nombres rationnels ζ(2r)/π2r (formule (38)).

1.4. On doit aussi à Euler le calcul des sommes divergentes Sr = 1r− 2r +3r− 4r + . . ..

A peu de choses près, il utilise la sommation d’Abel, en introduisant les séries Φr(z) =∑∞
n=1 n

rzn (pour r = 0, 1, 2, . . .) et en régularisant Sr par Sr = − limz→−1 Φr(z). Les

séries Φr(z) ont un rayon de convergence égal à 1, et représentent des fonctions ration-

nelles

(30) Φr(z) =
(
z
d

dz

)r z

1− z .

Le calcul peut se faire de manière combinatoire au moyen des nombres de Stirling ; il

est plus simple de poser z = −e−t, de sorte que la limite z → −1, |z| < 1, soit réalisée

par t→ 0, 0 < t. On trouve alors

(31) Sr = (−1)r
( d

dt

)r 1

1 + et

∣∣∣
t=0

;

la relation

(32)
1

1 + et
= −1

t

[ 2t

e2t − 1
− t

et − 1

]
,

jointe à la définition des nombres de Bernoulli

(33)
t

et − 1
=

∞∑

r=0

Brt
r/r!

donne le résultat

(34) Sr = (−1)r+1(2r+1 − 1)
Br+1

r + 1
.

Par ailleurs, une manipulation formelle, connue d’Euler, donne

(35) 1r − 2r + 3r − 4r + . . . = (1− 2r+1)(1r + 2r + 3r + 4r + . . .),

d’où notre auteur conclut (pour r = 1, 2, 3,...)

(36) 1r + 2r + 3r + 4r + . . . = −Br+1

r + 1
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(car Br+1 est nul si r ≥ 2 est pair, d’où la disparition du signe (−1)r+1).

1.5. Si l’on introduit (enfin) la fonction de Riemann ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns , la formule précé-

dente s’écrit

(37) ζ(−r) = −Br+1

r + 1
(pour r = 1, 2, . . .),

alors que la formule (29) se généralise en

(38) ζ(2r) = (−1)r+1 22r−1B2r

(2r)!
π2r (pour r = 1, 2, . . .).

Pour pouvoir définir correctement ζ(−r), il faut faire le prolongement analytique

de ζ(s), que la série ne définit que pour Re s > 1. La méthode standard part de la

représentation intégrale de la fonction Γ ; lorsque Re s > 0, on a

(39) Γ(s) =

∫ ∞

0

ts−1e−tdt,

et le prolongement analytique de Γ se fait par la formule

(40) Γ(s) =

N−1∑

n=0

(−1)n

n!(s+ n)
+

∫ ∞

0

ts+N−1RN (t)dt

dans le demi-plan Re s > −N ; on a défini la fonction RN(t), continue sur [0,+∞[, sauf

un saut en t = 1, par

(41) RN (t) =





[e−t −
∑N−1

n=0 (−1)ntn/n!].t−N pour 0 ≤ t ≤ 1

e−tt−N pour 1 < t.

La représentation intégrale

(42) Γ(s) ζ(s) =

∫ ∞

0

ts−1

et − 1
dt

est valable dans le demi-plan Re s > 1. Le prolongement analytique se fait par

(43) Γ(s) ζ(s) =

N−1∑

n=−1

Bn+1

(n+ 1)!(s+ n)
+

∫ ∞

0

ts+N−1SN (t)dt

dans le demi-plan Re s > −N ; la fonction SN(t) est définie et continue sur [0,+∞[,

sauf un saut en t = 1, par

(44) SN(t) =





[(et − 1)−1 −∑N−1
n=−1Bn+1t

n/(n+ 1)!].t−N pour 0 ≤ t ≤ 1

(et − 1)−1t−N pour 1 < t.

D’après ce qui précède, Γ(s) est méromorphe sur C, avec des pôles simples pour s =

0,−1,−2, . . . et Γ(s) ζ(s) a, lui, au plus des pôles simples pour s = 1, 0,−1,−2, . . ..

Par division, ζ(s) n’a plus qu’un pôle pour s = 1, et l’on retrouve la valeur ζ(−n) =

−Bn+1/(n+1), pour n ≥ 1, à partir de (40) et (43), ainsi que ζ(0) = − 1
2
. La formule (35)



885-09

suggère l’introduction de la fonction η(s) = (1− 21−s)ζ(s), égale à 1−s− 2−s +3−s− . . .
pour Re s > 1, qui n’a plus de pôle en s = 1. C’est donc une fonction entière.

Voici une autre méthode pour faire le prolongement analytique de η(s), donc de ζ(s) =

η(s)/(1− 21−s). Tout d’abord, le dilogarithme (14) se généralise en un polylogarithme

(45) Lis(z) =
∞∑

n=1

zn

ns
;

cette série converge absolument pour tout s complexe, et tout z avec |z| < 1. On réalise

le prolongement analytique de Lis(z) pour (s, z) dans C×(C \ [1,+∞[) en deux étapes :

a) Lorsque Re s > 0, on utilise la formule intégrale

Γ(s)Lis(z) =

∫ +∞

0

z ts−1

et − z dt.

b) Lorsque Re s > −N , avec N ≥ 1 entier, on utilise la formule de dérivation

Lis(z) =
(
z
d

dz

)N
Lis+N (z).

On a alors

(46) η(s) = −Lis(−1) = − lim
z→1

|z|<1

Lis(z)

pour tout s complexe. Autrement dit, la série 1−s − 2−s + 3−s − . . . converge, au sens

d’Abel, pour tout s, vers la somme η(s). Le calcul η(−r) = 1r − 2r + 3r − . . ., fait dans

1.4, selon la méthode d’Euler, est donc justifié.

1.6. Jusqu’ici, nous n’avons pas commenté la formule (C) d’Euler. En fait, les formules

(A) à (D) ont une même source ; les séries s’écrivent toutes sous la forme L(r) =∑∞
n=0

(−1)nr

(2n+1)r , et le résultat s’exprime par le fait que les nombres L(r)/πr sont rationnels

(et calculables). C’est la première apparition du phénomène du poids : le poids de la

série L(r) est l’exposant r avec lequel n apparâıt au dénominateur du ne terme ; on

sait que π = 4L(1) est de poids 1, donc en admettant que le poids d’un produit est la

somme des poids, le nombre L(r)/πr est de poids 0. La philosophie de base est que les

nombres de poids 0 ont une chance d’être rationnels (ou algébriques), mais non ceux de

poids non nul.

Une manipulation simple donne

(47) L(r) =
∑

m∈Z

1

(4m+ 1)r
,

et cette série est donc le prototype de séries de la forme

(48) La,b(r) =
∑

m∈Z

1

(ma + b)r
(a 6= 0 , b/a 6∈ Z) ,



885-10

sommées par Euler. Voici une démonstration simple, qui n’est pas celle d’Euler. La

factorisation (27) du sinus s’écrit

(49) sin πv = πv
∏

m6=0

(
1− v

m

)

(m parcourant Z, et m 6= 0). La dérivée logarithmique donne

(50) π cotg πv =
1

v
+

∑

m6=0

1

v −m =
∑

m∈Z

1

m+ v
,

où la sommation est effectuée symétriquement :
∑

m∈Z

= lim
M→∞

∑

|m|≤M
.

En dérivant r − 1 fois par rapport à v, on obtient

(51)
∑

m∈Z

1

(m + v)r
= πrFr(cotg πv)/(r − 1)! ,

où Fr est un polynôme à coefficients entiers, d’où immédiatement

(52) La,b(r) =
πr

ar
Fr

(
cotg π

b

a

)
/(r − 1)!.

Supposons a et b entiers et b non multiple de a ; alors cotgπ b
a

est un nombre algébrique,

et il en est donc de même de La,b(r)/π
r (qui est de poids 0 !). Comme conséquence, on

peut sommer les séries de Dirichlet L(f, s) =
∑

m6=0 f(m)m−s, pourvu que f(0) = 0 et

que f soit périodique(6) ; si f(m + a) = f(m) pour tout m, avec a > 0 entier, on a

(53) L(f, r) =

a−1∑

b=1

f(b)La,b(r) ,

donc L(f, r)/πr est un nombre algébrique si f prend des valeurs algébriques. La sub-

stance de tout ceci est dans Euler, un siècle avant Dirichlet.

La formule (50) fournit une série génératrice pour les valeurs ζ(2), ζ(4), . . ., à savoir

(54)
π

tgπv
=

1

v
− 2

∞∑

r=1

ζ(2r) v2r−1 ;

on a par ailleurs

(55)
π

tg πv
= πi

[ 2

e2πiv − 1
+ 1

]
= πi+

∞∑

r=0

(2πi)rBr

r!
vr−1

d’après la série génératrice (33). La formule (38) pour ζ(2r) découle immédiatement de

là, ainsi que le fait que B1 = −1
2

et Br = 0 pour r ≥ 3, r impair.

(6)Dans le cas particulier où f(0) = 0 et f(−m) = (−1)rf(m), la série L(f, r) peut s’écrire 2
∑∞

n=1
f(n)
nr

.
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1.7. Les calculs précédents suggèrent d’introduire la série

(56) ζ(s; v) =
∞∑

n=0

(n+ v)−s ,

connue sous le nom de fonction zêta d’Hurwitz. Naturellement, pour v = 1, on retrouve

la fonction zêta de Riemann.

La série (56) converge pourvu que l’on ait Re s > 1, et que v appartienne au plan

complexe C+, coupé le long de ]−∞, 0]. Pour faire le prolongement analytique en s, on

se ramène au cas où Re v > 0 en supprimant un nombre fini de termes de (56), puis on

utilise la formule intégrale

(57) Γ(s)ζ(s; v) =

∫ ∞

0

ts−1e−t(v−1)

et − 1
dt

(valable pour Re s > 0, Re v > 0) et le développement limité de e−t(v−1)

et−1
comme au n◦

1.5. Le résultat est que ζ(s; v) est holomorphe pourvu que s 6= 1 et que v ne soit pas

réel négatif. De plus on a deux équations fonctionnelles(7)

(58) ζ(s; v + 1) = ζ(s; v)− v−s

(59) ζ(s+ 1; v) = −∂vζ(s; v)/s.

Au n◦ 1.5, on a introduit le polylogarithme Lis(z) pour s dans C et z dans le plan C

coupé le long de [1,+∞[. La formule suivante est due à Jonquière et donne une autre

méthode pour définir le prolongement analytique(8) de ζ(s; v) lorsque 0 < Re v ≤ 1 :

(60) ζ(s; v) = i(2π)s−1Γ(1− s)
[
e−πis/2Li1−s(e

−2πiv)− eπis/2Lis(e2πiv)
]
.

L’équation fonctionnelle de ζ(s) et des séries de Dirichlet L(f, s) (avec f périodique)

peut se déduire de là. Signalons que la fonction de Lerch

(61) Φ(z, s, v) =

∞∑

n=0

zn

(n + v)s

englobe la fonction de Hurwitz ζ(s; v) = Φ(1, s, v) et les polylogarithmes Lis(z) =

zΦ(z, s, 1). La fonction de Lerch satisfait à une relation de symétrie ([A3], page 29,

formule (7)).

1.8. Par généralisation de la formule (37), on obtient

(62) ζ(−r; v) =
Br+1(v)

r + 1
(pour r = 0, 1, 2, . . .) ,

(7)Sous forme intégrale, l’équation (59) s’écrit

ζ(s; v) = s

∫ ∞

0

ζ(s + 1; v + p) dp ;

le prolongement analytique de ζ(s; v) pour Re v > 0, s ∈ C peut se faire au moyen de cette formule.
(8)La formule (58) permet de se débarrasser de la restriction 0 < Re v ≤ 1.
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où les polynômes de Bernoulli sont définis par la série génératrice usuelle

(63)
tevt

et − 1
=

∞∑

n=0

Bn(v)
tn

n!
.

En particulier, on a ζ(0; v) = 1
2
− v et plus précisément

(64) ζ(s; v) =
1

2
− v + s log

Γ(v)√
2π

+O(s2)

pour s voisin de 0. Par dérivation en v, et compte tenu de la relation ζ(s; v) =

−∂vζ(s− 1; v)/(s− 1) (formule (59)), on obtient

(65) ζ(s; v) =
1

s− 1
− ψ(v) +O(s− 1)

pour s voisin de 1. On a posé

(66) ψ(v) =
Γ′(v)

Γ(v)
.

La formule (64) s’écrit aussi

(67) ∂sζ(s; v)
∣∣∣
s=0

= log
Γ(v)√

2π

et se relie à la théorie des produits infinis régularisés. Soit (λn)n≥0 une suite de nombres

complexes non nuls telle que
∑∞

n=0 |λn|−N < +∞ pour N > 0 assez grand ; on considère

la série de Dirichlet Z(s) =
∑∞

n=0 λ
−s
n , convergente pour Re s assez grand(9). Si elle

admet un prolongement analytique jusqu’au voisinage de 0, on pose

(68)
∏

n≥0

regλn := exp−Z ′(0).

Avec ces notations, la formule (67) s’écrit

(69)

√
2π

Γ(v)
=

∏

n≥0

reg(v + n).

On peut fonder la théorie de la fonction gamma sur la base des formules (67) et

(69). En particulier, comme le suggère la formule (69), la fonction 1/Γ(v) est entière et

s’annule aux points v = 0,−1,−2, . . . à l’ordre 1. On peut comparer (69) à la formule

de Weierstrass(10)

(70) 1/Γ(v) = veγv
∞∏

n=1

(
1 +

v

n

)
e−v/n ,

(9)En supposant, pour simplifier, qu’aucun des nombres λn n’est réel négatif, on a défini

λ−s
n := exp−s Logλn,

avec la branche principale du logarithme.
(10)On note γ la constante d’Euler, égale à la limite de

(
1+ 1

2 + . . . + 1
N

)
− log N pour N →∞. En un

certain sens, c’est la valeur régularisée de la série divergente
∑∞

n=1
1
n

= ζ(1).
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qui donne par dérivation

(71) ψ(v) = −γ − 1

v
+

∞∑

n=1

[1

n
− 1

n+ v

]
.

Continuant à dériver, on obtient les fonctions polygammas

(72) ψ(r)(v) = ∂r+1
v log Γ(v),

d’où

(73) ζ(r; v) =
(−1)r

(r − 1)!
ψ(r−1)(v) pour r = 1, 2, . . .

et en particulier ψ(v) = −ζ(1; v). La fonction ψ satisfait à l’équation fonctionnelle

(74) ψ(v + 1) = ψ(v) +
1

v

(reflet de Γ(v + 1) = vΓ(v)), mais aussi

(75) ψ(1− v)− ψ(v) =
π

tg πv
,

reflet de la formule des compléments

(76) Γ(v)Γ(1− v) =
π

sin πv
.

En fait, la fonction ψ(v) sert de série génératrice aux nombres ζ(2), ζ(3), . . . ; de la

formule (73), on déduit en effet(11)

(77) −ψ(1− v) = γ +
∞∑

r=2

ζ(r)vr−1.

Sous forme exponentielle, on a

(78) Γ(v + 1) = exp
[
−γv +

ζ(2)

2
v2 − ζ(3)

3
v3 + . . .

]
.

Exercice : Retrouver la formule (54) à partir de (74), (75) et (77).

En conclusion, un exposé complet et détaillé pourrait partir des fonctions polyloga-

rithmes Lis(z), puis en déduire la fonction d’Hurwitz par la formule (60), la fonction

gamma Γ(s) par (67), et enfin les fonctions polygammas ψ(r)(v) par (73).

(11)Noter qu’ici aussi γ joue le rôle de ζ(1).
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2. THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES NOMBRES POLYZÊTAS

2.1. L’histoire racontée jusqu’à présent est ancienne, puisque nous avons voulu mon-

trer qu’elle était essentiellement connue d’Euler. Ce que nous décrivons maintenant a à

peine dix ans d’âge. Les séries polylogarithmiques les plus générales, et les constantes

associées, étaient connues de Jean Écalle [B1] vers 1980, dans sa théorie des «moules»,

bien avant que les spécialistes de théorie des nombres ne s’intéressent activement au

dilogarithme, puis aux polylogarithmes Lik(z) (voir [B9]). Les constantes ζ(k1, . . . , kr)

remontent sans aucun doute à Euler dans le cas r = 2, mais sont mentionnées explici-

tement par Hoffman [B6] et Zagier [B4] vers 1990. Pour les contacts avec la physique

mathématique, voir la conclusion. Je citerai les autres contributions au cours du déve-

loppement.

Une remarque sur la terminologie. Les nombres ζ(k1, . . . , kr) sont appelés diverse-

ment : «nombres multizêtas» (Écalle), «multiple zeta values» (en abrégé MZV) par

Zagier, «nombres d’Euler-Zagier» par les frères Borwein, «multiple harmonic sums»

par Hoffman. À la suggestion de Christophe Soulé, et pour satisfaire aux principes

d’André Weil(12), nous les appelons «polyzêtas» (pour ajouter à la confusion !).

2.2. Voici leur définition. Pour une suite k = (k1, . . . , kr) d’entiers, on pose

(79) ζ(k) = ζ(k1, . . . , kr) =
∑

(n)

1

nk11 . . . nkr
r

,

où la sommation est étendue aux systèmes (n) d’entiers satisfaisant à n1 > . . . > nr > 0

(convention d’Hoffman, opposée à celle de Zagier). Les entiers k1, . . . , kr satisfont à

k1 ≥ 2 , k2 ≥ 1, . . . , kr ≥ 1 ,

la restriction sur k1 étant nécessaire pour la convergence de la série. Le nombre r ≥ 1 est

la longueur (ou profondeur) et le poids est l’entier |k| = k1 + . . .+ kr. En combinatoire,

une suite k = (k1, . . . , kr) d’entiers strictement positifs s’appelle une « composition» de

|k|, le mot «partition» étant réservé aux suites telles que k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ kr.

On peut chercher à interpoler au moyen d’une fonction polyzêta

(80) ζ(s1, . . . , sr) =
∑

(n)

n−s1
1 . . . n−sr

r ,

la série étant absolument convergente si et seulement si l’on a

Re(s1 + . . .+ si) > i pour 1 ≤ i ≤ r.

(12)André Weil, à la suite de Dumézil, refusait les mélanges abusifs de racines grecques et latines, et

fit appliquer strictement ce principe par Bourbaki.
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Pour étendre le domaine d’analyticité, un calcul analogue à celui qui donne Γ(s)ζ(s)

(cf. (42)), conduit à

(81) Γ(s1) . . .Γ(sr)ζ(s1, . . . , sr) =

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

ts1−1
1 . . . tsr−1

r F (t1, . . . , tr) dt1 . . . dtr ;

la fonction F (t1, . . . , tr) vaut
∑

(n) u
n1
1 . . . unr

r avec ui = e−ti , d’où

(82) F (t1, . . . , tr) =

r∏

i=1

1

et1+...+ti − 1
.

Par la méthode de développement limité utilisée au n◦ 1.5, on peut montrer que ζ(s1, . . . , sr)

est une fonction méromorphe des variables s1, . . . , sr et trouver les pôles(13).

De manière précise, soit K un entier positif ; la fonction

(83) HK(s1, . . . , sr) =

ζ(s1, . . . , sr)−
K∑

k=0

Bk

k!

Γ(s1 + k + 1)

Γ(s1)
ζ(s1 + s2 + k − 1, s3, . . . , sr)

est holomorphe là où l’on a Re(s1 + . . .+ si) > i−K − 1 pour 2 ≤ i ≤ r. Les pôles de

ζ(s1, . . . , sr) sont donc situés le long des hyperplans s1 = 1 et s1 + . . .+ si = i−n, avec

2 ≤ i ≤ r et n ≥ 0.

On peut se demander ce qu’ont de spécial les sommes définissant ζ(k1, . . . , kr). Re-

formulons leur définition en

(84) ζ(k1, . . . , kr) =
∑

m

r∏

i=1

1

(mi + . . .+mr)ki
,

la sommation étant étendue aux suites d’entiers strictement positifs m = (m1, . . . , mr).

Le type le plus général serait une série

(85) S =
∑

m

1

P (m1, . . . , mr)
,

où le polynôme P (x1, . . . , xr) est le produit de polynômes de degré 1 à coefficients

rationnels, et où la sommation porte sur les entiers m1 > 0, . . . , mr > 0 n’annulant pas

P (m1, . . . , mr). Dans certains cas, des propriétés de symétrie permettent de remplacer

dans S la sommation par une sommation sur Zr ; c’est le cas des séries (A) à (D) d’Euler

données au n◦ 1.1, qui s’écrivent sous la forme

∑

m∈Z

1

(4m+ 1)k

(13)Résultat dû à Jean Écalle (non publié). Pour une preuve détaillée, voir Goncharov [C17], th. 2.25.
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pour k = 1, 2, 3, 4 respectivement. Dans ce cas, Zagier [B4] suggère d’introduire la série

de Fourier multiple
∑

m∈Zr

P (m)6=0

e2πi(m1x1+...+mrxr)

P (m1, . . . , mr)
,

qui est une fonction sur Rr/Zr rationnelle par morceaux(14) et d’y faire x1 = . . . = xr =

0. Le résultat est que π−k ∑
m∈Zr P (m)−1 est un nombre rationnel si P est de degré

k ≥ r (voir aussi les exemples donnés par Zagier [B4], page 507).

2.3. On a déjà défini les fonctions polylogarithmes d’exposant complexe s par la série

(86) Lis(z) =
∑

n≥1

zn

ns
,

de rayon de convergence 1. Une manipulation simple donne la formule

(87) Lis(z) =
z

Γ(s)

∫ ∞

1

(log u)s−1du

u(u− z) ,

qui est la forme standard d’une fonction holomorphe dans le plan complexe P coupé le

long de [1,+∞[. On récupère ensuite la fonction ζ par ζ(s) = Lis(1), en passant à la

limite z ∈ P , z → 1.

Pour les sommes multiples, on pose par analogie

(88) Lis1,...,sr
(z1, . . . , zr) =

∑

m

r∏

i=1

zmi

i

(mi + . . .+mr)si

avec la représentation intégrale

(89) Lis1,...,sr
(z1, . . . , zr)

= Γ(s1)
−1 . . .Γ(sr)

−1

∫ ∞

0

. . .

∫ ∞

0

ts1−1
1 . . . tsr−1

r Φ(t1, . . . , tr)dt1 . . . dtr,

la fonction Φ étant donnée par

(90) Φ(t1, . . . , tr) =

r∏

i=1

zi
et1+...+ti − zi

.

Le prolongement analytique en les variables s1, . . . , sr se fait par la méthode classique

(M. Riesz, J. Hadamard) d’intégration par parties dans l’intégrale (89). On en déduit

que Lis1,...,sr
(z1, . . . , zr) est définie pour toutes les valeurs complexes des si, et les zi

dans le plan P coupé le long de [1,+∞[. Bien entendu, on a formellement

(91) ζ(s1, . . . , sr) = Lis1,...,sr
(1, . . . , 1) ;

(14)Exemple classique : les polynômes de Bernoulli (k ≥ 1)

Bk(x) = −(2πi)−kk!
∑

m∈Z

m6=0

e2πimx

mk
pour 0 < x < 1.
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le point z1 = . . . = zr = 1 n’est pas dans le domaine d’holomorphie, mais dans son

adhérence. Dans la suite, nous considérerons le cas particulier z1 = . . . = zr = z, d’où

(92) Lis1,...,sr
(z) =

∑

(n)

zn1

ns11 . . . nsr
r

et donc ζ(s1, . . . , sr) = Lis1,...,sr
(1) (avec le passage à la limite usuel).

2.4. Faisons le lien avec les fonctions symétriques. Rappelons que celles-ci sont inter-

prétées comme des séries formelles(15) en une infinité de variables t1, t2, . . ., et qu’une

base est formée des fonctions monomiales M(a1, . . . , ar) (pour toutes les partitions

a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ar > 0). Cette dernière est la somme de tous les monômes de la forme

ta1n1
. . . tar

nr
, avec n1, . . . , nr distincts ; en particulier, on a λr = M(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

r

) et ψr = M(r)

avec les notations du n◦ 1.3.

Soit maintenant (k1, . . . , kr) = k une composition, et posons

(93) QM(k) =
∑

n1>...>nr>0

tk1n1
. . . tkr

nr
.

Alors M(a1, . . . , ar) est la somme de tous les QM(k1, . . . , kr) correspondant à toutes les

compositions k1, . . . , kr distinctes obtenues par permutation de a1, . . . , ar. Les QM(k)

forment une base d’une algèbre QSym, plus large que l’algèbre Sym des fonctions symé-

triques(16).

Pour exprimer de manière commode la multiplication dans QSym, nous introduisons

l’algèbre unifère associative libre A〈y1, y2, . . .〉 des polynômes non commutatifs en une

autre série de variables y1, y2, . . .. Selon Hoffman, on note h1 le module correspondant,

ayant pour base les «mots» w = yk1 . . . ykr
. Par récurrence, on définit la multiplication

∗ dans h1 par le fait que 1 est élément unité et que

(94) ykw ∗ yk′w′ = yk+k′(w ∗ w′) + yk(w ∗ yk′w′) + yk′(ykw ∗ w′).

Elle est associative et commutative, et l’on note h1
har l’algèbre correspondante. La corres-

pondance

yk1 . . . ykr
←→ QM(k1, . . . , kr)

sur les bases se prolonge en un isomorphisme d’algèbres de h1
har sur QSym.

Les mots 1 et yk1 . . . ykr
avec k1 ≥ 2 forment une base d’une sous-algèbre h0

har de h1
har.

Le nombre polyzêta ζ(k1, . . . , kr) résulte alors de la substitution tn ←− 1
n

dans la fonc-

tion quasi-symétrique QM(k1, . . . , kr). On en déduit (pour A = R) un homomorphisme

de R-algèbres

ζ̂ : h0
har −→ R

(15)Voir Bourbaki, Algèbre, chapitre 4, § 6, pour un exposé «moderne» (en 1981 !) de cette théorie.
(16)Nous prenons les coefficients dans un anneau commutatif A contenant le corps Q des nombres

rationnels comme sous-anneau. Le plus souvent, on prendra A égal à Q ou R.
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défini par

ζ̂(yk1 . . . ykr
) = ζ(k1, . . . , kr).

On veut prolonger ζ̂ à tout h1
har. Pour cela, on définit une dérivation D de h1

har par

D(1) = 0 et

(95) D(yk1 . . . ykr
) =




yk2 . . . ykr

si k1 = 1

0 si k1 ≥ 2.

Alors, h0
har est le noyau de D, on a D(y1) = 1 et tout élément de h1

har est annulé par

une puissance de D. On en déduit un homomorphisme reg∗ de h1
har sur h0

har par

(96) reg∗(u) =
∑

i≥0

(−1)i

i!
y∗i1 ∗Di(u)

pour u ∈ h1
har. On a reg∗(u) = u pour u dans h0

har, reg∗(y1) = 0 et la formule de Taylor

(97) u =
∑

i≥0

1

i!
y∗i1 ∗ reg∗(D

iu)

pour tout u dans h1
har. On prolonge ζ̂ en l’homomorphisme ζ̂∗ = ζ̂ ◦ reg∗ de h1

har dans

R, et l’on pose

(98) ζ∗(k1, . . . , kr) = ζ̂∗(yk1 . . . ykr
).

Il revient au même de dire que h1
har s’identifie à l’algèbre de polynômes h0

har[y1], et que

ζ̂∗ est l’unique homomorphisme d’algèbres prolongeant ζ̂ qui s’annule sur y1.

Concrètement, le fait que ζ̂ soit un homomorphisme d’algèbres se traduit par des

identités telles que

(99) ζ(a)ζ(b) = ζ(a+ b) + ζ(a, b) + ζ(b, a)

(100) ζ(a)ζ(b, c) = ζ(a+ b, c) + ζ(b, a+ c) + ζ(a, b, c) + ζ(b, a, c) + ζ(b, c, a).

On doit exclure a = 1 ou b = 1 dans ces formules. Les polyzêtas régularisés ζ∗(a),

ζ∗(a, b),... satisfont sans restriction aux relations précédentes avec la convention ζ∗(1) =

0. Par exemple de (99), on déduit pour a = b = 1

(101) 0 = ζ∗(1)2 = ζ∗(2) + 2ζ∗(1, 1)

et comme ζ∗(2) = ζ(2), on a

(102) ζ∗(1, 1) = −1

2
ζ(2) = −π

2

12
.

Utilisant la relation (22) de Newton sous la forme

(103)
∑

r≥0

λrt
r = exp

(∑

r≥1

(−1)r−1ψr t
r/r

)
,
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on obtient les séries génératrices

(104)
∑

r≥0

ζ∗(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

)tr = exp
(∑

r≥2

(−1)r−1ζ(r) tr/r
)
.

Par un calcul analogue, on obtient, pour k ≥ 2, la relation

(105)
∑

r≥0

ζ(k, . . . , k︸ ︷︷ ︸
r

)tr = exp
(∑

r≥1

(−1)r−1ζ(kr) tr/r
)

;

le cas particulier k = 2 était substantiellement connu d’Euler (voir le n◦ 1.3). Donnons

aussi une série génératrice due à Granville et Zagier, et démontrée par d’autres méthodes

(106)
∑

r≥0

ζ(3, 1, 3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
r

)t4r =
ch(πt)− cos πt

π2t2
,

d’où la formule

(107) ζ(3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
r

) =
2π4r

(4r + 2)!

découverte expérimentalement par Zagier [B4].

2.5. Pour tout entier k ≥ 0, notons Zk le sous-espace Q-vectoriel de R engendré par

les polyzêtas de poids k. Les formules de multiplication décrites au n◦ 2.4 entrâınent

Zk .Zk′ ⊂ Zk+k′. En particulier, on a Z0 = Q, Z1 = 0, Z2 = Qπ2. On introduit une

algèbre graduée

Z =
⊕

k≥0

Zk.

Zagier a fait les deux conjectures suivantes :

(C1) La somme des sous-espaces Zk de R est directe, c’est-à-dire que Z se plonge

dans R.

Noter que ceci entrâıne que les nombres ζ(2), ζ(3), . . . sont linéairement indépendants

sur Q, que ζ(3) est irrationnel, que π est transcendant,...

(C2) Soit dk la dimension du Q-espace vectoriel Zk. On a la relation de récurrence

(108) dk = dk−2 + dk−3

pour k ≥ 3.

Vu les conditions initiales d0 = 1, d1 = 0, d2 = 1, ceci se traduit par la série génératrice

(109)
∑

k≥0

dkt
k =

1

1− t2 − t3 .
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Soit c l’unique nombre réel tel que c3 = c + 1, d’où c = 1, 32... Sous l’hypothèse précé-

dente, on aurait dk ∼ 0, 41× (1, 32)k, alors que le nombre de compositions admissibles

de poids k est 2k−2. Voici une table :

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8

dk 1 0 1 1 1 2 2 3 4.

On peut préciser la conjecture (108). L’algèbre Z est graduée par le poids, mais filtrée

par la longueur, F `Zk désignant le sous-espace engendré sur Q par les polyzêtas de

poids k et longueur ≤ `. Notons dk,` la dimension de l’espace F `Zk/F `−1ZkČ : selon

Broadhurst, on conjecture

(110)
(∑

dk,`t
ku`

)−1

= 1− t2 − t3 +
tu2(1− u2)

(1 + t2)(1− t6) ,

formule dont Écalle a donné une interprétation dans [B3]. Toutes ces conjectures sont

fondées sur une vaste exploration numérique. On calcule les valeurs des polyzêtas avec

plusieurs centaines de décimales, puis on teste les possibles relations linéaires à coeffi-

cients entiers par l’algorithme LLL [B22] ou ses variantes plus modernes.

2.6. Un autre type de relations s’obtient au moyen d’une représentation intégrale des

polyzêtas. À partir de la définition (92) des fonctions polylogarithmes, on obtient les

formules de différentiation

(111) dLik1,...,kr
=




ω0 Lik1−1,k2,...,kr

si k1 ≥ 2

ω1 Lik2,...,kr
si k1 = 1

avec les formes différentielles

(112) ω0 = dz/z ω1 = dz/(1− z).

Pour simplifier l’écriture, nous évaluerons les fonctions polylogarithmes sur l’intervalle

réel [0, 1[. Rappelons la définition des intégrales itérées de Chen [A12]. Si α et β sont

deux formes différentielles sur un intervalle ouvert J de R, et x0 un point de J , on pose

α ◦ β = α . f , où f est la primitive de β, i.e. df = β, avec f(x0) = 0. Les intégrales

de Chen sont de la forme
∫ x1

x0
α1 ◦ α2 ◦ . . . ◦ αr (produit associé de droite à gauche

α1 ◦ (α2 ◦ (α3 ◦ . . . ◦ (αr−1 ◦αr) . . .))) et s’évaluent par l’intégrale de α1(t1) . . . αr(tr) sur

le simplexe ∆r défini dans Rr par

x1 > t1 > . . . > tr > x0

(au moins si x0 < x1).

La formule (111) s’interprète alors sous la forme

(113) Lik1,...,kr
(x) =

∫ x

0

α1 ◦ . . . ◦ αk (k = k1 + . . .+ kr),
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avec la règle suivante : si i est l’une des sommes partielles k1, k1+k2, . . . , k1+ . . .+kr, on

pose αi = ω1 et sinon on pose αi = ω0. Interprétation combinatoire : notons h l’espace

des polynômes non-commutatifs en deux variables x0 et x1 ; on peut alors plonger h1

dans h en remplaçant yk par xk−1
0 x1, c’est-à-dire

(114) yk1 . . . ykr
= xk1−1

0 x1 . . . x
kr−1
0 x1.

Si l’on écrit ce mot sous la forme xi1 . . . xik on aura

(115) Lik1,...,kr
(x) =

∫ x

0

ωi1 ◦ . . . ◦ ωik .

Mais on dispose d’une formule de multiplication des intégrales itérées sous la forme

(116)
(∫ x

0

α1 ◦ . . . ◦ αk
)(∫ x

0

αk+1 ◦ . . . ◦ αk+`
)

=
∑

ω∈Sk,`

∫ x

0

αω−1(1) ◦ . . . ◦ αω−1(k+`)

en notant Sk,` l’ensemble de toutes les permutations de l’ensemble 1, 2, . . . , k + ` qui

sont strictement croissantes sur les sous-intervalles 1, 2, . . . , k et k + 1, k + 2, . . . , k + `.

Cela suggère l’introduction d’un produit de mélange (appelé aussi « shuffle» en anglais)

sur h par

(117) xi1 . . . xik tt xik+1
. . . xik+`

=
∑

ω∈Sk,`

xi
ω−1(1)

. . . xi
ω−1(k+`)

.

On obtient ainsi une algèbre associative et commutative, notée hsh, dont h0 et h1 sont des

sous-algèbres notées h0
sh et h1

sh respectivement. On peut résumer la discussion comme

suit : il existe un homomorphisme d’algèbres(17) Li : h1
sh →H, où H désigne l’ensemble

des fonctions holomorphes sur C\[1,+∞[.

Par un argument analogue à celui du n◦2.4, on montre que hsh est l’algèbre de poly-

nômes h1
sh[x0] et l’on étend Li en un homomorphisme de hsh dans H qui applique x0 sur

la primitive log z de ω0 = dz/z. Noter que Li applique x1 sur
∫ z

0
ω1 = − log(1 − z) =

Li1(z). Or il se trouve que l’opérateur D défini par (95) est une dérivation pour le

produit tt, d’où une projection reg
tt

de h1
sh sur h0

sh. Comme on a ζ̂(u) = Li(u)(1) pour

u ∈ h0, on peut prolonger ζ̂ en un homomorphisme ζ̂tt = ζ̂ ◦ reg
tt

de h1
sh dans R,

d’où une régularisation ζtt(k1, . . . , kr) des polyzêtas divergents (i.e. avec k1 = 1). La

projection reg
tt

annule y1 = x1, d’où ζtt(1) = 0 ; mais on a x1 tt . . . tt x1 = r! xr1, d’où

(118) ζtt(1, . . . , 1) = 0,

et en particulier ζtt(1, 1) = 0, alors qu’on a ζ∗(1, 1) = −π2/12.

2.7. Résumons la situation. Sur l’espace h1, nous avons défini deux produits ∗ et tt, et

h0 est stable pour chacun d’eux. De plus, l’application linéaire ζ̂ de h0 dans R définie par

(17)On peut prendre Q, R ou C pour anneau des scalaires.
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ζ̂(yk1 . . . ykr
) = ζ(k1, . . . , kr) (prendre R pour anneau des scalaires) est un homomor-

phisme pour les deux produits ∗ et tt sur h0, d’où deux familles de relations quadratiques

satisfaites par les polyzêtas ζ(k1, . . . , kr). On étend ensuite ζ̂ en deux homomorphismes

(119) ζ̂∗ : h1
har −→ R , ζ̂tt : h1

sh −→ R

caractérisés par ζ̂∗(y1) = ζ̂tt(y1) = 0, c’est-à-dire ζ∗(1) = ζtt(1) = 0.

On a vu que ζtt(1, 1) et ζ∗(1, 1) sont différents, et il s’agit de déterminer la relation

exacte entre ζ̂tt et ζ̂∗. Par définition, on a

(120) ζ̂tt = ε ◦ Ztt , ζ̂∗ = ε ◦ Z∗

où ε : R[T ] → R est l’homomorphisme ε(P ) = P (0), et où Ztt : h1
sh → R[T ] et

Z∗ : h1
har → R[T ] sont les homomorphismes d’algèbres prolongeant ζ̂ et appliquant

y1 sur T . Le résultat principal(18) est le suivant : il existe une application R-linéaire

bijective ρ de R[T ] dans lui-même telle que Ztt = ρ◦Z∗. Il revient au même de dire que

le noyau I de ζ̂, qui est un idéal à la fois dans h0
sh et h0

har, engendre le même idéal dans

les algèbres h1
sh et h1

har.

Pour la démonstration, on utilisera l’homomorphisme Li : h1
sh → H, qui transforme

u en la fonction Li(u|z). Identifiant h1
har à QSym, soit ζ̂N l’homomorphisme

u 7−→ u
(
1,

1

2
, . . . ,

1

N
, 0, 0, 0 . . .

)

de QSym dans R. Si Li(u|z) =
∑

n≥0 an(u)z
n, on a ζ̂N(u) =

∑N
n=0 an(u). Par la formule

d’Euler-MacLaurin, on établit un développement asymptotique

(121) ζ̂N(u) ∼
∑

i≥0

Pi,u(log N)N−i

avec des polynômes P0,u, P1,u,... Lorsque u = y1, on a ζ̂N(u) = 1+ 1
2
+. . .+ 1

N
∼ γ+log N

(γ est la constante d’Euler), et donc

(122) Z∗(u) = P0,u(T − γ).

On calcule de même Ztt par la formule

(123) Ztt(u) = Q0,u(T ) ,

où Q0,u(T ) apparâıt dans le développement asymptotique

(124) Li(u|1− ε) ∼
∑

i≥0

Qi,u(− log ε)εi

pour ε > 0 tendant vers 0. Par suite, le noyau de Z∗ se compose des u tels que la série

Li(u|z) =
∑

n≥0 an(u)z
n satisfasse à limN→∞(a0(u) + . . . + aN (u)) = 0 et le noyau de

(18)Dû à Zagier et Boutet de Monvel. On en trouvera une démonstration détaillée dans l’article d’Ihara

et Kaneko [B20] et dans la thèse de Racinet [C8].
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Ztt est caractérisé par limz→1 Li(u|z) = 0. Par le lemme d’Abel, le noyau de Z∗ est

contenu dans celui de Ztt, et l’on peut factoriser Ztt en ρ ◦ Z∗.

Explicitons ρ. On a

(125) exp
tt

(ay1) =
∑

r≥0

ar yr1 ,

où l’exponentielle exp
tt

est calculée pour le produit tt. Appliquant Ztt, on obtient

(126) exp (aT ) = Ztt

(∑

r≥0

ar yr1

)
.

Interprétons les éléments de h1
har en termes de fonctions quasi-symétriques ; alors yr1

correspond à λr et yr à ψr. D’après la formule de Newton (103), on a

(127)
∑

r≥0

ar yr1 = exp∗(ay1) ∗ exp∗

(∑

r≥2

(−1)r−1 aryr/r
)

(exp∗ calculée pour le produit ∗). Appliquant Z∗ qui transforme y1 en T et yr en ζ(r)

pour r ≥ 2, on trouve

(128) Z∗

(∑

r=0

ar yr1

)
= exp (aT ) . exp

(∑

r≥2

(−1)r−1ζ(r)ar/r
)
.

Comparant les formules (126) et (128), on conclut

(129) ρ(exp (aT )) = exp (aT ) . exp
(∑

r≥2

(−1)rζ(r)ar/r
)
,

ou, ce qui revient au même, ρ est l’opérateur différentiel d’ordre infini

exp
(∑

r≥2

(−1)rζ(r)∂rT/r
)
.

En particulier, ρ est inversible.

2.8. La comparaison des deux régularisations conduit à de nouvelles relations entre les

polyzêtas. Par exemple, pour tout u dans h0, l’élément u − ζ̂(u) . 1 de h0 appartient

au noyau I de ζ̂. Comme I engendre le même idéal J dans les algèbres h1
har et h1

sh
, les

éléments y1 ∗ u − ζ̂(u)y1 et y1 tt u − ζ̂(u)y1 de h1 appartiennent tous deux à J . Leur

différence appartient donc à J ∩ h0 = I, d’où

(130) ζ̂(y1 ∗ u− y1 tt u) = 0 (pour u ∈ h0).

En explicitant, on trouve la relation d’Hoffman [B6]

(131)
r∑

i=1

ζ(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr) =

r∑

i=1

ki∑

j=2

ζ(k1, . . . , ki−1, j, ki + 1− j, ki+1, . . . , kr) ,
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où une somme de polyzêtas de longueur r est égale à une somme de polyzêtas de

longueur r + 1.

Cette formule est un cas particulier d’une formule générale qui s’écrit sous forme

compacte ζ̂(∂n(u)) = 0 pour tout u dans h0 ; l’opérateur ∂n est défini par

(132) ∂n(x0) =
∑

|w|=n−1

x0 w x1 = −∂n(x1)

(somme étendue à tous les mots w de poids n− 1), et

(133) ∂n(xi1 . . . xir) =

r∑

j=1

xi1 . . . xij−1
∂n

(
xij

)
xij+1

. . . xir .

Kaneko, Ohno, Ihara et Hoffman ont prouvé récemment de nombreuses relations

linéaires entre polyzêtas. La plus générale est celle d’Ohno [B21].Pour une composition

k = (k1, . . . , kr), la composition duale k′ = (k′1, . . . , k
′
r′) est décrite ainsi : si

k =
(
a1 + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

b1−1

, a2 + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
b2−1

, . . .
)

avec a1, b1, a2, b2, . . . , as, bs strictement positifs, on obtient k′ en remplaçant a1, b1, . . . , as, bs
par bs, as, bs−1, as−1, . . . , b1, a1. On a

(134)

ζ(k) =

∫

∆2s

s∏

i=1

1

(ai − 1)!
logai−1

(
t2i−2

t2i−1

)
1

(bi − 1)!
logbi−1

(
1− t2i

1− t2i−1

)
dt2i−1

t2i−1

dt2i
1− t2i

,

où le domaine d’intégration ∆2s est défini par les inégalités 1 = t0 > t1 > . . . > t2s > 0 ;

c’est le cas particulier x = 1 de la formule (115). La formule de dualité ζ(k) = ζ(k′) se

déduit de (134) par le changement de variables

t′1 = 1− t2s , t′2 = 1− t2s−1 , . . . t
′
2s = 1− t1.

La formule d’Ohno s’écrit

(135)
∑

e1+...+er=`

ζ(k1 + e1, . . . , kr + er) =
∑

e′1+...+e′
r′

=`

ζ(k′1 + e′1, . . . , k
′
r′ + er′)

pour ` ≥ 0. La formule de dualité est le cas particulier ` = 0 et la formule d’Hoffman

(131) résulte des cas ` = 0 et ` = 1. On déduit aussi de (135) que pour k et r fixés, avec

2 ≤ r < k, la somme des polyzêtas ζ(k), avec k de poids k et de longueur r, est égale

à ζ(k) ; par exemple

ζ(3) = ζ(2, 1) , ζ(4) = ζ(3, 1) + ζ(2, 2) = ζ(2, 1, 1).

Il est généralement postulé, sur la base d’expériences numériques, que nous connais-

sons déjà toutes les relations à coefficients entiers entre polyzêtas de même poids, mais

l’analyse des implications logiques entre les identités connues n’est pas achevée. Nous

reviendrons là-dessus au n◦ 3.6.
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3. SÉRIES GÉNÉRATRICES NON COMMUTATIVES

3.1. Nous voulons maintenant étudier plus en profondeur les relations entre les po-

lyzêtas qui sont polynomiales sur Q. L’outil utilisé est celui des séries formelles non

commutatives et des algèbres de Hopf.

Soit H = ⊕n≥0Hn une algèbre (associative et unifère) graduée sur le corps Q. On

suppose qu’on a H0 = Q et que chaque espace Hn est de dimension finie(19). Un copro-

duit est un homomorphisme d’algèbres graduées ∆ de H dans H ⊗ H ; on le suppose

coassociatif, c’est-à-dire que les homomorphismes (H ⊗∆) ◦ ∆ et (∆⊗H) ◦ ∆ de H

dans H ⊗H ⊗H sont égaux. On note ε la projection de H sur Q = H0 et l’on suppose

que c’est une counité pour ∆. Alors (H,∆, ε) est une algèbre de Hopf graduée.

Soit A une Q-algèbre. Sur l’ensemble L = HomQ(H,A) des applications Q-linéaires de

H dans A, on définit classiquement le produit de convolution f ∗ f ′ = mA ◦ (f⊗f ′) ◦∆,

où mA : A ⊗ A → A est la multiplication de A. Ce produit est bilinéaire et associatif

et admet ε pour unité. Supposons désormais les algèbres H et A commutatives. Dans

L, l’ensemble des homomorphismes (unifères) d’algèbres de H dans A est un groupe

G(A) pour le produit ∗. De même, l’ensemble G(A) des ξ ∈ L satisfaisant à ξ(xy) =

ε(x)ξ(y) + ξ(x)ε(y) est une algèbre de Lie pour le crochet

(136) [ξ, η] = ξ ∗ η − η ∗ ξ.

Notons H+ = ⊕n≥1Hn le noyau de ε ; c’est un idéal gradué de H. Notons aussi Q(H)

l’espace vectoriel gradué H+/H+ . H+, d’où un isomorphisme d’espaces Q-vectoriels de

G(A) sur HomQ(Q(H), A). L’exponentielle exp∗ définie par

(137) exp∗(ξ) =
∑

r≥0

ξ ∗ . . . ∗ ξ︸ ︷︷ ︸
r

/r!

est une bijection de G(A) = HomQ(Q(H), A) sur G(A) = HomQ−alg(H,A). Comme elle

est fonctorielle par rapport à A, on en déduit un isomorphisme d’algèbres commutatives

graduées de Sym(Q(H)) sur H. En d’autres termes, H est isomorphe à une algèbre de

polynômes (« théorème de Milnor-Moore»).

3.2. Faisons de l’algèbre de mélange hsh une algèbre de Hopf graduée. Comme espace

vectoriel sur Q, elle admet pour base les mots xi1 . . . xik en deux lettres x0 et x1. On

introduit deux autres variables non commutatives X0 et X1 et l’on suppose qu’on a

xiXj = Xjxi. On fait la convention que, pour w = xi1 . . . xik , on a W = Xi1 . . . Xik

(passage en majuscules). On introduit la « série double»

(138) Φ =
∑

w

wW =
∑

k≥0

∑

i1,...,ik

xi1 . . . xikXi1 . . .Xik .

(19)On peut remplacer Q par un corps de caractéristique 0, disons R ou C.
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Soit alors f : h→ A une application Q-linéaire, où A est une Q-algèbre commutative ;

on lui associe la série génératrice Df
tt

=
∑

w f(w)W dans A〈〈X0, X1〉〉.
Considérons maintenant le produit tt dans h ; on peut définir un coproduit ∆ : h→

h⊗ h par

(139) ∆
(
xi1 . . . xik

)
=

k−1∑

`=1

xi1 . . . xi` ⊗ xi`+1
. . . xik + 1⊗ xi1 . . . xik + xi1 . . . xik ⊗ 1.

Il est compatible avec le produit tt, d’où une algèbre de Hopf commutative graduée hsh.

L’algèbre Q〈X0, X1〉 des polynômes non commutatifs en X0 et X1 est graduée, X0 et X1

étant de degré 1. On considère Q〈X0, X1〉 comme le dual gradué de h, les bases {w} et

{W} étant en dualité. Le coproduit dans hsh est dual du produit usuel (concaténation)

dans Q〈X0, X1〉 et le produit tt se dualise en un coproduit ∆tt. Le coproduit ∆tt

est l’unique homomorphisme d’algèbres de Q〈X0, X1〉 dans Q〈X0, X1〉 ⊗Q〈X0, X1〉 qui

envoie Xi sur Xi ⊗ 1 + 1 ⊗ Xi. Appliquons les constructions du n◦ 3.1 à l’algèbre de

Hopf graduée commutative H = hsh. Pour toute Q-algèbre commutative A, le groupe

G(A) se compose des séries formelles non commutatives g dans A〈〈X0, X1〉〉 qui satisfont

à ∆ttg = g ⊗ g ; l’algèbre de Lie G(A) est la complétée de l’algèbre de Lie libre sur A

engendrée par X0 et X1, et l’exponentielle définie par (137) est l’exponentielle usuelle

des séries formelles. On écrit Gtt et Gtt pour G et G respectivement.

3.3. Nous reformulons la définition des fonctions polylogarithmes donnée au n◦ 2.6.

On note P le plan C coupé le long de ] −∞, 0] et de [1,+∞[. Comme c’est un ouvert

simplement connexe de C, l’intégrale de Cauchy
∫ z1
z0
α d’une forme différentielle α =

F (z)dz est bien définie, et l’on peut reprendre la définition des intégrales itérées
∫ z1
z0
α1◦

. . .◦αk (voir [A12]). À chaque mot w en x0, x1, on associe de manière unique la fonction

polylogarithme Li(w|z) par

(140) Li(xm0 |z) =
1

m!
logm z

(141) Li(xiw|z) =

∫ z

0

ωi Li(w|.)

pour tout mot xiw qui n’est pas une puissance de x0 ; voir (112) pour la définition de

ω0 et ω1.

On introduit maintenant les séries génératrices

(142) Li(z) =
∑

w

Li(w|z)W

(143) Γ = ω0X0 + ω1X1.

La série Li(z) est caractérisée par les propriétés suivantes :

a) Li est une application holomorphe (coefficient par coefficient) de P dans C〈〈X0, X1〉〉 ;
b) on a l’équation différentielle dLi = Γ . Li ;
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c) l’application z 7→ Li(z) . e−X0 log z a un prolongement holomorphe au voisinage de

z = 0, avec la valeur 1 en ce point.

Le lien avec les intégrales itérées s’écrit sous la forme

(144) Li(z1) . Li(z0)
−1 =

∑

k≥0

∫ z1

z0

Γ ◦ . . . ◦ Γ︸ ︷︷ ︸
k

,

avec l’interprétation évidente

Γ ◦ Γ =
∑

i,j

ωi ◦ ωjXiXj

Γ ◦ Γ ◦ Γ =
∑

i,j,k

ωi ◦ ωj ◦ ωkXiXjXk, etc.

(voir la thèse de Gonzales-Lorca [C2]). On définit les évaluations αz1z0 : h→ C par

(145) αz1z0(xi1 . . . xik) =

∫ z1

z0

ωi1 ◦ . . . ◦ ωik

et le second membre de (144) s’écrit sous la forme
∑

w α
z1
z0

(w)W . Les formes linéaires αz1z0
sont des homomorphismes d’algèbres de hsh dans C, qui permettent souvent de ramener

un calcul analytique à un calcul dans l’algèbre hsh avec le produit de mélange. Ceci est

d’autant plus important que Minh et Petitot ont démontré dans [C7] que l’application

Li de hsh dans l’ensemble des fonctions holomorphes sur P est injective, c’est-à-dire que

les fonctions Li(w|z) sont linéairement indépendantes sur le corps C des constantes.

3.4. Il existe un unique homomorphisme d’algèbres regtt de hsh sur h0
sh qui induit

l’identité sur h0
sh et annule x0 et x1. Il prolonge l’homomorphisme regtt de h1

sh sur h0
sh

défini au n◦ 2.6. On pose aussi ζ̂tt = ζ̂ ◦ reg
tt

. On peut construire explicitement regtt

par la formule

(146)
∑

w

reg
tt

(w) .W = e−x1X1 .
∑

w

wW . e−x0X0

dans l’algèbre hsh〈〈X0, X1〉〉 On définit la série génératrice des polyzêtas par

(147) ΦKZ =
∑

w

ζ̂tt(w) .W ;

elle est obtenue en appliquant l’homomorphisme ζ̂tt aux coefficients de la série double∑
w wW appartenant à hsh〈〈X0, X1〉〉, et l’on a donc

(148) ∆tt(ΦKZ) = ΦKZ ⊗ ΦKZ ,

c’est-à-dire que log ΦKZ appartient à l’algèbre de Lie libre complétée sur X0 etX1 (notée

Lie(X0, X1)̂ ). La série ΦKZ n’est autre que l’associateur de Knizhnik-Zamolodchikov

défini par Drinfeld dans [C4] (voir aussi [A13]). On a

(149) lim
z→0

Li(z) . e−X0 log z = lim
z→0

e−X0 log zLi(z) = 1.
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Il résulte aussi de la formule (146) que l’on a

(150) lim
z→1

eX1 log (1−z) . Li(z) = ΦKZ.

L’application z 7→ 1−z de P dans P est holomorphe et involutive et transforme ω0 en

−ω1 et ω1 en −ω0. Vu la caractérisation de Li par l’équation différentielle dLi = Γ . Li,

on obtient

(151) Li(1− z,X0, X1) = Li(z,−X1,−X0)ΦKZ(X0, X1)

en indiquant explicitement la dépendance des séries formelles non commutatives en X0

et X1. Vu les propriétés élémentaires du logarithme

(152) log(x+ i0) = log(x− i0) + 2πi

pour x réel strictement négatif, on obtient les formules de monodromie pour les poly-

logarithmes

(153) Li(x + i0) = Li(x− i0)e2πiX0 (x < 0)

(154) Li(x + i0) = Li(x− i0)e2πim (x > 1)

avec

(155) m = ΦKZ(X0, X1)
−1X1ΦKZ(X0, X1).

On retrouve en particulier les résultats classiques sur la monodromie des polyloga-

rithmes Lik(z) (voir [B9]).

3.5. On peut répéter pour l’algèbre h1
har ce qui a été dit au n◦ 3.2 pour hsh. On introduit

donc la série double

(156) D∗ =
∑

r≥0

∑

k1,...,kr

yk1 . . . ykr
Yk1 . . . Ykr

avec les définitions yk = xk−1
0 x1, Yk = Xk−1

0 X1 pour k ≥ 1. La régularisation reg∗ :

h1
har → h0

har est donnée par la formule

(157)
∑

reg∗(yk1 . . . ykr
) Yk1 . . . Ykr

= e−y1Y1D∗

dans l’algèbre hhar〈〈Y1, Y2. . .〉〉. Appliquant aux coefficients de D∗ l’homomorphisme ζ̂∗

de h1
har dans R, on trouve la série génératrice

(158) Φ∗ =
∑

ζ∗(k1, . . . , kr) Yk1 . . . Ykr

dans R〈〈Y1, Y2,. . .〉〉. Le coproduit ∆ dans h défini par (139) applique h1 dans h1⊗h1, et

il est aussi compatible avec le produit ∗. On a donc une algèbre de Hopf commutative



885-29

graduée h1
har. On identifie son dual gradué à Q〈Y〉 = Q〈Y1, Y2, . . .〉 comme algèbre, avec

le coproduit ∆∗ caractérisé par

(159) ∆∗(Yk) = Yk ⊗ 1 + 1⊗ Yk +
k−1∑

j=1

Yj ⊗ Yk−j.

Comme ζ̂∗ est un homomorphisme d’algèbres, on a

(160) ∆∗(Φ∗) = Φ∗ ⊗ Φ∗.

Si l’on définit les éléments U1, U2, . . . de Q〈Y〉 par

(161) U1 + U2 + . . . = log(1 + Y1 + Y2 + . . .),

la relation (160) signifie que log Φ∗ appartient à la sous-algèbre de Lie libre complétée

construite sur les Uk (avec R pour anneau de coefficients).

Enfin, la comparaison des deux régularisations se traduit par la formule

(162) Φ∗ = exp

{
∑

n≥2

(−1)n−1ζ(n)Y n
1 /n

}
.ΠY (ΦKZ)

où la projection ΠY de Q〈〈X0, X1〉〉 sur Q〈〈Y〉〉 annule tous les mots en X0 et X1 se

terminant par X0.

3.6. La conjecture la plus forte dans le sujet s’exprime en disant que toutes les relations

polynomiales sur Q entre les polyzêtas sont conséquence des relations établies précé-

demment (148), (160) et (162), la série ΦKZ − 1 ne contenant que des termes de degré

≥ 2 en X0, X1.

De manière plus précise, pour toute Q-algèbre commutative A, on note DM(A) l’en-

semble des séries formelles Φ ∈ A〈〈X0, X1〉〉, de terme constant 1 et sans termes linéaires

en X0, X1, satisfaisant aux relations

(163) ∆tt(Φ) = Φ⊗ Φ , ∆∗(Φ∗) = Φ∗ ⊗ Φ∗

où Φ∗ est donnée par(20)

(164) Φ∗ = exp

{
∑

n≥2

(−1)n−1(Φ|Yn)Y n
1 /n

}
.ΠY (Φ).

Alors ΦKZ appartient à DM(R) et même plus précisément peut être considérée comme

un élément de DM(Z) (voir le n◦ 2.5 pour la définition de Z). La conjecture équivaut

à la conjonction de (C1) énoncée au n◦ 2.5 et de ce qui suit :

(C3) Pour toute Q-algèbre commutative A, et pour toute série Φ dans DM(A), il existe

un homomorphisme d’algèbres ϕ : Z → A et un seul tel que Φ se déduise de ΦKZ

en appliquant ϕ à chaque coefficient.

(20)On note (Φ|Yn) le coefficient de Yn = Xn−1
0 X1 dans la série Φ(X0, X1).
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3.7. Racinet vient de décrire en détail les ensembles DM(A) dans sa thèse [C8]. Sa

méthode est la suivante. On note MT (A) le groupe formé des séries dans A〈〈X0, X1〉〉
dont le terme constant vaut 1, avec la multiplication

(165) F1 ~ F2 = F1(F2(X0, X1)X0 F2(X0, X1)
−1, X1)F2(X0, X1).

L’algèbre de Lie mt(A) correspondante se compose des séries ψ sans terme constant

dans A〈〈X0, X1〉〉, avec le crochet défini par Ihara

(166) 〈ψ1, ψ2〉 = dψ1(ψ2)− dψ2(ψ1)− [ψ1, ψ2]

(on a noté dψ la dérivation continue de l’algèbre A〈〈X0, X1〉〉 qui applique X0 sur 0 et

X1 sur [ψ,X1]). Introduisons aussi l’application linéaire sψ dans A〈〈X0, X1〉〉 par

(167) sψ(u) = ψu− dψ(u).

On a alors les relations

(168) 〈ψ1, ψ2〉 = sψ2(ψ1)− sψ1(ψ2)

(169) s〈ψ1,ψ2〉 =
[
sψ2 , sψ1

]
.

Ces propriétés traduisent une situation bien connue en géométrie différentielle, celle des

algèbres de Vinberg. L’application exponentielle de mt(A) dans MT (A) est la bijection

donnée par

(170) exp∗ ψ = (exp sψ)(1).

Bien entendu, on pourrait décrire une algèbre de Hopf commutative graduée définissant,

comme au n◦ 3.1, la famille des groupes MT (A) et des algèbres de Lie mt(A)(21).

Notons DM0(A) l’ensemble des éléments de DM(A) sans terme en Y2 = X0X1 (de

toute façon, un élément de DM(A) n’a pas de termes linéaires en X0, X1). Le théorème

principal de Racinet est le suivant :

a) L’ensemble DM0(A) est un sous-groupe de MT (A).

b) Pour Φ dans DM(A) et H dans DM0(A), on a Φ ~H ∈ DM(A).

On prouve ensuite qu’il existe un élément Φ dans DM(Q) qui est pair, c’est-à-dire

de la forme

(171) Φ = 1 + Φ2 + Φ4 + . . .

où Φ2r est un polynôme non commutatif de degré pair 2r en X0 et X1. Posons

(172) Φ(t) = 1 + tΦ2 + t2Φ4 + . . . .

Par ailleurs, soit dm0(A) l’algèbre de Lie correspondant à DM0(A). C’est l’ensemble

des séries formelles ψ appartenant à l’algèbre de Lie libre complétée LieA(X0, X1)̂ et

(21)Le groupe MT (A) est, à peu de choses près, le même que le groupe GARI d’Écalle, et l’algèbre de

Lie mt(A) s’identifie à l’algèbre ARI d’Écalle.
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telles que ΠY (ψ) soit somme d’une série ψcorr(Y1) en Y1, et d’un élément de l’algèbre

de Lie libre complétée LieA(U1, U2, . . .)̂ ; on impose enfin que le coefficient de Y2 dans ψ

soit nul. Le point technique le plus important de la démonstration consiste à prouver

que dm0(A) décrit comme ci-dessus est stable par le crochet 〈ψ1, ψ2〉 de Ihara. Voici la

dernière assertion du théorème de Racinet :

c) L’application (t, ψ) 7→ (exp sψ)(Φ(t)) de A× dm0(A) dans DM(A) est bijective.

3.8. Nous terminons par une série de problèmes ouverts. Tout d’abord, le foncteur

DM0 qui à une Q-algèbre commutative A associe le groupe DM0(A) est un schéma en

groupes pro-unipotent sur Q. Cela signifie qu’il existe une algèbre de Hopf commutative

graduée H sur le corps Q, comme au n◦ 3.1, telle que DM0(A) s’identifie à l’ensemble

des homomorphismes de Q-algèbres de H dans A. D’après le théorème de Milnor-Moore,

l’algèbre H est isomorphe à Sym(Q(H)), le dual gradué de Q(H) est une algèbre de Lie

graduée d0 et l’algèbre de Hopf graduée duale de H est l’algèbre enveloppante U(d0).

La série ΦKZ permet de définir un homomorphisme d’algèbres τ : H → Z/π2Z (voir

au n◦ 2.5 pour la définition de Z) et la conjecture (C1)+(C3) équivaut à l’affirmation

que τ est un isomorphisme et qu’il existe une dérivation D de degré −2 dans l’anneau

gradué Z, telle que D(ζ(2)) = 1. La démonstration de Racinet permet en principe de

construire D à partir d’un élément pair Φ de DM(Q). La construction explicite d’un

tel Φ est un problème important.

La conjecture de Zagier sur la dimension dk de Zk est conséquence d’une conjecture,

due à Ihara et Deligne, qui affirme que l’algèbre de Lie d0 est libre avec un générateur

ψ2r+1 pour chacun des degrés impairs 2r + 1 = 3, 5, 7, . . .. La construction explicite de

tels éléments ψ3, ψ5, . . . est un premier problème, avant de prouver qu’ils engendrent

librement d0.

On dispose d’une filtration par la longueur sur l’algèbre de Lie d0. Le gradué associé

gr d0 est une algèbre de Lie bigraduée. Les travaux d’Écalle et Goncharov suggèrent que

la composante de poids k et de longueur r de gr d0 s’identifie à l’espace des polynômes

bialternaux : il s’agit des polynômes P (v1, . . . , vr) homogènes de degré k−r qui satisfont

à l’identité d’alternalité

(173)
∑

ω∈Sj,r−j

P (vω(1), . . . , vω(r)) = 0

pour 1 ≤ j ≤ r − 1, ainsi que l’identité analogue pour le polynôme P (v1 − v2, v2 −
v3, . . . , vr−1 − vr, vr). La conjecture de Broadhurst (voir n◦ 2.5) prévoit la dimension

Dk,r de l’espace de ces polynômes bialternaux. La mise au point de tout ceci permettra

d’expliciter Z comme une algèbre de polynômes sur Q (la «décomposition canonico-

explicite des multizêtas» selon Écalle).

Enfin, Drinfeld a introduit le groupe de Grothendieck-Teichmüller GRT1 avec son

algèbre de Lie grt1. Les algèbres de Lie d0 et grt1 sont des sous-algèbres de Lie de
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l’algèbre mt avec le crochet 〈ψ1, ψ2〉 d’Ihara. Il y a toutes les raisons de postuler l’égalité

d0 = grt1, d’autant que Racinet exhibe une suite d’éléments appartenant aux deux

algèbres de Lie, et qui sont de bons candidats pour les générateurs demandés ψ3, ψ5, . . ..

CONCLUSION

Nous n’avons considéré ici que les polyzêtas ordinaires. On peut aussi considérer les

polyzêtas colorés de la forme

ζ

(
ω1 . . . ωr
k1 . . . kr

)
= Lik1,...,kr

(ω1, . . . , ωr)

où ω1, . . . , ωr sont des racines de l’unité. Racinet a étendu la plupart de ses résultats

à ce cadre, ainsi qu’Écalle, et Goncharov et Wojtkowiak ont étudié à fond ce cas.

Mentionnons aussi les résultats de Bigotte [D1].

Si les conjectures énoncées dans cet exposé sont correctes, les nombres π, ζ(3), ζ(5), . . .

sont algébriquement indépendants sur Q. Que π soit transcendant est classique (Lin-

demann vers 1890), et R. Apéry a démontré en 1979 que ζ(3) est irrationnel. Très ré-

cemment, Rivoal [D2] a fait progresser énormément la question en prouvant que le rang

sur Q de l’ensemble des nombres ζ(3), ζ(5), . . . , ζ(2N + 1) est au moins égal à 1
3
log N ,

pour tout entier N ≥ 1. En combinant ses méthodes avec la machine algébrique décrite

ici, on doit pouvoir beaucoup avancer.

Les polyzêtas sont donnés par un type d’intégrales que Kontsevitch [D5] appelle

«périodes». Il donne aussi une définition élémentaire des «motifs mixtes» et de leurs

matrices de périodes. À ma connaissance, personne n’a explicité une telle matrice de

périodes contenant les polyzêtas. Il y a une algèbre de Hopf associée aux périodes, et il

serait bon d’en élucider le lien avec les constructions de Racinet, qui exhibe le schéma

DM comme un fibré principal de base A1.

Enfin, il faudrait éclaircir la signification des polyzêtas en physique mathématique.

Dans le calcul explicite des intégrales associées aux diagrammes de Feynman, les cons-

tantes rencontrées sont presque toujours des polyzêtas (colorés) [D3]. De plus, on dispose

d’un modèle-jouet de théorie quantique des champs dont les intégrales associées aux

diagrammes de Feynman sont les polyzêtas [D6]. Enfin, comme je l’ai mentionné dans

un article précédent [D4], les ressemblances entre les algèbres de Lie telles que dm0 et

grt et celles que Connes et Kreimer ont introduites dans la théorie de la renormalisation

sont trop frappantes pour être fortuites.
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190 (1990), 17-67.

[A14] P. CARTIER - Démonstration « automatique» d’identités et fonctions hypergéo-
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blication, avril 2000.

[plus divers documents, incomplets, qu’il a fait circuler depuis un an et demi ; il
prépare un ouvrage exhaustif sur les polylogarithmes].

Au tour de Zagier

[B4] D. ZAGIER - Values of zeta functions and their applications, in «First European
Congress of Mathematics», vol. II, pp. 497-512, Birkhaüser, 1994.
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Pour un exposé approfondi, les deux références classiques

[B10] L. LEWIN - Polylogarithms and associated functions, North Holland, 1981.

[B11] L. LEWIN (édit.) - Structural properties of polylogarithms, Math. Surveys and
Monographs, vol. 37, Amer. Math. Soc., 1991.

Pour les fonctions quasi-symétriques, on se reportera à

[B12] I. GELFAND, D. KROB, A. LASCOUX, B. LECLERC, V. RETAKH and J.-
Y. THIBON - Non-commutative symmetric functions, Adv. in Math. 112 (1995),
218-348.

[B13] C. MALVENUTO and C. REUTENAUER - Duality between quasi-symmetric
functions and the Solomon descent algebra, J. of Algebra 177 (1995), 967-982.



885-35

[B14] C. REUTENAUER - Free Lie algebras, London Mathematical Society Mono-
graphs, New series, n◦7, Oxford Univ. Press, 1993.
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Ihara a longuement étudié les algèbres de Lie liées aux groupes de tresses, et
introduit le crochet 〈ψ1, ψ2〉. Voir

[C9] Y. IHARA - The Galois representation arising from P 1\{0, 1,∞} and Tate twists
of even degree, in «Galois groups over Q», pp. 299-313, Springer, 1989.

[C10] Y. IHARA - Automorphisms of pure sphere braid groups and Galois representa-
tions, in «The Grothendieck Festschrift», Vol. II, pp. 353-373, Birkhäuser, 1990.
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[D2] K. BALL et T. RIVOAL - Irrationalité d’une infinité de valeurs de la fonction
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