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» SoitL un langage régulier sur un alphabet fini.

» On a differentes fagons de représenter un langageieeguylar
automate déterministe, par automate non-déterminisfgao
expression réguliere

» Pour représenter de maniere unigue un langage on uiiise s
automate minimal

» On définit la complexité en états du langdgke nombre d’'états
de son automate minimal
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Langagesé&guliers : notreetude en moyenne

» C'est intéressant de voir comment évolue cette "mesureles
langages quand on applique les opérations rationnelles.

» Plusieurs résultats sont connus pour la complexité &is éans
le pire cas pour les opérations rationnelles sur les laggjag
représentés par automate.

» Dans ce travail on a considere les langages finis.

Notre travail

On fait I'étude en moyenne de la complexité en états désabipns
rationnelles sur les langages finis, en considérant lalalison
uniforme sur les ensembles avec un nombreiibde mots et de
somme de longueursg avecn que tend vers linfini.
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ProbEme

Soit X un ensemble fini de mots non vides et swiin mot. Comment
déeterminer siv € X*?

» mest le nombre des mots daXs= {us,--- ,um}
» nestla somme des longueurs des motXden= >"", |uj|
» n — longueurde X
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Constructions classiques

» On peut construire un automate non-déterminiétavec au plus
n états reconnaissaMt

» La complexité pour reconnaitre un mot est@mn x |w|)

» On déterminised = B
» La complexité esO(|w|) une foisB calculé



Croissance exponentielle

» Ellul, Krawetz, Shallit and Wand, Regular expressions : new
results and open problems,Autom. Lang. Combin. 1@005.

Théoréme
Pour chaquér > 3, il existe un ensembl¥;, ayanth éléements et de
taille ©(h?) tel que la complexité en états dg* est end(h2").

La complexié enétatsd’un langage rationnel est le nombre d’état de
son automate minimal.



Une solution plus efficace

» Clément, Duval, Guaiana, Perrin and Rindone, Parsing avith
finite dictionary, TCS 3402005.

Théoreme

Déterminer siv est dans<* ou pas peut étre décidé en temps
O(mw| + n).



Une solution plus efficace

» Clément, Duval, Guaiana, Perrin and Rindone, Parsing avith
finite dictionary, TCS 340 2005.

Théoreme

Déterminer siv est dans<* ou pas peut étre décidé en temps
O(mw| + n).

Leur construction est inspirée de 'algorithme de Aho-&3ik.



Sur la concatenation : complegitlans le pire de cas

» C. Campeanu, K. Culik, K. Salomaa, S. Yu, State complexity of
basic operations on finite languag®®]. 2214 in Lect. Notes
Comput. Scj.2001.

Théoreme

SoientAs, A, deux automate deterministe reconaissant des langages
finis X1, Xp, avecn; etn, états respectivement, et sble nombre

d’eétats finals ded;. Alors il existe un automate deterministeavec
O(nnt + nb) états tel que(A) = L(A1)L(Az).

Pour|A| = 2 etn; + 1 > np > 2 la borne supérieure est
(ny — Ny + 3)2%272 — 1 et est atteinte.



Nos résultats en moyenne

Soientn, m entiers,n >> metA alphabet.

On considére ensemblXsde A* de longueun avecm mots non
vides, uniformément distribuées.

Complexité en moyenne des opérations rationnelles

» En moyenne, la complexité en états de I'étoile d’un erigend
est linéaire par rapport a la longueurXéavec équivalence pour
Al > 3)

» En moyenne, la complexité en états de l'union de la
concaténation de deux ensemb¥gsX, est linéaire par rapport a
la somme de les longueurs He et X5



Complexié en moyenne deétoile : automates

» SoitA alphabet eX c A* ensemble fini de mots.
» Soit P(X) 'ensemble des préfixes des motsXie
» On définitZx = (A, Pr(X), Tx, {¢}, X), avec

Tx = {(u,a,ua) |ue Pr(X), ac A uac Pr(X)}
» 7x est un automate déterministe reconnais¥ant

FIG." The automatofx for X = {a, aba bab}



Complexié en moyenne deétoile : automates

» On définitAx = (A, Pr(X), Tx UT,{e},X U {e}), avec
T={(uaa) |ueX, ac ANPrX)}

» En particulier, pour chaque état finalet pour chaqua € A, si
{a} est dan¥/x, on ajoute &x un arc dep vers{a} avec
etiquettea.




Dy

» On déterminise I'automate précédesntDy
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Proprietes deDy

» les états de 'automate non déterministe sont étiguatec les
préfixes des mots d¢

» par construction, 9 est un état d®y, il est étiqueté avec un
ensemble de préfixes de motsXie

» P - apeut seulement conteraret des mots de la formaa pour
weP

Lemme

Une étiquette? d'un état deDy est un ensemble de préfixes des mots
de X tel que siw etw sont dan$?, alors soitw est un suffixe dev
soitw’ est un suffixe dev.
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Dans ces expériences, le nombre d'état®gden moyenne semble
étre linéaire.
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Distribution sur les ensembles de mots

Differentes distributions utilisées :

» mfixé. Distribution uniforme sur les ensemblesmenots non
vides dont la somme des longueursrest

» Distribution uniforme sur les ensembles de mots non vides do
la somme des longueurs esflTrop de petits motsX* est
souvent cofini

» mfixé. Distribution uniforme sur ensembles lemots non vides
dont chaque mot est de longueur au plugrop de grandes
mots, X est un code préfixe avec trés grande probabilité



Distribution sur les ensembles de mots

Pour un fixem > 2.

> SoitSet, m I'ensemble des ensembles menots non vides de
somme de longueurs

» On considéere la distribution uniforme sur chaque
» Le valeur moyenne deest

fo*

XESeih

» Asymptotiqgue poun quandn tend vers l'infini



Sur ensembles des mots

Uneséquencelemmots est unm-uple (uy, - - - , uy) de mots.

» On peut travailler sur séquenc@.éfm dem mots distincts, parce
gue il y a exactemenh! sequences correspondant a un ensemble
donné

1 1
* - | *
= > f(x) o 5o > mif(x)

|SA.ml XESin XeSetum



Sur ensembles des mots

Uneséquencelemmots est unm-uple (uy, - - - , uy) de mots.

» On peut travailler sur séquenc@.éfm dem mots distincts, parce
gue il y a exactemenh! sequences correspondant a un ensemble
donné

1 1
f(X*) = —<—— m! f(X*
K™ Z ) m! |Setym| Z )

m Xegrfm XeSehm

» On peut travailler sur les sequencgsy demmots, parce que

1
|Sn,m| = |Srfm| <1+ o <@>>

fo*

XESn,m

Alors

1
f(X
Setn 2 T |snm|

XeSethm



Complexié en moyenne deétoile : borne sugrieure

Théoreme

Pour la distribution uniforme sur les ensembi¥ede m mots non
vides de somme de longueursle nombre moyen d’états dex est
enO(n).



Complexié en moyenne deétoile : borne sugrieure

Théoreme

Pour la distribution uniforme sur les ensembi¥ede m mots non
vides de somme de longueursle nombre moyen d’états dex est
enO(n).

Corollaire
La complexité en moyenne g€ est linéaire.
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XeSnm P étiquette d’état
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Idée de la preuve

Z taille deDy = Z nombre deX t.q. P est un état d®y
XeSnm P étiquette d’état

Ao A

e



Idée de la preuve

» Les étiquettes qui peuvent apparaitre sont de la forme
{x1, -+, %}, avecx; suffixe propre deg;.

» Combinatoire sur les mots.

» Comptage de ségquences avec contraintes.



A nouveau les exgriences
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Complexie en moyenne dedtoile :équivalencen

Théoreme

Supposons que l'alphabet a au moins trois lettres. Poustdhiition
uniforme sur ensembles de m mots non vides de somme de
longueursn, la complexité en états d€* est inferieure ou égal a
n+ O(1).



Complexie en moyenne dedtoile :équivalencen

Théoreme

Supposons que l'alphabet a au moins trois lettres. Poustdhiition
uniforme sur ensembles de m mots non vides de somme de
longueursn, la complexité en états d€* est inferieure ou égal a
n+ O(1).

» Etiquettes qui pouvent apparaitre sont de la fofme- - - , X},
avecy; suffixe propre de,1. De plus, pour chaque, X;, il
existew € Suff(X)X* N X tel quex; = wx

» Combinatoire sur les mots.

» Comptage de séquences avec contraintes.



Complexié en moyenne de la conéaiation : esultat
principal

Théoreme

Pour la distribution uniforme sur les couples d’enseml}gs X,) de
Sety, m, X Sety, m,, la complexité en états moyenne Xg- X, est

inferieure ou égal & + np) + O(1), quandn; etn, tendent vers
infini.



Construction

» On définitZx, et7x, comme avant

» On définit Ax,.x, a partir deZx, et7x, : pour chaque état fingl
de7x,, pour chaque lettra telle que{a} € Qx,, on ajoute un arc
dep vers{a} avec étiquette.

» Ax,.x, €St un automate non-déterministe qui reconKatXp
» En déterminisanidy,.x, — Dx,-x,



Construction :Ax, .x,

FIG.: Les automat@y, et7x,, pourX; = {ab, abhb b} etX, = {bb, ab, aab}.



Construction :Ax, .x,

FIG.: LautomateAy,.x,, pourX; = {ab, abb b} et X, = {bb, ab, aab}.



Idée de la preuve

Lemme

Les états d®x,.x, sont des couple@u, Z) de
(Pr(X1) U 0) x P(Pr(Xz)) tels que

» Siu e Pr(Xy), il existe un uniqu& € P(Pr(X;)) tel que(u,Z)
est un état d®x, .x,.

» Siu=(0etZ={vq,---,v}, alors, sivest la longueur du plus
long mot dezZ, pour chaque € {1,...,¢}, v=wV

» L'idée de la preuve est similaire au cas de I'étoile.
» Comptage de ségquences avec contraintes.



Complexié en moyenne de I'union ésultat principal

Théoréme
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Complexié en moyenne de I'union ésultat principal

Théoréme

Pour la distribution uniforme sur les couples d’ensemblgsX,) de
Sety, m, x Set, m,, la complexité en états moyenne ¥egU X, est
inferieure ou égal & + nz) + O(1), quandn; etny tendent vers
Finfini.

¢a vient deXy U Xa| < [Xa| + [Xo| €t|Xs U Xz < [[Xa | + [|Xz]|



Bornes inferieures

Théoréme

Pour la distribution uniforme sur ensemblesle Set, m, la
complexité en états d¢* est au moins + o(1).



Bornes inferieures

Théoréme

Pour la distribution uniforme sur ensemblesle Set, m, la
complexité en états d¢* est au moins + o(1).

Théoréme

Pour la distribution uniforme sur les couples d’ensemblasX,) de
Sety, m, X Sety, m,, la complexité en états en moyenneXieJ X, et
de X; - X, est bornée inféerieurement par des fonctions équiveseat
Ny + Ny, quandn; etn, tendent vers l'infini.
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Bornes inferieurs : ide des preuves

» |l existe une famille de séquencé&sC ﬁ,m avec cardinalité
asymptotiquement pres & m

» La complexité en état d’'un ensemble associée a unesequ
dansF est asymptotiquement équivalenta.a



Résultats principaux
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Résultats principaux

Théoreme

Pour la distribution uniforme sur les ensemblede Set, m, la
complexité en états moyenne ¥é est enO(n).

Théoreme

Pour la distribution uniforme sur les couples d’enseml}gs X,) de
Sety, m, X Sety, m,, la complexité en états moyenne XgU X; et de
X1 - Xz est en®(ny + ny), quandn; etn, tendent vers l'infini.
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Theoreme

Pour|A| > 3, la complexité moyenne en temps pour la construction
deDx reconnaissant I'étoile d'un langageenSet, m est en
O(nlogn).



Complexite en temps

Theoreme

Pour|A| > 3, la complexité moyenne en temps pour la construction
deDx reconnaissant I'étoile d’un langageenSet, m est en
O(nlogn).

Théoreme

Pour|A| > 2, la complexité moyenne en temps pour la construction
deDx,x, reconnaissant la concaténation des deux langages finis
X1 € Sety, m, etXs € Sety, m, est enO((ny + ny) logny).
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Idée de la preuve

» Comment calcule®@ =P -a?
» Est-ce qué) est déja dans l'automate ?
Preuve :
» Arbres balancés pour chaque taille d’étiquettes
» Des types de sommes comme dans les calculs précédents.
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» En moyenne, les constructions de bases sont efficaces

» La complexité en états d&* est équivalent a en moyenne, pour
un alphabet avec au moins 3 lettres.

» Est-ce vrai pour un alphabet binaire ? Ouinsi 2



Conclusion et problems ouverts sur les langages finis

v

En moyenne, les constructions de bases sont efficaces

La complexité en états d&* est équivalent a en moyenne, pour
un alphabet avec au moins 3 lettres.

Est-ce vrai pour un alphabet binaire ? Ouisi= 2

v

v

v

Utiliser les chaines de Markov pour engendrer les mots ?



Complexit enétats des ogrations rationnelles sur les
langages cofinis

» Nous avons étudié le pire cas de la complexité en états de
opérations rationnelles sur les langages cofinis (largegde que
le langage complément est fini).

» Nous avons fourni des algorithmes pour calculer efficacémen
'automate minimal.



Sur les langages cofinis

Un langageX es dit cofini si le langage complémexit= A* \ X est
un langage fini.
» On défini la taille d’'un langage cofini comme la taille de son
ensemble complément.

» On note pat|X]|| la somme des longueurs des motsxde
X = 32 Juil



Sur les langages cofini

» Les langages cofinis sont stables pour les opérationsreiies,
notamment I'union, la concaténation et I'etoile.

» L'union d’'un langage cofini et d’'un langage régulier est un
langage cofini.

» La concaténation d’'un langage régulket d’'un langage cofini
Y est un langage cofini si et seulemenksiontient un code
préfixe maximal.



Nos resultats en éltail : étoile et union

Théoreme

SoientX; et X, des langages cofinis avgX; || = n et ||Xz|| = ny.
L'union X; U Xz est un langage cofini de complexité en états au plus
min(ng, n2) + 2. L'automate minimal de; U X, peut étre calculé en
tempsO(ny + ny).

Théoreme

Pour tout langage cofin{ avec||X|| = n, la complexité en états dans
le pire cas deX* est au plus + 2. Il existe un algorithme pour
calculer 'automate minimal d&* en temps quadratique.



Nos resultats en eltail : concagénation

SoitSet, m 'ensemble des ensembles menots non-vides dont la
somme de longueurs ast

Théoréme

SoientX; et X, langages cofini tels que; € Sef, m, etXo € Sek, m,.
La complexité en états d&, - X, est au plus

n; + 1 4+ min(2my, Nz + 2). Sie € X, (resp.e € X3), la complexité en
etats deX; - X, es au plusy + 2 (resp.n, + 2). Lautomate minimal
deX; - Xz peut étre calculé en tem@(ny + ny).



Conclusion et prol@mes ouverts sur les langages cofinis

» Les opérations rationnelles appliquées aux langagesigofi
produisent des langages a faible complexité en étalsyet
automate minimal peut étre calculé rapidement.

» Concaténation d’'un langage régulier et d’un langage c@fin



