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Substitutions

• Substitutions sur les mots et systèmes dynamiques symboliques
• Règles d’inflation/subdivision : pavages et ensemble de points



Un exemple de substitution sur les mots : la
substitution de Fibonacci

Définition Une substitution est un morphisme de monoïde libre

Exemple

σ : 1 7→ 12, 2 7→ 1.

1
12
121
12112
12112121

σ∞(1) est appelé mot de Fibonacci

σ∞(1) = 121121211211212 · · ·



Substitutions et pavages

Principe On prend
• un nombre fini de tuiles {T1,T2, . . . ,Tm}
• une transformation expansive Q (le facteur d’inflation)
• une règle permettant de découper chaque QTi en copies des

T1,T2, . . . ,Tm

Il s’agit d’une méthode simple de production de pavages

Exemple

A PRIMER ON SUBSTITUTION TILINGS OF THE EUCLIDEAN PLANE 5

1.6. Outline of the paper. Substitutions of constant length have a natural generalization to
tilings in higher dimensions, which we introduce in Section 2. These generalizations, which include
the well-studied self-similar tilings, rely upon the use of linear expansion maps and are therefore
rigidly geometric. We present examples in varying degrees of generality and include a selection of
the major results in the field.

Extending substitutions of non-constant length to higher dimensions seems to be more difficult,
and is the topic of Section 3. To even define what this class contains has been problematic and
there is not yet a consensus on the subject. For lack of existing terminology we have decided to call
this type of substitution combinatorial as tiles are combined to create the substitutions without
any geometric restriction save that they can be iterated without gaps or overlaps, and because in
certain cases it is possible to define them in terms of their graph-theoretic structure.

In many cases one can transform combinatorial tiling substitutions into geometric ones through
a limit process. In Section 4, we will discuss how to do this and what the effects are to the extent
that they are known. We conclude the paper by discussing several of the different ways substitution
tilings can be studied, and what sorts of questions are of interest.

2. Geometric tiling substitutions

Although the idea had been around for several years, self-similar tilings of the plane were given a
formal definition and introduced to the wider public by Thurston in a series of four AMS Colloquium
lectures, with lecture notes appearing thereafter [59]. Throughout the literature one finds varying
degrees of generality and some commonly used restrictions. We make an effort to give precise
definitions here, adding remarks which point out some of the differences in usage and in terminology.

2.1. Self-similar tilings: proper inflate-and-subdivide rules. For the moment we assume
that the only rigid motions allowed for equivalence of tiles are translations; this follows [59] and
[57]. We give the definitions as they appear in [57], which includes that of [59] as a special case.

Let φ : Rd → Rd be a linear transformation, diagonalizable over C, that is expanding in the sense
that all of its eigenvalues are greater than one in modulus. A tiling T is called φ-subdividing if

(1) for each tile T ∈ T , φ(T ) is a union of T -tiles, and
(2) T and T ′ are equivalent tiles if and only if φ(T ) and φ(T ′) form equivalent patches of tiles

in T .

A tiling T will be called self-affine with expansion map φ if it is φ-subdividing, repetitive, and
has finite local complexity. If φ is a similarity the tiling will be called self-similar. For self-similar
tilings of R or R2 ∼= C there is an expansion constant λ for which φ(z) = λz.

The rule taking T ∈ T to the union of tiles in φ(T ) is called an inflate-and-subdivide rule because
it inflates using the expanding map φ and then decomposes the image into the union of tiles on the
original scale. If T is φ-subdividing, then it will be invariant under this rule, therefore we show the
inflate-and-subdivide rule rather than the tiling itself. The rule given in Figure 1 is an inflate-and-
subdivide rule with φ(z) = 3z. However, the rule given in Figure 3 is not an inflate-and-subdivide
rule.

Example 5. The “L-triomino” or “chair” substitution uses four prototiles, each being an L formed
by three unit squares. We have chosen to color the prototiles since they are inequivalent up to
translation. The expansion map is φ(z) = 2z and in Figure 5 we show the substitution of the four
prototiles.

Figure 5. The “chair” or “L-triomino” substitution.
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This geometric substitution can be iterated simply by repeated application of φ followed by the
appropriate subdivision. Parallel to the symbolic case, we call a tile that has been inflated and
subdivided n times a level-n tile. In Figure 6 we show level-n tiles for n = 2, 3, and 4.

Figure 6. Level-2, level-3, and level-4 tiles.

2.2. A few important results. One of the earliest results was a characterization of the expansion
constant λ ∈ C of a self-similar tiling of C.

Theorem 2.1. (Thurston [59], Kenyon [27]) A complex number λ is the expansion constant for
some self-similar tiling if and only if λ is an algebraic integer which is strictly larger than all its
Galois conjugates other than its complex conjugate.

The forward direction was proved by Thurston and the reverse direction by Kenyon. In [28],

Kenyon extends the result to self-affine tilings of Rd in terms of eigenvalues of the expansion map.
In the study of substitutions, from one-dimensional symbolic substitutions to very general tiling

substitutions, the substitution matrix is an indispensable tool. (This matrix has also been called
the “transition”, “composition”, “subdivision”, or even “abelianization” matrix). Suppose that the
prototile set (or alphabet) has m elements labeled by {1, 2, ...,m} . The substitution matrix M is
the m × m matrix with entries given by

(1) Mij = the number of tiles of type i in the substitution of the tile of type j.

For example, the substitution in Example 3 has substitution matrix M =

(
9 1
0 8

)
when we

label a = 1 and b = 2. If an initial configuration of tiles has n white tiles and m blue tiles, then
M [n m]T is the number of white and blue tiles after one application of the substitution.

Since the substitution matrix is always an integer matrix with nonnegative entries, Perron-
Frobenius theory is relevant (see for example [29, 57]). The results we need require M to be
irreducible: for every i, j ∈ {1, 2, ...,m} there exists an n such that (Mn)ij > 0. Among other
things, the Perron-Frobenius theorem states that if M is irreducible, then the largest eigenvalue
will be a positive real number that is larger in modulus than any of the other eigenvalues of the
matrix. This eigenvalue is unique, has multiplicity one, and is called the Perron eigenvalue of the
matrix.

Primitivity, a special case of irreducibility, is particularly important. A matrix M is primitive
if there is an n > 0 such that Mn has strictly positive entries. Primitivity of M means if one
substitutes any tile (or letter) a fixed number of times, one will see all of the other tiles (or letters).

• Tilings Encyclopedia http ://tilings.math.uni-bielefeld.de/ E.
Harriss, D. Frettlöh

• A primer on substitution tilings of the Euclidean plane -N. Priebe
Frank- Expo. Math. 26 (2008), no. 4, 295-326.



Suite automatique

Définition Image par une projection lettre-à-lettre d’une suite point fixe
de substitution de longueur constante

Suite de Morse
σ∞(a) avec

σ(a) = ab, σ(b) = ba

u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .
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k -automate

Un k -automate est un automate fini déterministe complet tel que
• on a un nombre fini d’états S dont un état initial i ;
• k applications de transition de S dans lui-même, étiquetées par

des entiers entre 0 et k − 1 ;
• un ensemble Y et une fontion de sortie ϕ de S dans Y



Suite k -automatique

C’est une suite (un)n∈N engendrée par un k -automate

• On écrit n en base k
L∑

`=0

n`k `

• On part de l’état initial i
• On rentre dans l’automate la suite de chiffres n0, n1, . . . ,nL

• On se retrouve dans l’automate à l’état an

un := ϕ(an)



Suite k -automatique

C’est une suite (un)n∈N engendrée par un k -automate

• On écrit n en base k
L∑

`=0

n`k `

• On part de l’état initial i
• On rentre dans l’automate la suite de chiffres n0, n1, . . . ,nL

• On se retrouve dans l’automate à l’état an

un := ϕ(an)

Rem Si une suite est automatique avec lecture des chiffres de droite
à gauche, elle l’est aussi avec lecture des chiffres de gauche à droite



Suite k -automatique

C’est une suite (un)n∈N engendrée par un k -automate

• On écrit n en base k
L∑

`=0

n`k `

• On part de l’état initial i
• On rentre dans l’automate la suite de chiffres n0, n1, . . . ,nL

• On se retrouve dans l’automate à l’état an

un := ϕ(an)

Définition équivalente à

Image par une projection lettre-à-lettre d’une suite point fixe de
substitution de longueur constante



Contruction de l’automate

Soit u image par une projection lettre-à-lettre d’une suite point fixe de
la substitution σ de longueur constante

• états : alphabet
• fonction de sortie : la projection lettre-à-lettre
• état initial : u0

• transitions : substitution



Contruction de l’automate
Soit u image par une projection lettre-à-lettre d’une suite point fixe de
la substitution σ de longueur constante

• états : alphabet
• fonction de sortie : la projection lettre-à-lettre
• état initial : u0

• transitions : substitution
Transitions σi : A → A envoie la lettre a sur la (i + 1)-ième lettre de
σ(a)

σ(a) = σ0(a) · · ·σk−1(a)

σ(un) = uknukn+1 . . . ukn+k−1 = σ0(un) · · ·σk−1(un)

σi (un) = ukn+i

Il y a une flèche de a vers b si b apparaît dans σ(a)



Contruction de l’automate
Soit u image par une projection lettre-à-lettre d’une suite point fixe de
la substitution σ de longueur constante

• états : alphabet
• fonction de sortie : la projection lettre-à-lettre
• état initial : u0

• transitions : substitution

ba0

1

0

1
σ(a) = ab, σ(b) = ba



Suite de Prouhet-Thue-Morse

σ(a) = ab, σ(b) = ba

∀n ∈ N, u2n = un et u2n+1 = un

u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .



Suite de Prouhet-Thue-Morse

σ(a) = ab, σ(b) = ba

∀n ∈ N, u2n = un et u2n+1 = un

u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .

Na (resp. Nb ) est l’ensemble d’entiers n tels que la (n + 1)-ième
lettre de la suite de Morse est a (resp. b ) :

Na = {0,3,5,6,9,10,12,15, . . .},

Nb = {1,2,4,7,8,11,13,14, . . .}



Suite de Prouhet-Thue-Morse

σ(a) = ab, σ(b) = ba

∀n ∈ N, u2n = un et u2n+1 = un

u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .

Soit
S2(n) =

∑

i≥0

ni , si n =
∑

i≥0

ni2i , ni ∈ {0,1}

Na = {n ∈ N, S2(n) est paire },
Nb = {n ∈ N, S2(n) est impaire }
Na = {0,3,5,6,9,10,12,15, . . .},
Nb = {1,2,4,7,8,11,13,14, . . .}



Suite de Prouhet-Thue-Morse

σ(a) = ab, σ(b) = ba

∀n ∈ N, u2n = un et u2n+1 = un

u = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaaba . . .

σ(0) = 01, σ(1) = 10

un = S2(n) mod 2



Que peut-on faire avec une suite automatique

Soit (un)n ∈ {0,1, · · · , k}
On peut considérer

• le réel ∑
unk−n

• la suite ∑
unX−n



Algébricité

On considère le corps Fq((1/X )) des séries formelles de Laurent à
coefficients dans Fq

u−dX d + · · ·+ u0 + u1X−1 + · · · , ui ∈ Fq

Une série F est algébrique sur Fq(X ) s’il existe un polynôme non
trivial P à coefficients dans Fq(X ) tel que P(F ) = 0



Algébricité et suite de Morse
On considère la suite de Morse u = (un)n∈N

un = S2(n) mod 2

u0 = 0, u2n = un, u2n+1 = 1 + un

Dans F2[[X ]], on a

(
∑

n≥0

unX n)2 =
∑

n≥0

unX 2n

Soit F (X ) =
∑

n≥0 unX n

On a

F (X ) =
∑

n≥0 unX n =
∑

n≥0 u2nX 2n +
∑

u2n+1X 2n+1

=
∑

n≥0 unX 2n +
∑

(1 + un)X 2n+1

= (
∑

n≥0 unX n)2 + X (
∑

unX n)2 + X
1+X 2

= F (X )2(1 + X ) + X
1+X 2 .

La série F (X ) est donc algébrique sur F2(X )

(1 + X )3F (X )2 + F (X )(1 + X )2 + X = 0



Critère d’algébricité

Théorème[Christol, Kamae, Mendès France, and Rauzy]
Soit u = (u(n))n∈N une suite à valeurs dans Fq . On a équivalence
entre

•
∑

n≥0 u(n)X n est algébrique sur Fq(X )

• la suite u est q-automatique
• la suite u est l’image par une projection lettre à lettre d’un point

fixe de substitution de longueur constante q
• le q-noyau Nq(u) de u est fini

Nq(u) = {(u(qk n + r))n∈N; k ≥ 0; 0 ≤ r ≤ qk − 1}



Thm [Allouche] La série Π de Carlitz

Π =
+∞∏

j=0

(1− X q j − X
X q j+1 − X

)

est transcendante sur Fq(X )
Soit

α =
+∞∏

j=0

(1− X q j

X q j+1 )

α est algébrique (considérer αq)
Montrons que α

Π est transcendante
On a

α

Π
=

+∞∏

j=1

(1− (
1
X

)q j−1)



Soit (vk )k∈N = (vk (n))k∈N des suites du q-noyau de v qui satisfont
• il existe m(k) tel que pour n < m(k), on ait vk (n) = 0
• la suite (m(k))k∈N tend vers +∞
• les suites vk ne sont pas égales à la suite nulle pour une infinité

de k
Alors l’ensemble {vk ; k ∈ N} est infini



Soit (v(n))n∈N telle que

∑

n≥0

v(n)X−n =
α

Π
=

+∞∏

j=1

(1− (
1
X

)q j−1)

Si

n =
+∞∑

k=1

εk (qk − 1) avec εk = 0 ou1, εk = 0 pour k assez grand,

alors
v(n) = (−1)

∑+∞
k=1 εk , sinon v(n) = 0.

Rmq Si

n =
+∞∑

k=1

εk (qk − 1) avec εk = 0 ou 1, εk = 0 pour k assez grand,

alors une telle décomposition est unique
Soit (vk (n))n∈N suite du q-noyau

∀n ∈ N, vk (n) := v(qk n + qk − k)



Soit (vk (n))n∈N suite du q-noyau

∀n ∈ N, vk (n) := v(qk n + qk − k)

Si n =
∑+∞

k=1 εk (qk − 1) avec εk = 0, 1, εk = 0 pour k assez grand,
alors v(n) = (−1)

∑+∞
k=1 εk , sinon v(n) = 0

Soit k ≥ 2. Soit n ∈ N tel que vk (n) 6= 0. Alors

∃ (εj )j∈N avec εj = 0 ou 1, εj = 0 pour j assez grand, tel que

qk n + qk − k =
+∞∑

j=1

εj (q j − 1)

On pose σ =
∑

j≥k εj

qk n + qk − k =
∑

1≤j≤k−1

εj (q j − 1) +
∑

j≥k

εjq j − σ
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+∞∑

j=1
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∑

j≥k εj
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∑
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∑

j≥k
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On va montrer que si n = qk−q
q−1 , vk (n) 6= 0 et si n < qk−q

q−1 alors
vk (n) = 0
On aura montré que le q-noyau est infini

On pose σ =
∑

j≥k εj

σ ≥
∑

1≤j≤k−1

εj (q j − 1) + k ≥ k



On va montrer que si n = qk−q
q−1 , vk (n) 6= 0 et si n < qk−q

q−1 alors
vk (n) = 0
On aura montré que le q-noyau est infini

On pose σ =
∑

j≥k εj

qk n + qk − k =
∑

1≤j≤k−1

εj (q j − 1) +
∑

j≥k

εjq j − σ

On a donc
σ ≡

∑

1≤j≤k−1

εj (q j − 1) + k mod qk

Comme
2 ≤

∑

1≤j≤k−1

εj (q j − 1) + k < qk ,

alors
σ ≥

∑

1≤j≤k−1

εj (q j − 1) + k ≥ k



On va montrer que si n = qk−q
q−1 , vk (n) 6= 0 et si n < qk−q

q−1 alors
vk (n) = 0
On aura montré que le q-noyau est infini

On pose σ =
∑

j≥k εj

σ ≥
∑

1≤j≤k−1

εj (q j − 1) + k ≥ k

qk n + qk − k =
∑

1≤j≤k−1

εj (q j − 1) +
∑

j≥k

εjq j − σ

Donc

qk n+qk−k ≥
∑

j≥k

εj (q j−1) ≥
k+σ−1∑

j=k

(q j−1) ≥
2k−1∑

j=k

(q j−1) =
qk − 1
q − 1

qk−k

Donc vk (n) 6= 0 implique que n ≥ qk−q
q−1



Fonctions de Carlitz
En 1935 Carlitz a défini deux fonctions ψ and λ, analogues à
l’exponentielle et au logarithme

ψ(t) =
+∞∑

k=0

(−1)k tqk

Fk
pour tout t dans C,

λ(t) =
+∞∑

k=0

tqk

Lk
pour t tel que deg t <

q
q − 1

,

avec [k ] = X qk − X ,
Fk = [k ][k − 1]q ...[1]q

k−1
et F0 = 1,

Lk = [k ][k − 1]...[1] et L0 = 1.

Convergence si et seulement si le degré tend vers −∞

Z Fq[X ], Q Fq(X ), R Fq((1/X ))

Fq((1/X ) est complet mais non algébriquement clos
Soit C la complétion d’ue clôture algébrique de R. Le corps C est
encore algébriquement clos



La fonction Ψ de Carlitz

ψ(t) =
+∞∑

k=0

(−1)k tqk

Fk
pour tout t dans C

• ψ est Fq-linéaire
ψ(t + u) = ψ(t) + ψ(u)

ψ(ct) = cψ(t)

pour t ,u dans C et c dans Fq

• ∀t ∈ C, ∀E ∈ Fq[X ]), ψ(t + Eξ) = ψ(t),

avec ξ = (X q − X )1/(q−1)Π et Π =
+∞∏

j=0

(1− X q j − X
X q j+1 − X

)

• Pour tout t dans C, ψ(t) = 0 ssi t = Eξ, avec E in Fq[X ]

• Pour tout t dans C, ψ(t) = t
∏

E∈Fq [X ], E 6=0(1− t
Eξ ).

• Pour tout t dans C

ψ(Xt) = Xψ(t)− ψ(t)q



La fonction ζ de Carlitz

Carlitz a aussi introduit un analogue de la fonction zeta de Riemann

ζ(m) =
∑

G∈Fq [x ] et G unitaire

1/Gm , m ∈ N, m ≥ 1

On a ζ(s)/Πs ∈ Fq(X ), pour tout s multiple de (q − 1)

C’est l’analogue du résultat d’Euler sur les valeurs paires de la
fonction ζ de Riemann

ζ(2n)/π2n ∈ Q

Thm [Yu] On a ζ(s)/Πs transcendant , pour tout s 6≡ 0(q − 1) et ζ(s)
transcendant pour tout s 6= 0



Et pour les réels ?

(un)n ∈ {0,1, . . . , k − 1}N  
∑

unk−n

“Thm” [Loxton-Van der Poorten]
Si la suite (un) est q-automatique, alors

∑
unq−n est soit rationnel,

soit transcendant



Et pour les réels ?

(un)n ∈ {0,1, . . . , k − 1}N  
∑

unk−n

Considérons les premiers chiffres du développement de
√

2 en base
10
√

2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696718753769480731 . . .

Les 10 chiffres allant de 0 à 9 apparaissent, de même que
13,14,16,17,18



Et pour les réels ?

(un)n ∈ {0,1, . . . , k − 1}N  
∑

unk−n

Fonction de complexité Soit p(n, x) le nombre de facteurs de longueur
n que l’on trouve dans le développement en base q du réel x

• 1 ≤ p(n, x) ≤ qn

• la complexité p(n, x) d’un nombre rationnel est bornée



Et pour les réels ?

(un)n ∈ {0,1, . . . , k − 1}N  
∑

unk−n

Une conjecture moins forte que celle de la normalité de
√

2 peut alors
être énoncée comme suit : la complexité p(n,

√
2) satisfait

p(n,
√

2) = 10n pour tout n ≥ 1



Et pour les réels ?

(un)n ∈ {0,1, . . . , k − 1}N  
∑

unk−n

Théorème [Adamczewski-bugeaud] La complexité p(n, x) de tout
nombre algébrique irrationnel x satisfait

lim
p(n, x)

n
= +∞

Corollaire
Si la suite (un) est q-automatique, alors

∑
unq−n est soit rationnel,

soit transcendant
On utilise le fait la complexité d’une suite automatique est linéaire



En d’autres termes

Si la série formelle f (X ) =
∑

i≥1 xiX−i est algébrique sur le corps
Fq(X ), alors le nombre réel x =

∑
i≥1 xiq−i est soit rationnel, soit

transcendant



Un peu de bibliographie

• Allouche-Shallit, Automatic sequences
• N. Pytheas Fogg, Substitutions in dynamics, arithmetics and

combinatorics, http ://www.liafa.jussieu.fr/~berthe/Fogg.html
• HDR de B. Adamczewski
• Preuves automatiques de transcendance des fonctions de Carlitz

J.-P. Allouche, V. Berthé, D. Thakur, K. Kedlaya, A. Firicel



Substitutions

Une substitution sur l’alphabet A est un morphisme du monoïde libre
A∗
Exemple :

σ(1) = 12, σ(2) = 13, σ(3) = 1.

σ∞(1) = 12131211213121213....

Sa matrice d’incidence Mσ est définie par :

Mσ = (|σ(j)|i )(i,j)∈A2 ,

où |σ(j)|i est le nombre d’occurrences de la lettre i dans σ(j).

∑
aipi  lim

n→+∞
σ1σ2...σn(0) 

∏
Mσ1 · · ·Mσn

~v



Système dynamique substitutif
Soit σ une substitution primitive sur A. Soit u engendré par σ. Soit S
le décalage

S((un)n) = (un+1)n

Le système dynamique symbolique engendré par σ est (Xσ,S) avec

Xσ := {Sn(u); n ∈ N} ⊂ AN

Question Sous quelles conditions est-il possible de donner une
représentation géométrique d’un système dynamique substitutif
comme une translation sur un groupe compact abélien ?

Xu
S−→ Xu

ρ
y

yρ
Td −→

Rα

Td

Example Dans le cas du mot de Fibonacci σ : 1 7→ 12, 2 7→ 1
(Xσ,S) est isomorphe à (R/Z,R 1+

√
5

2
) où R 1+

√
5

2
: x 7→ x + 1+

√
5

2



Dynamique arithmétique [N. Sidorov, A. Vershik]

Il s’agit de donner des développements explicites de réels et de
vecteurs qui ont un sens dynamique dans le but de produire des
codages symboliques de systèmes dynamiques qui en préservent la
structure arithmétique

• Systèmes de numération. Exemple : Beta-développements∑
i≥1 biβ

−i , Tβ : x 7→ {βx}
• (Xσ,S) est isomorphe à (R/Z,R 1+

√
5

2
)

• Codages arithmétiques d’automorphismes du tore [Schmidt]
• Codages de translations sur le tore



Une représentation géométrique des systèmes
substitutifs

Abélianisation Soit d le cardinal de A

f : w ∈ A? 7→ (|w |1, |w |2, · · · , |w |d ) ∈ Nd



Une représentation géométrique des systèmes
substitutifs

Abélianisation Soit d le cardinal de A

f : w ∈ A? 7→ (|w |1, |w |2, · · · , |w |d ) ∈ Nd

Soit u un mot infini engendré par σ. Soit πc la projection sur
l’hyperplan contractant de σ selon sa direction dilatante

Le fractal de Rauzy de σ est défini par

Rσ := {πc ◦ f (u0 · · · un−1); n ∈ N}



La substitution de Tribonacci [Rauzy’82]

σ : 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1

σ∞(1) = 12131211213121213 · · ·

Mσ =




1 1 1
1 0 0
0 1 0




Son polynôme caractéristique est X 3 − X 2 − X − 1. Il admet une
racine β > 1 (la racine dominante) et deux conjugués complexes α,
α, avec |α| < 1

β est un nombre de Pisot



Le fractal de Tribonacci

σ : 1 7→ 12, 2 7→ 3, 3 7→ 1

On représente σ∞(1) comme une ligne brisée

f : {1,2,3}∗ → Z3, 1 7→ ~e1, 2 7→ ~e2, 3 7→ ~e3,

f (w) = |w |1~e1 + |w |2~e2 + |w |3~e3,

projetée selon les espaces propres de Mσ



Le fractal de Tribonacci engendre

un pavage périodique

et un pavage autosimilaire/apériodique

Les ensembles de translation sont des des ensemble de Delone
(relativement denses et uniformément discrets=quasi-réseaux)

C’est une conséquence de l’hypothèse Pisot



Comment atteindre des paramètres non algébriques ?

Nous avons considéré l’itération d’une seule règle substitutive
Nous voulons composer un nombre fini de règles (produits infinis de
de matrices)

• Fractions continues (Jacobi-Perron, Brun, LLL....)
• Conjecture S-adique caractérisation/engendrement de mots

infinis de complexité au plus linéaire



Développements S-adiques
Soit X un système dynamique symbolique. La fonction de complexité
pX (n) compte le nombre de facteurs de longueur n du langage de X .

Théorème [Cassaigne] Un système dynamique symbolique X est de
complexité au plus linéaire si et seulement si la différence première
de la fonction de complexité pX (n + 1)− pX (n) est bornée

Théorème [Ferenczi] Soit X un système dynamique symbolique sur
un alphabet minimal A tel que sa fonction de complexité pX (n) soit au
plus linéaire. Alors, il existe

• un nombre fini de substitutions S sur un alphabet
D = {0, ...,d − 1}

• une substitution ϕ de D? dans A?
• une suite infinie de substitutions (σn)n≥1 à valeurs dans S

telles que
• |σ1σ2...σn(r)| → +∞ quand n→ +∞, pour toute lettre r ∈ D
• tout mot du langage du système est un facteur de
ϕ(σ1σ2 · · ·σn)(0) pour un certain n.



Suite S-adique

Définition
Une suite u est dite S-adique s’il existe

• un ensemble fini de substitutions S sur un alphabet
D = {0, ...,d − 1}

• un morphisme ϕ de D? dans A?
• une suite infinie de substitutions (σn)n≥1 à valeurs dans S

telles que

u = lim
n→+∞

ϕ ◦ σ1 ◦ σ2 · · ·σn(0).



Développements S-adiques

On considère
u = lim

n→+∞
σ1σ2 · · ·σn(0)



Développements S-adiques

On considère
u = lim

n→+∞
σ1σ2 · · ·σn(0)

Géométriquement

Soit pk le préfixe de u de longueur k . Les points f (pk ) restent-ils à
distance bornée d’une droite ?



Développements S-adiques
On considère

u = lim
n→+∞

σ1σ2 · · ·σn(0)

Algébriquement
Théorème de type Jacobi-Perron généralisé [Furstenberg]
On considère un produit infini de matrices

E1 · · ·Ek · · ·

à entrées dans N. On suppose qu’il existe une matrice B à entrées
strictement positives telle qu’il existe i1 < j1 < · · · < ik < jk tels que

B = Ei1 · · ·Ej1 , · · · ,B = Eik · · ·Ejk , · · · .

Alors l’intersection de cônes

∩k E1 · · ·Ek (Rn
+)

est unidimensionnelle.
Vitesse de convergence ? Type de convergence ? Faible ? Forte ?



Développements S-adiques

On considère
u = lim

n→+∞
σ1σ2 · · ·σn(0)

Combinatoirement

• Fréquences à restes bornés et équilibre

∃C, ∀i ∈ A, ∃f (i) t.q. ∀N |Card{k ≤ N, uk = i} − Nf (i)| ≤ C



Développements S-adiques
On considère

u = lim
n→+∞

σ1σ2 · · ·σn(0)

Arithmétiquement

• Convergence faible et forte d’algorithmes de fractions continues
multidimensionnels

Théorème
Il existe δ > 0 tel que pour presque tout (α, β), il existe n0 = n0(α, β)
tel que pour tout n ≥ n0

|α− pn/qn| <
1

q1+δ
n

|β − rn/qn| <
1

q1+δ
n

,

où pn,qn, rn sont donnés par Brun/Jacobi-Perron.

Brun [Ito-Fujita-Keane-Ohtsuki ’93+’96] ; Jacobi-Perron
[Broise-Guivarc’h ’99]



Des fractals de Rauzy aux quasicristaux




