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R�esum�eCette th�ese �etudie, d'une part, divers mod�eles ombinatoires et probabilistes de marhessur les entiers et, d'autre part, la multi-onnetivit�e dans les artes planaires. Nous montronsomment expliiter les s�eries g�en�eratries sous-jaentes et omment en d�eduire l'asymptotiquedes d�enombrements ainsi que les lois limites de divers param�etres.Les marhes al�eatoires que nous onsid�erons sont de trois types :(i) des marhes sur les entiers homog�enes en temps et en espae (une g�en�eralisation des he-mins de Dyk),(ii) des marhes sur les entiers non homog�enes en espae (un ensemble in�ni de r�egles der�eriture sur les entiers qui orrespond �a une lasse d'arbres �etiquet�es utilis�ee pour faire de lag�en�eration al�eatoire uniforme),(iii) des marhes olorant al�eatoirement les sommets d'un graphe �ni (g�en�eralisation duprobl�eme du olletionneur de oupons).L'asymptotique du d�enombrement et de di��erents param�etres (e.g. altitude �nale, pas-sages par z�ero) sont alors �etablies pour es lasses de marhes.Les artes planaires sont une projetion dans le plan de graphes dessin�es sur la sph�ere.Nous montrerons en quoi des m�ethodes de ols oalesents permettent de pr�eiser le ph�eno-m�ene de < transition de phase > qui survient lorsque l'on s'int�eresse �a la taille de la plusgrande omposante multi-onnexe d'une arte al�eatoire.Au-del�a de es perspetives math�ematiques, la quanti�ation de l'al�ea dans es deuxstrutures ombinatoires de base (que sont les hemins et les artes) joue un rôle lef eninformatique th�eorique soit pour l'�etude et/ou la repr�esentation de strutures de donn�ees,soit omme mod�eles pertinents de la omplexit�e de nombreux algorithmes. Ce travail d�egageaussi l'int�erêt intrins�eque d'une m�ethode de r�esolution de ertaines �equations fontionnelles(la m�ethode du noyau) et d'une m�ethode de ols oalesents aboutissant �a des lois limites nongaussiennes (e.g. la loi d'Airy des artes), suseptibles de nombreuses appliations.
Mots-lefs : ombinatoire analytique, hemins, artes, graphes, m�ethode du noyau,th�eorie des langages, analyse de singularit�e, m�ethode de ol, ols oalesents, loi limite, multi-onnetivit�e, loi d'Airy, g�en�eration al�eatoire.
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SummaryThis thesis is dediated to the study of several ombinatorial-asymptotis models of lattiepaths (in partiular, walks on the nonnegative integers) and of multi-onnetivity in planarmaps. We show how to make expliit the underlying generating funtions and how to dedueenumeration, asymptoti estimates, as well as limit laws of several parameters.The random walks under onsideration are of three types:(i) walks over the integers that are time and spae homogeneous (a generalisation of Dykpaths);(ii) walks over the integers that are not homogenous in spae (given by an in�nite set ofrewriting rules over the integers whih orrespond to a lass of trees used for uniform randomgeneration);(iii) walks olouring randomly verties of a �nite graph (a generalisation of the oupon ol-letor problem).Asymptoti estimates for enumeration and various parameters (e.g. �nal altitude, numberof returns to zero) are established for suh lasses of walks.Planar maps are graphs drawn on the plane. We show how oalesing saddle points meth-ods allow us to larify the \phase-transition" phenomena whih appear when one onsidersthe largest multi-onneted omponent of a random map.This thesis quanti�es randomness in these two basi types of ombinatorial strutures,namely maps and paths, whih play a key rôle in theoretial omputer siene, eitheir in rela-tion to data strutures or as relevant models for the omplexity of numerous algorithms. Thiswork brings out the intrinsi interest of a method for resolving ertain funtional equations(the kernel method) and a method of oalesing saddle points leading to non Gaussian limitlaws (e.g. a \map-Airy" law), for whih we otherwise expet numerous appliations.
Keywords: analyti ombinatoris, lattie paths, kernel method, formal langages theoryMarkov hain, planar maps, singularity analysis, (oalesing) saddle points method, multi-onnetivity in graphs, Airy limit law, random generation.
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IntrodutionEn 1962, Donald Ervin Knuth s'attaquait �a sa premi�ere analyse d'algorithme (il s'agissaitde l'analyse du oût d'une m�ethode de hahage ave essais lin�eaires). Par la suite, ses mono-graphies sur < l'art de la programmation sur ordinateur > fond�erent pleinement une disiplineaujourd'hui fondamentale, l'analyse d'algorithmes.D�es le d�ebut, ette disipline fut �a la onuene des math�ematiques, de l'informatiqueth�eorique et de la programmation. Il s'agissait d'�etudier des strutures issues du monde in-formatique (i.e. du monde disret), et de quanti�er ertains omportements, de d�enombrerdes as de �gures, et. Cela provoqua un renouveau d'int�erêt pour une jolie disipline desmath�ematiques, la ombinatoire, qui avait un peu �et�e d�elaiss�ee depuis un si�ele, bien quelargement fond�ee par un math�ematiien prestigieux, �a savoir, Euler.Durant es quarante derni�eres ann�ees, de grandes avan�ees ont �et�e faites dans notreompr�ehension de l'univers ombinatoire, et de son miroir analytique, dans lequel vivent demultiples identit�es, fort esth�etiques. Leur beaut�e s'av�ere souvent li�ee �a une interpr�etation om-binatoire ; pensons aux nombreuses formules de Ramanujan, qui est le prinipal repr�esentantde la disipline �a la suite d'Euler et dont les identit�es retrouv�erent une nouvelle jeunesse avel'av�enement de l'ordinateur.L'informatique et ses nombreuses strutures r�eursives (mots, permutations, arbres, listes,piles, graphes...) est un v�eritable nid de probl�emes ombinatoires, qui m�enent de fa�on natu-relle �a des r�eurrenes, dont la r�esolution (d�enombrement, asymptotique) passe par des teh-niques d'analyse omplexe (essentiellement elle de Cauhy !). Depuis 20 ans, de nombreuxauteurs ont ainsi �etudi�e de fa�on assez syst�ematique le omportement de diverses struturesombinatoires ave des m�ethodes analytiques. Je m'insris don en tant que �ls naturel deette �eole de la ombinatoire analytique, et j'�etudierai ii deux strutures ombinatoires quisurgissent naturellement dans de nombreux algorithmes : les hemins et les graphes.Plus pr�eis�ement, ette th�ese a pour th�eme le d�enombrement et l'�etude asymptotiquedes marhes al�eatoires (ave ontraintes de bord) d'une part et des artes planaires (aveontraintes de onnetivit�e) d'autre part. Les tehniques sont elles de la ombinatoire ana-lytique, 'est-�a-dire que l'�enum�eration se fait par le biais de s�eries g�en�eratries (des s�eriesformelles), F (z) = Xn�0 fnzn ;o�u fn d�esigne le nombre d'objets de taille n. La tehnique des s�eries g�en�eratries a �et�e intro-duite par Euler en 1753 (pour un d�enombrement menant aux nombres de Catalan) ; une foisque nous onf�erons �a es s�eries un sens analytique, elles permettent de faire de l'asymptotique11



12 INTRODUCTIONque e soit par de l'analyse de singularit�es 1 ou par des m�ethodes de points ols. Dansles deux as, un ertain nombre de v�eri�ations tehniques doivent être faites a�n d'obtenirl'asymptotique (la < ondition amembert > pour l'analyse de singularit�e, la < ondition deonentration > autour du point ol pour les m�ethodes de ols). Notons au passage que ladiÆult�e vient souvent de e qu'une fontion a plusieurs singularit�es (ou ols) alors que l'onaimerait faire de l'analyse de singularit�e (sans < s > ) ou de la m�ethode de ol (sans < s > ) !Nous appliquons es deux m�ethodes �a des fontions alg�ebriques, qui sont la prini-pale lasse de fontions pr�esentes dans ette th�ese. Pourquoi les fontions alg�ebriques ont-elles ii un rôle lef ? Une premi�ere r�eponse, ombinatoire, est li�ee �a e que l'on appelle lam�ethodologie de Sh�utzenberger : les objets que nous onsid�erons ont une struturer�eursive qui permet de les engendrer par une grammaire ; or il est aujourd'hui bien onnuqu'une telle grammaire se traduit dans le monde des s�eries formelles en une �equation fontion-nelle alg�ebrique. Une deuxi�eme r�eponse, plus alg�ebrique, est li�ee au fait que l'on peut < expli-itement > r�esoudre les �equations fontionnelles (obtenues ette fois via diverses r�eurreneset non plus par des d�eompositions ombinatoires diretes qui restent parfois plus diÆile �atrouver) : la r�esolution repose sur m�ethode du noyau pour les marhes et sur la m�ethodequadratique pour les artes. C'est ette r�eponse que je vais grandement d�evelopper dansette th�ese.Chapitre premier.Ce hapitre est un hapitre d'introdution qui reprend ertains r�esultats originaux demon m�emoire de DEA [4℄ ; j'y d�emontre omment expliiter les s�eries g�en�eratries de marhessur les entiers. Depuis la �n du XIX�eme si�ele, ertaines de es marhes ont �et�e intens�ement�etudi�ees en ombinatoire �enum�erative [36, 98, 99℄ et font partie des objets ombinatoiresles plus it�es : hemins de Dyk, hemins de Motzkin, hemins de Shr�oder... D. Andr�e avaitle premier �etudi�e des ontraintes de positivit�e (probl�eme du srutin) et avait montr�e uneformule binomiale exate grâe �a un prinipe de r�eexion, qui porte d�esormais son nom. �Ala �n du XIXe si�ele, divers auteurs, prohes des math�ematiques r�er�eatives, ont ainsi �etudi�ee qu'ils ont appel�e < les probl�emes de l'�ehiquier > : ombien de suites de n mouvementssont-elles envisageables pour aller d'un point A �a un point B sur un �ehiquier, ave une pi�eedonn�ee. L'une des �enum�eration les plus �el�ebres (le d�eplaement du roi) donne les nombresde Delannoy [42℄.De telles marhes mod�elisent de fa�on naturelle divers ph�enom�enes en hydrographie(�evolution du niveau d'un ours d'eau), en �eonomie (�evolution du ours d'une ation), en1L'analyse de singularit�es repose sur une �equivalene direte entre le d�eveloppement loal de la fontionen sa singularit�e dominante et la roissane polynomiale de ses oeÆients :F (z) =Xn�0 fnzn = (1� z=�)� =) fn � 1�(� + 1) ��nn�+1 ;tandis que les m�ethodes de ols reposent sur une repr�esentation int�egrale des oeÆients (due �a Cauhy), puissur une estimation asymptotique de ette int�egrale (variation de la m�ethode de Laplae) :fn = 12i� Z F (z)zn+1 dz =) fn � 1�(�) ��nn� :



INTRODUCTION 13informatique (�evolution d'une pile, parours d'arbre) et plus g�en�eralement tout ph�enom�enequi est od�e omme une somme de variables al�eatoires ind�ependantes. Les inr�ements peuventêtre �1 ('est le as le plus simple, elui des hemins de Dyk). Le as des inr�ements (i.e.,les < sauts > de la marhe) �a valeur dans �1; 0;+1 (hemins de Motzkin) a �egalement uneombinatoire simple et �el�egante, reli�ee �a des fontions quadratiques. Le as o�u les inr�ementssont dans f�1g [ N orrespond aux marhes de  Lukasiewiz, qui jouent un rôle fondamentalar elles sont en bijetion ave des familles simples d'arbres. J'�etudie plus g�en�eralement danse hapitre les marhes dont les sauts (les inr�ements) sont �a valeur dans un sous-ensemble�ni de Z.Ce hapitre peut essentiellement être r�esum�e par le tableau suivant, qui montre �a la foisles objets ombinatoires en jeu et les s�eries g�en�eratries assoi�ees :marhes �nissant n'importe o�u �nissant en 0sans ontraintede positivit�e Z-hemin (marhe)FZ(z) = 11�zP (1) Z-exursion (pont)FZ;0(z) = zPi=1 u0i(z)ui(z)ave ontraintede positivit�e N-hemin (m�eandre)FN(z) = 11�zP (1)Qi=1 (1� ui(z)) N-exursion (exursion)FN;0(z) = (�1)+1p� Qi=1 ui(z)J'obtiens les formes loses i-dessus pour les s�eries g�en�eratries des marhes (dont les sautsappartiennent �a un sous-ensemble �ni de Z) suivant les ontraintes (marhes sur N ou marhessur Z). J'ai mis entre parenth�eses la terminologie des probabilistes (marhe, pont, m�eandre,exursion).En ombinatoire, les fontions rationnelles, alg�ebriques et D-�nies jouent un rôle pr�epon-d�erant. Rappelons qu'une fontion est D-�nie si l'espae engendr�e par ses d�eriv�ees suessivesest de dimension �nie, ou, de fa�on �equivalente, si la fontion v�eri�e une �equation di��erentiellelin�eaire �a oeÆients polynomiaux. On voit lairement que ette derni�ere d�e�nition �equivautpar ailleurs �a e que les oeÆients fn de la s�erie g�en�eratrie F (z) = Pn fnzn v�eri�entune r�eurrene lin�eaire �a oeÆients polynomiaux en n ; ei signi�e que d'un point de vue< informatique > (et notamment pour les logiiels de alul formel) on peut manipuler2 es2Plus g�en�eralement, pour un op�erateur � donn�e, (e.g., la di��ereniation �nie, la d�erivation, . . .), l'en-semble des fontions qui sont annul�ees par un polynôme P (�) en et op�erateur (pensons �a une r�eurreneou �a une �equation di��erentielle omme dans le as D-�ni) et qui v�eri�ent de surrô�t une ertaine propri�et�e< noeth�erienne > (qui garantit en fait que les algorithmes lan�es sur es fontions �niront) forment la lassedes fontions �-holonomes. C'est �a e jour l'une des grandes lasses de fontions sur lesquelles on sahe, enalul formel, op�erer de fa�on garantie [35℄.



14 INTRODUCTIONoeÆients et les aluler rapidement (en temps O(lnn) pour les rationnelles et O(n) pourles D-�nies). Pour la d�erivation (notons D l'op�erateur assoi�e), il y a �equivalene entre laD-�nitude et la D-holonomie, nous emploierons (abusivement) parfois le terme < holonome >pour dire < D-�nie >. Le leteur ne sera pas �etonn�e de roiser, dans tous les hapitres �a venir,des fontions D-�nies. Le tableau suivant r�esume la nature de la s�erie g�en�eratrie des marhessuivant les ontraintes.marhes �nissant n'importe o�u �nissant en 0sans ontraintede positivit�e Zd-hemins : rationnelle Zd-exursions : D-�nieZ-exursions : alg�ebrique (si d = 1)ave 1 ontraintede positivit�e Nd -hemins : alg�ebrique Nd -exursions : alg�ebriqueave � 2 ontraintesde positivit�e Nd -hemins : D-�nie ( ?) Nd -exursions : D-�nie ( ?)Pour les quatre premiers as, je montre omment obtenir une forme lose pour la s�erieg�en�eratrie et j'illustre les deux derniers as par le probl�eme de P�olya et par une marhe sur unr�eseau hexagonal (les points d'interrogation dans le tableau i-dessus indiquent que je n'ai pastrouv�e d'approhe g�en�erale pour �etablir la D-�nitude de telles marhes multidimensionnelles).Mes prinipaux r�esultats sont notamment{ la proposition 3 (p. 24) qui expliite, via un alul de r�esidu, l'alg�ebriit�e de la s�erieg�en�eratrie des exursions sur Z ;{ le th�eor�eme 2 (p. 29) qui expliite, via la m�ethode du noyau, l'alg�ebriit�e de la s�erieg�en�eratrie des exursions sur N (= les mots de Dyk g�en�eralis�es) ;{ le th�eor�eme 3 (p. 29) qui expliite, via la m�ethode du noyau, l'alg�ebriit�e de la s�erieg�en�eratrie des hemins sur N (= les pr�e�xes des mots de Dyk g�en�eralis�es) ;{ le th�eor�eme 6 (p. 37) qui expliite l'alg�ebriit�e de la s�erie g�en�eratrie trivari�ee desmarhes sur N en omptant les passages par z�eros (= les fateurs des mots de Dykg�en�eralis�es) ;{ le th�eor�eme 8 (p. 38) qui exprime la s�erie g�en�eratrie des marhes de hauteur born�ee �al'aide de quotients de d�eterminants ;{ le th�eor�eme 9 (p. 42) qui expliite l'alg�ebriit�e de la s�erie g�en�eratrie des exursions< dirig�ees > sur N2 .{ le th�eor�eme 10 (p. 46) qui expliite l'alg�ebriit�e de la s�erie g�en�eratrie des heminsdiagonaux sur Z2 (alul de r�esultant) ;{ le th�eor�eme 11 (p. 49) qui expliite la D-�nitude de la s�erie g�en�eratrie des exursionssur Zm.Tous es r�esultats g�en�eralisent ainsi les r�esultats du folklore pour l'instane partiuli�ere etfondamentale que onstituent les mots de Dyk < lassiques >.Deuxi�eme hapitre.Le deuxi�eme hapitre est le pendant du premier pour des marhes qui ne sont pas ho-mog�enes en espae, mais pour lesquelles on peut n�eanmoins toujours �etablir l' alg�ebriit�edes s�eries g�en�eratries orrespondantes. Il s'agit d'un mod�ele qui nous am�ene �a �etudier desgrammaires in�nies rationnelles et �a r�esoudre des probl�emes jusqu'alors ouverts sur lesarbres de g�en�eration (ou < ECO-syst�emes > ).



INTRODUCTION 15Les prinipaux r�esultats de e hapitre sont{ les th�eor�emes 1 et 2 (des pages 63 et 65) qui montrent la rationalit�e de la s�erie g�en�eratried'un arbre de g�en�eration assoi�e �a une r�egle d'�etiquetage < lin�eaire > ;{ le th�eor�eme 3 (p. 70) qui expliite, via la m�ethode du noyau, l'alg�ebriit�e de la s�erieg�en�eratrie d'un arbre de g�en�eration assoi�e �a une r�egle d'�etiquetage < fatorielle > ;{ la proposition 4 (p. 75) qui prouve la transendane des s�eries g�en�eratries d'arbres deg�en�eration ayant des r�egles d'�etiquetage d'un type donn�e ;{ les exemples 33, 34, 35 et 36 (pp. 79-80) qui d�eterminent les s�eries g�en�eratries trans-endantes d'arbres de g�en�eration, via des tehniques de frations ontinu�ees ;{ ertains r�esultats < surprenants > (qui valent leur pesant de hoolat) omme un arbrede g�en�eration ayant l'ensemble des nombres premiers omme �etiquettes mais une s�erieg�en�eratrie rationnelle (ex. 22, p. 63), et un arbre de g�en�eration ave une r�egle fortsimple mais une s�erie g�en�eratrie non holonome (ex. 37, p. 80).Les arbres de g�en�eration sont une id�ee naturelle (surgissant dans [34℄, puis d�evelopp�eepar Julian West [124℄ et par la suite �etudi�ee par les �eoles orentine [11, 13, 95, 97, 104℄et bordelaise [49, 50℄).Ce hapitre orrespond dans sa plus grande partie �a l'artile < Generating Funtions forGenerating Trees > , �a parâ�tre dans la revue Disrete Mathematis [6℄. Cette artile r�esulted'un travail r�ealis�e en ollaboration ave Mireille Bousquet-M�elou, Alain Denise, PhilippeFlajolet, Dani�ele Gardy et Dominique Gouyou-Beauhamps, dont des versions pr�el�eminairesont fait l'objet d'un rapport INRIA et d'une pr�esentation au olloque FPSAC [5℄.Ma ontribution majeure se situe dans l'exploitation de la m�ethode du noyau pour montrerl'alg�ebriit�e de toute une lasse d'arbres de g�en�eration (e qui r�esout une onjeture de RenzoPinzani et Elisa Pergola [106℄), et �egalement quelques apports �a des as rationnels ou enoreholonomes/non-holonomes (lien ave les frations ontinu�ees).Troisi�eme hapitre.Le troisi�eme hapitre ontinue �a explorer les s�eries g�en�eratries de marhes, mais sur ungraphe �ni. On s'int�eresse notamment �a une g�en�eralisation du probl�eme du olletionneur deoupons, qui orrespond assez �a la probl�ematique du jeu < Trivial Pursuit > : ombien detemps un joueur met-il �a olleter toutes les parts de amembert, d'autant qu'il a du mal �ar�epondre aux questions ?Le probl�eme du olletionneur de oupons se formule usuellement de la fa�on suivante :< Un hoolatier aompagne ses tablettes d'une image (parmi une olletion de n images).Combien de tablettes de hoolat un lient doit-il aheter en moyenne pour avoir la olletionompl�ete des images ? > Un point de vue �equivalent onsiste �a imaginer les n images omme nsommets d'un graphe omplet (ave boules), sur lequel le lient e�etue une marhe al�eatoire,que l'on arrête quand on est pass�e par tous les sommets. Dans e as pr�eis, le temps moyenest nHn. Une variante, dite < probl�eme du olletionneur de oupons g�en�eralis�e > , onsiste�a r�epartir les images suivant ertaines probabilit�es p1; : : : pn (�eventuellement, une des imagesde la olletion peut être bien plus rare que les autres pour initer les lients �a aheter plus detablettes de hoolat pour �nir leur olletion). Une formule de type inlusion-exlusion estalors onnue [61℄. Certains auteurs [73℄ se sont même r�eemment int�eress�es �a l'apparition de



16 INTRODUCTIONnombres hyperharmoniques lorsque l'on herhe �a avoir toutes les images en double, questionque D. Foata appelle probl�eme du petit fr�ere du olletionneur de oupons.Nous apportons une r�eponse �a une onjeture du probabiliste Bob Dobrow : < Il y a nonvives r�eunis autour d'une table. L'un des onvives a la arafe d'eau et se verse �a boireave une probabilit�e p, puis passe la arafe �a son voisin de droite ou de gauhe, elui-i faitde même, et. Est-il vrai que le temps moyen Tn(p) pour que tout le monde se soit servi �aboire v�eri�e pTn(p)! nHn quand p! 0 ? >Plus g�en�eralement, e hapitre �etudie don le temps de marquage (un temps de ouverturepour lequel on marque de surrô�t, ave une ertaine probabilit�e, haque sommet visit�e)d'une marhe al�eatoire sur un graphe �ni. La diÆult�e majeure est que, ontrairement au aspr�e�edent sur le graphe omplet, il s'agit ii d'un probl�emes ave des variables d�ependantes ;toutefois, une bonne partie des r�esultats du folklore peuvent être �etendus.J'obtiens ainsi une formule g�en�erale pour le temps de marquage de n'importe quel graphe(th�eor�eme 1, p. 90) ; dans le as du graphe omplet, ette formule se simpli�e en une formulede type inlusion-exlusion, li�ee �a la distribution stationnaire (th�eor�eme 2, p. 92). Je montrealors (proposition 1, p. 94) qu'un graphe quelonque a asymptotiquement le même tempsde marquage qu'un graphe omplet < �equivalent >. Les onstantes en jeu sont tr�es dures �aaluler (nombre exponentiel de sommants), toutefois une approximation num�erique est ais�ee,grâe �a une forme int�egrale pour e temps moyen (th�eor�eme 3, p. 96). Pour �nir, je donne(propositions 3 p. 97 et 4 p. 98), une jolie formule pour le temps de marquage des graphes�equilibr�es, puis des graphes r�eguliers (� nHnp !), e qui r�epond pleinement �a la onjeture.Tous es r�esultats g�en�eralisent e qui �etait onnu pour le temps de ouverture, et onretrouve en partiulier les r�esultats lassiques du olletionneur de oupons g�en�eralis�e [61℄.Ce hapitre orrespond �a un artile (travail e�etu�e sous l'impulsion de Robert P. Dobrow)pr�esent�e �a SFCA/FPSAC'00, �a Mosou en juin 2000 [7℄.Quatri�eme hapitre.Di��erents param�etres li�es aux marhes ont d�ej�a �et�e �etudi�es par les probabilistes, qui ont ob-tenus des asymptotiques au < premier ordre > , notamment pour les marhes de  Lukasiewiez(elles qui ont un seul saut vers l'arri�ere, d'amplitude �1) qui sont en orrespondane avedes familles d'arbres.Les prinipaux r�esultats de e hapitre sont des d�eveloppements asymptotiques om-plets (fournis par la ombinatoire analytique grâe �a nos formules du hapitre 1), non seule-ment pour les marhes de type  Lukasiewiez mais pour toutes les marhes �a sauts born�es,pour{ le nombre de Z-exursions, via une m�ethode de ol (th�eor�eme 1, p. 105) ;{ le nombre de N-exursions, via un prinipe de onjugaison et de l'analyse de singularit�es(th�eor�eme 2, p. 107) ;{ le nombre de N-hemins (th�eor�eme 3, p. 112) ;{ le nombre de retours en z�ero d'une N-exursion, i.e le nombre de fateurs d'un mot deDyk g�en�eralis�e et la loi limite orrespondante (th�eor�eme 4, p. 114) ;{ l'altitude �nale d'un N-hemin et la loi limite orrespondante (th�eor�eme 6, p. 117) ;{ le th�eor�eme 7 (p. 119) qui permet de donner l'asymptotique des marhes probabilis�eesave barri�ere r�e�ehissante.



INTRODUCTION 17Nous �nirons par deux setions un peu plus prospetives sur la hauteur (g�en�eralisant lesr�esultats onnus pour les arbres) et l'aire (on aboutit alors �a des q-analogues) des N-exursions.Pour le nombre asymptotique d'exursions, la d�emonstration passe par quelques pointstehniques, li�es �a l'�equation y = z�(y) (qui g�en�eralise le as d�ej�a onnu y = z�(y)) et donttoute la diÆult�e passe dans le fait que pour  > 1, on est onfront�e �a des s�eries qui ne sontplus seulement �a termes positifs. Finalement, on d�ebouhe sur une asymptotique enA�np�n3et de nombreuses lois des param�etres de marhes r�esultent de ette arat�erisation.Cinqui�eme hapitre.Ce hapitre est onsar�e aux artes planaires (et �a leurs ousins les graphes), auxquelsnous appliquons des m�ethodes de ols pour �etudier de fa�on �ne le ph�enom�ene de transitionde phase pour la multi-onnexit�e (en ajoutant al�eatoirement des arêtes �a une arte donn�ee,quand sommes-nous assur�es d'avoir une omposante k-onnexe ?). Nous d�egageons le rôlefondamental jou�e par e que nous baptisons la loi d'Airy des artes, dont nous montreronsl'universalit�e au sens o�u de nombreux probl�emes ave oalesene de points ols entrâ�nentette loi.Ce hapitre est la ontinuation de travaux de Gilles Shae�er [111℄ et orrespond �a l'ar-tile [10℄ < Random Maps, Coalesing Saddles, Singularity Analysis, and Airy Phenomena >(soumis �a Random Struture and Algorithms) que j'ai r�ealis�e ave Philippe Flajolet, GillesShae�er et Mih�ele Soria. Une version moins d�evelopp�ee [9℄ < Cartes planaires et ph�enom�ened'Airy > avait �et�e pr�esent�ee �a la onf�erene ICALP'2000.Les prinipaux r�esultats de et artile sont{ le th�eor�eme 2 (p. 138) qui donne la taille du noyau au point de transition (via unem�ethode de ol double) ;{ le th�eor�eme 3 (p. 140) qui donne la taille du noyau au voisinage du point de transition(via une m�ethode de ols voisins) ;{ le th�eor�eme 4 (p. 142) qui donne la taille du noyau uniform�ement sur toute une zoneontenant le point de transition (via une m�ethode de points ols oalesents) ;{ le th�eor�eme 5 (p. 148) qui montre l'universalit�e de loi d'Airy, qui est li�ee aux sh�emasde omposition de deux singularit�es de type 3=2 ;{ le th�eor�eme 6 (p. 155) qui montre que diverses familles de artes ont un noyau dont lataille est r�egie par une loi d'Airy ;{ le th�eor�eme 7 (p. 156) qui montre que, pour diverses familles de artes, la taille de laplus grande omposante multi-onnexe est r�egie par une loi d'Airy ;{ le th�eor�eme 11 (p. 160) qui relie les sh�emas de ompositions aux lois stables de lath�eorie des probabilit�es.Tous es r�esultats sont nouveaux dans le monde de la ombinatoire.J'ai jou�e un rôle < entral > dans et artile, mes ontributions majeures �etant d'unepart de d�evelopper une approhe par m�ethode de ols (doubles ou voisins) pour le r�egime dit< entral > , et d'autre part d'�etudier diverses arat�eristiques de la fontion d'Airy.



18 INTRODUCTIONConlusion, perspetives.< Moore's law3 teahes us that the power of omputers doubles every 18 months,but, during the same time, the standard size of data doubles also, onsequently,this fores us to develop fast algorithms. >Robert Sedgewik. 16 mai 2000, Colloquium �a l'INRIA Roquenourt.Les deux objets de base de ette th�ese, les marhes et les artes, apparaissent de fa�onnaturelle aussi bien en informatique th�eorique qu'en physique statistique, ou enore en om-binatoire lassique. Les nouveaux r�esultats �enum�eratifs et asymptotiques que nous obtenonspermettent justement d'envisager des algorithmes rapides de g�en�eration al�eatoire uniforme(par exemple ave des m�ethodes de rejet). Une implantation en LEDA (biblioth�eque C large-ment di�us�ee et onsar�ee notamment au traitement de graphes) est en projet.Au �nal, ette th�ese illustre la puissane des m�ethodes de la ombinatoire analytique,qui nous permettent non seulement d'am�eliorer nos onnaissanes sur di��erents objets debases et l'al�ea a��erent, mais aussi, le as �eh�eant, nous fournissent des algorithmes eÆaesde g�en�eration qui nous permettent d'avoir une approhe heuristique pour tester di��erentsalgorithmes et pouvent de plus guider les d�eouvertes de demain.

3Le physisien-himiste Gordon Moore (1929{), ofondateur d'Integrated Eletronis en 1968 (plus onnusous le nom d'Intel), s'est aper�u en regardant des graphiques en 1965 que le nombre de omposants (r�esistors,transistors) d'un iruit imprim�e doublait tous les 18 mois.



CHAPITRE 1S�eries g�en�eratries de marhes homog�enesR�esum�e : Ce hapitre est un hapitre d'introdution qui reprend ertains r�esultats ori-ginaux de mon m�emoire de DEA [4℄. J'y montre omment expliiter les s�eries g�en�eratries demarhes sur les entiers. Mes prinipaux r�esultats sont notamment{ la proposition 3 (p. 24) qui expliite, via un alul de r�esidu, l'alg�ebriit�e de la s�erieg�en�eratrie des exursions sur Z ;{ le th�eor�eme 2 (p. 29) qui expliite, via la m�ethode du noyau, l'alg�ebriit�e de la s�erieg�en�eratrie des exursions sur N (= les mots de Dyk g�en�eralis�es) ;{ le th�eor�eme 3 (p. 29) qui expliite, via la m�ethode du noyau, l'alg�ebriit�e de la s�erieg�en�eratrie des hemins sur N (= les pr�e�xes des mots de Dyk g�en�eralis�es) ;{ le th�eor�eme 6 (p. 37) qui expliite l'alg�ebriit�e de la s�erie g�en�eratrie trivari�ee desmarhes sur N en omptant les passages par z�eros (= les fateurs des mots de Dykg�en�eralis�es) ;{ le th�eor�eme 8 (p. 38) qui exprime la s�erie g�en�eratrie des marhes de hauteur born�ee �al'aide de quotients de d�eterminants d'ordre < petit > ;{ le th�eor�eme 9 (p. 42) qui expliite l'alg�ebriit�e de la s�erie g�en�eratrie des exursions< dirig�ees > sur N2 .{ le th�eor�eme 10 (p. 46) qui expliite l'alg�ebriit�e de la s�erie g�en�eratrie des heminsdiagonaux sur Z2 (alul de r�esultant) ;{ le th�eor�eme 11 (p. 49) qui expliite la D-�nitude de la s�erie g�en�eratrie des exursionssur Zm.Tous es r�esultats g�en�eralisent ainsi les r�esultats du folklore pour l'instane partiuli�ere etfondamentale que onstituent les mots de Dyk < lassiques >.1. Pr�eambuleCe hapitre a pour objetif l'�etude de marhes al�eatoires disr�etes ; nous montrons om-ment �enum�erer des marhes (en ombinatoire, on parle volontiers de < hemins >) �evoluantdans un r�eseau disret (inlu dans Zm) et ob�eissant �a des ontraintes diverses. Il s'agit dond'un mod�ele de marhes al�eatoires en temps disret, dans un univers disret. Les ontraintesque nous retiendrons sont essentiellement de deux types : elles qui onernent le type desaut possible (par exemple, ne pouvoir faire que des sauts de avalier d'�ehes) et elles quionernent le domaine dans lequel �evolue la marhe (par exemple se limiter �a un < �ehiquier >de hauteur �nie mais de largeur in�nie).Nous retenons des ontraintes suÆsamment r�eguli�eres pour que nos tehniques ombina-toires puissent trouver leur adre d'appliation. Des bijetions lassiques montrent que notrepoint de vue < marhe disr�ete >, par sa apait�e �a mod�eliser divers probl�emes ombinatoires,s'adapte ais�ement �a des questions plus lassiquement pos�ees en terme d'< arbres >.Les sauts possibles �etant �x�es a priori, ertains auteurs parlent parfois de mod�ele homog�eneen espae (on a une hâ�ne de Markov). Par ailleurs, ertaines des marhes onsid�er�ees dans19



20 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESette th�ese ont des types de sauts �x�es d�es le d�ebut de la marhe mais qui d�ependent de < fa�onr�eguli�ere > de la position de la marhe ; le deuxi�eme hapitre (qui est ax�e sur le d�enombrementdes arbres de g�en�eration) orrespond justement �a de telles marhes non homog�enes en espaemais enore suÆsamment r�eguli�eres. Nous y verrons en partiulier que es mod�eles de marhessont isomorphes �a des mod�eles de r�egles de r�eritures (sur les entiers) et servent �a la g�en�erational�eatoire.Les hemins sont une struture ombinatoire qui apparâ�t en informatique pour de mul-tiples raisons. Par exemple, les hemins les Dyk orrespondent �a l'�evolution d'une �le d'at-tente soumise �a des insertions et suppressions (le mod�ele M/M/1 en th�eorie des �les d'at-tentes). Par ailleurs, ils surgissent lors de l'analyse sous mod�ele disret de strutures dedonn�ees dynamiques (le mod�ele de Fran�on des < histoires >, qui est aussi trait�e en exer-ie hez Knuth [85℄, ex. 2.2.2-13, pour l'alloation m�emoire partag�ee). De plus, les heminsde  Lukasiewiz sont les traes d'un parours d'arbre non r�eursif ; ainsi ertains param�etresde parours se lisent naturellement sur les hemins (telle la taille maximale de pile qui or-respond �a la hauteur du hemin). Cei ouvre la voie �a l'analyse de param�etres d'arbres utilesnotamment pour l'analyse d'algorithmes de manipulation d'arbres de termes en alul sym-bolique.Pour �nir, les hemins sont en bijetion naturelle ave de nombreux objets de l'analyseombinatoire et une expliitation des propri�et�es probabilistes des hemins onduit g�en�eralement�a des informations pertinentes sur es objets, telles leurs propri�et�es < statistiques > ou enoredes algorithmes de g�en�eration. Ainsi, ertaines strutures bidimensionnelles se ram�enent �al'�etude de marhes unidimensionnelles : les polyominos onvexes peuvent être �enum�er�es en seramenant �a des hemins de Dyk biolores (bijetion de Delest{Viennot [43℄), les animauxdirig�es (�a soure ompate) peuvent être �enum�er�es en onsid�erant des pr�e�xes de hemins deMotzkin [24, 80℄.Un des r�esultats majeurs de e premier hapitre est d'�etablir, pour une large lasse demarhes < ontraintes > sus-mentionn�ees, l'alg�ebriit�e de leurs s�eries g�en�eratries. La preuvefait appel �a la < m�ethode du noyau >, d�etaill�ee �a la setion 4.2. Cette alg�ebriit�e n'est passurprenante pour eux qui auront vu que nos marhes peuvent être engendr�ees par automate�a pile d�eterministe, puisqu'elles peuvent alors être engendr�ees par une grammaire et ont parons�equent une s�erie g�en�eratrie alg�ebrique. Toutefois, notre preuve de l'alg�ebriit�e donnegratuitement une importante d�eomposition dont nous tirerons grandement pro�t, pour desformules expliites dans un premier temps, et, ult�erieurement, pour l'asymptotique.Le hapitre 3 s'int�eressera aux marhes sur un graphe �ni. Dans le hapitre 4, nous�etudierons l'asymptotique de di��erents param�etres des lasses de marhes pour lesquellesnous allons maintenant expliiter les s�eries g�en�eratries.
1.1. Marhes al�eatoires. Les marhes al�eatoires (ave leurs variantes sur les onditionsde bords : absorption, r�eexion...) ont �et�e �etudi�ees intensivement par les probabilistes. Il s'agitd'une mod�elisation naturelle de nombreux ph�enom�enes physiques (�a ommener par eluid�eouvert par le botaniste anglais Robert Brown en 1827 : dans une goutte d'eau oin�eedepuis des si�eles dans de l'ambre, des graines de pollen avaient une myst�erieuse agitation,un parours haotique... que l'on ne tarda pas �a appeler mouvement brownien et dont l'�etudevaudra un prix Nobel �a Einstein en 1905).



1. PR�EAMBULE 21Les marhes al�eatoires apparaissent inontournables dans divers domaines allant de pro-bl�emes d'ordonnanement en informatique (probl�eme de �les d'attente par Fayolle et Iasnogo-rodski [53℄), de g�en�etique via les orrespondanes entre arbres et marhes (�etude de l'extin-tion des patronymes par Galton et Watson [75℄), �a des probl�emes li�es �a des r�eseaux ristallinsen physique statistique... Par exemple une fourmi dans un labyrinthe, simulant une marheal�eatoire sur un r�eseau de liens, permet d'�etudier la di�usion �a deux et trois dimensions dansun milieu poreux ou de d�eterminer l'exposant ritique de la ondutivit�e (Stau�er [117℄).Dans le as des marhes al�eatoires disr�etes, les m�ethodes ombinatoires (qui trouventleur origine dans des probl�emes de d�enombrement de hemins dans le plan) permettent sou-vent l'obtention des formes loses (i.e. de formules expliites), si tant est qu'il en existe. Lesm�ethodes probabilistes restent pr�edominantes dans le as des mod�eles ontinus ; elles sontde plus aptes, par leur souplesse, �a apter des param�etres qui restent revêhes aux om-binatoriiens (ainsi en est-il du maximum d'une marhe, que les probabilistes parviennent �atraiter ais�ement grâe �a la d�eomposition de Wiener{Hopf). Toutefois, es m�ethodes o�rent eng�en�eral uniquement des r�esultats asymptotiques du premier ordre l�a ou pour des probl�emesassez < ontraints >, assez < r�eguliers >, la ombinatoire analytique o�re quant �a elle desformules asymptotiques d'ordre �elev�e, souvent aompagn�ees d'un d�enombrement exat.1.2. D�e�nition d'une marhe en dimensionm. Commen�ons par donner un exemple :elui de l'ivrogne de P�olya. < C'est l'histoire d'un ivrogne qui voudrait bien rentrer hez lui,et qui, toutes les seondes, fait au hasard un pas en avant ou un pas arri�ere... > D'auuns, �al'âme sienti�que, diront que notre ivrogne a ainsi le omportement d'une marhe al�eatoireunidimensionnelle. On peut aussi regarder la variante dans le plan, o�u notre ami fait au hasardun pas en avant, en arri�ere, �a gauhe ou �a droite. P�olya s'�etait int�eress�e �a la probabilit�e quel'ivrogne revienne �a son point de d�epart et on a le r�esultat suivant : sur une droite ou dansle plan, ette probabilit�e est 1, tandis qu'en dimension sup�erieure, ette probabilit�e est < 1(0.34 en dimension 3, 0.20 en dimension 4...). Nous verrons �a l'exemple 15 (p. 49) ommentnous pouvons aborder e genre de probl�eme.Nous allons maintenant donner une d�e�nition un peu formelle des marhes al�eatoires.Pr�evenons d'ores et d�ej�a le leteur que par marhe, nous entendons le < proessus >, le< pro�ed�e > lui-même ; nous appellerons < hemin > tout repr�esentant (i.e. toute r�ealisation)de e proessus. Parfois, nous dirons < marhe > au lieu de < hemin >, mais ela ne devraitgu�ere gêner le leteur, habitu�e sans doute depuis longtemps �a e double langage !D�e�nition 1 (hemins).Nous appelons hemin de longueur n sur Zm une suite de n+ 1 points de Zm.Cette d�enomination est justi��ee par le fait qu'on peut traer une ligne polygonale reliantles points et respetant l'ordre sur le hemin.D�e�nition 2 (Exursions).Soit E un sous-ensemble de points de Zm. Nous appelons E-exursion (de longueur n) surZm un hemin (de longueur n) ommen�ant et �nissant en l'origine et dont tous les pointssont dans l'ensemble E.Par la suite, nous abr�egerons syst�ematiquement N-exursion en exursion (tout ourt).Notons par ailleurs que les Z-exursions sont souvent appel�ees < ponts > par ertains proba-bilistes.D�e�nition 3 (Marhe, poids d'un hemin).Une marhe est d�e�nie ii omme une fontion (dite < fontion saut >)  qui, �a haque point



22 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESA de Zm, assoie un sous-ensemble de Zm�R qui orrespond aux points vers lesquels on peutsauter ave un ertain poids r�eel assoi�e, i.e.  (A) = f(Ai; pi)g, Ai 2 Zm, pi 2 Rg. Quandles poids pi sont dans N, on parle de marhe ave multipliit�e. Quand ils sont dans R, onparle de marhe pond�er�ee ; si de plus on a P pi = 1 (ave 0 � pi � 1), on parle de marheprobabilis�ee (ou enore de marhe al�eatoire). Un hemin pond�er�e  de longueur n est alorsune suite  = (P0; (P1; p1); : : : ; (Pn; pn)) ave (Pi+1; pi+1) 2  (Pi). Son poids w() est d�e�niomme w() = nYi=1 pi(le poids du hemin est don le produit du poids de haun des sauts).Les marhes ave multipliit�es permettent d'envisager des mod�eles pour lesquels on auraitplusieurs fa�ons distintes de joindre deux mêmes points en une �etape (a�n de di��erenier essauts, on peut imaginer qu'on les < olore >).Par ailleurs, insistons sur le fait que le poids est une fontion multipliative (ontrairement�a la notion de < poids > dans les probl�emes d'optimisation de oût sur un graphe, o�u le poidsest g�en�eralement une fontion additive) ; 'est en e�et ette multipliativit�e qui mod�elisead�equatement les suites de hoix ombinatoires ou probabilis�es.La d�e�nition i-dessus, qui uni�e aussi bien le adre �enum�eratif (ave ou sans multipliit�e)que le adre probabiliste, est lairement ind�ependante du temps (puisque si Pi = Pj avei 6= j, on a  (Pi) =  (Pj)) et justi�e que nous quali�ons les marhes onsid�er�ees ii demarhes homog�enes en temps. En fait, nous ne onsid�erons dans e hapitre que des marheshomog�enes en temps et en espae :D�e�nition 4 (Sauts, marhe homog�ene en espae). Soit A un point de Zm et ~B unveteur de oordonn�ees (b1; : : : ; bm), notons A _+ ~B le point dont les oordonn�ees sont obtenuesen faisant la somme des oordonn�ees de A et de elles de B. Nous dirons que l'on passedu point A au point A _+ ~B en faisant un saut (b1; : : : ; bm). Une marhe est dite homog�eneen espae s'il existe un ensemble de veteurs S tel que, pour tout A 2 Zm, on a  (A) =f((A _+~Si; pi)); ~Si 2 Sg,Cette d�e�nition ne fait que re�eter le fait que les sauts possibles sont les mêmes en toutpoint. Ave un l�eger abus de langage, nous ontinuons de quali�er de marhe homog�ene enespae, une marhe pour laquelle on interdit une r�egion de Zm (e qui introduit don desonditions de bord pour la < fontion saut >  ), et pour laquelle les sauts possibles sonttoujours les mêmes en tout point, sauf que l'on retire eux qui feraient atterrir dans la r�egioninterdite. Par ailleurs, quand l'ensemble S des sauts possibles est �ni, on parlera de marhe�a sauts born�es.D�e�nition 5 (S�erie g�en�eratrie d'une marhe).Pour une marhe donn�ee, soit C l'ensemble des hemins issus de O (un point quelonque deZm). La s�erie g�en�eratrie de ette marhe est alors d�e�nie ommeF (z;u) := X2C w()uf()zjjo�u jj d�esigne la longueur du hemin  et o�u le monôme uf() = uk11 : : : ukmm ode l'altitude�nale du hemin  (le hemin �nissant en un point de oordonn�ees (k1; : : : ; km)).



1. PR�EAMBULE 23�nissant n'importe o�u �nissant en 0sans ontrainte de positivit�e Z-hemin (marhe) Z-exursion (pont)ave ontrainte de positivit�e N-hemin (m�eandre) N-exursion (exursion)Fig. 1 { Le ditionnaire ombinatorio-probabiliste.Nous regarderons par la suite la s�erie g�en�eratrie sous la forme (�equivalente)F (z; u1; : : : ; um) = Xn�0k1;:::;km2Zfn;k1;:::;kmuk11 : : : ukmm zn = Xn�0 fn(u1; : : : ; um)zno�u fn;k1;:::;km d�esigne le nombre de hemins de longueur n ommen�ant en O et �nissant enun point de Zm de oordonn�ees (k1; : : : ; km).Ainsi la fontion F est dans l'anneau R((u1 ; : : : ; um))[[z℄℄ des s�eries formelles en z et�a oeÆients < de Laurent > en les ui. Pour les s�eries g�en�eratries de marhes al�eatoires,les oeÆients de es s�eries de Laurent sont ompris entre 0 et 1, et pour les marhes avemultipliit�es, les oeÆients sont des entiers positifs.Le nombre de hemins de longueur n allant de A au point de oordonn�ees (k1; : : : ; km)est donn�e par fn;k1;:::;km := [znuk11 � � � ukmm ℄F (z; u1; : : : ; um): Le nombre total de hemins delongueur n est fn := [zn℄F (z; 1; : : : ; 1), lorsque ette quantit�e est �nie.D�e�nition 6 (Op�erateur arat�eristique).On appelle op�erateur arat�eristique de la marhe l'op�erateur lin�eaire L qui transforme unmonôme de R[u1 ; : : : ; um; u�11 ; : : : ; u�1m ℄ en un polynôme de R[u1 ; : : : ; um; u�11 ; : : : ; u�1m ℄ :L(uk11 : : : ukmm ) = Xi piuk1;i1 : : : ukm;imsi (et seulement si)  (A) = f(Ai; pi)g ave A de oordonn�ees (k1; : : : ; km) et Ai de oordonn�ees(k1;i; : : : ; km;i). On a don la r�eurrene fondamentalefn+1(u1; : : : ; um) = L (fn(u1; : : : ; um)) :Nous allons voir dans la suite que 'est le fait d'arriver �a oder la marhe par un op�erateurlin�eaire expliite et tratable qui est un fateur d�eterminant pour l'obtention d'une �equationfontionnelle satisfaite par la s�erie g�en�eratrie de la marhe al�eatoire. Cei orrespond �a uner�egularit�e importante (l'homog�en�eit�e en temps et en espae) des r�egles de onstrutions deshemins.



24 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESL'approhe que je vais d�evelopper dans ette th�ese marhe �a merveille quand L (qui s'�etendpar lin�earit�e des monômes aux polynômes) s'av�ere exprimable omme une ombinaison dujeu d'op�erateurs i-dessous :{ [uki ℄ extrait le oeÆient du monôme en ui de degr�e k ;{ fuki g extrait le monôme en ui de degr�e k ;{ fu�ki g extrait les monômes en ui de degr�e � k.Exemple 1. Op�erateur arat�eristiquePla�ons-nous en dimension 1 (les oeÆients fn de la s�erie g�en�eratrie sont ainsi dans R[[u℄℄) etonsid�erons la marhe sur Z qui onsiste �a faire des pas (+1;�1). Elle se ode par l'op�erateurarat�eristique L = S + S�1 (o�u S est l'op�erateur qui ode la multipliation par u), e quireode de fait la r�eurrene fn+1(u) = L(fn(u)) = (u+ 1u)fn(u):Ainsi L(1 + u) = 1u + u + 1 + u2. Nous �erirons i-apr�es, de mani�ere abusive L = u+ u�1 aulieu de L = S+S�1. Si l'on onsid�ere maintenant la marhe sur N , faire un pas �1 peut nousfaire atterrir dans les entiers n�egatifs ; on exlut e as de �gure �a l'aide de l'op�erateur fu<0g,on a don L = u + u�1 � fu<0g(u + u�1), qui exprime en fait la r�eurrenefn+1(u) = L(fn(u)) = (u + 1u)fn(u)� fu<0g((u + 1u)fn(u)):Notons que l'op�erateur L peut ii s'�erire enore plus simplement L = u+u�1� 1u [u0℄, e quise voit via les relations suivantesfn+1(u) = L(fn(u)) = (u + 1u)fn(u)� fu�1g((u + 1u)fn(u))= (u + 1u)fn(u)� fu�1g( 1ufn(u))= (u + 1u)fn(u)� fn(0)u :L'�evaluation en z�ero est liite ar les fn, �a ause de la ontrainte de positivit�e (marhe sur N),sont ii des polynômes lassiques et non plus des polynômes de Laurent. De même, la marhe�a pas (�2;+1) a pour op�erateur arat�eristiqueL = u�2 + u� fu<0g(u�2 + u) = u�2 + u� fu�1gu�2 � fu�2gu�2= u�2 + u� fu1g � fu0g = u�2 + u� [u0℄� � [u0℄o�u � repr�esente la d�erivation par rapport �a u, e qui ne fait que re�eter la relationfn+1(u) = L(fn(u)) = (u�2 + u)fn(u)� f 0n(0) � fn(0) :2. Marhes dans un ensemble �ni de ZmUn premier exemple de marhe ais�ee �a traiter est le as des marhes dans un ensemble�ni. On n'impose auune ondition d'homog�en�eit�e en espae, i.e. il peut y avoir autant der�egles de d�eplaements que de points dans l'ensemble born�e onsid�er�e (toutefois on gardel'homog�en�eit�e en temps). Puisque nous sommes dans un ensemble �ni de points, on a un



3. MARCHES SUR Z �A SAUTS BORN�ES 25ensemble �ni de r�egles et on aboutit don �a une s�erie g�en�eratrie rationnelle omme le montrele th�eor�eme suivant.Proposition 1. La s�erie g�en�eratrie d'une marhe homog�ene en temps dans un born�e deZm est rationnelle.D�emonstration. Un tel ensemble born�e est �ni, notons p son ardinal. On peut assoier�a ses p points les p �etats d'un automate sur un alphabet unaire. On a une transition entre deux�etats d�es lors qu'il y a un pas entre les deux points orrespondants, en pr�eservant l'orientation.Si l'on veut ompter les marhes de longueur k partant d'un sous-ensemble �x�e I du born�e et�nissant dans un sous-ensemble F du born�e, il suÆt de ompter les mots de longueur k dansl'automate o�u sont pris omme �etats initiaux les �etats assoi�es aux points de I et o�u sont prisomme �etats �naux les �etats assoi�es aux points de F (en partiulier, si l'on veut omptertous les mots de longueur k, tous les �etats sont �naux). Dans tous les as, par le th�eor�emede Chomsky{Sh�utzenberger [33℄, le langage reonnu est rationnel (on dit aussi < r�egulier >)ainsi que sa s�erie g�en�eratrie, qui est, par onstrution de notre automate, la même que ellede la marhe. �Pour de telles s�eries g�en�eratries rationnelles, une asymptotique exate se fait �a l'aide dela proposition lassique suivante :Proposition 2 (Asymptotique des frations rationnelles). Si F est une fontion ration-nelle dont les pôles �1; : : : ; �m sont 6= 0, alors il existe m polynômes P1; : : : ; Pm (o�u le degr�ede Pj est l'ordre du pôle �j moins 1) tels queFn = [zn℄F (z) = mXj=1 Pj(n)��nj :D�emonstration. On utilise la d�eomposition en �el�ements simples de F (z) puis que[zn℄(z � �)�k = (�1)k�n+k �n+ k � 1k � 1 � ;e qui donne un polynôme de degr�e k � 1 en n. �Toutefois, au del�a de ette apparente simpliit�e, les marhes sur un tel graphe �ni (quele leteur probabiliste pr�ef�erera quali�er de < hâ�nes de Markov > �a �etats dans un pav�e deZm) posent quantit�e de probl�emes passionnants, relatifs notamment aux temps d'atteinte.Nous reviendrons sur es onsid�erations au hapitre trois, relatif au < temps de ouvertureg�en�eralis�e d'une marhe al�eatoire sur un graphe >.Si l'on ne se limite pas �a un ensemble �ni mais qu'on s'autorise maintenant tout Zm, touten ne faisant que des sauts �a sauts born�es, on tombe �egalement sur une s�erie g�en�eratrie desmarhes rationnelle (la s�erie g�en�eratrie des Z-exursions sera quant �a elle alg�ebrique si l'ons'autorise quelques sauts n�egatifs) omme nous allons le voir dans la setion suivante.3. Marhes sur Z �a sauts born�esL'op�erateur arat�eristique d'une marhe �a sauts born�es est la multipliation par un po-lynôme (de Laurent, i.e. un polynôme pour lequel on s'autorise les puissanes n�egatives) Pen u, 'est-�a-dire que l'ensemble des sauts autoris�es est od�e par un polynôme P (u). Pour detelles marhes, on a diretement :fn+1(u) = P (u)fn(u) = P (u)nf0(u)



26 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESet don, quand f0(u) = 1 ( i.e. quand on part de l'origine),F (z; u) = 11� P (u)z :En partiulier, la s�erie g�en�eratrie univari�ee des marhes est F (z; 1) = 11�P (1)z : Par ailleurs,une marhe �a sauts born�es homog�ene en espae et sans sauts arri�ere a une s�erie g�en�eratrie desZ-exursions rationnelle : il suÆt d'�evaluer F (z; u) en u = 0 et omme P (0) 6=1 (puisque nousn'avons pas de retour en arri�ere), la s�erie g�en�eratrie des Z-exursions est F0(z) = 11�P (0)z :Bien sûr, elle se r�eduit trivialement �a F0(z) = 1 si on n'a pas de retour sur plae.Notons que la singularit�e dominante est P (1)�1 pour les hemins et P (0)�1 pour lesZ-exursions. Dans le ontexte �enum�eratif, P est �a oeÆients dans N, et la singularit�e do-minante est don un nombre rationnel. En fait, P (1)�1 demeurera une singularit�e dans lesmarhes des setions suivantes, mais elle ne restera pas for�ement dominante.Certaines marhes �a sauts born�es, même ave une modi�ation qui rompt leur homog�en�eit�een temps, peuvent demeurer rationnelles. Voii un exemple qui illustre e genre de situations.Exemple 2. Une variation markovienne d'ordre deux du triangle de PasalConsid�erons la variante suivante du triangle de Pasal (EIS A0525091) dans laquelle haqueterme est la somme de elui qui se trouve au-dessus de lui et de elui qui se trouve deux asesau dessus, dans la olonne qui le pr�e�ede (�a une distane d'un saut de avalier, pour êtreimag�e).11,11,2,11,3,2,11,4,4,2,11,5,7,4,2,11,6,11,8,4,2,11,7,16,15,8,4,2,11,8,22,26,16,8,4,2,11,9,29,42,31,16,8,4,2,11,10,37,64,57,32,16,8,4,2,11,11,46,93,99,63,32,16,8,4,2,1
Ce triangle �etant d�e�ni par la r�eurrenef0(u) = 1,f1(u) = 1 + u,fn+1(u) = fn(u) + ufn�1(u) + un,l'expliitation de la s�erie g�en�eratrie (z or-respond �a la longueur, au num�ero de ligne, etu orrespond �a l'altitude �nale, le num�ero deolonne) ne pose auune diÆult�e :F (z; u) = 1+uz�z�uz2+z=(1�uz)1�z�uz2 :Dans le as moins trivial o�u l'on a non pas que des pas stationnaires ou vers la droite mais�egalement des pas vers la gauhe, la s�erie g�en�eratrie des Z-exursions n'est plus rationnelleet devient alg�ebrique. Le r�esultat suivant fait partie du folklore :Proposition 3 (Alg�ebriit�e des marhes sur Z �nissant �a hauteur donn�ee). Une marhe�a sauts born�es homog�ene en espae (qui autorise au moins un saut vers l'arri�ere) a une s�erieg�en�eratrie des Z-exursions alg�ebrique, ette derni�ere s'exprimant ommeF0(z) = z Xui(z) u0i(z)ui(z) = �zXvi(z) v0i(z)vi(z)1EIS renvoie �a < The Enylopia of Integer Sequenes >, l'enylop�edie des suites enti�eres de Sloane,aessible en ligne sous http ://www.researh.att.om/�njas/sequenes/.



3. MARCHES SUR Z �A SAUTS BORN�ES 27o�u les ui(z) sont les raines de 1� zP (u) = 0 tendant vers 0 quand z ! 0 et o�u les vi(z) sontles raines qui divergent en 0. Plus g�en�eralement, la s�erie g�en�eratrie Fk des marhes sur Zommen�ant en 0 et �nissant �a hauteur k s'exprime �egalement �a l'aide de es raines :Fk(z) = zXui u0i(z)uk+1i (z) ( pour �1 < k < ) ;Fk(z) = �zXui v0i(z)vk+1i (z) ( pour � d < k <1) :D�emonstration. Pla�ons-nous dans une ouronne de onvergene de F (z; u) (prenonspar exemple jzj < 12P (1) et � < juj < � o�u [�; �℄ est un intervalle sur lequel P (u) < 2P (1)),sur laquelle on peut utiliser la formule de Cauhy puisque F (z; u) y est analytique en u :Fk(z) = [uk℄F (z; u) = [uk℄ 11� zP (u) = 12i� Z(z) F (z; u)uk+1 duo�u  = fjuj = �+�2 g est une ourbe simple dans le plan de u ontenant 0. L'int�egrante estd'ordre u�k�1 en 0 (don analytique en 0 quand k � � 1) et d'ordre u�d�k�1 en +1 (donanalytique en +1 quand k � �d+ 1).Pour k �  � 1, d'apr�es le th�eor�eme des r�esidus, en rapetissant le ontour d'int�egrationvers 0, on a alors, pour les pôles de F=uk+1 inlus dans le domaine d�e�ni par  (qui sont iiles ui(z) tendant vers 0 quand z ! 0) :Fk(z) = Xui pôleRes� Fuk+1 ; ui� = Xui pôleRes� 1uk+1 � uk+1zP (u) ; ui�Remarque : les ui, en tant que z�eros d'une �equation alg�ebrique, sont des s�eries de Puiseux.Comme les pôles sont d'ordre 1 (ei r�esulte d'une disussion sur le polynôme de Newtonassoi�e �a 1� zP (u), faite �a la setion 4.3), les r�esidus sont �egaux aux limites suivantesFk(z) = Xui pôle limu!ui u� uiuk+1 � uk+1zP (u) = Xui pôle limu!ui 1(k + 1)uk � z(uk+1P 0(u) + (k + 1)ukP (u)) :La derni�ere �egalit�e provient de l'appliation de la r�egle de l'Hospital. Comme par ailleursP (ui) = 1z et P 0(ui)u0i(z) = (1z )0 on a donFk(z) = Xui pôle 1�zuk+1i P 0(ui) = z Xui pôle u0i(z)uk+1i (z) :Quand k > �d, on �elargit au ontraire �a l'in�ni le ontour d'int�egration et l'on olleteainsi les r�esidus, qui proviennent tous exlusivement des branhes divergentes vi. �Ce r�esultat est similaire �a l'assertion de Furstenberg [74℄ : < la s�erie obtenue en prenantles oeÆients diagonaux d'une s�erie multivari�ee rationnelle est alg�ebrique. > (En fait l'artileit�e a surtout pour but de montrer que la rationalit�e est onserv�ee quand le orps de base est�ni.)Exemple 3. �Equilibres lors de tirages �a pile ou faePour la marhe de < Dyk > o�u l'on s'autorise un pas en avant et un pas en arri�ere, on a don



28 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESP (u) = u+ 1u . Pour les hemins, on aboutit �aFZ(z; 1) = 11� P (1)z = 11� 2z = 1 + 2z + 4z2 + 8z3 +O(z4)et pour lesZ-exursions ('est-�a-dire le nombre de tirages de longueur nmenant �a un �equilibre),on n'a pas la formule rationnelle puisque P (0) = 1. En fait, on peut s'en tirer ave les ma-nipulations suivantes :FZ;0(z; u) = Xn�0[u0℄P (u)nzn = Xn�0[u0℄Xk �nk�u�kun�kzn= Xn�0�2nn �z2n = 1p1� 4z2 = 1 + 2z2 + 6z4 + 20z6 +O(z8)Mais il reste bien sûr pr�ef�erable et surtout plus rapide d'appliquer la formule donn�ee �a laproposition pr�e�edente, �a savoir F0(z) = u1�zu1 ave u1(z) = 1�p1�4z22z , la raine nulle en 0 de1� zP (u) = 0. 4. Marhes sur N �a sauts born�esNous allons maintenant pr�esenter et utiliser la m�ethode du noyau pour regarder e que l'onobtient lorsque l'on s'interdit les entiers n�egatifs, 'est e que nous appelons une < marhe surN >. Je traiterai au hapitre 2 le as de marhes �a sauts non-born�es ; je onsid�ere maintenantle as des marhes �a sauts born�es.4.1. Obtention de l'�equation fontionnelle. Les sauts autoris�es sont od�es via lepolynôme P (u) = Xsauts k uk = dXi=� piuiqui re�ete le fait que l'on autorise un ertain nombre de sauts (dont le plus grand vers l'arri�erea une amplitude  et le plus grand vers l'avant une amplitude d) et o�u les pi sont les poids dehaque saut. La marhe �a pas (+1;�1) a don P (u) = u+ 1u omme polynôme arat�eristique.L'�equation fontionnelle satisfaite par la s�erie g�en�eratrie F (z; u) d'une telle marhe surN �a sauts born�es s'obtient en �erivant, pour haque n, l'�egalit�e reliant le oeÆient de zn �aelui de zn+1 et en sommant alors vertialement es �egalit�es ('est ii que joue la lin�earit�e del'op�erateur L). D�etaillons e pro�ed�e.Ave l'aide de l'op�erateur arat�eristique L, on peut d�e�nir fn par r�eurrene :(f0(u) = u0 (on pourrait hoisir de partir d'une autre valeur initiale)fn+1(u) = Lfn(u) = fu�0gP (u)fn(u) = P (u)fn(u)� fu<0gP (u)fn(u) :Rappelons ii que fu<0g repr�esente la somme des monômes de degr�e n�egatif. Comme nosop�erateurs sont lin�eaires, en multipliant par zn+1, on obtient :zn+1fn+1(u) = z (znP (u)fn(u))� zfu<0gP (u)fn(u)znen sommant sur n, on a :Xn�0 zn+1fn+1(u) = zP (u)Xn�0 znfn(u)� zXn�0fu<0gP (u)fn(u)zn



4. MARCHES SUR N �A SAUTS BORN�ES 29en ajoutant z0f0(u) = 1 aux deux membres, et en d�eveloppant le fu<0g, on obtient :F (z; u) = 1 + zP (u)F (z; u) � zXn�0Xj<0 �[uj ℄P (u)fn(u)� ujzn :Or la somme double est une somme de termes du type Pn�0 uj [uj ℄pkukfn(u)zn qui ser�erivent haun en terme de d�eriv�ees de F (z; u) par rapport �a u, �evalu�ees en u = 0, d'o�ul'�equation fontionnelle fondamentale(1� zP (u))F (z; u) = 1� z �1Xk=0 rk(u)Fk(z)(1) rk(u) := fu<0g(P (u)uk) = �k�1Xj=� pjuj+k(2)o�u Fk = [uk℄F (z; u) vaut 1k! fois la d�eriv�ee k-i�eme de F (z; u) en u = 0, et o�u les rk sont despolynômes de Laurent (dont les monômes ont des degr�es ompris entre � + k et �1). On aainsi obtenu une �equation o�u le membre de droite s'exprime d�esormais en termes de  fontionsinonnues ! Mais nous allons de suite voir que es fontions inonnues Fk(z) = �kk!�ukF (z; 0)ne sont pas un obstale.4.2. La m�ethode du noyau. La m�ethode que nous utiliserons ii pour r�esoudre les�equations fontionnelles auxquelles nous venons d'aboutir et qui donnent la s�erie g�en�eratrie�a d�eterminer est onnue par ertains probabilistes sous le nom de < m�ethode du noyau > ;elle a par exemple �et�e utilis�ee pour r�esoudre des �equations fontionnelles apparaissant dansdes probl�emes de �les d'attente [53℄. Elle fait partie du folklore et on en trouve les premi�erestraes en ombinatoire dans Knuth sur un exemple partiulier (i.e. les exerie 4 et 11 de lasetion 2.2.1 du vol.1 de [85℄ expliitent la s�erie g�en�eratrie des marhes de Dyk en utilisanten fait e que nous appelons maintenant la m�ethode du noyau) et dans un artile de Cori etRihard sur les artes [37℄.Pour d�eterminer les fontions inonnues du membre droit, la m�ethode du noyau onsiste�a annuler 1� zP (u) ; ainsi, en r�esolvant l'�equation 1� zP (u) = 0 par rapport �a u, on obtientun ertain nombre de solutions u1; : : : ; ur que l'ont peut liitement substituer �a u (puisquees solutions sont dans C [[z1= ℄℄ et que notre s�erie F (z; u) est dans C [[z℄℄[u℄) dans le membrede droite de l'�equation (1), qui est alors nul lui aussi. On a don un syst�eme qui, s'il est derang plein, permet de d�eterminer les fontions inonnues �i�uiF (z; 0). On a alors totalementd�etermin�e F (z; u) qui est alg�ebrique ar exprimable en termes de fontions alg�ebriques.4.3. Alg�ebriit�e des marhes �a sauts born�es. Soit  la taille du plus grand pas enarri�ere admis. (Lorsque  = 0, on a en fait a�aire �a des marhes qui ne reviennent jamais enarri�ere ; la ontrainte de positivit�e ne joue pas et la setion pr�e�edente montre que la r�esolutionest imm�ediate, don nous supposons  > 0 pour le restant de ette setion.)Th�eor�eme 1 (Alg�ebriit�e des marhes sur N de type �ni). Une marhe sur N �a sautsborn�es a une s�erie g�en�eratrie bivari�ee F (z; u) alg�ebrique (z ode la longueur, u l'altitude�nale) : F (z; u) = Q(z; u)K(z; u) = Qi=1(u� ui)u � zuP (u) = 1�zpdQdi=1(u� vi)



30 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESo�u K et Q sont d�e�nis dans les formules (4) et (5) de la preuve i-dessous.D�emonstration. Nous avons �etabli i-dessus l'�equation fontionnelle fondamentale(3) (1� zP (u))F (z; u) = 1� z �1Xk=0 rk(u)Fk(z) ;d�e�nissons le noyau K omme le polynôme(4) K(z; u) := u � zuP (u) ;e n'est rien d'autre que, dans l'�equation fontionnelle (3) i-dessus, le oeÆient de F (z; u)rendu entier. On a ainsi un polynôme en u de degr�e +d et dont le terme onstant est �zp�.Lorsque K(z; u) = 0, en utilisant le polygone de Newton2 pour d�evelopper les solutions ens�erie de Puiseux, on obtient + d solutions u1; : : : ; u+d.
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Notation 1. Le diagramme de Newton i-dessus nous permet d'aÆrmer l'existene{ de  petites branhes ( < petites > ar elles tendent vers 0 en 0), que nous noteronsui(z) (pour i = 1; : : : ; ), v�eri�ant ui(z) � (�1) i�1 z1= quand z � 0 ;{ et de d branhes in�nies en 0, que nous noterons v1; : : : ; vd = u+1; : : : ; u+d, et v�eri�antvi(z) � (�1) i�1d z�1=d quand z � 0,Les raines sont don toutes distintes. Posons(5) Q(z; u) := u�1� z �1Xk=0 rk(u)Fk(z)�:En g�en�eral, la strat�egie de la m�ethode du noyau se poursuit en substituant u par les petites branhes ( op�eration liite ar la substitution par es petites branhes nous faitdemeurer dans le orps des s�eries de Puiseux en z) ; on obtient ainsi un syst�eme lin�eaire8>>>>>>><>>>>>>>:

u1�1� zP�1k=0 rk(u1)Fk(z)� = 0...ui�1� zP�1k=0 rk(ui)Fk(z)� = 0...u�1� zP�1k=0 rk(u)Fk(z)� = 02le leteur non familier ave e sujet onsultera ave pro�t la monographie de J. Dieudonn�e [45℄ ou enore letexte original de Newton lui-même, dans l'agr�eable ompilation de textes historiques en < algorithmique > [32℄.



4. MARCHES SUR N �A SAUTS BORN�ES 31qui permet de d�eterminer les  inonnues Fk(z) pour k = 0; : : : ; � 1.Une astue due �a Mireille Bousquet-M�elou [27℄ permet de sauter la fastidieuse r�esolutiond'un tel syst�eme. En regardant K et Q omme des polynômes en u et en rempla�ant u par ui(pour i = 1; : : : ; ) dans l'�equation (1), on voit que les raines u1; : : : ; u de K sont �egalementraines de Q(z; u). Comme le polynôme Q est de degr�e  en u et puisqu'il est unitaire, on ala fatorisation Q(z; u) = Yi=1(u� ui):On a �egalement, ave pd := [ud℄P (u) ( i.e. la multipliit�e du plus grand pas en avant) :K(z; u) = �zpd +dYi=1(u� ui):Ainsi F (z; u) = Q(z; u)K(z; u) = Qi=1(u� ui)�zpdQ+dj=1(u� uj) = 1�zpdQdi=1(u� vi)et on a prouv�e l'alg�ebriit�e de la s�erie g�en�eratrie F . �Notons p� := [u�℄P (u) (p� est don la multipliit�e du plus grand retour en arri�ere),on obtient les deux th�eor�emes suivants :Th�eor�eme 2 (Exursions sur N �a sauts born�es). Une marhe sur N �a sauts born�es a unes�erie g�en�eratrie des exursions alg�ebrique et ette derni�ere vaut(�1)+1p�z Yi=1 ui(z)o�u p� est la multipliit�e du plus grand saut vers l'arri�ere (elui d'amplitude ) et o�u les ui(z)sont les < petites > raines ( i.e. onvergeant vers 0 quand z ! 0) de l'�equation dite < dunoyau > 1� zP (u) = 0.D�emonstration. Pour d�enombrer les exursions, 'est-�a-dire, rappelons-le, les marhesqui �nissent en 0, on regarde [u0℄F (z; u), i.e. F (z; 0). On a donF (z; 0) = Q(z; 0)K(z; 0) = Q(z; 0)[u0℄K(z; u) = Q(z; 0)[u0℄u � z[u0℄uP (u)= Q(z; 0)�p�z = Qi=1(0� ui)�p�z = (�1)+1p�z Yi=1 ui = (�1)d+1zpdQdi=1 vi : �Th�eor�eme 3 (Chemins sur N �a sauts born�es). Une marhe sur N �a sauts born�es a unes�erie g�en�eratrie des marhes alg�ebrique et elle vaut11� zP (1) Yi=1(1� ui(z))D�emonstration. Pour d�enombrer les marhes, on regarde Pk[uk℄F (z; u), i.e. F (z; 1).Ainsi, on obtient : F (z; 1) = Q(z; 1)K(z; 1) = 1� zP�1k=0 rk(1)Fk(z)1� zP (1)



32 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENES= 11� zP (1) Yi=1(1� ui) = 1�zpdQdi=1(1� vi) : �Les th�eor�emes 2 et 3 ont �et�e obtenus en mars 1998 [4℄, ind�ependamment de M. Pet-kov�sek [105℄ et de M. Bousquet-M�elou & M. Petkov�sek [28℄.Exemple 4. Marhe de DykLa plus simple de es marhes, qui pr�esente n�eanmoins son int�erêt, est la marhe de < Dyk >que nous avons d�ej�a regard�ee en tant que marhe sur Z. Rappelons qu'on s'autorise un pasen avant et un pas en arri�ere, on a don le polynôme arat�eristique P (u) := u�1 + u. OrK(z; u) = u� z(u2 + 1) et K(z; u) = 0 onduit �a(u1 = 1�p1�4z22z = z + z3 + 2z5 + 5z7 +O(z9)v1 = 1+p1�4z22z = z�1 � z � z3 � 2z5 � 5z7 +O(z9):On a don F (z; u) = �1z(u�v1) et, pour la s�erie g�en�eratrie des exursions, on a F (z; 0) = u1zou, ave les branhes divergentes, F (z; 0) = 1zv1 .Attardons-nous sur la singularit�e en z = 12 pour F (z; 1) et F (z; 0). Que l'on onsid�ere auhoix{ la marhe de Dyk sur Z, dont la s�erie g�en�eratrie estFZ(z; 1) = 11� P (1)z = 11� 2z = 1 + 2z + 4z2 + 8z3 +O(z4);{ les Z-exursions de Dyk, dont la s�erie g�en�eratrie estFZ(z; 0) = 1p1� 4z2 = 1 + 2z2 + 6z4 + 20z6 +O(z8);{ la marhe de Dyk sur N, dont la s�erie g�en�eratrie estFN(z; 1) = 21� 2z +p1� 4z2 = 1 + z + 2z2 + 3z3 + 6z4 + 10z5 +O(z6);{ les N-exursions de Dyk, dont la s�erie g�en�eratrie estFN(z; 0) = 1�p1� 4z22z2 = 1 + z2 + 2z4 + 5z6 + 14z8 +O(z10):On remarque qu'il existe �a peu pr�es < autant > ('est-�a dire d'ordre exponentiel 2n) de marhesde haque type. Par exemple, dans le dernier as, on a des ontraintes tr�es fortes (revenir en 0et rester > 0) alors que dans le premier on s'autorise toute la droite et la marhe peut s'arrêtern'importe o�u. En fait, on a respetivement, pour les quatre as envisag�es, une asymptotique(ave n pair pour les as appropri�es) en



4. MARCHES SUR N �A SAUTS BORN�ES 33�nissant n'importe o�u �nissant en 0sans ontraintede positivit�e Z-hemins fZ;n(1) � 2n Z-exursions fZ;n(0) � p2 2np�n� 0 N-hemins fN;n(1) � 1p2 2np�n N-exursions fN;n(0) � 2p2 2np�n3Ce tableau pr�eise le poids des ontraintes impos�ees. Ces omportements s'�elairent �a lalumi�ere de l'analyse de singularit�e et nous y reviendrons au hapitre 4.Exemple 5. Marhes de Motzkin olor�eesUne marhe de Motzkin m-olor�ee est telle que l'on a les sauts +1 et �1 ainsi que m di��erentssauts +0 (que l'on peut imaginer olor�es ave m ouleurs di��erentes) ; le polynôme ara-t�eristique de la marhe est don P (u) = 1=u +m+ u.L'annulation du noyau fournit une raine u1(z) onvergente en 0 de u�z(1+mu+u2) = 0et on a don F (z; 0) = 1� zm�p1� 2zm� (4�m2)z22z2 :Pour m = 0, on retrouve les hemins de Dyk F (z; 0) = 1+z2 +2z4+5z6+14z8 +O(z10).Pour m = 1, e sont les hemins de Motzkin proprement ditsF (z; 0) = 1� z �p1� 2z � 3z22z2 = 1 + z + 2z2 + 4z3 + 9z4 + +21z5 + 51z6 +O(z7):Pour m = 2, on retombe sur les nombres de Catalan F (z; 0) = 1 + z + 2z2 + 5z3 + 14z4 +O(z5) ; une interpr�etation ombinatoire onsiste �a mettre es marhes en bijetion ave lesarbres binaires �a n n�uds internes : remplaer les paliers du premier type par des n�uds aveun �ls n�ud �a droite et une feuille �a gauhe et r�eiproquement pour les paliers du deuxi�emetype. Une autre interpr�etation ombinatoire, ette fois diretement sur la marhe, onsiste �aregarder les pas deux par deux dans la marhe (+1,-1) et �a remplaer +1+1 par +1 dans lamarhe (+1,+0,+0',-1), -1-1 par -1, -1+1 par 0 et +1-1 par 0'.Pour m = 3, on obtient la suite (1,3,10,36,137,543,2219,9285,39587,171369,751236,. . .) quiompte par ailleurs ertains polyominos (�a n ellules) sur un r�eseau hexagonal (EIS A002212).Exemple 6. Marhes de  LukasiewizLes marhes de  Lukasiewiz sont les marhes sur N �a sauts born�es pour lesquelles il n'y a que�1 omme saut vers l'arri�ere.Le r�esultat suivant est un lassique des ann�ees 1950-1960 dont les soures sont nombreuses(Raney, De Bruijn, Knuth, Dvoretzky{Motzkin,  Lukasiewiz, et.).Proposition 4 (Correspondane de  Lukasiewiz). Pour un ensemble �ni E 2 N, lesarbres d'arit�es �x�ees (dans E) et �a n n�uds sont en bijetion ave les exursions sur N delongueur n et �a pas e� 1 pour e 2 E.



34 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESD�emonstration. Consid�erons un arbre E-aire et faisons-en un parours in�xe (n�ud,�ls gauhe, �ls droit) ; �a haque nouveau n�ud (interne et externe) on pose ai =arit�e de ei-i�eme n�ud. La suite (a1 � 1; a2 � 1; : : : ; an � 1) (ai 2 E) est bien une exursion sur N.L'injetion dans l'autre sens est imm�ediate. Prenons deux exursions distintes a =(a1; a2; : : : ; an) et a0 = (a01; a02; : : : ; a0n). Partons d'une raine et si ai = �1, alors on poseune feuille, et on remonte au p�ere et si ai >= 0, alors on attahe ai + 1 feuille au n�udourant et passe au �ls gauhe.Ainsi, deux exursions distintes donnent bien, via le odage inverse du pr�e�edent deuxarbres distints et qui sont de plus des arbres E-aires. �Remarque : le fait que le saut vers l'arri�ere soit �1 implique que l'�equation du noyau,y = z�(y), est une �equation de point �xe et il n'y a qu'une seule petite branhe �a l'�equation(ei d�eoule �egalement de l'analyse du polygone de Newton). Nous pouvons alors exploiter laformule donnant la s�erie g�en�eratrie de telles marhes pour retrouver par m�ethode de noyaule r�esultat lassique :Proposition 5. La s�erie g�en�eratrie des arbres (a1; : : : ; am)-aires est une fontion alg�e-brique qui v�eri�e Y = z�(Y ) ave �(u) = 1 + ua1 + � � � + uam . Cons�equemment, le nombred'arbres s'exprime omme (m� 1) sommes embô�t�ees de multinomiaux (voir l'�equation 6)D�emonstration. Par inversion de Lagrange{B�urmann, si Y = z�(Y )) ave �0 6= 0 alors[zn℄ (Y (z)) = 1n [un�1℄�(u)n 0(u) :Cei nous permet d'exprimer le nombre d'exursions omme une somme de multinomiaux.On a en e�et [zn℄F (z; 0) = [zn+1℄u1(z) = 1n+ 1[un℄(1 + ua1 + � � �+ uam)n+1= 1n+ 1[un℄ Xe0+���+em=n+1� n+ 1e0; : : : ; em�u0e0+a1e1+���+amem(6) [zn℄F (z; 0) = 1n+ 1 Xe0+���+em=n+1a1e1+���+amem=n� n+ 1e0; : : : ; em� :Notons que haque terme s'interpr�ete omme le nombre d'arbres ayant e0; e1; : : : , sommetsde degr�e 0; a1; a2; : : : .En utilisant les deux ontraintes de sommation, on peut exprimer deux des indies enfontions des autres et on trouve ainsi que le nombre d'exursions de  Lukasiewiz (et dond'arbres (a1; : : : ; am)-aires) est exprimable omme m� 1 sommes embô�t�ees. �Par exemple, les arbres binaires-ternaires (haque n�ud a 2 ou 3 �ls) sont en bijetionave les exursions de la marhe (�1;+1;+2) et on a don la formule[zn℄F (z; 0) = 1n+ 1 Xe0+e1+e2=n+12e1+3e2=n � n+ 1e0; e1; e2� = 1n+ 1 Xe1�n+1� n+ 123n� 13e1 + 1; e1; n�2e13 �:



4. MARCHES SUR N �A SAUTS BORN�ES 35Pour les arbres unaires-binaires, la formule se simpli�e grandement et l'on retombe biensûr sur la marhe (�1;+0;+1), 'est-�a-dire sur les nombres de Motzkin vus i-dessus :[zn℄F (z; 0) = 1n+ 1 Xe0+e1+e2=n+1e1+2e2=n � n+ 1e0; e1; e2� = 1n+ 1 dn+12 eXk=0 �n+ 1k ��n+ 1� kk � 1 �:4.3.1. Langages de Dyk g�en�eralis�es. Le fait que le langage de Dyk (lassique) et que des< g�en�eralisations > du type langages de Motzkin olor�es (pour lesquels on autorise des pas+1, -1 et un ertains nombres de paliers distints ou < olor�es >) sont des langages alg�ebriquesest un r�esultat bien onnu. Cette alg�ebriit�e vaut en fait pour une lasse bien plus large delangages, que nous appellerons langages de Dyk g�en�eralis�es.Les < langages de Dyk g�en�eralis�es > sont bâtis �a partir d'un alphabet �ni : on donne�a haque lettre ai une valeur enti�ere positive ou n�egative ni, et on forme un langage avedes onditions de positivit�e similaires �a elles des mots de Dyk (valeur totale nulle, valeurpositive pour tous les fateurs gauhes).Un peu d'histoire... ontemporaine. Les travaux de Noam Chomsky et Marel-Paul Sh�utzen-berger sur les grammaires formelles justi�ent le fait que les langages de Dyk g�en�eralis�essoient alg�ebriques (ar ils peuvent être reonnus par un automate �a pile). Il y a environ dixans, Jaques Labelle et Yeong-Nan Yeh [90℄ furent les premiers �a exhiber une grammairealg�ebrique pour les langages de Dyk < sym�etriques > (�a haque pas d'amplitude positive,orrespond un pas d'amplitude n�egative).Quelques ann�ees apr�es, en 1996, des ombinatoriiens de Florene (Donatella Merlini,Renzo Sprugnoli et Ceilia Verri [96℄) ont exhib�e une grammaire g�en�eratrie pour les lan-gages de Dyk g�en�eralis�es (sans auune restrition de sym�etrie), et pour lesquels ils donnaientaussi une r�eurrene pour l'aire, qu'ils exploitent pour obtenir une forme lose dans le aspartiulier des exursions de Dyk et de Motzkin, e qui leur permit de donner le premierordre asymptotique de l'aire pour es as < quadratiques >.Cette grammaire a ensuite �et�e utilis�ee par Philippe Duhon [48℄ (�a Toronto, durant lasession 1998 du olloque FPSAC) qui a donn�e une formule asymptotique partielle pour led�enombrement des marhes (�;��) ('est en fait �equivalent �a onsid�erer des marhes deDyk sous une droite de pente rationnelle) et qui a aussi donn�e le premier ordre asymptotiquede l'aire des marhes (�;�1).�A e même olloque, Marko Petkov�sek [105℄ montra qu'une lasse de r�eurrenes (avequelques ontraintes, notamment que la r�eurrene soit bien fond�ee, e qui est le as deslangages de Dyk g�en�eralis�es) aboutit �a une s�erie g�en�eratrie alg�ebrique (Mireille Bousquet-M�elou s'est ensuite jointe �a M. Petkov�sek pour la version journal de e r�esultat [28℄).Par ailleurs, en mars 1998, Renzo Pinzani et Elisa Pergola ont pr�esent�e lors d'un s�eminaireau Projet Algorithmes des onjetures sur l'alg�ebriit�e de di��erentes < marhes >. Cei a servide point de d�epart �a mon m�emoire de DEA [4℄ et dans lequel il �etait montr�e alg�ebriquementque les s�eries g�en�eratries �etaient alg�ebriques. C'est alors qu'ave Alain Denise, Dani�ele Gardyet Dominique Gouyou-Beauhamps,nous avons r�esolu d'autres onjetures de Pinzani (sur larationalit�e ou la transendane de ertaines marhes), puis Mireille Bousquet-M�elou, qui avaitd�ej�a renontr�e des �equations similaires dans d'autres probl�emes ombinatoires, nous signalaque l'on pouvait ourt-iruiter une r�esolution de syst�eme pour la preuve de l'alg�ebriit�e.Cette ollaboration donna lieu �a notre artile hexa�ephale sur les arbres de g�en�eration [6℄,sur lesquels nous reviendrons dans le deuxi�eme hapitre de ette th�ese.



36 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESRevenons aux mots de Dyk g�en�eralis�es (les marhes sur N ave un ensemble �nis desauts). Notons que tous les auteurs qui ont herh�e une grammaire expliite pour es langagesont abouti �a la même grammaire, essentiellement dit�ee par la m�ethode de Sh�utzenberger(d�eomposition par le dernier passage). L'�etat de la disussion pr�e�edente est ainsi r�esum�epar le r�esultat suivant.Th�eor�eme 4 (Alg�ebriit�e des langages de Dyk g�en�eralis�es). (Labelle et Yeh, Merlini etal., Duhon) Chaque langage de Dyk g�en�eralis�e est engendr�e par une grammaire alg�ebrique.D�emonstration. Notons v(a) la valuation de la lettre a et posons  = �minv(a) (resp.d = max v(a)), qui est don la valeur absolue de la plus petite (resp. grande) valuation possiblepour les lettres de l'alphabet du langage de Dyk g�en�eralis�e onsid�er�e. Les orentins ont exhib�ela grammaire alg�ebrique non ambig�ue3 suivante, valide pour n'importe quel langage de Dykg�en�eralis�e D : 8><>:D = �+Pv(a)=0 aD +Pmin(;d)k=1 LkRk ;Li = Pv(a)=i aD +Pdk=i+1 LkRk�i ;Rj = Pv(b)=�j bD +Pk=1 LkRk+j ;Le langage Lk orrespond aux mots ommen�ant par un saut > k et qui �nissent �a hauteurk (en restant toujours �a hauteur � k) ; le langage Rk orrespond aux mots ommen�ant �ahauteur k et �nissant en 0 (et n'�etant < k que lors du dernier du saut). L'existene et l'uniit�ed'une d�eomposition onforme �a ette grammaire d�eoule du seul hoix possible pour k : pourn'importe quel mot (onsid�er�e omme dessin dans le r�eseau N2 ), k doit être �egal �a la hauteurdu point (exept�es les extr�emit�es) le plus < bas > de la marhe (en prenant elui qui soit leplus �a gauhe s'il y en a plusieurs). �La grammaire est fortement onnexe et ontient �(2+d2) r�egles de d�erivations et +d+1non terminaux. Notons que la grammaire peut être < ompat�ee > en une grammaire avemin(; d) non-terminaux ; ainsi, quand  = 1 ou d = 1, on retrouve les grammaires lassiques�a un terminal des langages de  Lukasiewiz (Dyk, Motzkin,...).Dyk (�1;+1) :D = �+ L1R1R1 = 1DR1 = 1D Motzkin (�1;+0;+1) :D = �+ 0D + L1R1L1 = 1DR1 = 1D (�2;�1;+1) :D = �+ L1R1L1 = 1DR1 = 1D + L1R2R2 = 2D (�2;�1;+1;+2) :D = �+L1R1+L2R2L1 = 1D + L2R1L2 = 2DR1 = 1D + L1R2R2 = 2DIi, les lettres 0; 1; 2; 1; 2 odent les sauts f+0;+1;+2;�1;�2g. Seules les deux grammairesde gauhes peuvent être r�erites ave un seul non-terminal.�A partir du th�eor�eme 4, un alul d'�elimination (par r�esultants ou bases de Gr�obner)fournit une forme du polynôme bivari�ee annul�e par la s�erie g�en�eratrie des langages de Dykg�en�eralis�es. Cependant, le alul < perd > de la struture. En revanhe, la m�ethode du noyaus'applique fort bien �a e as et fournit une forme fatoris�ee pr�eieuse.Th�eor�eme 5 (Formule analytique pour l'alg�ebriit�e des langages de Dyk g�en�eralis�es).Chaque langage de Dyk g�en�eralis�e a une s�erie g�en�eratrie F (z) alg�ebrique et exprimable3Auune ambig�uit�e sur l'emplaement du tr�ema, j'ai pour moi le soutien du Haut Comit�e de la languefran�aise et une publiation au Jounal OÆiel...



4. MARCHES SUR N �A SAUTS BORN�ES 37omme produit F (z) = (�1)+1p�z Yi=1 ui(z) ;o�u les ui sont les petites branhes du noyau 1� zP (u) = 0.D�emonstration. Ave le point de vue marhe, nul besoin d'exhiber de grammaire :haque mot peut trivialement être onsid�er�e omme une exursion pour la marhe sur Ndont fnig est exatement l'ensemble des sauts possibles et notre th�eor�eme 2 aÆrme alorsque les exursions sur N �a sauts born�es ont une s�erie g�en�eratrie alg�ebrique. Cette derni�erem�ethode donne surtout un a�es plus diret �a la struture alg�ebrique et analytique de las�erie g�en�eratrie, �a savoir son expression omme produit des petites branhes, omme illustr�ei-dessous. �P. Duhon [48℄ donne une jolie forme lose dans le as partiulier D3=2 des mots de Dyksous une pente 3/2 (son ensemble D�=� orrespond �a nos exursions de marhes �a pas +� et��) : fn = Xi 15n+ i+ 1�5n+ 1n� i ��5n+ 2ii �:On peut plus g�en�eralement appliquer l'inversion de Lagrange aux formules de noyau r�erit sousla forme u = z1=(1 +u+d)1=. Pour les Dyk g�en�eralis�es �a deux lettres (i.e. de type f�; dg),on dispose ainsi d'une forme pour le d�enombrement omme onvolution de (�1) oeÆientsbinomiaux et nous verrons au hapitre 4 que l'asymptotique est en � dd(+d)+d��n n�3=2.Exemple 7. Chemins < super Dyk > �a pas (�1;+2)Le noyau K(z; u) = u� z(1 + u3) a une petite raine u1(z) etF (z; u) = (u� u1(z))u� z(1 + u3) :Exemple 8. Chemins < hyper Dyk > �a pas (�2;+1)Le noyau K(z; u) = u2 � z(1 + u3) a deux petites raines u1(z) et u2(z) etF (z; u) = (u� u1(z))(u � u2(z))u2 � z(1 + u3) :Exemple 9. Chemins < m�ega Dyk > �a pas (�2;�1;+1;+2)Le noyau K(z; u) = u2 � z(1 + u+ u3 + u4) a deux petites raines etF (z; u) = (u� u1(z))(u � u2(z))u2 � z(1 + u + u3 + u4) :En faisant de l'�elimination (base de Gr�obner ou r�esultant), on obtient l'�equation suivantepour F (z; u) :1 + (2zu� 1 + 4zu2 � 2z)F + z(�u + 2 + 6u3z + 6u4z � 4u2 � 3zu2 + 3z)F 2+z(2zu � 1 + 4zu2 � 2z)(u4z + u3z + zu+ z � u2)F 3 + z2(u4z + u3z + zu+ z � u2)2F 4 = 0 ;



38 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESen partiulier, on obtient pour les exursions1� (1 + 2z)F (z; 0) + z(2 + 3z)F (z; 0)2 � z2(1 + 2z)F (z; 0)3 + z4F (z; 0)4 = 0et pour les hemins1 + (4z � 1)F (z; 1) + 3z(4z � 1)F (z; 1)2 + z(4z � 1)2F (z; 1)3 + z2(4z � 1)2F (z; 1)4 = 0Ces �equations alg�ebriques �etant r�esolubles par radiaux, on a, en posant � = p1� 4z,F (z; 1) = � 14z � 14z� + 14zr21 + 6z1� 4z + 2�et F (z; 0) = 1 + 2z4z2 + �4z2 � 14z2p2(1� 6z2)� 2(1 + 2z)� :Dans les setions 4.4 et 4.5 suivantes, nous illustrons deux utilisations de la m�ethode dunoyau pour < expliiter > des s�eries g�en�eratries bi- ou tri- vari�ees de marhes en fontion deparam�etres partiuliers.4.4. S�erie g�en�eratrie pour les e�eurements. Commen�ons en premier lieu pardonner deux petits r�esultats d'ordre ombinatoire. Voii omment obtenir la s�erie g�en�eratrieave une ontrainte de positivit�e strite :Proposition 6 (Chemins sur N+). La s�erie g�en�eratrie FN+ des hemins sur N+ , (aussidits stritement positifs, i.e. partant de 0, puis toujours > 0) est donn�ee parFN+;0 = FNFN;0 � 1o�u FN est la s�erie g�en�eratrie des marhes sur N (d�etermin�ee par F (z; 1) au th�eor�eme 3) eto�u FN;0 est la s�erie g�en�eratrie des exursions sur N (d�etermin�ee par F(z,0) au th�eor�eme 2).D�emonstration. Soit FN+ (z) = Pn�0 f+n zn la s�erie g�en�eratrie des marhes sur N+ .L'ensemble des marhes de longueur n + 1 sur N+ ('est-�a-dire qui n'ont jamais touh�e ladroite y = 0) est l'ensemble de toutes les marhes de longueur n + 1, moins elles qui onttouh�e la derni�ere fois l'axe au bout de n pas, moins elles qui ont touh�e la derni�ere fois l'axeau bout de n � 1 pas, . . ., moins elles qui ont touh�e la derni�ere fois l'axe lors du premierpas. Ce qui s'�erit aussi : f+n+1 = fn+1 � en+1 � enf+1 � en�1f+2 � � � � � e1f+n . En multipliantpar zn+1, en sommant pour n > 0, et en ajoutant f+0 = 0 et zf+1 = z(f1 � e1), on obtient :FN+ = z(f1 � e1) + (F � f0 � zf1)� (E � e0 � ze1) +Xn�1 zn+1 nXk=1 ekf+n+1�kFN+ = F �E + z2Xn�1 zn�1[zn�1℄E � e0z FN+ � f+0z = F �E � (E � e0)FN+FN+ = F �EE � e0 + 1et on onlut ar e0 = 1. Ce n'est rien d'autre qu'une preuve �a l'anienne (i.e. via les o-eÆients) de l'identit�e de s�eries g�en�eratries F = E:FN+ + E, que la m�ethode symboliqueprouve en disant qu'une marhe est soit une exursion suivie de quelques pas, soit une simpleexursion. �



4. MARCHES SUR N �A SAUTS BORN�ES 39Pour les marhes de Dyk (voir l'example 4), on obtient bien sûr FN+ = z2F .Voii maintenant l'�equivalent pour les exursions :Proposition 7 (Exursions sur N+). La s�erie g�en�eratrie FN+ ;0 des exursions sur N+,(i.e. toujours > 0, sauf pour le premier et le dernier pas o�u on est en 0, on appelle parfois detels hemins des < arhes >) est donn�ee parFN+ ;0 = 1� 1FN;0o�u FN;0 est la s�erie g�en�eratrie des exursions sur N (d�etermin�ee par F (z; 0) au th�eor�eme 2).D�emonstration. Cela d�eoule simplement du fait que les exursions sur N (d�esignonsleur ensemble par E) sont onstitu�ees d'une suite d' < arhes > (d�esignons leur ensemble parE+, e sont bien sûr les exursions sur N+) E = Seq(E+) =) FN(z; 0) = 11�FN+;0(z) . �Nous appellerons < e�eurement > le fait de passer par l'origine. Ave le th�eor�eme i-dessus, il est imm�ediat d'expliiter la s�erie g�en�eratrie bivari�ee donnant le nombre de marhesde longueur n (od�ee par la variable z) ayant k e�eurements (od�es par la variable t), 'est11�tFN+;0(z) . Nous allons voir que la m�ethode du noyau nous permet d'aller plus loin quela ombinatoire de base (qui marhe bien ii ar on a une forte struture d�eoulant desexursions) et qu'elle nous fait a�eder �a la s�erie g�en�eratrie trivari�ee des hemins (longueur,e�eurements, altitude �nale).Th�eor�eme 6 (E�eurements des hemins sur N). La s�erie g�en�eratrie trivari�ee des he-mins sur N (o�u u marque l'altitude, t le nombre de passage par z�ero et z la longueur) estalg�ebrique et est donn�ee parF (z; u; t) = F (z; u)t+ (1� t)F (z; 0) = 1t+ (1� t)F (z; 0)Qi=1(u� ui(z))K(z; u)o�u F (z; u) = F (z; u; 1) est la s�erie g�en�eratrie alg�ebrique bivari�ee et K(z; u) = u � zuP (u)le < noyau >, tous deux d�e�nis au th�eor�eme 1.D�emonstration. Voii une premi�ere preuve, qui sert �a faire sentir l'expressivit�e de dela m�ethode du noyau. La r�eurrene suivante permet de apter le nombre de passages par 0fn+1(u; t) = fu>0gP (u)fn(u; t) + tfu0gPfn(u; t):En e�et, on interdit omme pr�e�edemment la demi-droite des entiers n�egatifs, et on marque(par t) haque passage en 0. On a don ette fois une r�eurrene entre fn+1(u; t) et fn(u; t)qui subit la modi�ation suivante, pour justement tenir ompte de e qui e passe quand onarrive en u0 :fn+1(u; t) = P (u)fn(u; t)� fu<0gP (u)fn(u; t)� [u0℄P (u)fn(u; t) + t[u0℄P (u)fn(u; t)fn+1(u; t) = P (u)fn(u; t) + (t� 1)[u0℄P (u)fn(u; t)� fu<0gP (u)fn(u; t)(1� zP (u))F (z; u; t) = 1 + z(t� 1) Xk=0 p�kk! Fk � z �1Xk=0 rk(u)Fko�u les Fk sont les d�eriv�ees k-i�emes de F (z; u; t) en u = 0, et o�u les rk sont des polynômesde Laurent (dont les monômes ont des degr�es ompris entre � + k et �1). On r�esout alorsette �equation fontionnelle omme expliqu�e pr�e�edemment. En e�et, en multipliant par u,



40 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESle membre droit est un polynôme de degr�e  que l'on fatorise ais�ement �a l'aide des  raines(onvergentes en 0) du noyau, et l'on obtientF (z; u; t) =  1 + z(t� 1) Xk=0 p�kk! Fk(z; 0; t)! Qi=1(u� ui(z))K(z; u) = �F (z; u)o�u � est e qui est entre parenth�eses dans le membre du milieu, 'est-�a-dire le oeÆient deu dans le polynôme que l'on vient de fatoriser. Or, d'apr�es la proposition pr�e�edente, ona par ailleurs F (z; 0; t) = 11�t�1� 1F (z;0)� on en d�eduit don, en faisant u = 0 dans la relationi-dessus, que � = 1t+(1�t)F (z;0) ; d'o�u au �nalF (z; u; t) = F (z; u)t+ (1� t)F (z; 0) :Une autre preuve (qui n'exploite auunement la fatorisation donn�ee par la m�ethode dunoyau) repose sur l'argument suivant : un hemin est une exursion suivie d'un < reste > (unbout de marhe qui ne repasse jamais par 0), on a don F (z; u) = F (z; 0) � R(z; u), e quim�ene �egalement �aF (z; u; t) = 11� tFN+ ;0(z)R(z; u) = 11� t(1� 1=F (z; 0)) F (z; u)F (z; 0) : �Nous poursuivrons l'�etude des e�eurements au hapitre 4 d�edi�e �a l'asymptotique desmarhes (nous fournirons le nombre moyen d'e�eurements et la loi limite).Signalons maintenant de jolies identit�es, qui peuvent être prouv�ees grâe au onept < d'ef-eurement > :Th�eor�eme 7 (Lien entre Z-exursions et N-exursions). Les s�eries g�en�eratries des Z-exursions et N-exursions sont reli�ees par les formules suivantesFZ(z; 0) = 1 + z ddz log(FN(z; 0)) ;FN(z; 0) = exp�Z z0 FZ(t; 0) � 1t dt� :D�emonstration. Une preuve imm�ediate onsiste �a relire les formules obtenues auxth�eor�emes pr�e�edents. Une preuve ombinatoire onsiste �a observer qu'en d�eomposant uneexursion sur Z en la sandant par ses minima, on a(Z-exursion non vide)= (N-exursion) � (arhe point�ee)FZ� 1 = FN ��FN+on obtient ainsi FZ(z; 0) � 1 = FN(z; 0)z ddz FN+ ;0(z) = zF 0N;0(z)FN;0(z) :o�u FN+ ;0(z) = 1� 1FN;0(z) est la s�erie g�en�eratrie des arhes et FN;0(z) la s�erie g�en�eratrie desN-exursions. �



4. MARCHES SUR N �A SAUTS BORN�ES 41Il s'agit l�a d'une revisitation du lemme ylique reli�ee �a de nombreuses identit�es (deSpitzer, de Sparre Andersen, onfer l'appendie de Kittel dans [72℄) qui devrait faire l'objetd'�etudes ult�erieures...4.5. S�erie g�en�eratrie pour la hauteur. On peut bien sûr appliquer les th�eoriesvoisines des automates �nis, des matries de transfert ou des hâ�nes de Markov aux marhesde hauteur � h pour obtenir les s�eries g�en�eratries sous formes de frations rationnelles,toutefois ei implique la r�esolution de syst�emes h�h (dont l'ordre rô�t par ons�equent aveh) et le alul de d�eterminants h�h < r�eguliers >. Le th�eor�eme suivant montre que l'on peuten fait faire bien mieux :Th�eor�eme 8 (Hauteur des marhes). La s�erie g�en�eratrie bivari�ee F [h℄(z; u) des marhesde hauteur � h s'exprime omme une ombinaison lin�eaire de +d quotients de d�eterminants :F [h℄(z; u) = 11� zP (u) 0�1� z �1Xk=0 rk(u)detM [h℄kdetM [h℄ � z d�1Xj=0 er[h℄+j(u)detM [h℄+jdetM [h℄ 1Aave rk(u) = 1k! �kXi=1 p�i�ku�i (pour 0 � k � � 1)er[h℄+j(u) = uh(h� j)! d�jXi=1 pi+jui (pour 0 � j � d� 1)et o�u M [h℄ et les M [h℄k sont des matries ( + d) � ( + d) du type (ri(uj))i;j=0::+d�1 (voirformule expliite dans la preuve).En partiulier, la s�erie g�en�eratrie des exursions de hauteur � h s'exprime omme lequotient de deux d�eterminants de dimension ( + d)� ( + d) :F [h℄(z; 0) = detM [h℄1detM [h℄ :Remarque : la omplexit�e du alul, en fontion de la hauteur h, est de ( + d)3 = O(1)op�erations sur des polynômes, elle est don ind�ependante de h.D�emonstration. Soit f [h℄n (u) le polynôme odant (en fontion de leur altitude �nale)le nombre de marhes sur N+ de longueur n et de hauteur born�ee par h. On a don (pourh � + d) f [h℄n+1 = Pf [h℄n � fu<0gPf [h℄n � fu>hgPf [h℄n :(7) (1� zP (u))F [h℄(z; u) = 1� z �1Xk=0 rk(u)�kuF [h℄(z; 0) + d�1Xk=0 er[h℄k (u)�h�ku F [h℄(z; 0)! :Il faut bien sûr lire �kuF [h℄(z; 0) omme la d�eriv�ee k-i�eme de F (z; u) (par rapport �a u) �evalu�eeen u = 0. On a don une �equation ave  + d inonnues (les �kuF [h℄(z; 0)) et l'annulation dunoyau 1� zP fournit justement +d raines. (Remarque : la ondition h � +d garantit queles d�eriv�ees d'ordre h�k de la deuxi�eme somme n'interf�erent pas ave les d�eriv�ees d'ordre k dela premi�ere somme. Pour les petites valeurs de h, et pour un k <  donn�e, il faut simplementadditionner le oeÆient rk(u) de la k-i�eme d�eriv�ee de la premi�ere somme et l'�eventuel er[h℄k (u)de la deuxi�eme somme, en as de t�el�esopage, pour obtenir les < bons > rk.)



42 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESNotons que la substitution dans l'�equation fontionnelle de u par une s�erie (de Puiseux)de valuation n�egative est liite ar F [h℄ 2 C [[z℄℄[u℄ don F [h℄(z; u) (et ses d�eriv�ees par rapport�a u !) sont en fait des polynômes en u (de degr�e born�e par h).Notons �kuF [h℄ la k-i�eme d�eriv�ee en u �evalu�ee en u = 0 de F (z; u). Ainsi, en injetanthaune des + d raines dans les deux membres, on a don le syst�eme suivant :0BBBBBBBBBBB�
r0(u1) r1(u1) : : : r�1(u1) er[h℄d�1(u1) : : : er[h℄0 (u1)... ... ... ... ... ...r0(u) r1(u) : : : r�1(u) er[h℄d�1(u) : : : er[h℄0 (u)r0(u+1) r1(u+1) : : : r�1(u+1) er[h℄d�1(u+1) : : : er[h℄0 (u+1)... ... ... ... ... ...r0(u+d) r1(u+d) : : : r�1(u+d) er[h℄d�1(u+d) : : : er[h℄0 (u+d)

1CCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBB�

�0uF [h℄...��1u F [h℄�h�d+1u F [h℄...�huF [h℄
1CCCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBBB�

1z...1z1z...1z
1CCCCCCCCCCAOn voit lairement apparâ�tre la struture �A BC D� de la matrie o�u les blos A et Correspondent aux  premi�eres d�eriv�ees et o�u les blos B et D orrespondent aux d autresd�eriv�ees (d'ordre h� d + 1 �a h).L'appliation de la r�egle de Cramer donne ainsi haune des d�eriv�ees omme detM [h℄kdetM [h℄ ;o�u M [h℄ est la matrie du syst�eme i-dessus et o�u M [h℄k est M [h℄ dont tous les �el�ements de lak-i�eme olonne ont �et�e rempla�es par 1z . On a notammentF [h℄(z; 0) = detM [h℄1detM [h℄ :En injetant les valeurs alors obtenues dans l'�equation fontionnelle (7) i-dessus, on obtientle r�esultat �enon�e. �Dans ertains as, on a une grande simpli�ation. Notamment, pour les marhes assoi�eesaux arbres (t + 1)-aires (les exursions �a sauts �1 et +t), et plus g�en�eralement quand  = 1,on a F [h℄(z; 0) = (h� d)!h! (�1)d+1z detM [h�1℄detM [h℄En e�et, on a alorsM [h℄ =0BBBB� p�1=u1 er[h℄d�1(u1) : : : er[h℄0 (u1)p�1=u+1 er[h℄d�1(u+1) : : : er[h℄0 (u+1)... ... ... ...p�1=u+d er[h℄d�1(u+d) : : : er[h℄0 (u+d)

1CCCCAEn multipliant la premi�ere ligne de M [h℄ par u1, la deuxi�eme par u2,..., la derni�ere paru+d, et en multipliant la premi�ere olonne par 1=(p�1z), puis les autres par 1h+1�d+1 , 1h+1�d+2 ,: : : , 1h+1 , on voit que (h + 1� d)!u1u2 : : : u+d(h + 1)! p�1z detM [h℄ = detM [h+1℄1 :



4. MARCHES SUR N �A SAUTS BORN�ES 43D'o�u, puisque le produit des raines se simpli�e,detM [h℄1 = (h� d)!h! (�1)d+1z detM [h�1℄ :On retrouve ainsi, dans le as tr�es partiulier o�u  = 1, une relation qui g�en�eralise ellede De Bruijn, Knuth et Rie [41℄ :F [h℄(z; 0) = (h� d)!h! (�1)d+1z detM [h�1℄detM [h℄et en fatorisant haque ligne de M [h℄ par uhk , on obtient �nalement :F [h℄(z; 0) = (h� d)!h! (�1)d+1z (�1)+du1 : : : u+dP+dk=1(�1)k+1u�h�1k �kP+dk=1(�1)k+1u�hk �k= (h� d)!h! (�1)+1zp� P+dk=1(�1)k+1u�h�1k �kP+dk=1(�1)k+1u�hk �ko�u les �k sont les mineurs, ind�ependants de h.



44 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENES5. Marhes en dimension 2Cette setion doit être onsid�er�ee par le leteur omme une setion < prospetive > o�ul'on sugg�ere quelques extensions de la m�ethode du noyau �a des marhes qui ressemblentsuÆsamment �a des marhes sur Z ou N.5.1. Alg�ebriit�e des marhes dirig�ees sur N2 . Nous appelons marhe dirig�ee unemarhe dont tous les sauts ont leur premi�ere oordonn�ee positive La marhe se fait donglobalement dans une < diretion > partiuli�ere (ii, vers la droite) et seule l'une des deuxontraintes de positivit�e joue : la barri�ere onstitu�ee par l'axe des absisses. Ces marhes sonten fait tr�es prohes d'une marhe unidimensionnelle, e que/qui justi�e un peu le th�eor�emesuivant :Th�eor�eme 9 (Alg�ebriit�e des marhes bidimensionnelles dirig�ees). Les marhes sur N2dirig�ees ont une s�erie g�en�eratrie trivari�ee F (z; u; v) alg�ebrique (z ode la longueur, u laposition �nale en absisse, v la position �nale en ordonn�ee).D�emonstration. Il suÆt de reprendre la d�eomposition par le point le plus bas (hormisles extr�emit�es) on a don une grammaire alg�ebrique non-ambig�ue4 (o�u haque lettre donne lieu�a odage du type uivj), et on a par ons�equent une s�erie g�en�eratrie F (z; u; v) alg�ebrique. �Il s'agit en fait exatement de marhes unidimensionnelles o�u l'attribut de d�eplaementselon l'axe des x est une fontionnelle lin�eaire des pas de forme (w) = P�j jwjbj , o�u lesbj sont les sauts. De même au plan des langages o�u la reonnaissane se fait en ignorantl'information selon l'axe des x.Exemple 10. Marhes de avalier d'un oin �a l'autre d'un �ehiquierDans [89℄ et [90℄, Jaques Labelle et Yeong-Nan Yeh ont donn�e la s�erie g�en�eratrie d'unemarhe de Dyk < modi��ee > pour laquelle on ne onsid�ere plus des pas < nord-est > et< sud-est > omme 'est le as traditionnellement mais des pas < de avalier d'�ehes >. Leurm�ethode onsiste �a trouver une d�eomposition astuieuse de telles marhes, ils arrivent ainsi�a six langages dont ils trouvent les s�eries g�en�eratries, puis ils en d�eduisent la s�erie g�en�eratriedes marhes de avaliers. Ils appliquent ensuite formellement la même id�ee �a un avalier quin'aurait plus des pas (1; 2) mais des pas (r; s).Nous allons pr�esenter ii une alternative �a la solution de Labelle et Yeh. En e�et, notrefa�on de traiter les marhes al�eatoires s'applique pleinement ii et de plus, elle nous permetde oller plus pr�eis�ement �a la < struture > de e probl�eme. Nous pouvons ainsi �etudier �aloisir di��erents param�etres.On onsid�ere un �ehiquier m � 1 (i.e. de hauteur non born�ee et de largeur m). Deombien de mani�eres peut-on rejoindre le oin sud-ouest de oordonn�ees (0; 0) au oin sud-estde oordonn�ees (m; 0) par des mouvements de avalier < gauhe-vers-droite >, 'est-�a-dire detype (1; 2), (1;�2), (2; 1), (2;�1) ? La r�egle du jeu est don qu'on ne peut pas d�eborder versle bas.Nous allons en fait tout de suite regarder la s�erie g�en�eratrie de la marhe. Le polynômearat�eristique de ette marhe est P (u; v) := uv2 + uv�2 + u2v + u2v�1. Soit f(u; v) un4Voir la note en bas de la page 33.



5. MARCHES EN DIMENSION 2 45polynôme de Laurent, on notefu<0v<0gf := 0�Xj<0Xi�0 +Xi<0Xj�0 +Xi<0Xj<01Auivj [uivj ℄f(u; v):On a fn+1(u; v) = P (u; v)fn(u; v)� fu<0v<0gP (u; v)fn(u; v)omme on ne fait qu'avaner en u, la ontrainte u�0 ne joue pas et on a :fn+1(u; v) = P (u; v)fn(u; v) � fv<0g(uv�2 + u2v�1)fn(u; v)or, omme les seules puissanes n�egatives de v qui interviennent sont v�1 et v�2, on afn+1(u; v) = P (u; v)fn(u; v) � (v�1[v�1℄ + v�2[v�2℄)(uv�2 + u2v�1)fn(u; v)en distribuant l'op�erateur d'extration des oeÆients :fn+1 = Pfn � v�1[v�1℄uv�2fn � v�1[v�1℄u2v�1fn � v�2[v0℄ufnd'o�ufn+1(u; v) = P (u; v)fn(u; v) � v�1[v1℄ufn(u; v) � v�1[v0℄u2fn(u; v) � v�2[v0℄ufn(u; v)P (u; v)fn(u; v) � uv�1[v1℄fn(u; v) � (u2v�1 + uv�2)[v0℄fn(u; v)puis, en multipliant par zn+1 et en sommant pour n allant de 0 �a +1, puis en ajoutantf0(u; v)F (z; u; v) = 1 + z�P (u; v)F (z; u; v) � uv�1�vF (z; u; 0) � (u2v�1 + uv�2)F (z; u; 0)�Ainsi, en regroupant les F (z; u; v) �a gauhe puis en multipliant par v2, on obtient :F (z; u; v)�v2 � z(uv4 + u+ u2v3 + u2v)� = v2 � uv�vF (z; u; 0) � (u2v + u)F (z; u; 0)En notant v1 et v2 les deux solutions dev2 = zv2P (u; v)qui tendent vers 0 quand z tend vers 0, �a savoir8>><>>:v1(z; u) := �z u2 ��4zu � 14p2ru3z � u� + 2� 4zuzu = +pzpu+ � � �v2(z; u) := �z u2 + �4zu + 14p2ru3z + u� + 2� 4zuzu = �pzpu+ � � �o�u � := pz2u4 + 4zu + 8z2u2. On peut alors r�esoudre le syst�eme(v21 � uv1�vF (z; u; 0) � (u2v1 + u)F (z; u; 0) = 0v22 � uv2�vF (z; u; 0) � (u2v2 + u)F (z; u; 0) = 0Cela donne (�vF (z; u; 0) = v1+v2+uv1v2zuF (z; u; 0) = �v1v2zud'o�u, au �nal : F (z; u; v) = (v � v1(z; u))(v � v2(z; u))v2 � z(u2v3 + uv4 + u+ u2v) :Nous ne donnons pas la forme lose obtenue par substitution des formes loses de v1 etv2 ar elle-i n'est pas tr�es < ompate >.



46 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESOn peut maintenant retourner �a la question initiale, < d�eterminer le nombre de heminsallant de (0; 0) �a (m; 0) > ; la suite reherh�ee est donn�ee param = [umv0℄F (1; u; v):Ainsi la s�erie g�en�eratrie est (suite EIS A005220) :E(u) := F (1; u; 0) = �v1(1; u)v2(1; u)u = 1 + u2 + 3u4 + 2u5 + 12u6 +O(u8):En alulant le r�esultant de uE+v1v2, v21� (u2v31 +u2v1 +u+uv41) et v22� (u2v32 +u2v2 +u + uv42) par rapport �a v1 et v2 et en fatorisant le r�esultat, on obtient que la fontion Ev�eri�e l'�equationu8(uE+1)4(u4E4+2u2E3+u5E3+E2+2u2E2�2E2u4+2E+u3E+1)(1�E�2uE+2uE2+2u2E2+E2u4�u2E3�2u3E3+u4E4) = 0:On trouve ais�ement le < bon > fateur (puisqu'il faut que le r�esultat soit oh�erent aveE(0) = 1) et ainsi E v�eri�e l'�equation (irr�edutible)1�E � 2uE + 2uE2 + 2u2E2 +E2u4 � u2E3 � 2u3E3 + u4E4 = 0que l'on peut r�esoudre expliitement et on d�etermine alors ais�ement laquelle des 4 raines estla bonne. En posant � := p1� 4u + 4u2 � 4u4;on obtient au �nal et le sourire aux l�evresE(u) := 1 + 2u + �4u2 � p2 + 2�� 4u� (8 + 8�)u2 + 16u3 � (8 + 4�)u4 � 16u54u2p� :Le paquetage Gfun indique que les oeÆients v�eri�ent une r�eurrene d'ordre 19 ave desoeÆients polynomiaux de degr�e 3 qui ne pr�esente pas de struture notable.Notons, au passage, que l'expression que l'on obtient en faisant z = 1 et v = 0 dans laforme lose donnant F (z; u; v) est bien plus omplexe que elle que nous obtenons par e alulde r�esultants (on aurait aussi pu faire de l'�elimination par base de Gr�obner). Ainsi, faute d'unalgorithme puissant de simpli�ation de radiaux (d�esembô�tage de raines imbriqu�ees5), lepassage par les r�esultants reste fort appr�eiable.La singularit�e r�eelle de plus petit module de E(u) est �1+p32 = 0:36 : : : . Ainsi, le th�eor�emede Pringsheim (je renvoie �a mon m�emoire [4℄ pour une preuve bas�ee sur l'in�egalit�e triangulaire,d'apr�es une id�ee de Pringsheim lui-même) nous donne l'ordre exponentielam � (1 +p3)m � 2:73m:Une analyse de singularit�e donnerait plus pr�eis�ementam = Ap�m3=2 (1 +p3)m +O (1 +p3)mm5=2 !une forme en aord ave l'aspet g�en�eral des exursions unidimensionnelles (onfer le th�eor�eme 2,page 107), et o�uA = 237� 137p3� 15p�13 + 8p3 + 9p�13 + 8p3p3(�1 +p3)2p18� 10p3(�13 + 8p3) = 0; 6703 : : :5Ce type de simpli�ation de radiaux est parfois appel�e < denesting >.



5. MARCHES EN DIMENSION 2 47Exemple 11. Marhes qui �nissent sur le bordVoii une question parall�ele �a elle du paragraphe pr�e�edent : on onsid�ere l' < �ehiquier in-�ni > N2 . Combien de suites de n mouvements de avalier (sauts (+1;+2), (+1;�2), (+2;�1)et (+2;+1)) sont-elles possibles, qui partent de (0; 0) et qui reviennent sur la ligne de basey = 0, en onservant une absisse positive ou nulle ?La suite reherh�ee est donn�ee par bn = [znv0℄F (z; 1; v).Ainsi la s�erie g�en�eratrie estE(z) := F (z; 1; 0) = �v1(z; 1)v2(z; 1)z = 1 + 2z2 + 2z3 + 11z4 + 24z5 + 93z6 +O(z8)Bon vous onnaissez la suite ; on alule le r�esultant de zE+ v1v2, v21 � z(v31 + v1 + 1 + v41)et v22 � z(v32 + v2 + 1 + v42) par rapport �a v1 et v2. En fatorisant le r�esultat obtenu, on trouveque la fontion E v�eri�e l'�equationz8(1 + zE)4(1 + 2E + zE + E2 + 2z2E3 + E3z3 + E4z4)(1� E � 2zE + 2zE2 + 3z2E2 � z2E3 � 2E3z3 + E4z4)2 = 0:On trouve ais�ement le < bon > fateur (ar E(0) = 1) et ainsi E v�eri�e1�E � 2zE + 2zE2 + 3z2E2 � z2E3 � 2E3z3 +E4z4 = 0que l'on peut r�esoudre expliitement et alors d�eterminer laquelle des 4 raines est la bonne.Nous faisons la même remarque que pr�e�edemment, �a savoir qu'il vaut mieux appliquer lesformules de Ferrari sur un polynôme le plus < simple > possible, a�n d'obtenir une formelose < ompate > sans avoir �a faire du denesting6, 'est pour ette raison que nous sommesenore pass�es par un alul de r�esultants.On obtient, en notant � := p1� 4z,E(z) := 1 + 2z + �4z2 � p2 + 2�� 4z � 16z2 � 12�z24z2p� :Les singularit�es r�eelles sont 14 et �49 , ainsi le th�eor�eme de Pringsheim nous donnebn � 4n:Une analyse de singularit�e donnebn = Ap�n3=2 4n +O� 4nn5=2�ave A = 6p5 � 2 = 0; 6832 : : :Exemple 12. Marhes de Pasal de pente 1=mSi l'on s'autorise un pas vers le haut et un pas vers la droite et pour lequel on se limite �adroite par y = x, on aboutit �aF (z; u)�1� z(u�1 + u)� = 1� zfu<0gXn�0P (u)znfn(u)donne F (z; u)�u� z(1 + u2)� = u� zF (z; 0):6Voir la note de la page 44.



48 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESTriangle de Pasal de param�etre 12 (mêmer�eurrene, mais limit�e par la droitey = x=2) : 3 71 2 3 41 1 1 1 1 1La r�eurrene du triangle de Pasal de param�etre 1m estf0(u) = f1(u) = 1;fn(u) = (1 + u)fn�1(u) si nmodm = 0;fn(u) = (1 + u)fn�1(u)� fubn=m+1g(1 + u)fn�1(u) sinon.On obtient des s�eries g�en�eratries F (z; u) alg�ebriques dont l'�equation est remarquable :�1� uzmFm + mXk=1��m� 1k � 1�zk�1 ��mk�zk�F k = 0 :F (z; u) v�eri�e par ailleurs une �equation di��erentielle sans struture notable d'ordre m�1 et �aoeÆients de degr�e � 4m en z et � 4m en u ; pourm = 2, on a ainsi F (z; u) = 12 1�2z�p1�4uz2(1+u)z2�z .Toujours dans es variations autour de la m�ethode du noyau, itons l'�etude de la marhedans Z2 �a sauts +1 ou �1 dans haque diretion et �evitant l'axe r�eel n�egatif par G. Shae�eret M. Bousquet-M�elou [29℄. La s�erie g�en�eratrie est alg�ebrique. Les auteurs ont notamment�etudi�e la distribution du temps d'atteinte de ette droite. Plus r�eemment enore, itonsM. Durand [51℄ qui a �etudi�e les marhes ontraintes �a �evoluer dans un seteur pr�ed�e�ni (parexemple entre y = x et y = x=3 et en imposant la valeur 1 omme ondition de bord sur lesdroites en questions), il apparâ�t que l'on aboutit enore �a des s�eries g�en�eratries alg�ebriques.5.2. D-�nitude des marhes du plan �nissant sur la diagonale.Th�eor�eme 10 (Alg�ebriit�e des marhes �nissant sur la diagonale). Pour toute marhe �asauts born�es dans Z2, la s�erie g�en�eratrie bivari�ee F (z; v) du nombre des marhes allant del'origine �a la diagonale est alg�ebrique (z ode la longueur et v la hauteur �nale).D�emonstration. En e�et, la s�erie g�en�eratrie lassique F (z; u; v) = 11�zP (u;v) est ration-nelle (ar il n'y a pas de ontrainte de positivit�e) et la s�erie g�en�eratrie des marhes �nissantsur la diagonale s'obtient pr�eis�ement par une diagonale. Par la formule < de la diagonale deHadamard >, on a : Diagu;v F (z; u; v) = 12i� Z F (z; u; vu) duu :D�e�nissons A et B (deux polynômes) par AB = F (z; u; vu)=u : Trouver le r�esidu t d'une tellefration rationnelle est imm�ediat ar il v�eri�e le syst�eme (t = A�uBB = 0 . Le alul du r�esultantde A� t�uB et de B par rapport �a u permet même de donner l'�equation alg�ebrique v�eri��eepar e r�esidu. (Si l'�equation alg�ebrique ainsi obtenu est r�esoluble, on peut même donner desformes loses pour Diagu;v F (z; u; v).) �



5. MARCHES EN DIMENSION 2 49Exemple 13. Retours sur la diagonale : le roi et les nombres de DelannoyNotons que e th�eor�eme s'applique �egalement �a des marhes qui �evoluent < naturellement >dans le quart de plan, par exemple, la s�erie g�en�eratrie des d�eplaements du roi (ontraint dene pas revenir en arri�ere ou desendre) estF (z; u; v) = 11� z (u + v + u v) :Si l'on s'int�eresse aux marhes ommen�ant en (0; 0) et �nissant sur la diagonale, il fautonsid�erer AB := F (1; u; vu)=u = 1u� u2 � v � v uLe r�esultant de A � t�uB et de B vaut 6 t2 v + 1 � t2 � t2 v2 dont la r�esolution donne alors� 1p1� 6 v + v2 . On retient la raine1p1� 6 v + v2 = 1 + 3 v + 13 v2 + 63 v3 + 321 v4 + 1683 v5 + O(v6):Il s'agit de la suite (EIS A001850) des nombres de Delannoy entraux (aussi �etudi�es parSulanke dans [118℄), qui sont donn�es par la forme lose Pnk=0 �nk��n+kk �.Si l'on souhaite onserver un omptage du nombre de pas, la même tehnique s'applique,en onsid�erant bien sûr AB = F (z; u; uv )=vet un nouveau alul de r�esultant donne 4 t2 z3 v + z � t2 z + 2 t2 z2 v � t2 z3 v2 e qui nouspermet d'obtenir la forme loseDiagu;v F (z; u; v) = 1p1� 2 z v � 4 z2 v + z2 v2= 1 + (2 z2 + z) v + (z2 + 6 z4 + 6 z3) v2 + (12 z4 + z3 + 20 z6 + 30 z5) v3+(z4 + 90 z6 + 20 z5 + 70 z8 + 140 z7) v4 +(30 z6 + z5 + 560 z8 + 210 z7 + 252 z10 + 630 z9) v5 + O(v6)5.3. Marhes non D-�nies. Une suite fn qui v�eri�e une r�eurrene lin�eaire �a oeÆ-ients onstants a une s�erie g�en�eratrie rationnelle. Toutefois, ei ne tient plus en dimen-sion � 2, en e�et, une suite v�eri�ant une r�eurrene lin�eaire �a oeÆients onstants peuttr�es bien mener �a une s�erie g�en�eratrie transendante. C'est d'ailleurs en reherhant la na-ture (alg�ebrique ou transendante), d'une suite d�enombrant les marhes de avalier de Pet-kov�sek (voir [105℄) que Mireille Bousquet-M�elou [27℄ a trouv�e que la suite :ai;j := ai�2;j+1 + ai+1;j�2 + ai�1+j�1ave les onditions de bord suivantesa0;i = a1;i = ai;0 = ai;1 = 1a une s�erie g�en�eratrie non D-�nie.



50 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESExemple 14. Le avalier de Petkov�sekLa r�eurrene originale de Petkov�sek �etaitai;j := ai�2;j+1 + ai+1;j�2ave les onditions de bord suivantesa0;i = a1;i = ai;0 = ai;1 = 1:On peut la voir omme une g�en�eralisation de la d�e�nition du triangle de Pasal. En e�et,ii haque terme du triangle est la somme des voisins des deux nombres situ�es au dessus eten diagonale (ainsi, �a la onzi�eme ligne : a4;7 := a5;5 + a2;8 i.e. 22=14+8).11 11 1 11 1 1 11 1 2 1 11 1 2 2 1 11 1 3 2 3 1 11 1 3 4 4 3 1 11 1 5 5 6 5 5 1 11 1 6 7 10 10 7 6 1 11 1 8 11 16 14 16 11 8 1 11 1 12 17 22 27 27 22 17 12 1 11 1 18 23 39 44 44 44 39 23 18 1 11 1 24 40 62 67 83 83 67 23 18 24 1 11 1 a12;2 a11;3 a10;4 . . . a4;10 a3;11 a2;12 1 1...

Cette r�eurrene d�eompte le nombre defa�ons qu'a un avalier situ�e en (i; j) de re-joindre les bords ave des pas (�2;+1; ) et(+1;�2), lorsque les bords sont absorbants.Indiquons au passage que les marhes ab-sorbantes rentrent dans le adre de notrem�ethode : en fait on peut distinguer le aso�u l'on ompte les marhes qui atteignentle bord (et alors il faudrait regarder e quedonne l'�equation des e�eurements en t = 0,voir la setion 5 du hapitre 4) du as o�uon les rejette, il suÆt alors dans la d�e�nitionpar r�eurrene des fn de remplaer fu<0g parfu�0g.Notons fn(u) le polynôme assoi�e �a ligne n du triangle i-dessus (f0(u) = 1; f1(u) =1 + u; f4(u) = 1 + u + 2u2 + u3 + u4; : : : ), on a alors la r�eurrenefn+1(u) = 1 + u+ un + un+1 + fu<ngfu>2g( 1u + u2)fn(u) :Cette r�eurrene n'est pas homog�ene en temps (e qui est une partie de la diÆult�e ii), maisgrâe �a la sym�etrie de la onstrution, les [un�2℄fn(u) dont on aurait besoin peuvent se r�erireen [u2℄fn(u) (que nous notons fn;2(u)) et on se ram�ene ainsi �a la r�eurrenefn+1(u) = u2fn(u) + un � un+2 � unfn;2(u) + 1ufn(u) + 1 + u� 1u � ufn;2(u)= �u2 + 1u� fn(u) +�u+ 1� 1u�+ un(1� u2)� (u+ un)fn;2(u)qui donne en multipliant par zn+1 et en sommant,�1� z(u2 + 1u)�F (z; u) = 1 + z1� z (u + 1� 1u) + z(1� u2)1� uz � uzF2(z)� zF2(uz)F (z; u) serait don alg�ebrique si F2(z) l'�etait. Or la m�ethode du noyau (on a ii une raineu1(z)) ne permet pas de onlure et ne donne que



5. MARCHES EN DIMENSION 2 51F2(z) = 1u1z + 1 + u�11 � u�211� z + u�11 � u11� u1z � 1u1F2(u1z) :La nature de ette s�erie reste don un probl�eme ouvert.5.4. Holonomie des marhes �a sauts born�es en dimension �nie. Le redo est iique < deux ontraintes de positivit�e sur une marhe qui serait rationnelle sans es ontraintesdonne une marhe ave une s�erie g�en�eratrie D-�nie >.Th�eor�eme 11 (D-�nitude des exursions sur Zm). Les marhes �a sauts born�es sur Zmont une s�erie g�en�eratrie des exursions F (z) D-�nie. (Une exursion est une marhe partantde l'origine et y �nissant).D�emonstration. La s�erie g�en�eratrie de toutes les marhes �etant rationnelle : F (z; u1; : : : ; um) =11�zP (u1;:::;um) , la D-�nitude des exursions suit de par l'it�eration de alul de diagonale puis-qu'il est onnu que la diagonale d'une s�erie g�en�eratrie rationnelle est alg�ebrique, que la diago-nale d'une s�erie g�en�eratrie alg�ebrique est D-�nie, et que la diagonale d'une s�erie g�en�eratrieD-�nie reste D-�nie. �Exemple 15. Marhes multidimensionnellesDiverses marhes al�eatoires multidimensionnelles qui, �a haque unit�e de temps, n'�evoluentque dans une seule diretion de l'espae ont une s�erie g�en�eratrie qui peut être expliit�ee enayant reours �a une d�eomposition de la marhe en un shu�e de marhes unidimensionnelles.D. Gardy dans [78℄ exploite une telle d�eomposition. Pour le �el�ebre probl�eme de l'ivrognede P�olya, le site de S. Finh [56℄ rappelle omment �etablir les propri�et�es des probabilit�es deretour �a l'origine.FZm(z) = Diagx1;:::;xm 11� z(x1 + x�11 + x2 + x�12 + � � �+ xm + x�1m )Je pense que la D-�nitude a même lieu dans un adre bien plus g�en�eral, mais les �equationsfontionnelles auxquelles j'aboutis ave le point de vue < r�eurrenes > ne me permettent paspour l'instant de prouver l'assertion suivante :Conjeture 1 (D-�nitude des marhes sur Nm). Les marhes �a sauts born�es sur Nm ontune s�erie g�en�eratrie F (z; u1; : : : ; um) D-�nie.L'exemple suivant illustre le th�eor�eme 11, et l'exemple d'apr�es illustrera la onjeturei-dessus, en ayant une approhe < math�ematiques exp�erimentales >, ave l'aide du pakageMaple Gfun de Bruno Salvy et Paul Zimmermann.Exemple 16. Marhes sur un r�eseau hexagonalAve la �gure 2 i-dessous, on voit qu'aller dans l'alv�eole sup�erieure7 droite orrespond �a faireun pas (+1;+2) sur un r�eseau arr�e. Aller dans l'alv�eole sup�erieure gauhe orrespond �a faireun pas (�1;+2). Aller dans l'alv�eole de droite orrespond �a faire un pas (+2;+0). Aller dansl'alv�eole de gauhe orrespond �a faire un pas (�2;+0). Aller dans l'alv�eole inf�erieure droite7Les Aad�emiiennes �a la lanterne !



52 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESorrespond �a faire un pas (+1;�2). Aller dans l'alv�eole inf�erieure gauhe orrespond �a faireun pas (�1;�2).
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Fig. 2 { Correspondane entre le r�eseau hexagonal et r�eseau arr�e.Le polynôme arat�eristique est donP (u; v) := uv2 + uv�2 + u�1v2 + u�1v�2 + u2 + u�2:La s�erie g�en�eratrie des marhes sur Z2 est imm�ediate 'est 11�6z ; la s�erie g�en�eratrie desexursions sur Z2 (on part et on �nit au point (0; 0)) donne la suite EIS A002898 et s'obtientomme(8) FZ2(z; 0; 0) = [u0℄[v0℄ 11� zP (u; v) = 1 + 6z2 + 12z3 + 90z4 + 360z5 + 2040z6 +O(z7)La fontion, qui est une double diagonale de fontion rationnelle, est d'apr�es les propri�et�esde lôture des fontions D-�nies [91℄, une fontion D-�nie et elle v�eri�e l'�equation di��erentiellesuivante24z(3z + 1)F + (6z + 1)(24z2 + 8z � 1)�F + z(6z � 1)(2z + 1)(3z + 1)�2F = 0 :Il est assez remarquable que les oeÆients soient < friables > (i.e. hautement fatorisables,voir la �gure 16.), e qui n'est for�ement le as pour les fontions D-�nies d'ordre 2. LeoeÆient d'ordre n est < grosso modo > le produit d'un (ou deux) grand nombre premierfois les nombres premiers entre n et n=2, fois de tr�es petits nombres premiers.Les oeÆients v�eri�ent la r�eurrene suivantefn+3 = (n+ 2)(n+ 3)fn+2 + 24(n+ 2)fn+1 + 36(n+ 1)fn(n+ 3)2



5. MARCHES EN DIMENSION 2 53e qui explique la friabilit�e des oeÆients observ�ee i-dessus (la multipliation par n+2 nousfait < engranger > les fateurs premiers un �a un, et la propri�et�e onjetur�ee a en e�et unegrande probabilit�e d'être < invariante > sous l'ation de ette r�eurrene, puisque seule ladivision par n+ 3 vient la rompre �episodiquement). Cette disussion est bien sûr motiv�ee parle fait que de nombreux petits fateurs premiers sont lassiquement un s�erieux indie d'uneformule binomiale, e qui semble don exlu ii.



54 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESf0 = 1, f1 = 0, f2 = 2 3, f3 = 22 3, f4 = 2 32 5, f5 = 23 32 5, f6 = 23 3 5 17, f7 = 25 32 5 7,f8 = 2 32 5 7 29, f9 = 24 3 5 7 173, f10 = 22 33 7 11 191, f11 = 23 32 5 7 11 313, f12 = 24 32 7 11 4327,f13 = 27 33 72 112 13, f14 = 26 33 52 11 13 241, f15 = 28 32 7 11 13 3623, f16 = 2 33 52 11 13 17 31 463,f17 = 25 36 11 13 17 37 127, f18 = 22 3 11 13 17 37 1401371,f19 = 23 33 5 11 13 17 19 101 1709, f20 = 22 32 5 11 13 17 19 5911091, f21 = 24 34 5 11 13 17 19 939391,f22 = 24 35 5 7 13 17 19 23 122663, f23 = 28 35 5 11 13 17 19 23 28027, f24 = 24 34 5 13 17 19 23 20717 4111,f25 = 27 35 5 132 17 19 23 1573643, f26 = 25 36 55 17 19 23 127 25793, f27 = 26 3 5 13 17 19 23 137 807550729,f28 = 26 34 5 17 19 23 29 593 17933417, f29 = 28 32 52 7 17 19 23 29 251 269 58693,f30 = 213 32 5 17 19 23 29 25154125811, f31 = 29 33 52 17 192 23 29 31 17029 15541,f32 = 2 33 5 11 17 19 23 29 31 1373 2478285659, f33 = 26 32 5 17 19 23 29 31 20425831145231,f34 = 22 33 52 11 19 23 29 31 97 1187 1703816923, f35 = 23 34 5 17 19 232 29 31 9709009 2762171,f36 = 22 32 53 7 19 23 29 31 193 547 19604939 3041, f37 = 24 34 5 192 23 29 31 37 641 396519432929,f38 = 24 33 5 23 29 312 37 239 7109 758203 40283, f39 = 26 33 52 19 23 29 31 37 24757635462124381,f40 = 22 34 5 13 17 23 29 31 37 41 14124779 573547393, f41 = 25 34 53 23 29 31 37 41 247987079 40361 5237,f42 = 23 33 5 23 29 31 37 41 50840291 156884333 11551, f43 = 24 34 5 7 11 23 29 31 37 41 43 79 367 9661 97058657,f44 = 28 36 52 23 29 31 37 412 43 415916449330087, f45 = 27 32 5 11 23 29 31 37 41 43 209451013 35180441719,f46 = 27 34 52 29 31 37 41 43 47 5174937340641852689,f47 = 28 33 5 23 29 31 37 41 43 47 67 10272663647683 14401,f48 = 24 34 5 29 31 37 41 43 47 173 433 95377849516455053,f49 = 28 35 53 7 29 31 37 41 43 47 89 161717752549 347411,f50 = 25 35 72 17 29 31 37 41 43 311 794602919302856359,f51 = 26 34 52 7 29 31 37 41 43 47 73 142207465222762570261,f52 = 25 35 7 17 29 31 37 41 43 47 53 1130236756330129508311,f53 = 27 36 7 132 29 31 37 41 43 47 53 419 530389 14293 9883 1777,f54 = 27 3 5 7 11 29 31 37 41 43 47 53 197 1245322017135461070077,f55 = 210 34 5 7 29 31 372 41 43 47 53 311880445365896009 6379,f56 = 26 32 5 7 11 29 31 37 41 43 47 53 6849680837 69493 55589 214639,f57 = 29 32 5 72 173 29 31 37 41 43 47 53 1338749828935630500817,f58 = 27 33 5 7 19 31 37 41 43 47 53 59 305606179 30646240048856357,f59 = 28 33 5 7 29 31 37 41 43 47 53 59 1087 16650460650758223527951,f60 = 28 32 7 31 37 41 43 47 53 59 333493 23109710398223 6028056917,f61 = 210 33 5 7 312 37 41 43 47 53 59 61 243531624397670731 9924133,f62 = 213 34 7 37 41 43 47 53 59 61 19118754650860737614167 149423,f63 = 211 34 7 31 37 41 43 47 53 59 61 2176874909602512022449587953,f64 = 2 36 52 72 37 41 43 47 53 59 61 613 140544337343 3008198953291349,f65 = 27 35 7 11 37 41 43 47 53 59 61 274872462588301 1164907397 3566273,f66 = 22 35 52 7 13 29 37 41 43 47 53 59 61 252040270962533492546367127169,f67 = 23 36 7 11 17 37 41 43 47 53 59 61 67 89 36461093 11012376569134037 5227,f68 = 22 36 7 23 37 41 43 47 532 59 61 67 835624672769 405485006911899269,f69 = 24 35 5 7 17 37 41 43 472 53 59 61 67 113 2364409 82827612899 20721228901,f70 = 24 36 5 7 232 37 41 43 47 53 59 67 71 9535900899555698593 526199 3833,f71 = 26 38 5 72 37 41 43 47 53 59 61 67 71 3929685750946819 5633799863 10789,f72 = 22 34 5 7 37 41 43 47 53 59 61 67 71 331535097155084777 5084506699 7606499,f73 = 25 36 5 7 372 41 43 47 53 59 61 67 71 73 4673764229327 15564432011 5364241,f74 = 23 35 5 7 17 41 43 47 53 59 61 67 71 73 577 608170846912056981095400971 6361,f75 = 24 36 7 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 1533341213 90629902859 11872155469 3067,f76 = 25 37 52 7 11 41 43 47 53 59 61 67 71 73 671906051366077269754525584943321,f77 = 29 37 7 19 41 43 47 53 59 61 67 71 73 1151 252555272377 12383608150897150099,f78 = 27 36 72 11 31 41 43 47 53 59 61 67 71 73 8585424041 237237448628807569873339,f79 = 210 37 5 7 13 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 353 15883299811585557500189 41685437,f80 = 22 38 5 7 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 2107223 729078255004979707223614271467,f81 = 26 3 5 7 41 43 47 59 612 67 71 73 79 20402031058265001341368271957564365543,f82 = 23 35 5 7 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 491 1069 2205643542242746536750532327 310867,f83 = 24 32 5 7 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 93020941539003146163898966061 7551918677,f84 = 23 32 5 7 17 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 181 412244489 16932110360843854816723 6353 2503,f85 = 25 33 72 432 47 53 59 61 67 71 73 79 83 2803480207180196380408744067671524755191,f86 = 25 33 5 7 17 29 47 53 59 61 67 71 73 79 83 1026990857 85006166398689642058481145887401,f87 = 210 32 7 11 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 283 5839 153101230830454044816135323476611167,f88 = 27 33 7 29 47 53 59 612 67 71 73 79 83 89 6827 5807 211061 9446557809593 152113782374347,f89 = 211 34 52 7 11 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 425939 12663027373 225598487 7856630539116803,f90 = 28 32 7 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 2243 500748075213823190383390511442831417822413,f91 = 29 34 52 72 17 23 37 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 937 156098548397793272812512466238452823,f92 = 29 33 72 13 37 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 991 231079 8551253639032373082791113875247813,f93 = 211 33 72 23 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 613 99138478551168446958184344685498560447959,f94 = 213 34 5 73 31 53 59 61 67 71 73 79 83 89 3644743 4535878637 1811842009801335515934060017,f95 = 212 34 5 72 29 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 5662684848932296747580986029583476128521689,f96 = 24 33 5 72 19 53 59 61 67 71 73 79 83 89 408911 39704657 1140993309201402705995284278336640687,f97 = 29 34 5 72 53 59 61 67 71 73 792 83 89 97 2841260079793574909898480530411801067299530573,f98 = 25 37 5 11 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 1904080972346103211 1848128102688107322395867528473,f99 = 26 32 5 72 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 83761 756191 9000809275328028954473469453057196504861,f100 = 25 34 5 11 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 101 10455069767 3705275752741 856811662685436279847677013.On observe la grande friabilit�e du nombre d'exursions de longueur n sur le r�eseauhexagonal (non restreintes au quart de plan).



5. MARCHES EN DIMENSION 2 55Pour �nir, le terme de tête de l'�equation di��erentielle s'annule en 16 ;�12 et �13 , les oeÆ-ients de FZ2(z; 0; 0) ont don une asymptotique d'ordre 6n. Par ailleurs, ins�erer un ompor-tement en (z � 16 )� pour F dans l'�equation di��erentielle aboutit �a l'�equation(12�2)+(36+114�+114�2)(z�1=6)+288(�+1)2(z�1=6)2 +216(�+1)(�+2)(z�1=6)3 = 0'est-�a-dire que le polynôme indiiel est 12�2, don l'exposant (raine double) � = 0 donne lieu�a une solution analytique et solution logarithmique. Cette derni�ere donne alors une asympto-tique prouv�ee être en �(6nn ), et num�eriquement fn � 0; 2756 6nn .Exemple 17. Marhes dans le quart de plan du r�eseau hexagonalRegardons maintenant la marhe pour laquelle on peut aller sur n'importe quelle alv�eoleadjaente tout en restant dans le premier < quadrant >, elle donne la r�eurrene :fn+1(u; v) := P (u; v)fn(u; v)� fu<0v<0gP (u; v)fn(u; v):On a ainsiF (z; u; v) = 1 + (uv2 + u2)z + (u2v4 + u2 + 2u3 + v4 + 2 + u4 + uv2)z2+(2 + 6u2 + 7uv2 + u3v6 + 3u4v4 + 2uv6 + 3u5v2 + 3u4 + u6 + 4u2v4 + 4u3v2 + 2v4)z3 + O(z4)La s�erie g�en�eratrie des exursions (EIS A057648*) donneF (z) = F (z; 0; 0) = 1+0z+2z2+2z3+13z4+34z5+158z6+594z7+2665z8+11558z9+O(z10)et ave l'aide de Maple, on trouve que F (z) = F (z; 0; 0) semble v�eri�er l'�equation0 = 12(2z + 1)(252z3 + 52z2 + 19z � 4)�(6531840z8 � 4074624z7 + 660096z6 + 677952z5 + 33648z4 � 2808z2 � 25080z3 � 132z + 48)F�6z(2z + 1)(2068416z7 + 337824z6 � 426528z5 � 77568z4 + 18692z3 + 3442z2 � 242z � 37)�zF�6z2(6z � 1)(2z + 1)(244944z6 + 90072z5 � 45060z4 � 20226z3 � 336z2 + 511z + 31)�2zF�z3(2z + 1)(51408z5 + 29304z4 � 6188z3 � 6274z2 � 1102z � 45)(6z � 1)2�3zF�z4(18z + 1)(2z � 1)(3z + 1)(14z + 3)(6z � 1)2(2z + 1)2�4zFou, de mani�ere �equivalente, la r�eurrene0 = �217728(n + 5)(n+ 3)(n+ 2)(n + 1)fn�1728(n + 3)(n+ 2)(97n2 + 899n+ 1981)fn+1288(n + 3)(141n3 + 1970n2 + 9144n+ 13828)fn+2+48(n + 4)(1095n3 + 18182n2 + 99397n+ 178242)fn+3+8(n + 5)(571n3 + 10786n2 + 67341n+ 137538)fn+4+(�6541560 � 3827556n � 833632n2 � 80016n3 � 2852n4)fn+5+(�1213776 � 609804n � 114112n2 � 9426n3 � 290n4)fn+6+(47n2 + 840n + 3544)(9 + n)2fn+7+3(n + 12)(9 + n)(n+ 10)2fn+8:La s�erie g�en�eratrie des marhes (EIS A057647*) donneF (z) = F (z; 1; 1) = 1+2z+9z2+38z3+185z4+914z5+4706z6+24632z7+131309z8+708284z9+O(z10)et semble v�eri�er l'�equation0 = �2304z4 + 1008z3 + 1224z2 + 72z � 24+96z2(25 + 238464z7 + 171072z6 + 5616z5 � 1752z4 + 4584z3 � 800z2 � 450z)F+12(2z + 1)(3815424z9 + 787968z8 � 532224z7 + 72960z6 + 14016z5 � 22168z4 + 1028z3 + 388z2 � 32z + 1)�zF+12z(2z + 1)(2861568z9 + 559872z8 � 579744z7 + 9456z6 + 24240z5 � 18592z4 + 650z3 + 645z2 � 69z + 2)�2zF+2z2(6z � 1)(2z + 1)(635904z8 + 223488z7 � 137280z6 � 30000z5 + 5640z4 � 3452z3 � 554z2 + 150z � 5)�3zF+z3(2z � 1)(3z + 1)(1104z4 + 192z3 � 24z2 + 28z � 1)(6z � 1)2(2z + 1)2�4zF



56 1. S�ERIES G�EN�ERATRICES DE MARCHES HOMOG�ENESou, de mani�ere �equivalente, la r�eurrene0 = �953856(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)fn�20736(n+ 4)(n+ 3)(n + 2)(31n+ 163)fn+1+6912(n+ 4)(n+ 3)(37n2 + 217n + 247)fn+2+384(n+ 4)(499n3 + 6897n2 + 30821n + 44301)fn+3+(�18100224� 11312448n � 2795712n2 � 333120n3 � 16320n4)fn+4+(2859840� 319872n � 589056n2 � 116352n3 � 6720n4)fn+5+(15350304 + 7688432n+ 1443536n2 + 120736n3 + 3808n4)fn+6+(�2736096� 1224088n � 202744n2 � 14696n3 � 392n4)fn+7�2(n+ 8)(99n3 + 2876n2 + 27857n+ 89976)fn+8+5(n+ 11)(n+ 10)(n+ 9)(7n+ 68)fn+9�(n+ 12)(n+ 10)(n+ 11)2fn+10:Les deux r�eurrenes onjetur�ees o��nident bien ave les < v�eritables > 300 premiers termes.L�a aussi, il ne semble pas y avoir de formule binomiale simple puisque je n'ai pas remarqu�ede propri�et�e notable de fatorisation.Ainsi, la marhe sur le < quart > de r�eseau hexagonal (i.e., ontrainte �a �evolu�er dansle quart de plan N2) semble avoir une s�erie g�en�eratrie holonome, onform�ement �a notreonjeture sur la D-�nitude des marhes �a sauts born�es.



5. MARCHES EN DIMENSION 2 57Conlusion.Dans e hapitre, nous avons eu un aper�u de la large lasse d'�equations fontionnelles aux-quelles on aboutit naturellement pour les s�eries g�en�eratries de marhes. Nous avons d�egag�edes lasses d'�equations pour lesquelles on peut < expliiter > (voir tableaux i-dessous) las�erie g�en�eratrie, notamment via la m�ethode du noyau, que l'on va de nouveau exploiter dansle hapitre suivant, ibl�e sur des marhes qui ne seront plus homog�enes en espae.�nissant n'importe o�u �nissant en 0sans ontraintede positivit�e Z-hemins :FZ(z; 1) = 11�zP (1) Z-exursions :FZ(z; 0) = zPi=1 u0i(z)ui(z)ave ontraintede positivit�e N-hemins :FN(z; 1) = 11�zP (1) Qi=1 (1� ui(z)) N-exursions :FN(z; 0) = (�1)+1p� Qi=1 ui(z)Les s�eries g�en�eratries des marhes suivant les ontraintess�erie bivari�eesans ontraintede positivit�e F (z; u) = 11�zP (u)ave ontraintede positivit�e F (z; u) = Qi=1 u�ui(z)u�zuP (u)Les s�eries g�en�eratries bivari�ees des marhes suivant les ontraintes





CHAPITRE 2Marhes inhomog�enes et arbres de g�en�erationR�esum�e : Les prinipaux r�esultats de e hapitre sont{ les th�eor�emes 1 et 2 (des pages 63 et 65) qui montre la rationalit�e de la s�erie g�en�eratried'un arbre de g�en�eration assoi�e �a une r�egle d'�etiquetage < lin�eaire > ;{ le th�eor�eme 3 (p. 70) qui expliite, via la m�ethode du noyau, l'alg�ebriit�e de la s�erieg�en�eratrie d'un arbre de g�en�eration assoi�e �a une r�egle d'�etiquetage < fatorielle > ;{ le th�eor�eme 4 (p. 75) qui prouve la transendane des s�eries g�en�eratries d'arbres deg�en�eration ayant des r�egles d'�etiquetage d'un type donn�e ;{ les exemples 33, 34, 35 et 36 (p. 79) qui d�eterminent les s�eries g�en�eratries transen-dantes d'arbres de g�en�eration, via des tehniques de frations ontinu�ees ;{ ertains r�esultats < surprenants > (qui valent leur pesant de hoolat) omme un arbrede g�en�eration ayant l'ensemble des nombres premiers omme �etiquettes mais une s�erieg�en�eratrie rationnelle (ex. 22, p. 63), et un arbre de g�en�eration ave une r�egle fortsimple mais une s�erie g�en�eratrie non holonome (ex. 37, p. 80).Les arbres de g�en�eration sont un sujet initi�e par J. West [124℄ et par la suite �etudi�e parles �eoles orentine [95, 11, 13, 97, 104℄ et bordelaise [49, 50℄.Ce hapitre orrespond dans sa plus grande partie �a l'artile < Generating Funtions forGenerating Trees >, �a parâ�tre dans la revue Disrete Mathematis. Cette artile r�esulte d'untravail r�ealis�e en ollaboration ave Mireille Bousquet-M�elou, Alain Denise, Philippe Flajolet,Dani�ele Gardy et Dominique Gouyou-Beauhamps, dont des versions pr�eliminaires ont faitl'objet d'un rapport INRIA et d'une pr�esentation au olloque [5℄.Ma ontribution majeure se situe dans l'exploitation de la m�ethode du noyau pour montrerl'alg�ebriit�e de tout une lasse d'arbres de g�en�eration (e qui r�esout la onjeture de R. Pinzaniet E. Pergola), et �egalement quelques apports �a des as rationnels ou enore holonomes/non-holonomes (lien ave les frations ontinu�ees).1. Pr�eambuleD�es sa naissane, que l'on situe en g�en�eral en 1654 (orrespondane de Pasal �a Fermat),la th�eorie des probabilit�es a intimement �et�e reli�ee �a des probl�emes d'�enum�eration, e quiest naturel quand on songe �a la d�e�nition �el�ementaire d'une probabilit�e : < nombres de asfavorables sur nombre de as possibles >. Tout le probl�eme onsiste alors �a d�enombrer les asen question !Une id�ee naturelle est de dessiner l'arbre de toutes les possibilit�es et de voir ombienelui-i ompte de branhes. Par exemple, toutes les suites de quatre tirages �a pile ou faeons�eutifs se retrouvent par simple parours de l'arbre de la �gure 1. La struture de etarbre (il est binaire !) re�ete pleinement le d�enombrement en 2n, qui ne surprendra personne.De même, l'ensemble des permutations de n lettres peut se < onstruire > en ins�erant unen-i�eme lettre �a haque plae possible d'un repr�esentant de l'ensemble des permutations den�1 lettres (on part de la raine 1 et on ins�ere les autres lettres r�eursivement, par exemple, le59



60 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATION
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FFFFPPPP PPPF PPFP FFPP FFFPPPFF PFPP PFPF PFFFPFFP FPPP FPPF FPFP FPFF FFPFFig. 1 { L'arbre des possibilit�es pour une suite de quatre tirages �a pile ou fae. Aussi simplequ'utile : il permet le d�enombrement et la g�en�eration al�eatoire, par simple parours de branhe.n�ud �etiquet�e 312 a 4 �ls �etiquet�es 4312, 3412, 3142 3124). Le d�enombrement en n! s'ensuit.Il se trouve que de nombreuses autres strutures ombinatoires peuvent ainsi être �enum�er�eesen d�eveloppant l'arbre des possibilit�es.Ce hapitre est onsar�e �a l'�etude de tels arbres des possibilit�es, dont les noeuds sont�etiquet�es (en fontion d'une r�egle sp�ei�que, reli�ee aux strutures ombinatoires que l'on veutd�enombrer). Nous quali�erons d'ailleurs es arbres des possibilit�es d'arbres de g�en�eration arils pr�esentent le grand int�erêt de permettre de g�en�erer al�eatoirement des objets disrets (enassurant une distribution de probabilit�es uniforme). Ils sont don un outil �a la fois naturel etpuissant pour l'informatique, qui permet de g�en�erer des onjetures, d'e�etuer des jeux detests1, des v�eri�ations, sur tout un panel de strutures g�en�er�ees al�eatoirement.2. S�eries g�en�eratries des arbres de g�en�eration2.1. Introdution. Seules les strutures ombinatoires les plus simples omme les motsbinaires, les permutations ou les involutions pures (i.e. les involutions sans point �xe) ad-mettent une d�eomposition sous forme de produit. Dans un tel as, l'ensemble 
n des objetsde taille n est isomorphe �a un produit d'ensembles : 
n �= [1; e1℄� [1; e2℄� � � � � [1; en℄. Deuxpropri�et�es d�eoulent de ette forte propri�et�e de d�eomposabilit�e : (i) l'�enum�eration est fa-ile puisque la ardinalit�e d'
n est e1e2 � � � en ; (ii) la g�en�eration al�eatoire est eÆae puisquequ'elle est r�eduite �a une suite de tirages al�eatoires ind�ependants dans des intervalles. Un arbrein�ni, appel�e un arbre de g�en�eration uniforme est d�etermin�e par les ei : la raine a ommedegr�e e1, haun de ses e1 �ls a omme degr�e e2, et ainsi de suite. Cet arbre d�erit la s�equenede tous les hoix possibles et les objets de taille n sont alors naturellement en orrespondaneave les branhes de longueur n, ou, d'une fa�on �equivalente, ave les n�uds de g�en�eration ndans l'arbre. L'arbre de g�en�eration est don totalement d�etermin�e par le degr�e de sa raine(e1) et un ensemble de r�egles de r�eriture, ii de la forme suivante :(ei); (ei+1) (ei+1) � � � (ei+1) � (ei+1)ei ;1Lors d'une renontre dotorants-entreprises, j'ai r�eemment eu l'oasion de parler de mes reherhes avedes employ�es d'une entreprise am�eriaine de logiiels et solutions informatiques. Ces derniers m'ont dit qu'illeur �etait assez ourant et utile d'avoir reours �a de telles g�en�erations d'instanes pour tester des programmes,ette m�ethode �etant d'ailleurs d�enomm�ee < white box testing >.



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 61o�u la notation puissane est utilis�ee pour marquer les r�ep�etitions. Par exemple, les motsbinaires, les permutations et les involutions pures orrespondent �aS : [(2); (2); (2) (2)℄P : [(1); f(k); (k + 1)kgk�1℄I : [(1); f(2k � 1); (2k + 1)2k�1gk�1℄:Une g�en�eralisation puissante de ette id�ee onsiste �a onsid�erer des arbres de g�en�erationnon ontraints o�u tout jeu de r�eriture(9) � = [(s0); f(k); (e1;k) (e2;k) � � � (ek;k)g℄est permis. Ii l'axiome (s0) sp�ei�e le degr�e de la raine, tandis que les produtions ei;klistent les degr�es permis des k �ls d'un n�ud �etiquet�e par k. Dans la foul�ee de Barui,Del Lungo, Pergola et Pinzani, nous appelons � un ECO-syst�eme (ECO pour < EnumeratingCombinatorial Objets >). �Evidemment, il y a beauoup de libert�e d'ation et il est envisa-geable de d�erire bien plus de strutures que elles qui orrespondent �a une forme produit ou�a un arbre de g�en�eration uniforme. D'un autre ôt�e, il n'est pas question d'�enum�erer toutes lessortes d'objets ombinatoires ave r�egles du type (9). Nous verrons dans la sous-setion sur lessyst�emes alg�ebriques que notre m�ethode de r�esolution des �equations fontionnelles de s�eriesg�en�eratries de marhes s'applique en fait sur une lasse plus large de syst�emes de r�eriture,permettant ainsi d'�enum�erer enore plus d'objets ombinatoires (mais pas tous !).Le onept d'arbre de g�en�eration apparâ�t dans di��erents artiles : West les a introduitdans le ontexte d'�enum�eration de permutations �a motifs exlus [124, 125℄ ; puis ette id�eea �et�e par la suite exploit�ee dans des probl�emes voisins [12, 14, 49, 50℄. Une ontributionmajeure dans le domaine est due �a Barui, Del Lungo, Pergola, et Pinzani [11, 13℄ quimontr�erent que de nombreuses strutures ombinatoires lassiques peuvent être �enum�er�eespar des arbres de g�en�eration. Pour un exemple r�eent, on peut trouver dans [95℄ une tentativede mod�elisation de l'oupation d'un r�eseau d'imprimantes par des arbres de g�en�eration.Il existe une forme remarquable �equivalente aux arbres de g�en�eration. Consid�erons lesmarhes sur les entiers positifs ommen�ant au point (s0) et telles que les seules transitionspossibles soient elles sp�ei��ees par � (en as de transitions ave multipliit�e, on onsid�ereraque les sauts sont olor�es). Ainsi, les marhes de longueur n sont en bijetion ave les n�udsde g�en�eration n dans l'arbre. Ces marhes sont ontraintes par les r�egles de oh�erene desarbres, onr�etement, il doit y avoir exatement k arêtes issues du point k (sur la droite desentiers positifs).Exemple 18. Permutations �evitant le motif 123La m�ethode d' < expansion loale > (d�etaill�ee i-apr�es) fournit parfois de bons r�esultatspour l'�enum�eration de permutations �a motifs exlus. Il ne faudrait pas avoir trop rapidementde faux espoirs sur la onjeture de Stanley-Wilf [3℄ (borne en An), ar ertaines permutations�a motifs exlus ne sont pas �enum�erables par ECO-syst�eme. L'exemple suivant montre un asfavorable. Consid�erons l'ensemble Sn(123) des permutations de longueur n telles qu'elles�evitent le motif 123 : il n'existe pas d'entiers i < j < k tels que �(i) < �(j) < �(k). Parexemple, � = 4213 appartient �a S4(123) tandis que e n'est pas le as pour � = 1324 ar�(1) < �(3) < �(4).Observons que si � 2 Sn+1(123), alors la permutation � obtenue en retirant l'entr�een+ 1 de � appartient to Sn(123). R�eiproquement, pour tout � 2 Sn(123), on peut ins�erer



62 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONla valeur n + 1 �a haque endroit qui donne un �el�ement de Sn+1(123) (ette m�ethode estappel�ee expansion loale). Par exemple, la permutation � = 213 donne 4213, 2413 et 2143par insertion de 4 en premi�ere, seonde et troisi�eme position respetivement. La permutation2134, r�esultant de l'insertion de 4 en derni�ere position, n'appartient pas �a S4(123). Ce pro�ed�epeut être d�erit par un arbre dont les n�uds sont les permutations �evitant 123 : la raine est 1et les �ls de haque n�ud � sont les permutations obtenues par expansion loale. La �gure 2(a)repr�esente les quatre premiers niveaux de et arbre. �Etiquetons maintenant les n�uds par leurnombre de �ls : nous obtenons l'arbre de la �gure 2(b). Il est prouv�e dans [125℄ que les k �lsde haque n�ud �etiquet�e k sont �etiquet�es respetivement par k + 1; 2; 3; : : : ; k. Ainsi, l'arbreque nous venons de onstruire est l'arbre de g�en�eration obtenu �a partir des r�egles suivantesde r�eriture(10) [(2); f(k); (2)(3) : : : (k � 1)(k)(k + 1)gk�2℄:L'interpr�etation de (10) en terme de hemins implique que les permutations �evitant le motif123 sont en bijetion ave les < marhes ave retours > sur les entiers positifs, es derni�eres�etant par ailleurs isomorphes aux odes de  Lukasiewiz des arbres planaires (voir, e.g., [116,p. 31{35℄). Nous retrouvons ainsi un r�esultat lassique[85℄ : les permutations �evitant le motif123 sont ompt�ees par les nombres de Catalan ; plus pr�eis�ement, jSn(123)j = �2nn �=(n+ 1).
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(a) (b)Fig. 2 { Arbre de g�en�eration des permutations �evitant le motif 123(a) n�uds �etiquet�es par les permutations.(b) n�uds �etiquet�es par le nombre de �ls.Nous verrons i-apr�es que ertains arbres de g�en�eration orrespondent �a des suites �enum�era-tries de faible omplexit�e alulatoire et fournissent des algorithmes rapides de g�en�erational�eatoire. Ainsi, il y a un int�erêt imm�ediat �a d�elimiter aussi pr�eis�ement que possible les lassesombinatoires qui admettent une sp�ei�ation sous forme d'arbre de g�en�eration. Les s�eriesg�en�eratries ondensent les informations struturelles en une simple entit�e analytique. Nouspouvons alors nous demander quels types de s�erie g�en�eratrie peuvent être obtenus en lienave un arbre de g�en�eration. Plus pr�eis�ement, nous �etudions ii les onnexions entre les pro-pri�et�es struturelles des r�egles de r�eriture et les propri�et�es alg�ebriques des s�eries g�en�eratriesorrespondantes.



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 63Nous allons prouver plusieurs onjetures qui nous furent pr�esent�ees par Renzo Pinzaniet Elisa Pergola, notamment lors d'un expos�e au S�eminaire Algorithmes, �a l'INRIA Ro-quenourt en mars 1998. Nos prinipaux r�esultats peuvent être grosso modo r�esum�es ommesuit| Syst�emes rationnels. Les syst�emes satisfaisant �a de fortes onditions de r�egularit�em�enent �a des s�eries g�en�eratries rationnelles (Setion 2.2). Cela ouvre le as dessyst�emes qui ont un nombre �ni de degr�es permis, omme les syst�emes (2:a), (2:b), (2:)et (2:d) i-apr�es o�u les �etiquettes sont onstantes sauf pour un nombre �x�e d'�etiquettesqui d�ependent lin�eairement et uniform�ement de k.| Syst�emes alg�ebriques. Les syst�emes de forme fatorielle, i.e. o�u une modi�ation �niede l'ensemble f1; : : : ; kg est aessible �a partir de k, m�enent �a des s�eries g�en�eratriesalg�ebriques (Setion 2.3). Cei inlut en partiulier les as (2:f) et (2:g).| Syst�emes transendants. Une raison qui peut faire qu'un syst�eme donne une s�erietransendante est que ses oeÆients roissent trop vite, lui onf�erant ainsi un rayon deonvergene nul. C'est le as du syst�eme (2:h). Des s�eries g�en�eratries transendantessont aussi assoi�ees aux syst�emes trop < irr�eguliers >. Un exemple est le syst�eme (2:e).Nous disuterons aussi de l'holonomiit�e des syst�emes transendants (Setion 2.4).Exemple 19. Un zoo de syst�emes de r�eritureVoii une liste d'exemples revenant �a travers es pages.[(3); f(k) ; (3)k�3(k + 1)(k + 2)(k + 9)g℄ (2:a)[(3); f(k) ; (3)k�1(3k + 6)g℄ (2:b)[(2); f(k) ; (2)k�2(2 + (k mod 2))(k + 1)g℄ (2:)[(2); f(k) ; (2)k�2(3� (k mod 2))(k + 1)g℄ (2:d)[(2); f(k) ; (2)k�2(3� [9p :k = 2p℄)(k + 1)g℄ (2:e)[(2); f(k) ; (2)(3) : : : (k � 1)(k)(k + 1)g℄ (2:f)[(1); f(k) ; (1)(2) : : : (k � 1)(k + 1)g℄ (2:g)[(2); f(k) ; (2)(3)(k + 2)k�2g℄ (2:h)(Dans (2:e), nous utilisons la notation rohet d'Iverson : [P ℄ �egale 1 si P est v�eri��e, 0 sinon.)2.1.1. Notations. �a partir d'ii, nous adoptons les notations fontionnelles pour les r�eglesde r�eriture : les syst�emes seront de la forme[(s0); f(k); (e1(k)) (e2(k)) : : : (ek(k))g℄o�u s0 est une onstante et o�u haque ei est une fontion de k. De plus, nous supposons quetoutes les valeurs apparaissant dans l'arbre de g�en�eration sont positives.Dans l'arbre de g�en�eration, notons fn le nombre de n�uds au niveau n et sn la sommedes �etiquettes de es n�uds. Par onvention la raine a pour niveau 0, et don f0 = 1. Enterme de marhes, fn est le nombre de marhes de longueur n. La s�erie g�en�eratrie assoi�eeau syst�eme est F (z) = Xn�0 fnzn:Remarquons que sn = fn+1, et que la suite (fn)n est roissante.Soit maintenant fn;k le nombre de n�uds au niveau n ayant pour �etiquette k (ou le nombrede marhe de longueur n �nissant �a la position k). Nous utiliserons aussi les s�eries g�en�eratries



64 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONsuivantes : F (z; u) = Xn;k�0 fn;kznuk and Fk(z) = Xn�0 fn;kzn:Nous avons F (z) = F (z; 1) = Pk�1 Fk(z). De plus, les Fk satisfont la relation(11) Fk(z) = [k = s0℄ + zXj�1 �j;kFj(z);o�u �j;k = jfi � j : ei(j) = kgj est le nombre de transitions en une seule �etape de j vers k.C'est �equivalent �a la r�eurrene suivante pour les fn;k,(12) f0;s0 = 1; f0;k = 0 si k 6= s0 et fn+1;k = Xj�1 �j;kfn;j;qui r�esulte d'une leture < �a l'envers > des hemins qui m�enent �a k en n+ 1 �etapes.2.1.2. D�enombrement et g�en�eration al�eatoire. La r�eurrene (12) donne lieu �a un algo-rithme qui alule les olonnes de la matrie (fn;k) par < propagation vers l'avant > : a�nde aluler la (n + 1)-i�eme ligne, il faut propager la ontribution fn;j �a fn+1;ei(j) pour tousles ouples (i; j) tels que i � j. Supposons que le syst�eme soit lin�eairement major�e : eisigni�e ii que les �etiquettes des n�uds qui peuvent être atteints en m �etapes sont born�eespar une fontion lin�eaire de m. (Tous les syst�emes donn�es �a l'exemple 19, sauf (2:b), sontlin�eairement born�es ; plus g�en�eralement, les syst�emes o�u les sauts vers l'arri�ere sont born�espar une onstante sont lin�eairement born�es.) Clairement, l'algorithme de propagation versl'avant fournit un algorithme de d�enombrement de omplexit�e arithm�etique au plus ubique.Pour un syst�eme lin�eairement born�e, une g�en�eration al�eatoire uniforme peut �egalementêtre atteinte en temps polynomial, omme montr�e dans [15℄. Nous pr�esentons ii le prinipeg�en�eral.Soit gn;k le nombre de marhes de longueur n qui ommenent par une �etiquette k. Cesnombres sont d�etermin�es par la r�eurrene gn;k = Pi gn�1;ei(k); qui retrae toutes les ontinua-tions possibles d'un hemin �etant donn�es sa position initiale. Clairement, fn = gn;s0 , o�u s0 estl'axiome du syst�eme. Comme i-dessus, les gk;n peuvent être d�etermin�es en temps O(n3) touten n�eessitant O(n2) plaes m�emoire. La g�en�eration al�eatoire est alors obtenue omme suit :a�n de g�en�erer une marhe de longueur n, ommen�ant �a l'�etat k, hoisir une transition i aveprobabilit�e gn�1;ei(k)=gn;k, et g�en�erer r�eursivement une marhe de longueur n�1 ommen�ant�a l'�etat ei(k). Le oût d'une simple g�en�eration al�eatoire est alors O(n2) si une reherhes�equentielle est utilis�ee parmi les O(n) possibilit�es pour haun des n tirages al�eatoires ; etteomplexit�e en temps desend �a O(n logn) si une reherhe dihotomique est utilis�ee mais auprix d'une augmentation de la omplexit�e en m�emoire (qui devient O(n3) �a ause des O(n2)tableaux de taille O(n) n�eessaires �a une reherhe dihotomique).2.2. Syst�emes rationnels. Nous donnons dans ette setion trois rit�eres (et une varia-tion de l'un des deux) qui permettent de d�eduire que la s�erie g�en�eratrie d'un ECO-syst�emesera rationnelle.Notre premier rit�ere, le plus simple, s'applique aux syst�emes pour lesquels les fontionsei sont lin�eairement born�ees (uniform�ement major�ees)Proposition 1. Si l'arbre ne omporte qu'un nombre �ni d'�etiquettes, alors F (z) estrationnelle.



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 65D�emonstration. Seul un nombre �ni des Fk sont non nuls, et ils sont li�es entre eux parla r�eurrene lin�eaire �a oeÆients onstants (11) i-dessus. �Exemple 20. Les nombres de FibonaiLe syst�eme [(1); f(k) ; (k)k�1((k mod 2) + 1)g℄ peut aussi être �erit omme [(1); f(1) ;(2); (2) ; (1)(2)g℄. Ainsi, les seules �etiquettes qui apparaissent dans l'arbre sont 1 et 2.L'�equation (11) donne F1(z) = 1 + zF2(z) et F2(z) = z(F1(z) + F2(z)). Finalement,F (z) = 11� z � z2 = Xn�0 fnzn = 1 + z + 2z2 + 3z3 + 5z4 + � � � ;la �el�ebre s�erie g�en�eratrie des nombres de Fibonai.Auun des syst�emes des exemples 19 ne satisfait les onditions de la proposition 1. Ce-pendant le rit�ere suivant peut être appliqu�e aux syst�emes (2:a) et (2:b).Th�eor�eme 1. Soit �(k) = e1(k) + e2(k) + � � � + ek(k). Si � est une fontion lin�eaire dek, disons �(k) = �k + �, alors la s�erie F (z) est rationnelle. Plus pr�eis�ement :F (z) = 1 + (s0 � �)z1 � �z � �z2 :D�emonstration. Pour n � 0, k1; k2; : : : kfn sont les �etiquettes des fn n�uds du niveaun. Ainsi fn+2 = sn+1 = (�k1 + �) + (�k2 + �) + � � �+ (�kfn + �)= �sn + �fn = �fn+1 + �fn:Nous savons que f0 = 1 et f1 = s0. Le r�esultat s'ensuit. �Exemple 21. Bissetion de la suite de FibonaiLe syst�eme [(2); f(k); (2)k�1(k + 1)g℄ donne F (z) = 1�z1�3z+z2 = 1 + 2z + 5z2 + � � � , la s�erieg�en�eratrie des nombres de Fibonai de rang pair. Changer l'axiome en (3) donne l'autremoiti�e de la suite de Fibonai2.D'autres syst�emes, omme[(2); f(k); (1)k�1(2k)g℄;[(2); f(k); (2)k�2(3� (k mod 2))(k + (k mod 2))g℄;[(2); f(k); (2)k�2(3� [k is prime℄)(k + [k is prime℄)g℄;m�enent �a la même fontion F (z) puisque �(k) = 3k � 1 et s0 = 2. Cependant, les arbres deg�en�eration sont di��erents, omme le sont les s�eries g�en�eratries bivari�ees F (z; u).Exemple 22. Nombres premiers et s�erie g�en�eratrie rationnelleLa marhe partant de (2)((k); (k + 1)(k)(k + 3)(2)k�3 pour k non premier(k); (k + 1)(k + 1)(k + 2)(2)k�3 pour k premier2Notons que pour l'harmonie de nombreuse identit�es ombinatoires, il est plus judiieux d'adopter laonvention inverse, la s�erie g�en�eratrie des Fibonai de rang pair joue alors le rôle d'un osinus et elle derang impair d'un sinus, mais allez faire entendre raison �a des oauteurs born�es !



66 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONparourt trivialement l'ensemble des nombres entiers > 1 et a une r�egle l�eg�erement modi��eepour les nombres premiers mais n�eanmoins, la s�erie g�en�eratrie de ette marhe est rationnelleet vaut F (z; 1) = 1�3z1�5z+2z2 (ar le poids de ette marhe est �(k) = 5k � 2).Enore plus amusant : il est possible de onstruire un arbre de g�en�eration dont l'ensembledes �etiquettes orrespond exatement �a l'ensemble des nombres premiers mais qui a une s�erieg�en�eratrie rationnelle F (z). C'est pour le moins inattendu, ar les nombres premiers sontusuellement onsid�er�es omme < trop irr�eguliers > pour être assoi�es �a une s�erie g�en�eratrierationnelle. Pour n � 1, notons pn le n-i�eme nombre premier ; ainsi (p1; p2; : : :) = (2; 3; 5; : : :).Supposons pour un instant que la onjeture de Goldbah soit v�eri��ee (tout nombre pair plusgrand que 3 peut s'�erire omme la somme de deux nombres premiers). Rappelons que d'apr�esle postulat de Bertrand, on a pn+1 < 2pn pour tout n (voir e.g., [109, p.140℄).Pour n � 1, le nombre 2pn � pn+1 + 3 est un nombre pair plus grand que 3. Soit qn etrn deux nombres premiers tels que 2pn � pn+1 + 3 = qn + rn. En partiulier, q1 = r1 = 2.Consid�erons maintenant le syst�eme[(2); f(pn); (pn+1)(qn)(rn)(2)pn�3g℄:Il satisfait le rit�ere du th�eor�eme 1, ave �(k) = 4k � 3. Par ons�equent, la s�erie g�en�eratriede l'arbre de g�en�eration assoi�e estF (z) = 1� 2z1� 4z + 3z2 = 12 � 11� z + 11� 3z� :Ainsi, le nombre de n�uds au niveau n est simplement (1 + 3n)=2. Cei peut être v�eri��e surles premiers niveaux de l'arbre dessin�e �a la �gure 3.
2 2 3 3 72 3 2 2 5 2 3

232

2 3

2

2 3

2

5

Fig. 3 { Arbre de g�en�eration ave nombres premiers omme �etiquettes mais ave une s�erieg�en�eratrie rationnelle.Pour �nir, on pourrait objeter que la onjeture de Goldbah n'est pas prouv�ee, toutefoiselle est onnu que tout nombre pair est la somme d'au plus 6 nombres premiers [108℄, et unexemple similaire peut alors être onstruit ave la même id�ee, �a savoir(2); (3)(5) (3); (5)(5)(2) (5); (7)2(2)3(7); (11)(7)(2)4 (11); (13)2(2)9 (13); (17)(13)(2)11(17); (19)2(2)15 (19); (23)(19)(2)17 (23); (29)(19)(3)(3)(2)19(29); (31)2(2)27 (31); (37)(29)(2)29 (37); (41)(37)(2)35et pour n > 12 : (pn); (pn+1) � (2)pn�39(q1) : : : (qm)



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 67o�u � est le mot (5)12 (�eventuellement l�eg�erement modi��e omme expliqu�e i-dessous) et o�ufq1; : : : ; qmg est une partition en nombres premiers de 4pn � pn+1 � 5:12 � 2(pn � 39) =2pn�pn+1+18 ('est toujours un entier positif impair), le th�eor�eme de Vaughan permet alorsd'aÆrmer que m � 26.Ainsi la somme des membres droits vaut toujours 4pn et quitte �a hanger quelques (5)en (3)(2) ou (5)(5) en (2)5 quand la partition de Vaughan ontient moins de 26 nombres, len�ud �etiquet�e pn a bien 1 + 12 + pn � 39 + 26 = pn �ls.Finalement, ette marhe parourt exatement l'ensemble des nombres premiers (i.e. l'en-semble des nombres premiers est la omposante onnexe de ette marhe) mais n�eanmoins, las�erie g�en�eratrie de ette marhe est rationnelle et vaut F (z; 1) = 1�2z1�4z (ar le poids de ettemarhe est �(k) = 4k).Le th�eor�eme 1 peut être adapt�ee pour s'appliquer �a des syst�emes qui satisfont < presque >le rit�ere du th�eor�eme 1, tel le syst�eme (2:). Consid�erons un syst�eme de la forme(s0); k ; e[0℄1 (k); : : : ; e[0℄k (k) lorsque k est pair;k ; e[1℄1 (k); : : : ; e[1℄k (k) lorsque k est impair:Supposons de plus que :(i) les fontions orrespondantes �0 et �1 sont lin�eaires et ont le même oeÆient de tête�, 'est-�a-dire �0(k) = �k+�0 et �1(k) = �k+�1 ; (ii) il y a exatement m (m � 0) �etiquettesimpaires qui apparaissent dans le membre droit de haque r�egle de r�eriture.Th�eor�eme 2. Si un syst�eme satisfait les propri�et�es (i) et (ii) i-dessus, alorsF (z) = 1 + (s0 � �)z + (s1 � �s0 � �0)z21� �z � �0z2 �m(�1 � �0)z3 :Bien sûr, si �0 = �1, nous retrouvons la s�erie g�en�eratrie du th�eor�eme (1).D�emonstration. La preuve est similaire �a elle du th�eor�eme 1. Le seul ingr�edient nou-veau est le fait que pour n � 1, le nombre de n�uds d'�etiquette impaire au niveau n estmfn�1. �Le syst�eme (2:) satisfait les propri�et�es (i) et (ii) i-dessus ave � = 3, �0 = �1, �1 = 0,m = 1, s0 = 2 et s1 = 5. Par ons�equent, sa s�erie g�en�eratrie est F (z) = 1�z1�3z+z2�z3 . Lesyst�eme (2:d), quoique tr�es prohe de (2:), ne satisfait pas aux propri�et�es (ii) i-dessus,et don le th�eor�eme 2 ne s'applique pas. Cependant, une l�eg�ere variation de l'argument duth�eor�eme 1, bas�ee sur le fait que le nombre in d'�etiquettes impaires au niveau n v�eri�e in =2(fn�1� in�1), prouve la rationalit�e de F (z). On pourrait �egalement utiliser le dernier rit�erede ette setion, qui est d'une nature di��erente.Nous onsid�erons les syst�emes [(s0); f(k) ; (e1(k))(e2(k)) : : : (ek(k))g℄ qui peuvent êtrer�erits omme(13) [(s0); f(k); (1(k))(2(k)) : : : (k�m(k))(k + a1)�1(k + a2)�2 : : : (k + am)�mg℄o�u 1 � a1 � a2 � � � � � am et o�u les fontions i sont lin�eairement born�ees. Posons C =maxi;kfs0; i(k)g.Proposition 2. Consid�erons le syst�eme (13), et posons �j;k = jfi � j : ei(j) = kgj. Siles s�eries Xj�1 �j;k tj



68 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATION(pour k � C) sont rationnelles, alors la s�erie F (z) l'est aussi.D�emonstration. On forme un syst�eme in�ni d'�equations d�e�nissant les s�eries Fk(z) en�erivant l'�equation (11) pour tout k � 1. En partiulier, pour k > C, on obtientFk(z) = z mX̀=1 �`Fk�a`(z);ave Fj(z) = 0 pour j � 0. Cette partie du syst�eme est ais�ee �a exprimer en terme deF1; : : : ; FC . En e�et, pour k 2 Z :(14) Fk(z) = CXi=1 Pi;k(z)Fi(z)o�u les Pi;k sont des polynômes en z d�e�nis par la r�eurrene suivante : pour tout i � C,(15) Pi;k(z) = 8>>><>>>: 0 si k � 0;[k = i℄ si 0 < k � C;z mX̀=1 �`Pi;k�a`(z) si k > C:En utilisant (14), on trouveF (z) = Xk�1Fk(z) = CXi=1 24Fi(z)Xk�1Pi;k(z)35 :D'apr�es (15), pour tout i � C, la s�erie Pk�1 Pi;k(z)tk est une fontion rationnelle en z et t,de d�enominateur 1 � zP` �`ta` . En t = 1, elle est rationnelle en z. Ainsi, pour prouver larationalit�e de F (z), il suÆt de prouver La rationalit�e des Fi(z), pour i � C.En remontant aux C premi�eres �equations de notre syst�eme et en utilisant enore (15), ontrouve, pour k � C : Fk(z) = [k = s0℄ + z CXi=1 24Fi(z)Xj�1 Pi;j(z)�j;k35 :Cette fois aussi, Pj�1 Pi;j(z)�j;ktj est une fontion rationnelle en z et t (le produit de Ha-damard de deux s�eries rationnelles reste rationnel). Ainsi les fontions Fk(z), pour k � C,satisfont un syst�eme lin�eaire �a oeÆients rationnels : elles sont don rationnelles elles-mêmes,tout omme F (z). �Les exemples (2:a), (2:), (2:d) et (2:e) sont bien du type (13). La proposition i-dessusimplique, pour les trois premiers, qu'ils ont une s�erie g�en�eratrie rationnelle. Le syst�eme (2:e)sera analys�e dans la setion 2.4, et on montrera qu'il a une s�erie g�en�eratrie transendante.2.3. Marhes fatorielles et syst�emes alg�ebriques. Dans ette setion, nous on-sid�erons des syst�emes qui ont une forme fatorielle. Par ei, nous d�esignons d'une fa�oninformelle les r�egles pour lesquelles l'ensemble des suesseurs de (k) est une modi�ation�nie de l'intervalle (des entiers) f1; 2; : : : ; kg. Comme d�etaill�e dans l'introdution, les ECO-syst�emes peuvent être vus omme des marhes sur la demi-droite des entiers positifs. Ainsi,



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 69nous onsid�erons d�esormais le probl�eme de l'�enum�eration des marhes sur les entiers posi-tifs telles que les sauts permis �a partir de k ne soient qu'une modi�ation �nie de l'inter-valle entier [0; k℄. Nous onsid�erons prinipalement un nombre �ni de modi�ations (suppres-sions/ajouts) autour du point k (mais nous donnerons aussi �a la �n de ette setion desexemples pour lesquels on fait quelques modi�ations autour de 0). Plus pr�eis�ement, unemarhe fatorielle est d�e�nie par un (multi)-ensemble de ardinalit�e �nie A � N et un en-semble �ni B � N+ , o�u N+ = f1; 2; 3; : : : g, orrespondant respetivement aux sauts permisvers l'avant (�eventuellement olor�es pour tenir ompte des multipliit�es) et aux sauts interditsvers l'arri�ere. En d'autres termes, les destinations possibles �a partir de k sont donn�ees par lar�egle :(16) (k); [0; k � 1℄ n (k �B) [ (k +A):Observons que es types de marhes ne sont pas n�eessairement des ECO-syst�emes, nousattaquons �a un probl�eme l�eg�erement plus g�en�eral, d'une part ar ertaines �etiquettes peuventêtre nulles (mais une simple translation pourrait nous donner une r�egle �equivalente avedes �etiquettes stritement positives) et d'autre part ar nous ne requerrons pas que (k) aitexatement k suesseurs.Un ECO-syst�eme est dit fatoriel s'il existe une translation des indies qui le transformeen une marhe fatorielle. Ainsi les r�egles d'un ECO-syst�eme fatoriel sont de la forme(k + r); [r; k + r � 1℄ n (k + r �B) [ (k + r +A);'est-�a-dire(17) (k); [r; k � 1℄ n (k �B) [ (k +A) pour k � r � 1:Pour un ECO-syst�eme (ave (s0) pour axiome), la s�erie g�en�eratrie F (z) �egale la s�erie g�en�eratriede la marhe du type (16), ave (s0�r) omme point de d�epart. Cependant, il faut se rappelerque les r�egles de r�eriture d�e�nissant un arbre de g�en�eration doivent satisfaire une onditionsuppl�ementaire : un n�ud �etiquet�e k a exatement k �ls. En prenant k = r dans (17), eiimplique que r = jAj. En prenant k > r+ maxB, ei implique que r+ jBj = jAj, et au �nalB = ;. Ainsi, �a stritement parler, les ECO-syst�emes fatoriels sont du type(k); [r; k � 1℄ [ (k +A) pour k � r � 1;o�u A est un multi-ensemble (d'entiers positifs) de ardinalit�e r. Par exemple, les syst�emes(2:f) et (2:g) sont fatoriels. Nous allons prouver que toutes les marhes fatorielles ont unes�erie g�en�eratrie alg�ebrique. Ce r�esultat s'applique naturellement aux ECO-syst�emes.Nous onsid�erons enore la s�erie g�en�eratrie F (z; u) = Pn;k�0 fn;kznuk, o�u fn;k est lenombre de marhes de longueur n se terminant au point k. Nous notons en outre Fk(z) leoeÆient de uk dans ette s�erie, et fn(u) le oeÆient de zn. Le premier ingr�edient dela preuve est un op�erateur lin�eaire L, agissant sur une s�erie formelle en u, qui ode lesd�eplaements possibles. Plus pr�eis�ement, pour tout n � 0,L(fn(u)) = fn+1(u):L'op�erateur L est onstruit pas �a pas omme suit| L'ensemble des d�eplaements de k vers toutes les positions 0; 1; : : : ; k�1 est d�erit parl'op�erateur M qui envoie uk vers u0 + u1 + � � � + uk�1 = (1 � uk)=(1 � u). Puisque Mest une op�erateur lin�eaire, nous avons pour toute s�erie g(u) :M [g℄(u) = g(1) � g(u)1� u :



70 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATION| Le fait que les transitions prohes de k soient modi��ees, que elles du type k+� (ave� 2 A) soient autoris�ees et que elles du type k � � (ave � 2 B) soient interdites estod�e par un polynôme de LaurentP (u) = A(u) �B(u) with A(u) = X�2A u� et B(u) = X�2B u��:Le degr�e de P est a := maxA (le plus grand pas en avant). Le plus petit degr�e appa-raissant dans P est �b = �maxB, i.e. b est le plus grand pas possible vers l'arri�ere.L'op�erateur N(g(u)) := M(g(u)) + P (u)g(u)d�erit l'extension de la marhe en une �etape.| Finalement, l'op�erateur L est donn�e parL[g℄(u) = N(g(u)) � fu<0gN(g(u));o�u fu<0gh(u) est la somme de tous les monômes en h(u) ayant un exposant n�egatif.Ainsi L n'est rien d'autre que N mais auquel on aurait retir�e les monômes de degr�en�egatif, e qui orrespond aux marhes se terminant la droite des entiers n�egatifs. Pourtoute s�erie g(u), la seule partie de N(g(u)) qui puisse ontenir des monômes d'exposantn�egatif est �B(u)g(u). Ainsi,L[g℄(u) = N(g(u)) + fu<0g[B(u)g(u)℄et si g(u) =Pk gkuk, alorsfu<0g[B(u)g(u)℄ = X�2B ��1Xk=0 gkuk��= b�1Xk=0 gk X�>k;�2B uk��:(18)Nous supposons pour simpli�er l'expos�e que le point initial soit 0 ; les autres se traitentsimilairement. La relation lin�eaire fn+1(u) = L(fn(u)), ave f0(u) = 1, donneF (z; u) = 1 + zL(F (z; u))= 1 + z�F (z; 1) � F (z; u)1� u + P (u)F (z; u) + fu<0g[B(u)F (z; u)℄� :Grâe �a (18), on peut �erirefu<0g[B(u)F (z; u)℄ = b�1Xk=0 rk(u)Fk(z);o�u rk(u) = P�>k; �2B uk�� est un polynôme de Laurent dont les exposants appartiennent �a[k � b;�1℄. Ainsi, F (z; u) satisfait l'�equation fontionnelle(19) F (z; u)�1 + z1� u � zP (u)� = 1 + zF (z; 1)1� u + z b�1Xk=0 rk(u)Fk(z):Prenons un exemple. Les d�eplaements(k); (0)(1) � � � (k � 5)(k � 3)(k � 1)(k)(k + 7)(k + 9);



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 71m�enent �a A(u) = u0 + u7 + u9 et B(u) = u�4 + u�2. De plus,fu<0g[B(u)F (z; u)℄ = (u�2 + u�4)F0(z) + (u�1 + u�3)F1(z) + u�2F2(z) + u�1F3(z);ainsi l'�equation fontionnelle d�e�nissant F (z; u) estF (z; u)�1 + z1� u � z(1 + u7 + u9 � u�4 � u�2)� =1 + zF (z; 1)1� u + z(u�2 + u�4)F0(z) + z(u�1 + u�3)F1(z) + zu�2F2(z) + zu�1F3(z):Le deuxi�eme ingr�edient de la preuve est une adaptation de la m�ethode du noyau (en an-glais : kernel method) introduite au hapitre I. Rappelons qu'il semble appartenir au < folk-lore math�ematique > depuis les ann�ees 1970. Il a �et�e utilis�e dans divers probl�emes om-binatoires [37, 85℄, voir aussi la setion 15.4 de [101℄ et en probabilit�es [53℄. On pourraonsulter [25, 28, 105℄ pour des appliations syst�ematiques plus r�eentes. Cette m�ethodeonsiste �a annuler le membre gauhe de l'�equation fontionnelle fondamentale (19) en liant zet u, de telle fa�on que le oeÆient de (l'inonnue) F (z; u) devienne z�ero. Cette ontrainted�e�nit u omme une des branhes d'une �equation alg�ebrique en z. Chaque branhe qui peutêtre substitu�ee analytiquement dans l'�equation fontionnelle donne une relation lin�eaire entrela s�erie inonnue F (z; 1) et les Fk(z), 0 � k < b. Si suÆsamment de branhes peuvent être sub-stitu�ees analytiquement, nous obtenons un syst�eme d'�equations lin�eaires, dont la r�esolutionimplique que F (z; 1) et les Fk(z) sont des fontions alg�ebriques. D�es lors, on obtient F (z; u)omme une fontion alg�ebrique bivari�ee.En multipliant l'�equation (19) par ub(1 � u), on obtient une �equation �a oeÆients po-lynomiaux. Cette nouvelle �equation s'�erit K(z; u)F (z; u) = R(z; u), o�u K(z; u) est le noyaude l'�equation :K(z; u) = ub(1� u)�1 + z1� u � zP (u)� ;= ub(1� u) + zub � z(1 � u)X�2Au�+b + z(1� u)X�2B ub��:(20)Ce polynôme a degr�e a+ b+ 1 en u, et ainsi, il admet a+ b+ 1 raines, qui sont des fontionsalg�ebriques de z. La th�eorie lassique des fontions alg�ebriques et la onstrution du polygonede Newton nous permet de d�evelopper, en n'importe quel point, es raines en des s�eries dePuiseux ('est-�a-dire des s�eries qui ontiennent des exposants frationnaires). Les a + b + 1raines, d�evelopp�ees autour de 0, peuvent être r�eparties omme suit :| la branhe < unit�e >, not�e u0, tendant vers 1 quand z ! 0 ;| b < petites > branhes, not�ees u1; : : : ; ub, �equivalentes �a �z1=b en z = 0 (ave �b = 1) ;| a < grande > branhes, not�ees v1; : : : ; va, �equivalentes �a �z�1=a en z = 0 (ave �a = 1).Toutes les raines sont distintes et il y a exatement b+ 1 branhes �nies : la branhe unit�eu0 et les b petites branhes u1; : : : ; ub. Un argument �el�ementaire montre que F (z; 1) est unefontion analytique de z �a l'origine, ainsi il y a au total b+1 branhes substituables. Il s'av�ereque b+1 est aussi le nombre d'inonnues, F (z; 1) et Fk(z), 0 � k < b, qui apparaissent dans lemembre droit de (19). En rempla�ant u par u0; u1; : : : ; ub dans (19), on obtient un syst�eme deb+1 �equations lin�eaires qui d�e�nit les b+1 s�eries inonnues. On pourrait r�esoudre le syst�eme,mais l'argument suivant est plus �el�egant.



72 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONLe membre droit de (19), multipli�e par ub(1� u), estR(z; u) = ub(1� u) 1 + z1� uF (z; 1) + z b�1Xk=0 rk(u)Fk(z)! :Par onstrution, 'est un polynôme en u de degr�e b+1 et de oeÆient de tête �1. Remplaeru par u0; u1; : : : ; ub dans l'�equation (19) montre que es s�eries sont exatement les b+1 rainesde R, et don R(z; u) = � bYi=0(u� ui):Soit pa := [ua℄P (u) la multipliit�e du plus grand saut en avant. Alors le oeÆient de ua+b+1dans K(z; u) est paz, Et l'on peut �erireK(z; u) = paz bYi=0(u� ui) aYi=1(u� vi):Finalement, puisque K(z; u)F (z; u) = R(z; u), on obtient(21) F (z; u) = �Qbi=0(u� ui)ub(1 � u) + zub � zub(1� u)P (u) = � 1pazQai=1(u� vi) :Nous avons prouv�e le r�esultat suivant.Th�eor�eme 3. La s�erie g�en�eratrie F (z; u) des marhes fatorielles d�e�nies par (16) etommen�ant en 0 est alg�ebrique ; elle est donn�ee par (21), o�u u0; : : : ; ub (resp. v1; : : : ; va)Sont les raines �nies (resp. in�nies) en z = 0 de l'�equation K(z; u) = 0 et o�u le noyau Kest d�e�ni par (20). En partiulier, la s�erie g�en�eratrie de toutes les marhes, quelque soit leurposition �nale, est F (z; 1) = �1z bYi=0(1� ui);et la s�erie g�en�eratrie des exursions, i.e., des marhes qui se terminent en 0, est, pour b > 0 :F (z; 0) = (�1)bz bYi=0 ui;et si b = 0 ( i.e. la marhe n'a pas de sauts vers l'arri�ere autres que ses sauts < fatoriels >),la formule devient F (z; 0) = u0(z)1+z�p0z .Ces r�esultats peuvent �egalement être �etablis via un d�etour par les r�eurrenes lin�eairesmultivari�ees [28, 105℄ ; notre traitement y est intimement reli�e, mais a �et�e obtenu de fa�onind�ependante en mars 1998 [4, 60℄.Le omportement asymptotique du nombre de marhes de longueur n peut être �etabli viades m�ethodes d'analyse de singularit�es et de points ols. Les s�eries ui ont < en g�en�eral > unesingularit�e en raine arr�ee, e qui m�ene don �a un omportement du type A�nn�3=2: Nousreviendrons sur e point au hapitre 4.



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 73Exemple 23. Les nombres de CatalanC'est la marhe fatorielle la plus simple, (k) ; (0)(1) : : : (k)(k + 1), e qui orrespond �al'ECO-syst�eme (2:f). L'op�erateur L est donn�e parL(f(u)) = f(1)� f(u)1� u + (1 + u)f(u):Le noyau est K(z; u) = 1� u+ z � z(1� u)(1 + u) = 1� u+ zu2, don u0(z) = 1�p1�4z2z , etainsi F (z; 1) = �1� u0z = 1� 2z �p1� 4z2z2 = Xn�1�2nn � zn�1n+ 1 ;la s�erie g�en�eratrie des nombres de Catalan (suite3 EIS A000108). Ce r�esultat est pr�evisible depar la relation triviale entre es marhes et les odes de  Lukasiewiz.Exemple 24. Les nombres de MotzkinCette exemple, dû �a Pinzani et �a ses oauteurs, est d�eriv�e de l'exemple pr�e�edent o�u oninterdirait de faire un saut de longueur 0. La r�egle est don(k); (0) � � � (k � 1)(k + 1):L'op�erateur L est L(f(u)) = f(1)� f(u)1� u + uf(u):Le noyau est K(z; u) = 1� u+ z � zu(1� u) = 1 + z � u(1 + z) + zu2, menant �aF (z; 1) = 1� z �p1� 2z � 3z22z2 = 1 + z + 2z2 + 4z3 + 9z4 + 21z5 +O(z6);la s�erie g�en�eratrie des nombres de Motzkin (suite EIS A001006).Notons que la s�erie g�en�eratrie du nombre de feuilles �etiquet�ees z�ero �a profondeur n('est-�a-dire < les exursions > du point de vue marhe) donne les nombres de Riordan :[1; 1; 3; 6; 15; 36; 91; 232; 603; 1585; 4213; 11298; : : : ℄ (EIS A005043),F (z; 0) = u01 + z = 1 + z �p1� 2z � 3z22z(1 + z) = 1 + z2 + z3 + 3z4 + 6z5 +O(z6) :Les deux suites ont une asymptotique en 3nn3=2 .Exemple 25. Nombres de Shr�oderCet exemple est aussi dû �a l'�equipe orentine. La r�egle est (k) ; (0) : : : (k � 1)(k)(k + 1)2.D'apr�es le th�eor�eme 3, nous avonsF (z; 1) = 1� 3z �p1� 6z + z24z2 = 1 + 3z + 11z2 + 45z3 + 197z4 +O(z5):Les oeÆients sont les nombres de Shr�oder (EIS A001003) : deuxi�eme probl�eme de Shr�oder).Nous donnons dans la Table 1 (page 81) une g�en�eralisation des nombres de Catalan et deShr�oder, qui orrespond �a la r�egle (k); (0) : : : (k � 1)(k)(k + 1)m. D. Kremer a r�eemmentmontr�e [88℄ que ette r�egle d�erit un ensemble de permutations �evitant ertains motifs.3Les nombres EIS Axxxxxx sont les identi�ateurs des suites dans The Enylopedia of Integer Se-quenes [113℄.



74 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONLes exemples i-dessus sont tous quadratiques. Cependant, il est lair que notre m�ethodepermet d'obtenir des fontions alg�ebriques de degr�e quelonque : il suÆt que l'ensemble des< exeptions > autour de k ait une �etendue plus grande que 1. Donnons de suite une familled'exemples pour lesquels on peut aller en avant en faisant un saut de taille > 1.Exemple 26. Arbres ternaires, dissetion d'un polygone et arbres m-airesL'ECO-syst�eme ave l'axiome (s0) = (3) et la r�egle(k); (3)(4) � � � (k)(k + 1)(k + 2)est �equivalent �a la marhe (k); (0)(1) � � � (k)(k + 1)(k + 2):Le noyau est K(z; u) = 1� u+ zu3 et la s�erie g�en�eratrieF (z; 1) = Xn�1�3nn � zn�12n+ 1ompte les arbres ternaires (EIS A001764) .Plus g�en�eralement, le syst�eme ave l'axiome (m) et la r�egle(k); (m) � � � (k)(k + 1)(k + 2) � � � (k +m� 1)donne les nombres de m-Catalan, �mnn �=((m� 1)n+ 1), qui omptent le nombre d'arbres m-aires. Le noyau est 1�u+zum et la s�erie g�en�eratrie F (z; 1) satisfait F (z; 1) = (1+zF (z; 1))m .En partiulier, les nombres de 4-Catalan �4nn �=(3n+1) apparaissent dans [113℄ (EIS A002293)et omptent des dissetions de polygone.Dans les exemples i-dessus, tous les sauts en arri�ere �etaient permis. En d'autres termes,haun de es exemples orrespond �a un ECO-syst�eme. Donnons maintenant un exemple o�ules sauts en arri�ere de longueur 1 sont interdits.Exemple 27. Marhe de Motzkin fatorielle sans saut �1Consid�erons la modi�ation suivante de la r�egle de Motzkin :(k); (0) � � � (k � 2)(k + 1):Le noyau est K(z; u) = u(1�u)+zu�z(1�u)(u2�1), et, d'apr�es (21), la s�erie F (z) = F (z; 1)est donn�ee par F (z) = 1=[z(v1 � 1)℄, o�u v1 v�eri�e K(z; v1) = 0 et est divergent en z = 0.Notons G = zF (z), nous trouvons que l'�equation alg�ebrique d�e�nissant G est :G = z 1 + 2G+G2 +G31 +G :Jusqu'ii, nous avons seulement trait�e des as de marhes pour lesquelles l'ensembledes sauts autoris�es �etait obtenu par une modi�ation de l'intervalle [0; k℄ autour de k. Onpeut aussi modi�er et intervalle autour de 0 : nous verrons (sur des exemples) que la s�erieg�en�eratrie reste alg�ebrique. Cependant, il est int�eressant de noter que pour es exemples,la m�ethode du noyau telle que d�erite plus haut ne fournit pas assez d'�equations entre les< fontions inonnues > pour pouvoir r�esoudre l'�equation fontionnelle.Commen�ons par expliquer omment nous modi�ons l'intervalle [0; k℄ autour de 0. Lesmarhes que nous souhaitons d�enombrer sont toujours sp�ei��ees omme un multi-ensembleA de sauts autoris�es vers l'avant et d'un ensemble B de sauts interdits vers l'arri�ere. Mais,



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 75de plus, nous interdisons les sauts qui vont vers C, o�u C est un sous-ensemble �x�e de N. End'autres mots, les d�eplaements possibles �a partir de k sont donn�es par la r�egle(k); [0; k � 1℄ n (C [ (k �B)) [ (k +A):Cette fois enore, on peut �erire une �equation fontionnelle d�e�nissant F (z; u) :(22) F (z; u) = 1 + z0�F (z; 1) � F (z; u)1� u + P (u)F (z; u) + b�1Xk=0 rk(u)Fk(z)�X2C uG(z)1A ;o�u, omme plus haut,P (u) = X�2Au� �X�2B u�� and rk(u) = X�>k; �2B uk��;les nouveaux termes de l'�equation sontG(z) = F (z; 1) � Xk=0Fk(z) + X�2B F�+(z):Observons que les trois premiers termes sont les mêmes que dans le as C = ;. L'�equation, unefois multipli�ee par ub(1� u), devient K(z; u)F (z; u) = R(z; u) o�u K(z; u) est donn�e par (20)et R(z; u) = ub(1� u)0�1 + zF (z; 1)1� u + z b�1Xk=0 rk(u)Fk(z) � zX2C uG(z)1A :Le noyau n'est pas modi��e par l'introdution de C. Comme plus haut, il a degr�e a+ b+ 1 enu et admet b + 1 raines �nies u0; : : : ; ub en z = 0. Cependant, R(z; u) ontient maintenantb+1+ jCj fontions inonnues : F (z; 1), les Fk(z) (pour 0 � k < b) et les G(z) (pour  2 C).Le degr�e de R en u n'est d�esormais plus b+ 1 mais b+ + 1, o�u  = maxC. Les b+ 1 rainesde K qui peuvent être substitu�ees pour u dans l'�equation fournissent b+ 1 �equations lin�eairesentre les b + jCj + 1 fontions inonnues. Des �equations suppl�ementaires sont obtenues enextrayant le oeÆient de uj dans l'�equation (22), pour ertaines valeurs de j. En g�en�eral, ona :(23) Fj(z) = [j = 0℄ + zX�2AFj��(z) + z[j 62 C℄0�F (z; 1) � jXk=0Fk(z)�X�2B Fj+�(z)1A :Il peut être prouv�e qu'il existe un ensemble �ni S � N tel que la ombinaison des b+1 �equationsobtenues via la m�ethode du noyau et les �equations (23) �erites pour j 2 S d�eterminent toutesles fontions inonnues omme des fontions alg�ebriques en z (plus pr�eis�ement, omme desfontions rationnelles de z et des raines u0; : : : ; ub du noyau). Ces lasses jouent ependantun rôle marginal dans le ontexte des ECO-syst�emes. Pour es raisons, nous ne donnons quequelques exemples. Les d�etails sur le pro�ed�e g�en�eral de onstrution de l'ensemble S peuventêtre trouv�e dans [26℄.Exemple 28. Marhe de Motzkin fatorielle sans saut en 1Cet exemple est obtenu en modi�ant les r�egles de Motzkin de l'exemple 24 autour de 0.Prenons A = C = f1g et B = ;. Les r�egles de r�eriture sont(k); (0)(2)(3) � � � (k � 1)(k + 1):



76 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONL'�equation fontionnelle devient(24) (1� u+ z � zu(1 � u))F (z; u) = 1� u+ zF (z; 1) � zu(1 � u)G1(z);ave G1(z) = F (z; 1) � F0(z)� F1(z). Le noyau a une unique raine �nie en z = 0 :u0 = 1 + z �p1� 2z � 3z22z ;tandis que le membre droit de l'�equation (24) omporte deux fontions inonnues. En �erivant (23)pour j = 0 et j = 1, on aF0(z) = 1 + z(F (z; 1) � F0(z)) and F1(z) = zF0(z):Ces deux �equations permettent d'exprimer F0 et F1, et don G1, en termes de F (z; 1) :G1(z) = (1� z)F (z; 1) � 1:Nous rempla�ons G1(z) dans l'expression (24), a�n d'isoler une seule fontion inonnue,F (z; 1). La m�ethode du noyau donne �nalementF (z; 1) = 3� 3z2 � 2z3 � (1 + z)p1� 2z � 3z22(1� z � z2 + z3 + z4) = 1 + z + 2z2 + 3z3 + 6z4 + 12z5 +O(z6):Exemple 29. Marhe de Motzkin fatorielle sans saut �2, ni en 1Choisissons A = f1g, B = f2g et C = f2g. Les r�egles de r�eriture sont alors :(k); (0)(1)(3)(4)(5) : : : (k � 3)(k � 1)(k + 1):L'�equation fontionnelle est�u2(1� u) + zu2 � zu3(1� u) + z(1� u)�F (z; u)(25) = u2(1� u) + zu2F (z; 1) + z(1 � u) (F0(z) + uF1(z)) � zu4(1� u)G2(z);ave G2(z) = F (z; 1)� F0(z)� F1(z)� F2(z) + F4(z). Seules trois raines, u0; u1; u2 peuventêtre substitu�ees pour u dans le noyau, tandis que le membre droit de l'�equation ontientquatre fontions inonnues, F (z; 1); F0(z); F1(z) et G2(z). En �erivant (23) pour j = 0; 1 et2, on obtient F0(z) = 1 + z [F (z; 1) � F0(z) � F2(z)℄ ;F1(z) = zF0(z) + z [F (z; 1) � F0(z)� F1(z)� F3(z)℄ ;F2(z) = zF1(z):La deuxi�eme �equation n'est pas d'une grande utilit�e mais, en ombinant la premi�ere et latroisi�eme, on trouve F0(z) = 1 + z (F (z; 1) � zF1(z))1 + z :En rempla�ant F0(z) par ette expression dans (25), on a�u2(1� u) + zu2 � zu3(1� u) + z(1� u)�F (z; u) = u2(1�u)+z(1 � u)1 + z(26) +zF (z; 1)�u2 + z(1� u)1 + z �+ z(1� u)F1(z)�u� z21 + z�� zu4(1� u)G2(z):Il nous reste trois fontions inonnues, reli�ees par trois �equations lin�eaires obtenues en annu-lant le noyau. R�esoudre es �equations donne F (z; 1) omme une �enorme fontion rationnelle



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 77en z, u0; u1 et u2, sym�etrique en les ui. Cei implique que F (z; 1) peut �egalement être �eriteomme une fontion rationnelle en z et v � v1, la raine restante. En partiulier, F (z; 1) estalg�ebrique de degr�e au plus 4.A�n d'obtenir diretement une expression de F (z; 1) en termes de z et v, nous pouvonspro�eder omme suit. Soit R0(z; u) le membre droit de l'�equation (26). Alors R0(z; u) est unpolynôme en u de degr�e 5, et les trois raines sont u0; u1; u2. Par ons�equent, en tant quepolynôme en u, K(z; u) divise (u� v)R(z; u).�Evaluons (u� v)R0(z; u) modulo K(z; u) : on obtient un polynôme de degr�e 3 en u, dontles oeÆients d�ependent de z; v; F (z; 1); F1(z) et de G2(z). Ce polynôme doit être nul :ela donne un syst�eme de quatre �equations (non ind�ependantes) reliant les trois fontionsinonnues F (z; 1); F1(z) et G2(z). R�esoudre les trois premi�eres �equations donneF (z; 1) = 1 + z + z2 � (z + 1)zv + (z + 1)zv2 � z2v31� z2 � z(1� z2)v + z3v3= 1 + z + 2z2 + 3z3 + 6z4 + 11z5 + 23z6 + 47z7 + 101x8 +O(z9):En �eliminant v entre ette expression et K(z; v) = 0, on obtient une �equation quartiquesatisfaite par F (z; 1).2.4. Syst�emes transendants.2.4.1. Transendane. Le rayon de onvergene d'une s�erie alg�ebrique est toujours positif.Ainsi, un syst�eme pourrait donner une s�erie transendante si ses oeÆients roissaient tropvite, onf�erant un rayon de onvergene nul �a la s�erie. C'est le as pour le syst�eme (2:h),omme prouv�e de par le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 4. Soit b un entier positif. Pour k � 1, posons �(k) = jfi : ei(k) � k � bgj.Supposons que :1: pour tout k, il existe un saut vers l'avant partant de k ( i.e., ei(k) > k pour au moinsun ertain i),2: la suite (�(k))k est roissante et tend vers l'in�ni.alors la s�erie g�en�eratrie (ordinaire) du syst�eme a un rayon de onvergene nul.D�emonstration. Soit s0 l'axiome du syst�eme. Notons hn = �(s0+b)�(s0+2b) � � � �(s0+nb). Prouvons que l'arbre de g�en�eration ontient au moins hn n�uds au niveau n(b + 1).Au niveau nb, onsid�erons un n�ud v �etiquet�e k, ave k � s0 + nb. Un tel n�ud existed'apr�es la premi�ere ondition. Par d�e�nition de �(k), e n�ud a �(k) �ls dont l'�etiquetteest au moins k � b. Puisque m est roissante, v a au moins �(s0 + nb) �ls d'�etiquette plusgrande que s0 + (n � 1)b. En it�erant e pro�ed�e, on voit qu'au niveau nb + i, au moins�(s0 + (n � i + 1)b) � � � �(s0 + nb) des �ls de v ont une �etiquette plus grande (ou �egale) �as0 + (n� i)b, pour 0 < i � n. En partiulier, pour i = n, on obtient qu'au niveau n(b+ 1) aumoins hn �ls de v dont l'�etiquette est plus grande que s0.Ainsi fn(b+1) � hn et puisque hn=hn�1 = �(s0+nb) tend vers l'in�ni quand n!1, la s�eriePn hnzn(b+1) a un rayon de onvergene nul et il en est de même pour F (z) = Pn fnzn. �En partiulier, e th�eor�eme implique que la s�erie g�en�eratrie de tout ECO-syst�eme pourlequel la longueur des pas en arri�ere est born�ee a un rayon de onvergene nul. De nombreuxexemples de e type sont donn�es dans la prohaine setion, dans laquelle nous �etudions si las�erie g�en�eratrie orrespondante est holonome ou pas. Nantel Bergeron a pos�e �a FPSAC'99



78 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONla question de la nature de l'exemple suivant, pour lequel les sauts vers l'arri�ere ne sont pasborn�es.Exemple 30. Une fausse marhe fatorielleConsid�erons le syst�eme ave axiome (1) et la r�egle de r�eriture f(k) ; (2)(4) � � � (2k)g. Leth�eor�eme 4 s'applique ave b = 0 et �(k) = 1 + bk=2. Notons que le rayon de onvergene deF (z) est nul même si toutes les fontions ei sont born�ees, et même onstante : ei(k) = 2i pourtout k � i. La s�erie F (z) est bien sûr transendante. Notons, ependant, que F (z; u) v�eri�eune �equation fontionnelle qui rappelle au premier abord les �equations de la setion 2.3 :F (z; u) = u+ zu2 F (z; 1) � F (z; u2)1� u2 :L'exemple suivant montre que le th�eor�eme 4 n'est pas loin d'être optimale : un ECO-syst�eme pour lequel toutes les fontions ei roissent lin�eairement peut avoir un rayon deonvergene �ni.Exemple 31. Marhe transendante de rayon de onvergene > 0Le syst�eme ave axiome (1) et la r�egle (k); (dk=2e)k�1(k + 1) m�ene �a une s�erie g�en�eratriede rayon de onvergene positif.Commen�ons ave la r�eurrene d�e�nissant les fn;k ; nous avons f0;1 = 1 et pour n � 1,fn+1;k = fn;k�1 + (2k � 1)fn;2k + (2k � 2)fn;2k�1:Il est pratique d'introduire gn;k = fn;n�k+1. Nous r�erivons alors la r�eurrene pr�e�edenteomme(27) gn+1;k = gn;k + (2n� 2k + 3)gn;2k�n�3 + (2n� 2k + 2)gn;2k�n�2:Maintenant, la plus grande �etiquette apparaissant au niveau n dans l'arbre est n + 1. End'autres termes, gn;k = 0 pour k < 0. Ainsi l'�equation (27) implique que pour k � 0, la suite(gn;k)n est roissante et atteint une valeur onstante g(k) d�es que n � 2k � 1.En retournant au nombre fn de n�uds au niveau n, nous avonsfn = nXk=0 gn;k � nXk=0 g(k):Mais Xn�0 zn nXk=0 g(k) = 11� z nXk=0 g(k)zk;et il suÆt don de prouver que la s�erie g�en�eratrie des g(k) a un rayon de onvergene �ni,i.e., que es nombres roissent au plus exponentiellement.En �erivant (27) pour n+ 1 = 2k � i, pour 1 � i � k, on obtient :g2k�i;k = g2k�i�1;k + (2k � 2i+ 1)g2k�i�1;i�2 + (2k � 2i)g2k�i�1;i�1:



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 79En it�erant ette formule pour i entre 1 et k, on ag(k) = g2k�1;k = kXi=1 ((2k � 2i+ 1)g2k�i�1;i�2 + (2k � 2i)g2k�i�1;i�1)� kXi=1 ((2k � 2i+ 1)g(i � 2) + (2k � 2i)g(i � 1)) = k�2Xi=0(4k � 4i� 5)g(i):Cette in�egalit�e (ave le fait que g(0) = 1) implique que pour tout k � 0, on a g(k) � eg(k), o�ula suite eg(k) est d�e�nie par eg(0) = 1 et eg(k) = Pk�2i=0 (4k�4i�5)eg(i) pour k > 0. Mais la s�eriePk eg(k)zk est rationnelle, �egale �a (1� z)2=(1� 2z � 2z2 � z3), et a un rayon de onvergene�ni. Ainsi, les eg(k) et les g(k) roissent au plus exponentiellement.Les s�eries g�en�eratries alg�ebriques sont hautement ontraintes tout aussi bien dans leurstruture alg�ebrique (par une �equation polynomiale) que dans leur struture analytique (entermes de singularit�es ou de omportement asymptotique). En partiulier, elles ont un nombre�ni de singularit�es et elles admettent un d�eveloppement loal qui ne fait intervenir que desexposants rationnels. A ontrario, une s�erie g�en�eratrie qui a un nombre in�ni de singula-rit�es (e.g. une fronti�ere naturelle) ou qui fait intervenir un �el�ement transendant (e.g. unlogarithme) dans un d�eveloppement asymptotique loal est n�eessairement transendante(voir [58℄ pour une disussion sur les rit�eres de transendane). Dans le as des arbresde g�en�eration, ela signi�e que la pr�esene d'une ondition reli�ee �a un �el�ement transendantdevrait logiquement donner une s�erie g�en�eratrie transendante.Exemple 32. Un syst�eme de FredholmUn exemple de e fait est le syst�eme (2:e), pour lequel les r�egles sont irr�eguli�eres aux puissanesde 2 : s0 = (2); (k); (2)k�2(3� [9p :k = 2p℄)(k + 1); k � 2:Cet exemple fait intervenir la s�erie de Fredholm h(z) := Pp�1 z2p , dont il est bien onnuqu'elle admet le erle unit�e omme fronti�ere naturelle. (Cei peut être vu via l'�equationfontionnelle h(z) = z2 + h(z2), �a partir de laquelle on montre que h(z) est in�ni �a toutes lesraines arr�ees it�er�ees de l'unit�e.) D'apr�es l'�equation (11), on a, pour k > 3, Fk(z) = zFk�1(z);et ainsi Fk(z) = zk�3F3(z) pour k � 3:Maintenant, en �erivant l'�equation (11) pour k = 2, on aF2(z) = 1 + zXk�3(k � 2)Fk(z) + zXp�1 F2p(z)= 1 + z(1� z)2F3(z) + zF2(z) + F3(z)�h(z)z2 � 1�= 1 + zF2(z) + F3(z)� z(1� z)2 + h(z)z2 � 1� :



80 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONPour k = 3, on obtient :F3(z) = zF2(z) + z Xk�3; k 6=2p Fk(z)= zF2(z) + F3(z)� 11� z � h(z)z2 � :R�esoudre pour F2(z) et F3(z), puis sommer (F (z) = F2(z) + F3(z)=(1 � z)), donneF (z) = (1� z)2h(z)(1� 2z)(1 � z)2h(z)� z4 = 1 + 2z + 5z2 + 14z3 + 39z4 + 108z5 +O(x6):D�es lors, les fontions h(z) et F (z) sont rationnellement li�ees et don F (z) est elle-même trans-endante. La s�erie h a rayon 1, mais le d�enominateur de F s'annule avant que z n'atteigne 1(et même avant qu'il n'atteigne 1=2). Le rayon de F est la plus petite raine du d�enominateur.Sa valeur est failement d�etermin�ee num�eriquement et on trouve environ 0.360102. De plusF (z; 1) n'est pas alg�ebrique ar elle admet une in�nit�e de singularit�e.2.4.2. Holonomiit�e. Dans le as transendant, on peut de plus disuter du arat�ereholonome de la s�erie g�en�eratrie F (z).Une s�erie est dite holonome, ou D-�nite (di��erentiellement �nie, [115℄), si elle v�eri�e une�equation di��erentielle lin�eaire �a oeÆients polynomiaux en z. D'une mani�ere �equivalente,ses oeÆients fn v�eri�ent une r�eurrene lin�eaire �a oeÆients polynomiaux en n. Cei im-plique, �etant donn�e une suite fn, que la s�erie g�en�eratrie ordinairePn fnzn est holonome si etseulement si la s�erie g�en�eratrie exponentiellePn fnzn=n! est holonome. L'ensemble des s�eriesholonomes a de jolies propri�et�es de lôture : la somme tout omme le produit de deux s�eriesholonomes reste holonome, on aussi stabilit�e pour les substitutions par une s�erie alg�ebrique.Les s�eries holonomes inluent les s�eries alg�ebriques et ont un nombre �ni de singularit�es. Ceiimplique que l'exemple 32, pour lequel F (z) a une fronti�ere naturelle, n'est pas holonome.Nous �etudions i-dessous inq ECO-syst�emes qui, �a premi�ere vue, ne semblent gu�eredi��erents les uns des autres. En partiulier, pour haun d'entre eux, les sauts vers l'avant etvers l'arri�ere sont born�es. Par ons�equent, le th�eor�eme 4 implique que leur s�erie g�en�eratriea un rayon de onvergene nul. Cependant, nous verrons que les trois premiers d'entre euxont une s�erie g�en�eratrie holonome tandis que e n'est pas le as pour les deux derniers.Nous n'avons pas de rit�ere g�en�eral permettant de distinguer < �a vue > un ECO-syst�eme< holonome > d'un ECO-syst�eme non holonome.Parmi les syst�emes �a sauts born�es, eux pour lesquels les ei(k) � k appartiennent �af�1; 0; 1g pour tout i � k ont une jolie propri�et�e : la s�erie g�en�eratrie pour les exursionsorrespondantes (marhes qui se termine et qui ommene en 0) peut être �erite omme unefration ontinu�ee [57℄ : 11� b0z � a10z21� b1z � a21z21� b2z � a32z2� � � ;
o�u les oeÆients ak; bk et k sont les multipliit�es apparaissant dans les r�egles(k); (k � 1)ak (k)bk(k + 1)k :



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 81Exemple 33. ArrangementsLe syst�eme (k) ; (k)(k + 1)k�1 ave l'axiome (s0) = (2) donne une suite qui ommene par1; 2; 5; 16; 65; 326 (EIS A000522). Il n'est pas diÆile de voir que le tableau triangulaire fn;k+2est donn�e par la suite des arrangements k!�nk�, ainsi la s�erie g�en�eratrie exponentielle de ettesuite est eF (z; u) = Xn�0;k�2 fn;kuk znn! = u2ez1� uz :Ce syst�eme v�eri�e les onditions du th�eor�eme 4 ave b = 0 et �(k) = k. Ainsi, on a fn � e n!,et don la s�erie g�en�eratrie ordinaire F (z) a un rayon de onvergene nul et ne peut êtrealg�ebrique. Toutefois, eF (z; 1) = ez=(1 � z) est holonome et il en est de même pour F (z).Exemple 34. Involutions et polynômes d'HermiteLe syst�eme (k); (k�1)k�1(k+ 1) ave l'axiome (s0) = (1) donne la suite qui ommene par1; 1; 2; 4; 10; 26; 76 (EIS A000085). Ces nombres omptent les involutions : plus pr�eis�ement,on trouve failement via la r�eurrene satisfaite par les oeÆients fn;k que fn;k est le nombred'involutions sur n points, desquels k � 1 sont �xes. Le th�eor�eme 4 s'applique ave b = 1 et�(k) = k.La s�erie g�en�eratrie exponentielle orrespondante est(28) eF (z; u) = u exp�zu + z22 � ;Et sa valeur en u = 1 est holonome.Les polynômes fn(u) = Pk fn;kuk qui omptent les involutions sur n points sont en faitreli�es aux polynômes d'Hermite, d�e�nis par :Xn�0Hn(x) tnn! = exp�xt� t22 � :En e�et, en omparant l'identit�e i-dessus ave 28 on montre que fn(u) = u inHn(�iu):Exemple 35. Permutations partielle et polynômes de LaguerreLa r�egle de r�eriture (k); (k+ 1)k�1(k+ 2), ave l'axiome (2), donne la suite qui ommenepar 1; 2; 7; 34; 209; ::: (EIS A002720). D'apr�es la r�eurrene satisfaite par les oeÆients fn;k,on d�eduit que fn;n+k est le nombre d'injetions partielles de f1; 2; : : : ; ng dans lui-même pourlesquelles k � 2 points ne sont pas atteints. On a don :eF (z; u) = u21� uz exp� u2z1� uz� = u2Xn�0Ln(�u)(uz)nn! ;o�u Ln(u) est le n-i�eme polynôme de Laguerre. eF (z; 1) est don holonome.Les deux syst�emes suivants, omme annon�e, m�enent �a des s�eries g�en�eratries non holonomes.Exemple 36. Partitions et polynômes de StirlingConsid�erons le syst�eme [(1); (k) ; (k)k�1(k + 1)℄. On d�eduit de la r�eurrene v�eri��ee par lesfn;k que fn;k+1 est le nombre de Stirling du seond genre �nk	, qui d�enombre les partitions den objets en k sous-ensembles non vides. La s�erie g�en�eratrie exponentielle orrespondante esteF (z; u) = u exp (u(exp z � 1)) :



82 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONEn u = 1, ette s�erie g�en�eratrie donneeF (z; 1) = exp(exp(z)� 1)) = 1 + z + 2z22! + 5z33! + 15z44! + 52z55! + 203z66! + : : :la s�erie g�en�eratrie exponentielle des nombres de Bell (EIS A000110). Cette s�erie enti�ere n'estpas holonome ar sa roissane (une tour de deux exponentielles) est trop importante pourêtre ompatible ave la roissane attendue pour une s�erie holonome.Ainsi, eF (z; 1), tout omme F (z; 1), ne sont pas holonomes.Exemple 37. Nombres de BesselOn �etudie le syst�eme �1 suivant, onstitu�e de l'axiome (2) et de la r�egle de r�eriture(29) (2); (2)(3); (k); (k � 1)(k)k�2(k + 1); k � 3:Nous d�ealons les �etiquettes de 2 a�n d'obtenir une marhe ommen�ant en (0) ave pourr�egle (0); (0)(1); (k); (k � 1)(k)k(k + 1); k � 1:La s�erie g�en�eratrie bivari�ee orrespondante F (z; u) v�eri�e l'�equation fontionnelle di��erentielleF (z; u) �1� z(u + u�1)� = 1 + z(1 � u�1)F (z; 0) + zu�F�u (z; u);dont la r�esolution n'a rien d'ais�e. Cependant, omme observ�e dans [57℄, il est faile d'obtenirun d�eveloppement en fration ontinu�ee de la s�erie g�en�eratrie des exursions :F (z; 0) = 1+z+2z2+4z3+9z4+� � � = 11� z � z21� z � z21� 2z � z21� 3z � . . .
= 11� z � z2B(z) ;

o�u B(z) = PnB�nzn = 1 + z + 2z2 + 5z3 + 14z4 + 43z5 + 143z6 + � � � est la s�erie g�en�eratriedes nombres de Bessel (EIS A006789) et ompte les partitions sans roisements [69℄. CommeF (z; 0), la s�erie B(z) a un rayon de onvergene nul. La roissane rapide de B�n entrâ�ne[zn℄F (z; 0) � B�n�2:De [69℄, on sait que logB�n � n log n�n log log n+O(n); or ela ne peut être un omportementasymptotique de oeÆients d'une s�erie holonome (voir [127℄ pour les types admissibles). Parons�equent, F (z; 0) n'est pas holonome.A�n de prouver maintenant que F (z; 1), elle aussi, n'est pas holonome, nous allons prou-ver que ses oeÆients fn ont le même omportement asymptotique que eux de F (z; 0).Clairement, [zn℄F (z; 0) = fn;0 �Xk fn;k = fn :Pour trouver une borne sup�erieure aux fn, nous omparons le syst�eme �1 (r�egle (29) i-dessus)au syst�eme �2 ave (2) pour axiome et (k); (k)k�1(k + 1) omme r�egle. Ce syst�eme g�en�ereun arbre dont nous notons gn le nombre de n�uds �a hauteur n. La forme des r�egles impliqueque l'arbre (non-�etiquet�e) assoi�e �a �1 est un sous-arbre de l'arbre assoi�e �a �2. Ainsi fn � gn.En omparant �2 et le syst�eme �etudi�e dans l'exemple pr�e�edent, on voit que gn est le nombre



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 83de Bell Bn+1, dont le logarithme v�eri�e lassiquement lnBn+1 = n lnn � n ln lnn + O(n)(voir [101℄). Ainsi, ln fn = n lnn� n ln lnn+O(n) et F (z; 1) n'est don pas holonome.Un petit atalogue d'ECO-syst�emesPour onlure, nous pr�esentons dans la Table 1 un petit atalogue d'ECO-syst�emes qui m�enent�a des suites ombinatoirement int�eressantes. Plusieurs exemples sont d�etaill�es dans le papier ;D'autres sont dûs �a West [124, 125℄ ou bien Barui, Del Lungo, Pergola, Pinzani [11, 12,14, 13℄, ou enore du folklore. Chaun d'entre eux est l'illustration d'un de nos rit�eres.Axiome, syst�eme Nom EIS s�erie g�en�eratrieSGO rationnelle SGO(1), (k); (k)k�1((k mod 2) + 1) Ex. 20 : Fibonai A000045 11�z�z2(2), (k); (2)k�1(k + 1) Ex. 21 : Fibonai de rang pair A001519 1�z1�3z+z2(3), (k); (2)k�1(k + 1) Ex. 21 : Fibonai de rang impair A001906 11�3z+z2SGO alg�ebrique SGO(1), (k); (1) � � � (k � 1)(k + 1) Ex. 24 : nombres de Motzkin A001006 1�z�p1�2z�3z22z2(2), (k); (2) � � � (k)(k + 1) Ex. 23 : nombres de Catalan A000108 1�2z�p1�4z2z2(3), (k); (3) � � � (k)(k + 1)2 Ex. 25 : nombres de Shr�oder A001003 1�3z�p1�6z+z24z2(4), (k); (4) � � � (k)(k + 1)3 | A007564 1�4z�p1�8z+4z26z2(m), (k); (m) � � � (k)(k + 1)m�1 | | 1�mz�p1�2mz+(m�2)2z22(m�1)z2(3), (k); (3) � � � (k + 2) Ex. 26 : arbres ternaires A001764 F = (1 + zF )3(4), (k); (4) � � � (k + 3) Ex. 26 : Dissetions d'un polygone A002293 F = (1 + zF )4(m), (k); (m) � � � (k +m� 1) Ex. 26 : arbres m-aires F = (1 + zF )mHolonome SGESGO transendante(1), (k); (k + 1)k Permutations A000142 1=(1� z)(2), (k); (k)(k + 1)k�1 Ex. 33 : Arrangements A000522 ez=(1� z)(1), (k); (k � 1)k�1(k + 1) Ex. 34 : Involutions A000085 ez+ 12 z2(2), (k); (k + 1)k�1(k + 2) Ex. 35 : permutations partielles A002720 ez=(1�z)=(1� z)(2), (k); (k � 1)k�2(k)(k + 1) Swithboard problem A005425 e2z+ 12 z2(2), (k); (k � 1)k�2(k + 1)2 involutions biolor�ees A000898 e2z+z2SGO non holonome SGE(1), (k); (k)k�1(k + 1) Ex. 36 : nombres de Bell A000110 eez�1(2), (k); (k)k�2(k + 1)2 Partitions biolores A001861 e2(ez�1)(2), (k); (k � 1)(k)k�2(k + 1) Ex. 37 : nombres de Bessel A006789 |Table 1 : Quelques ECO-syst�emes ayant un int�erêt ombinatoire. Pour toutes les s�eriesg�en�eratries donn�ees i-dessus, on a �egalement une forme lose pour la s�erie g�en�eratriebivari�ee F (z; u).



84 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATION2.5. S�eries g�en�eratries exponentielles d'ECO-syst�emes transendants.Exemple 38. Nombres s�eants et tangents, nombres de Springer...Sylvie Corteel m'avait demand�e si, ave les tehniques de [4℄ ou [6℄, on pouvait trouver la s�erieg�en�eratrie du syst�eme [(1); (k) ; (k � 1)k(k + 1)k+1℄. En odant la r�eurrene pour la s�erieg�en�eratrie exponentielle et en la r�esolvant par une m�ethode de la variation de la onstante, jeme suis aper�u qu'il y avait dans e as un ertain mirale, puisque l'int�egration nous donne iiune forme lose ! On obtient en e�et F (z; u) = 1os(z)�u sin(z) , en partiulier les exursions sontd�enombr�ees par F (z; 0) = tan(z) est bien sûr reli�ee �a une fration ontinu�ee et g�en�ere la suitebien onnue des nombres tangents (EIS A000182) : (1,2,16,272,7936,. . .). F (z; 1) = 1+tan(z)1�tan(z)g�en�ere quant �a elle la < suite de Dumont > EIS A000831 : (1,2,4,16,80,512,3904,. . .).Comme observ�e par Sylvie, une l�eg�ere variation, �a savoir [(0); (k) ; (k � 1)k(k + 1)k+1℄aboutit �a F (z; u) = 1sin(z)�u os(z) , e qui donne les s�eries g�en�eratries :F (z; 1) = 1os(z)�sin(z) des nombres de Springer (EIS A001586) : (1; 1; 3; 11; 57; 361; 2763; : : : ),F (z; 0) = 1os(z) des nombres s�eants d'Euler (EIS A000364) : (1; 1; 5; 61; 1385; 50521; : : : ).Plus g�en�eralement, on peut essayer de r�esoudre les �equations di��erentielles v�eri��ees parles s�eries g�en�eratries (exponentielles) de divers ECO-syst�emes transendants, et, dans unertain nombre de as, on obtient une forme lose simple. Cei sugg�erait qu'il existe unestruture ombinatoire reliant toutes es formes loses et, en e�et, S. Corteel a montr�e quela s�erie g�en�eratrie d'un < produit > de r�egles de r�eriture s'exprime omme un produit des�eries g�en�eratries exponentielles des (modi�ations des) r�egles en question :Th�eor�eme 5 (SGE des ECO-syst�emes). La s�erie g�en�eratrie de la r�egle(l); (k); (k � 1)a�1k(k)a0k+b0(k + 1)a1k+b1 : : : (k +m)amk+bms'exprime omme le produit mYi=1�expZ z0 Fi(x; u)idx�bio�u Fi est la s�erie g�en�eratrie de la r�egle(1); (k) ; (k � 1)a�1k : : : (k +m)amk :D�emonstration. Voir l'artile de S. Corteel [38℄ pour une jolie preuve bijetive (quiutilise la th�eorie des pr�efabs), une autre approhe �etant omme dans l'exemple i-dessus der�esoudre < en aveugle > les �equations di��erentielles auxquelles on aboutit via les r�eurrenessur les fn(u). �Il apparâ�t ainsi que la ombinatoire peut s'av�erer utile pour ramener des �equationsdi��erentielles assez lourdes �a des �equations di��erentielles plus simples.2.6. M�ethode du noyau et as sous-d�etermin�es. Si l'on dispose d'insuÆsammentd'�equations pour d�eterminer les inonnues (et aussi quand u n'apparâ�t pas dans le membredroit), on peut alors ombler e manque en d�erivant l'�equation fontionnelle et en la regardanten u = 1 pour trouver de nouvelles relations.Th�eor�eme 6. Soit a1; : : : ar et e1; : : : ; em des entiers positifs. Consid�erons r polynômes(de Z[k℄) p1; : : : ; pr. Une marhe du type (k) ; (a1)p1(k) : : : (ar)pr(k)(k)e0 : : : (k +m)em a unes�erie g�en�eratrie F (z; u) rationnelle.



2. S�ERIES G�EN�ERATRICES DES ARBRES DE G�EN�ERATION 85D�emonstration. Cette r�egle donne la r�eurrenefn+1(u) = A(u)fn(u) + dXj=0 rj(u)�jufn(1)o�u d est le degr�e maximum des polynômes pi, o�u A(u) = Pri=0 eiui et o�u les rj sont despolynômes de Laurent. Cei donne diretement l '�equation fontionnelle(30) (1� zA(u))F (z; u) = f0(u) + z dXj=0 �juF (z; 1)En onsid�erant les d d�eriv�ees suessives par rapport �a u, et en �evaluant en u = 1, on obtientalors un syst�eme lin�eaire dont la r�esolution montre la rationalit�e de F (z; 1); �uF (z; 1); : : : ,�juF (z; 1) et don de F (z; u), �a ause de la relation (30). �Exemple 39. La marhe (k); (0)k(k + 1)(k + 2)(k + 9)La s�erie F (z; 1) (qui d�enombre les n�uds de hauteur n dans l'arbre de g�en�eration assoi�e �aette r�egle) est d�ej�a onnue [44℄, o�u elle est donn�ee par la même approhe que dans notreth�eor�eme (1, p. 63).Ave l'approhe du th�eor�eme i-dessus, on aboutit �a l'�equation fontionnelleF (z; u)(1 � z(u + u2 + u9)) = 1 + z�uF (z; 1):Ave u = 1, on a la relation F (z; 1) = 1 + z�uF (z; 1)1� 3z :Maintenant en d�erivant l'�equation fontionnelle par rapport �a u, on a�uF (z; u)(1 � z(u+ u2 + u9))� F (z; u)z(1 + 2u + 9u8)) = 0:Ave u = 1 on obtient ette fois �uF (z; 1) = 12zF (z; 1)1� 3z :Finalement on a F (z; 1) = 3z � 13z2 + 6z � 1et on a du même oup une forme lose rationnelle pour F , �a savoirF (z; u) = 1� 12z23z2+6z�11� z(u + u2 + u9) :2.7. Exemple de non homog�en�eit�e en temps : la partie de bonneteau pro-gressive. Nous allons donner un exemple de marhe non homog�ene en espae. Prenons parexemple la marhe unidimensionnelle qui, lorsque l'on est en k, va en k+1 ave la probabilit�e1k+1 et en 0 ave la probabilit�e kk+1 .Ce sh�ema orrespond �a une < partie de bonneteau > : un magiien introduit sous vosyeux une pi�ee dans un des k gobelets opaques qu'il va manipuler. Il fait passer la pi�ee tr�esrapidement d'un gobelet �a l'autre. Il vous demande �a la �n o�u se trouve la pi�ee. Il est perverset il a tr�es bien pu ne pas onserver la pi�ee dans l'un des gobelets. En g�en�eral, le manipulateurest si habile, que vous n'avez pas de meilleure strat�egie que de faire une proposition au hasard !



86 2. MARCHES INHOMOG�ENES ET ARBRES DE G�EN�ERATIONSi vous gagnez, on ontinue ave un gobelet suppl�ementaire, sinon on reprend au d�ebut aveun seul gobelet. Voyons maintenant �a quelle s�erie g�en�eratrie e petit jeu nous fait aboutir.On a don fn+1(u) = R 10 uf 0n(u)du + R u0 fn(u)du, e qui m�ene �a l'�equation fontionnelleF (z; u) = 1 + z�Z 10 t�uF (z; t)dt+ Z u0 F (z; t)dt�= 1 + z�F (z; 1) � Z 10 F (z; t)dt + Z u0 F (z; t)dt�(31) F (z; u) = 1 + z�F (z; 1) + Z u1 F (z; t)dt�En d�erivant par rapport �a u, on a don�uF (z; u) = zF (z; u)d'o�u lnF (z; u) = uz+C et don F (z; u) = K exp(uz) (C et K sont des onstantes par rapport�a u). Nous allons d�eterminer K en r�einjetant dans l'�equation (31) la valeur obtenue pourF (z; u). K exp(uz) = 1 + z�K exp(z) + �1zK exp(tz)�u1�K exp(uz) = 1 +Kz�exp(z) + exp(uz)z � exp(z)z �K exp(uz) = 1 +K�(z � 1) exp(z) + exp(uz)�0 = 1 +K(z � 1) exp(z) d'o�u K = e�z1� zAinsi F (z; u) = exp((u� 1)z)1� z :Il s'agit bien sûr d'un exemple ad ho ; on ne peut en r�egle g�en�erale esp�erer obtenir uneforme lose pour toutes les marhes non homog�enes en temps, toutefois on voit bien que l'onpeut jouer sur des d�ependanes temporelles et alors aboutir sur des �equations fontionnellesint�egrales. 3. Autres approhes des ECO-syst�emesDans [97℄, les auteurs relient une lasse d'arbre de g�en�eration �a des tableaux de Riordan.En se reposant sur la struture alg�ebrique de es derniers (les tableaux de Riordan < propres >onstituent un groupe), ils donnent une moyen de onstruire un < oppos�e > (un inverse pourla multipliation) d'un arbre de g�en�eration. Ils donnent alors des exemples d'oppos�es de suiteslassiques.Dans [104℄, en s'autorisant deux types d'�etiquettes (les blanhes et les noires, disons,en plus de) les auteurs �etudient quelle r�egle donnerait une s�erie g�en�eratrie �egale �a ellede la somme (produit, produit de Hadamard...) de deux s�eries g�en�eratries assoi�ees �a desECO-syst�emes donn�es. Ils montrent �egalement que n'importe quelle fration rationnelle nepeut orrespondre �a la s�erie g�en�eratrie d'un ECO-syst�emes. Ils onjeturent que pour touter�egle donnant une s�erie g�en�eratrie rationnelle, on peut en fait trouver une r�egle �nie ('est-�a-dire n'utilisant qu'un ensemble �ni d'�etiquettes) aboutissant �a la même s�erie g�en�eratrie



3. AUTRES APPROCHES DES ECO-SYST�EMES 87rationnelle. Ils posent par ailleurs la question de savoir s'il existe toujours une r�egle quiorresponde �a une s�erie g�en�eratrie donn�ee. Ces probl�emes sont reli�es �a la d�eidabilit�e del'apparition de z�ero dans une r�eurrene.





CHAPITRE 3Marhes al�eatoires sur les graphesR�esum�e : Ce hapitre �etudie le temps de marquage (un temps de ouverture pour lequelon ne marque qu'ave une ertaine probabilit�e p < 1 haque sommet visit�e) d'une marheal�eatoire sur un graphe �ni. On trouvera notamment{ au th�eor�eme 1 (p. 90), une formule g�en�erale pour le temps de marquage de n'importequel graphe ;{ au th�eor�eme 2 (p. 92), une formule de type inlusion-exlusion (li�ee �a la distributionstationnaire) pour le temps de marquage du graphe omplet ;{ �a la proposition 1 (p. 94), le fait qu'un graphe quelonque a asymptotiquement le mêmetemps de marquage qu'un graphe omplet < �equivalent > ;{ au th�eor�eme 3 (p. 96), une forme int�egrale (qui permet les aluls num�eriques !) poure temps moyen ;{ aux propositions 3 (p. 97) et 4 (p. 98), une jolie formule pour le temps de marquagedes graphes �equilibr�es, puis des graphes r�eguliers.Tous es r�esultats g�en�eralisent e qui �etait onnu pour le temps de ouverture, et on retrouveen partiulier les r�esultats lassiques du olletionneur de oupons g�en�eralis�e ; ils r�esolventune onjeture du probabiliste Robert Dobrow.1. Pr�eambuleCe hapitre orrespond �a un artile (travail e�etu�e ave Robert P. Dobrow) pr�esent�e �aSFCA/FPSAC'00, �a Mosou en juin 2000 [7℄.�Etant donn�ee une marhe al�eatoire sur un graphe, le temps de ouverture est le premierinstant (nombre de pas) o�u haque sommet a �et�e atteint (ouvert) par la marhe. On d�e�nitle temps de marquage de la marhe omme suit : lorsque la marhe atteint un sommet vi,on marque (ou < olore >) alors le sommet ave une probabilit�e pi. Nous �etudions le tempsn�eessaire �a marquer tous les sommets. (Quand tous les pi sont �egaux �a 1, on retombe surle probl�eme lassique du olleteur de oupon.) Nous donnons des formules g�en�erales pour letemps de marquage d'un graphe. On fait le lien ave le probl�eme du olletionneur de ouponsg�en�eralis�e.Nous donnons alors les asymptotiques pour des petites valeurs de pi. Les tehniquesutilis�ees appartiennent �a la ombinatoire des marhes al�eatoires, �a la th�eorie des d�eterminants,�a l'analyse et �a des onsid�erations probabilistes.2. Temps de ouverture g�en�eralis�eLe probl�eme suivant fut propos�e par Robert Dobrow lors d'un souper durant la renontre< Analyse d'Algorithmes > de juin 1999, �a Barelone :Conjeture 2 (Conjeture du souper). Imaginons m onvives autour d'une table, l'und'eux d�etient la arafe d'eau et se verse, ave une probabilit�e p, de l'eau dans son verre. Il89



90 3. MARCHES AL�EATOIRES SUR LES GRAPHESdonne alors la arafe �a son voisin de gauhe ou de droite. Celui-i fait de même et ainside suite. Appelons T (p) le nombre de d�eplaements de la arafe n�eessaires pour que toutle monde ait �ni par se verser de l'eau. Que peut-on dire sur la valeur moyenne E(T (p)) ?En partiulier, est-il vrai que pE(T (p)) ! mHm quand p ! 0 ? (Hm est le m-i�eme nombreharmonique).Nous montrerons que ette onjeture est en e�et v�eri��ee.Plus pr�eis�ement, nous nous attaquerons �a un probl�eme plus g�en�eral : imaginons un d̂�nerpour lequel les onvives sont plus ou moins en bons termes entre eux et ils vont don passerla arafe de pr�ef�erene �a leurs amis !Cette nouvelle formulation alque assez bien la dynamique du jeu Trivial Pursuit. Desjoueurs d�eplaent leur pion sur le plateau de jeu en tentant de r�epondre �a des questionssur di��erents domaines (e.g., histoire, sports, et.). Dans ertains as, si le joueur r�epondorretement, il obtient une portion de amembert d'une ertaine ouleur. Dans notre mod�elesimpli��e du jeu, quand il a obtenu les portions de haque ouleur, il a gagn�e. Supposonsque pour haque domaine, le joueur ait une ertaine probabilit�e de r�epondre orretement.Combien de temps une partie typique de Trivial Pursuit durera-t-elle alors ? Le leteur devraitfaire le lien ave le mod�ele suivant.Consid�erons une marhe al�eatoire (disr�ete) sur un graphe G onnexe etorient�e ave un ensemble de sommets V = fv1; : : : ; vmg. Lorsque la marheal�eatoire atteint le sommet vi, e sommet est marqu�e ave une probabilit�e pi,i = 1; : : : ;m. Nous nous int�eressons au temps de marquage T (fp1; : : : ; pmg),le premier instant auquel tous les sommets ont �et�e marqu�es (au moins unefois).Quand tous les pi sont �egaux �a 1, il s'agit du probl�eme lassique du temps de ouverture.Quand le graphe est omplet et la marhe al�eatoire avane ave une probabilit�e uniforme surhaque sommet, le probl�eme se simpli�e en elui du olletionneur de oupon. (E.g., om-bien de paquets de artes de Pok�emon1 doit-on aheter pour avoir une olletion ompl�etedes personnages Pok�emon ?) Il est bien onnu que le temps moyen pour r�eunir une olle-tion ompl�ete de m artes �equiprobables est mHm; o�u Hk := Pki=1 i�1 est le k-i�eme nombreharmonique. C'est de mani�ere �equivalente le temps de ouverture d'un graphe omplet avem sommets et �equiprobabilit�e des transitions. Le probl�eme g�en�eralis�e du olletionneur deoupons onsiste �a trouver le temps de ouverture du graphe omplet dans le as o�u lesprobabilit�es de transitions ne sont pas �equiprobables (voir le survey [23℄ pour diverses ap-pliations). Il existe des r�esultats lassiquement �etablis par la ombinatoire (prinipe d'in-lusion/exlusion [122℄, produit de m�elange [61℄) ou la th�eorie des probabilit�es (estimationsde queues de distribution [100℄). Nous donnons aussi quelques r�ef�erenes �a des probl�emes deolletionneur de oupons pour d'autres graphes que le graphe omplet [54℄ ; d'autres artilestraitent de onsid�erations asymptotiques [39℄.Notre probl�eme (qui implique deux niveaux d'al�ea !) semble nouveau en ombinatoire2 etnous permet de retrouver et d'�etendre des r�esultats d�ej�a onnus (pour le as partiulier p=1).Quand tous les pi sont �egaux (notons ette probabilit�e p), un joli r�esultat est que pE(T (p)) est1Au moment o�u ei a �et�e r�edig�e, la d�eferlante Pok�emon (qui devait plus tard frapper aussi en Frane)venait de s'abattre sur les �Etats-Unis, et Bob Dobrow me disait < kids have a great raze for these ards. Theytrade them and stare at them a lot... :-) >2Brigitte Chauvin me signale que e point de vue du < double al�ea > est par ailleurs un domaine dereherhe atif pour les probabilistes qui regardent < des marhes al�eatoires en milieu al�atoire >.



2. TEMPS DE COUVERTURE G�EN�ERALIS�E 91un nombre rationnel : en e�et, on onsid�ere ii un proessus markovien ave des probabilit�es detransitions rationnelles, le point de vue �equivalent des automates �nis implique la rationalit�ede la s�erie g�en�eratrie sous-jaente, et aluler l'esp�erane n'est rien d'autre que l'�evaluationen 1 de la d�eriv�ee de ette s�erie, ette valeur est don rationnelle !Th�eoriquement, toutes les questions relatives �a notre marhe al�eatoire peuvent être trait�eesen r�esolvant un syst�eme d'�equations lin�eaires dit�e par la matrie de transition de la hâ�ne deMarkov mais une telle approhe devient rapidement irr�ealiste d'un point de vue alulatoire,même pour des petites valeurs de m (le nombre de sommet). Sur le graphe omplet, dans leas de probabilit�es uniformes de marquage (pi = p pour tout i), et pour des probabilit�es �ide ramasser tel oupon, une onjeture naturelle est que E(T (p)) � (m=p)Hm lorsque p! 0.La raison �etant que pour des petites valeurs de p, on s'attend �a e que le temps n�eessaire �amarquer tel sommet suive une loi g�eom�etrique de param�etre p (et don de moyenne 1=p). Unraisonnement probabiliste rapide (mais erron�e !) onsiste �a voir la probabilit�e de marquage pomme un hangement d'�ehelle temporelle et ainsi on obtient (pour n'importe quel graphe)E(T (p)) = E(T (1))=p. Ce qui est faux (même asymptotiquement) ! Cependant, nous montre-rons que ette intuition est vraie pour les graphes r�eguliers et nous prouvons le r�esultat plusg�en�eral suivant : Pour n'importe quel graphe G, on a pE(T (p)) ! K quand p ! 0, o�u Kest le temps de ouverture moyen pour le probl�eme g�en�eralis�e du olletionneur de ouponso�u l'ensemble des poids est la distribution stationnaire de la marhe al�eatoire. Ce r�esultat estprouv�e �a la setion 5.
Graphe cyclique (m=8)

Graphe ligne avec reflexion aux bout (m=8)

Graphe ligne avec boucles aux bouts (m=8)

Graphe complet (m=4)Fig. 1 { Quelques graphes orient�es onnexes onsid�er�es dans nos exemples.Notation 2 (Graphe). Pour tout e hapitre, G est un graphe orient�e fortement onnexe3ave v1; : : : ; vm omme sommets et une matrie de transition A (i.e., aij est la probabilit�e detransition de vi vers vj). La distribution stationnaire de e graphe est not�ee �1; : : : ; �m. Laprobabilit�e de marquer le sommet vi quand on le visite est not�ee pi (i = 1; : : : ;m), et on poseqi := 1 � pi. Quand tous les pi sont �egaux, on note simplement p la probabilit�e de marquerun sommet. eG est un graphe omplet ave une matrie de transition eA (relative en un ertainsens �a A, omme expliqu�e i-apr�es).En as de 2-p�eriodiit�e, les probabilit�es stationnaires d�ependent la parit�e de la longueurn de la marhe ; les r�esultat i-apr�es restent valides �a ondition de les relire ave les deux3La forte onnexit�e signi�e qu'il existe un hemin (respetant l'orientation) reliant A �a B, pour n'importequel ouple (A;B) de points. C'est �equivalent �a l'irr�edutibilit�e des markoviens.



92 3. MARCHES AL�EATOIRES SUR LES GRAPHESfamilles de probabilit�es stationnaires (elles pour n pair d'une part, puis elles pour n impaird'autre part). De même, en as de p�eriodiit�e quelonque, il faut r�erire nos r�esultats ave lesprobabilit�es stationnaires li�ees �a la lasse de ongruene regard�ee pour n.Notation 3 (Variables al�eatoires). T (resp. eT ) est la variable al�eatoire du temps d'at-tente qui orrespond au premier moment o�u tous les sommets du graphe G (resp. eG) ont �et�emarqu�es. La variable al�eatoire Xi (resp. eXi) donne le premier instant o�u le i-i�eme sommetdu graphe G (resp. eG) est marqu�e.Notation 4 (Op�erateurs). On note [zn℄S le oeÆient de zn dans une s�erie S. Pour unsous-ensemble � de f1; : : : ;mg, j�j d�esigne le ardinal de l'ensemble � et on note�� la substitution ui  0 pour i 2 � tandis que ui est inhang�e pour i 62 �,�� la substitution ui  qi pour i 2 � tandis que ui  1 pour i 62 �.La même notation sera utilis�ee par rapport �a n'importe quel autre jeu de variables formelles(par exemple ave t1; : : : ; tm �a la plae de u1; : : : ; um). Nous noterons en outre I la matrieidentit�e et U la matrie diagonale dont les �el�ements diagonaux sont u1; : : : ; um.Exemples. A�n d'illustrer les notations i-dessus : [z2℄ (1 + 4z2 + z3) = 4. Pour m = 4 et� = f1; 2; 4g, on a �� (3u1+u1u2+u33+u4) = u33 et �� (3u1+u1u2+u33+u4) = 3q1+q1q2+1+q4.Dans la suite, tous les graphes onsid�er�es ont m sommets (m > 1) et sont orient�es etfortement onnexes : il existe une suite d'arêtes ons�eutives reliant n'importe quel ouplede sommets. Premi�erement, nous �etablissons une formule ombinatoire pour le temps demarquage dans la setion 2. On argue dans la setion 3 d'une intuition probabiliste quipermet de simpli�er le probl�eme et ainsi de prouver la onjeture du souper dans la setion4, une autre preuve �etant donn�ee en setion 5. La derni�ere setion traite de as partiuliers.3. Temps de marquage sur un graphe quelonqueNous donnons en premier lieu une formule de type s�erie g�en�eratrie (bas�ee sur des di��erenes�nies) pour E(T (p)), la valeur moyenne du temps de marquage. Nous engageons le leteur �aregarder la �gure 2 (p. 93) pour un exemple de notre approhe sur deux graphes de taille 3.Th�eor�eme 1 (Formule g�en�erale pour le temps de marquage). Le temps moyen pourmarquer tous les sommets d'un graphe arbitraire G est donn�e parE(T (fp1; : : : ; pmg)) = X�6=;(�1)j�j+1��u10B�1...11CA� (I �AU)�1 � (1; 0; : : : ; 0)= X�6=;(�1)j�j+1�� mXi=1 u1(I �AU)�11i ;o�u A, U , les pi, � et les �� sont d�e�nis omme dans les notations 2 et 4 et o�u la sommeporte sur tous les sous-ensembles � non vides de f1; : : : ;mg.D�emonstration. Pour une matrie de transition A, l'entr�ee Ani;j de An, donne une pro-babilit�e de d�eplaement de vi �a vj en n �etapes. Ave la matrie U d�e�nie omme dans la nota-tion 4, les oeÆients du monôme uk11 � � � ukmm dans (AU)ni;j donne la probabilit�e que la marheal�eatoire aille de vi �a vj en n �etapes telles que le sommet vt est visit�e kt fois, t = 1; : : : ;m.Ainsi la s�erie g�en�eratrie de probabilit�e pour les marhes sur le graphe (ommen�ant en v1),



4. L'INTUITION PROBABILISTE 93o�u z ode la longueur de la marhe et o�u les ui odent le nombre de fois que la marhe visitevi est F (z; u1; : : : ; um) = u1 mXi=1 1Xk=0 zk(AU)k1;i = u1 mXi=1(I � zAU)�11;i :Rappelons que pi (respetivement, qi := 1� pi) est la probabilit�e de marquer (respetive-ment, de ne pas marquer) le sommet vi.Prenant en ompte le fait que la marhe visite tous les sommets en les marquant au moinsune fois haun, on aboutit �a la substitution uni  1 � qni . Cei justi�e l'introdution d'unop�erateur de di��erenes �if(ui) := f(1) � f(qi): Ainsi F+ := �1�2 : : :�mF donne la s�erieg�en�eratrie de probabilit�e des marhes qui marquent tous les sommets et on a en faitF+(z) = X��f1;:::;mg(�1)j�j��F (z; u1; : : : ; um);i.e., F+ est la somme de F �evalu�ee sur l'ensemble �� (d�e�ni �a la notation 4). Ainsi, la s�erieg�en�eratrie de probabilit�e pour T (fp1; : : : ; pmg) est (1� z)F+(z), donE(T (fp1; : : : ; pmg)) = ��z jz=1(1� z)F+(z):un hangement de variable 1� z = t et un d�eveloppement loal en t = 0 donne��z jz=1���(1� z)u1I � zAU �ij = ��� (I�AU)�1ijRemarquons que I �A n'est jamais inversible (alors que I� zA l'est toujours), ainsi, on doittraiter �a part le as de la substitution �;. �Remarquons que �xer les pi �a 1 donne une formule pour le probl�eme du olletionneur deoupons. 4. L'intuition probabilisteNous nous restreignons ii �a une disussion sur le as des petites valeurs de pi (d'unemani�ere �equivalente, vous pouvez penser �a p petit ave p := max pi). Nous nous attendons�a e que la marhe al�eatoire se omporte, pour des petites valeurs de p, omme une marheal�eatoire sur le graphe omplet (ave boules). Nous obtenons une nouvelle hâ�ne de Markovqui est < �equivalente > �a la hâ�ne de Markov originelle, au sens o�u elles ont toutes les deuxles mêmes probabilit�es stationnaires. Soit f�igmi=1 la distribution stationnaire de la marheal�eatoire sur G. Remarquons que �i donne la probabilit�e que la marhe soit au sommet vi lorsde son r�egime stationnaire (i.e., apr�es un < assez long temps >). Quand p est petit, le tempsn�eessaire �a marquer le graphe est �elev�e et la proportion du temps n pass�e dans le sommetvi sera �in + O(pn) pour les grandes valeurs de n, ave une probabilit�e prohe de 1. (Celapeut être montr�e, par exemple, par un th�eor�eme entral limite pour les hâ�nes de Markov,ou par des r�esultats sur les grandes d�eviations).Ainsi, pour des marhes sur G < suÆsamment longues > (quand p est petit, les marhessont presque sûrement < suÆsamment longues >), le temps moyen n�eessaire �a marquer tousles sommets du graphe devrait être tr�es prohe du temps moyen n�eessaire �a marquer tous lessommets du graphe omplet (ave boules), mais dont les probabilit�es de pr�esene en haquesommet orrespondent aux probabilit�es stationnaires du graphe d'origine. Notons eG le grapheomplet �a m sommets (ave boules). Soit eA sa matrie de transition ave omme probabilit�es



94 3. MARCHES AL�EATOIRES SUR LES GRAPHESde transition eai;j := �j (for i; j = 1; : : : ;m). Consid�erons un proessus de marhe al�eatoire(pour le probl�eme de marquage) qui ommene au sommet vi ave probabilit�e �i. Pour untel proessus, soit eXk la premi�ere fois que le sommet evk soit marqu�e. Ainsi, les eXk sont desvariables al�eatoires g�eom�etriques de param�etre �kpk et P ( eXk = n) = �kpk(1��kpk)n�1, maisne sont pas ind�ependants (ar eXi 6= eXj pour i 6= j).Observons que T = max(X1; : : : ;Xm) et eT = max( eX1; : : : ; eXm). Consid�erons maintenantun nouveau proessus sur le graphe, au lieu d'un seul < promeneur �a randon4 >, onsid�eronsm partiules, r�eparties sur l'ensemble des sommets et qui se d�eplaent simultan�ement auxsommets voisins selon le même m�eanisme de transition, mais ind�ependamment les unes desautres. Si nous notons Yi (et eYi) la premi�ere fois que le sommet vi est marqu�e alors on observeque Yi a la même distribution que Xi mais que les Yi sont ind�ependants tandis que les Xine le sont pas. D�e�nissons maintenant Z = max(Y1; : : : ; Ym) et eZ = max(eY1; : : : ; eYm). Notreintuition est la suivante : puisque les eYi et les Yi se omportent d'une mani�ere similaire pour ppetit, on devrait avoir E( eZ) � E(Z): Comme les marquages simultan�es (pour le proessus Y )n'ourrent qu'ave probabilit�e O(p2), on a que E(Z) � E(T ). Aussi E( eZ) � E( eT ) et donE(T ) � E( eT ). Par ons�equent, l'�etude du temps moyen de marquage du graphe eG devraitdonner la r�eponse �a notre question originale sur le temps moyen de marquage du graphe G.Nous rendons les arguments i-dessus rigoureux dans la prohâ�ne setion.5. Preuve ombinatoire et alg�ebriqueJe rappelle que nous souhaitons prouver que les temps de marquage des graphes G et eGsont �equivalents asymptotiquement quand p! 0 (ave pi = p pour i = 1; : : : ;m).Th�eor�eme 2 (Forme lose via la distribution stationnaire). Soit eG un graphe ompletave probabilit�es de transition eai;j := �j. Le temps moyen E( eT ) pour marquer tout le grapheeG est 1=p fois le temps n�eessaire pour visiter tous les sommetsE( eT ) = 1pE( olletionneur de oupons sur eG);et on a une formule d'inlusion-exlusionE( eT ) = 1pX�6=; (�1)m�j�j���(�1 + �2 + � � �+ �m) ;o�u les �� sont d�e�nies omme dans la notation 4.D�emonstration. Consid�erons les �i, les qi et les pi omme des variables formelles, alorsProb(eT � n) = fp>01 g : : : fp>0m g(�1p1 + �1q1 + � � �+ �mpm + �mqm)n;o�u fp>01 Sg (ave S 2 R[[p1 ; : : : ; pm; q1; : : : ; qm℄℄) d�esigne la somme des monômes en p1 d'ex-posants positifs dans S. Ainsi, on aProb(eT � n) = X��f1;:::;mg(�1)j�j(��(�1p1 + �1q1 + � � �+ �mpm + �mqm))n;4un hemin �a randon est < �etymologiquement > une terminologie fort honorable pour une marhe al�eatoirepuisque le < random > des anglais vient de l'anien fran�ais randon, et du verbe verbe randonner, < ouririmp�etueusement >, l'origine �etant franique (f. run en anglais et rennen en allemand).



5. PREUVE COMBINATOIRE ET ALG�EBRIQUE 95o�u les substitutions �� op�erent sur les pi et sont d�e�nies omme dans la notation 4. Enmultipliant par zn et en sommant pour n � 0, quand tous les pi sont �egaux �a p et en faisantalors agir les substitutions �� sur les �i, on obtientXProb( eT � n)zn = X��f1;:::;mg (�1)j�j1� z(q + p��(�1 + �2 + � � �+ �m)) :En multipliant par 1� z et en d�erivant en z = 1, ela donne le temps moyenE( eT ) = X�6=;(�1)j�j 1p(�1 + ��(�1 + �2 + � � �+ �m)) : �On retrouve ainsi par l'alg�ebre un r�esultat onnu par ailleurs, notamment grâe �a la th�eoriedes produits de m�elanges (shu�es) [61℄. graphe G graphe eGmatrie de transition A = 0� 1/2 1/2 01/3 1/3 1/31/4 1/4 1/2 1A eA = 0� 3/8 3/8 1/43/8 3/8 1/43/8 3/8 1/4 1Adistribution stationnaire (3/8, 3/8, 1/4) (3/8, 3/8, 1/4)U = 0� u1 0 00 u2 00 0 u3 1A U = 0� u1 0 00 u2 00 0 u3 1Amatrie g�en�eratrie de la marhe (I � zAU)�1 (I � z eAU)�1temps moyen de ouverture 95=12 ' 7:91 29=5 ' 5:80temps moyen de marquage(forme lose) 435 + 494p+ 187p2 + 24p375p+ 60p2 + 9p3 29=5p�1temps moyen de marquage(asymptotique) E(T (p)) = 29=5p�1 +O(1) E( eT (p)) = 29=5p�1Fig. 2 { Exemple de notre approhe sur un graphe de taille 3. La plupart des r�esultats de lalitt�erature portent sur le temps (moyen) de ouverture de la olonne eG (et sur des momentsd'ordre sup�erieurs). Pour le graphe originel (la olonne G), le d�efaut d'ind�ependane est laprinipale diÆult�e. L'approhe alg�ebrique, a�n d'obtenir la derni�ere ase de la olonne G,est la suivante : onsid�erer les premi�eres ases de la olonne G, traiter alors la olonne eG dontla derni�ere ase donne le r�esultat reherh�e (pour G).
Proposition 1. Le temps de marquage T du graphe G peut être approxim�e par le tempsde marquage eT du graphe omplet assoi�e eG :E( eT )�E(T ) = O(1); (p! 0):



96 3. MARCHES AL�EATOIRES SUR LES GRAPHESD�emonstration. A�n de montrer que E( eT )�E(T ) = O(1), i.e.X�6=;(�1)j�j+1�� mXi=1 u1(I � eAU)�11i �X�6=;(�1)j�j+1�� mXi=1 u1(I �AU)�11i = O(1)o�u les substitutions sont d�e�nies omme dans la notation 4, il est suÆsant de v�eri�er que(32) [p�1℄��(I � eAU)�1ij � [p�1℄�� (I �AU)�1ij = O(1):En fait, on a (I � zA)�1 = eA1�z + O(1) = (I � z eA)�1 + O(1): Cei est �etabli en �erivantA = P + R, e qui d�eompose A omme une projetion sur le sous-espae propre assoi�eau veteur propre �, plus la projetion R sur l'espae suppl�ementaire (il est lassique queP n = P = eA et PR = RP = 0), ainsi P zn(P + R)n = eA1�z + (I � zR)�1 o�u (I � zR)�1 esten fait r�egulier en z = 1 (ar, selon la th�eorie de Perron{Frobenius, 1 est une valeur proprede multipliit�e 1), ainsi (1 � zR)�1 = O(1). Cei r�egle don le as de l'�egalit�e (32) lorsque� = f1; : : : ;mg (onsid�erer simplement z = 1� p).Les autres as apparaissent omme une perturbation de deux matries non inversibles(I �A et I � eA), e qui donne((I �A+ �B)�1 = eA���0(0) +O(1)(I � eA+ � eB)�1 = eA���0(0) +O(1)o�u B est A ave sa i-i�eme olonne rempla�ee par des 0 haque fois que i 2 � (ainsi A� �B =��AU), et o�u �(�) est la perturbation de la valeur propre 1, don �0(0) = Pi2� �i. Voir [84℄pour l'analyit�e des perturbations des projetions, valeurs propres, et. �Pour les personnes ave des aÆnit�es probabilistes, nous donnons i-dessous une autreapprohe qui montre �egalement que E(T ) = E( eT ) +O(1) lorsque p! 0.6. Preuve analytique et probabilisteLa proposition suivante (identique �a la proposition 1) est le point lefProposition 2 (�Equivalene des temps moyens). Le temps de marquage T du graphe Get le temps de marquage T du graphe omplet assoi�e eG ont la même asymptotique au premierordre, i.e. E(T ) = E( eT ) +O(1):D�emonstration. L'id�ee prinipale est la suivanteT � (T sans ses queues) � ( eT sans ses queues) � eT ;o�u � signi�e ii que les moyennes sont les mêmes au premier ordre asymptotique lorsquep! 0. Remarquons que P (T � n) = X�=(n1;:::;nm) p��;o�u la somme est sur tous les m-uplets positifs � = (n1; : : : ; nm) tels que Pk nk = n et o�up� est la probabilit�e que la marhe mette n �etapes et visite haque sommet vk nk fois (o�u



6. PREUVE ANALYTIQUE ET PROBABILISTE 97k = 1; : : : ;m), et o�u � est la probabilit�e que tous les sommets soient marqu�es par une tellemarhe, i.e., � = Qmj=1(1� (1� p)nj ). D�e�nissons l' < intervalle entral > I ommeI := � 1pj ln pj ; j ln pjp � :D�e�nissons de plus la < bô�te multidimensionnelle > B ommeB := mYi=1[n�i �pn lnn; n�i +pn lnn℄:Pour p petit et pour n grand, par un r�esultat lassique de la th�eorie des grandes d�eviations,on a n�j �pn lnn < nj < n�j +pn lnn(i.e., � 2 B) ave probabilit�e 1 � exp(� ln2 n) (ave  > 0, voir [2℄). Comme Prob(T = n)est la probabilit�e qu'un su�es ait lieu exatement �a la n-i�eme �etape, on a(33) E(T ) = Xn�0 (1� Prob(T � n)) :Cette somme peut être s�epar�ee omme suit (ave de nombreuses notations abusives maisnaturelles !)(34) E(T ) = Xn<I + Xn2I;�2B + Xn2I;�62B + Xn>I;�2B + Xn>I;�62Bo�u, par exemple, n < I signi�e pour n avant l' < intervalle entral > I. La premi�ere sommeest major�ee par la longueur de l'intervalle de sommation, qui est o(1=p) lorsque p ! 0, lessommes pour � 62 B sont born�ees par exp(� ln2 n) de même que la somme restante pourn > I.On se onentre maintenant sur la somme sur I et B. Par un th�eor�eme limite sur les hâ�nesde Markov [2℄, p� suit asymptotiquement une loi gaussienne multidimensionnelle g(�), ainsila relation (33) devient(35) E(T ) = Xn2I  1�X�2B g(�)�!+ o(p�1):Le même sh�ema peut être appliqu�e �a eG, ave le même intervalle entral I et la mêmebô�te B (puisque les deux marhes ont la même distribution stationnaire). Ainsi E(T ) =E( eT ) + o(p�1) = E( eT ) + O(1), puisque E( eT ) et E(T ) sont des frations rationnelles en p(voir les th�eor�emes 1 et 2). �Le th�eor�eme i-dessus est le prinipal r�esultat de e hapitre et r�epond pr�eis�ement �a laonjeture du souper. La formule suivante, de type int�egral, est bien onnue (f. [61℄, o�u elleest �etablie pour le graphe omplet au moyen du produit de m�elange et de la transform�ee deLaplae), mais nous donnons ii une autre preuve, valide pour tout graphe.Th�eor�eme 3 (Asymptotique au premier ordre. Forme int�egrale). Pour un graphe G aveun distribution stationnaire (�1; : : : ; �m), le temps moyen de marquage estE(T ) = Kp +O(1); o�u K = Z 10 0�1� mYj=1 (1� exp(��jx))1A dx:



98 3. MARCHES AL�EATOIRES SUR LES GRAPHESD�emonstration. Ave les mêmes notations que plus haut, le point de d�epart est� = (n1;:::;nm) = mYj=1(1� (1� p)nj ) = mYj=1(1� e�p0nj );o�u p0 := � ln(1� p). Ainsi la relation (35) donneE(T ) = Xn2I0�1�X�2B g(�) mYj=1 �1� exp(�p0nj)�1A+O(1):Dans la bô�te B, nj = n�j + �jpn lnn (o�u j�j j < 1), don� = mYj=1 �1� exp(�p0n�j � p0�jpn lnn)� ; et ainsiE(T ) = Xn2I0�1�X�2B g(�) mYj=1 �1� exp(�p0n�j � p0�jpn lnn)�1A+O(1):Maintenant, en majorant P g(�) par 1� exp(� ln2 n), on obtientE(T ) = Xn2I0�1� mYj=1 �1� exp(�p0n�j � p0�jpn lnn)�1A+O(1) + o(p�1):La somme portant sur p�1=j ln pj � n � p�1j ln pj, ela m�ene �aXn2I exp ��p0O(n)� �1� exp[�p0o(n)℄� �Xn2I �1� exp[�p0o(n)℄��Xn2I p0o(n) � p0p�1j ln pj o(p�1j ln pj) = o(p�1);et ompl�eter les queues donneE(T ) = Xn2I0�1� mYj=1 �1� exp(�p0n�j)�1A+O(1) + o(p�1):(36) = Xn�00�1� mYj=1 �1� exp(�p0n�j)�1A+O(1) + o(p�1):En e�et, la ompl�etion �a gauhe de la somme (n < I) est � p�1=j ln pj = o(p�1) et laompl�etion �a droite de la somme (n > I) est � Pn>p�1j ln pj 2m� mbm2 � exp(�p0mmin(�i))n =o(p�1) (si min(�i) 6= 0, e que l'on sait par ailleurs vrai de par la signi�ation ombinatoiredu probl�eme).Posons f(x) := 1�Qmj=1(1�exp(�p0x�j)). Puisque f 0(x) a une d�eroissane suÆsammentrapide vers 0 en +1, la formule d'Euler{Malaurin donne :1Xn=0 f(n)� Z 10 f(x)dx = f(0) + f(1)2 + Z 10 (x� bx � 1=2)f 0(x)dx



7. QUID DES GRAPHES �EQUILIBR�ES OU R�EGULIERS ? 99� f(0) + f(1)2 + Z 10 12f 0(x)dx = f(1) = 1:En appliquant ei �a la formule (36), on aboutit �aE(T ) = 1p0 Z 10 (1� mYj=1(1� exp(��jx))) dx +O(1) quand p0 ! 0:Puisque p0 = p+ o(p), on a le r�esultat de l'�enon�e. �La < formule int�egrale > permet de aluler E(T ) �a n'importe quelle pr�eision en tempslin�eaire (puisque les fontions int�egr�ees ont un omportement suÆsamment gentil), alors queles formules des th�eor�emes 1 et 2 sont ineÆaes pour les appliations num�eriques ave degrandes valeurs de m ar elles omportent 2m sommants.7. Quid des graphes �equilibr�es ou r�eguliers ?La mod�ele le plus habituel pour une marhe al�eatoire sur un graphe (le as non pond�er�e)onsiste �a supposer qu'un sommet partiulier est atteint ave une probabilit�e proportion-nelle au degr�e de e sommet. Il est onnu que la distribution stationnaire d'une telle marheal�eatoire est reli�ee au degr�e des sommets. Un graphe est dit < �equilibr�e > si haque som-met a autant d'arêtes sortantes que d'arêtes rentrantes et si haune des arêtes sortantes est�equiprobable. Pour un graphe �equilibr�e, il existe une relation simple entre la distribution sta-tionnaire (le veteur propre �a gauhe assoi�e �a la valeur propre 1 de la matrie de transitiondu graphe) et les degr�es des sommets :Lemme 1 (Distribution stationnaire pour les graphes �equilibr�es). Pour les graphes �equili-br�es, on a �i = NiPm1 Ni (Ni est le nombre d'arêtes rentrantes du sommet vi).D�emonstration. Soit Nij le nombre d'arêtes de vi vers vj, N�j le nombre d'arêtes ren-trantes dans vj et soit Ni� le nombre d'arêtes sortantes de vi. Les entr�ees de la matried'adjaene A sont ainsi aij := NijNi� . Le veteur propre �a gauhe de la matrie A (pour lavaleur propre 1) v�eri�e(�1; �2; : : : ; �m)0B� N11=N1� : : : N1m=N1�... ... ...Nm1=Nm� : : : Nmm=Nm� 1CA = (�1; �2; : : : ; �m);don Pi �i NijNi� = �j . Cette �equation est satisfaite par �i := N�iPm1 N�j lorsque Ni� = N�i, ettederni�ere �egalit�e �etant elle-même v�eri��ee par d�e�nition des graphes �equilibr�es. �Le th�eor�eme 2 se r�erit alors :Proposition 3 (Graphes �equilibr�es). Pour les graphes �equilibr�es ave N = PNi arêtes,on a E(T ) = Np X�6=; (�1)m�j�j���(N1 +N2 + � � �+Nm) +O(1);o�u les substitutions �� op�erent sur les fNjg.D�emonstration. Cons�equene direte du th�eor�eme 2 et de la proposition 1. �



100 3. MARCHES AL�EATOIRES SUR LES GRAPHESIl y a plusieurs lasses de graphes pour lesquels la formule peut être simpli��ee. La plusint�eressante, la lasse des graphes r�egulier (les graphes pour lesquels tous les sommets ont lemême nombre d'arêtes sortantes et entrantes), fait l'objet de la proposition suivante.Proposition 4 (Graphes r�eguliers). Quand tous les �i sont �egaux (en partiulier si Gest un graphe r�egulier et si les arêtes sortantes sont hoisies uniform�ement au hasard), on aE(T ) = mHmp +O(1).D�emonstration.E( eT ) = mXi=1(�1)i�mi � 1p(�1 + m�im ) = mp mXi=1(�1)i+1�mi �1i = mHmp :L'�evaluation de la somme binomiale par le nombre harmonique Hm est un r�esultat lassiquede alul des di��erene �nies qui peut se v�eri�er par la tranform�ee d'Euler : puisque ln(1+z) =Pi�1 (�1)i+1i zi, on a Pm �Pmi=1 �mi � (�1)i+1i � zm = 11�z ln(1 + z1+z ) = � ln(1�z)1�z qui est bienonnu pour g�en�erer les nombres harmoniques (ar ln((1�z)�1) g�en�ere les inverses des entiers).On aurait �egalement pu utiliser le th�eor�eme 3 ; en d�eveloppant le produit sous l'int�egrale :R10 (1�Qmj=1(1�exp(�x=m))) dx = Pmk=1 �mk �(�1)k+1mk , qui se simpli�e omme pr�e�edemmenten mHm. Une troisi�eme preuve de ette formule est probabiliste et onsid�ere le maximum devariables g�eom�etriques i.i.d. Ainsi, lorsque �i = 1=m (pour i = 1; : : : ;m), on aProb( eZ = n) = Xi Prob( eXi = n)Yj 6=i Prob( eXj < n)= m� pm(1� pm)n�1� (1� (1� pm)n�1)m�1:Puisque E( eT ) = Pn�1 nProb( eT = n), on s'int�eresse au oeÆient du terme de plus basdegr�e dans le d�eveloppement en s�erie de Laurent en p = z = 0 deFm(z) = Xn�1nz(1� zm)n�1(1� (1� zm)n�1)m�1 = m�1Xk=0 (�1)k�m� 1k � z(1� (1� z=m)k+1)2 :Comme (1 � (1 � z=m)k+1)2 = O(z2) lorsque z ! 0, la valuation du d�eveloppement dez �1� (1� z=m)k+1��2 est �1 (et le r�esidu est m2=(k + 1)2). Ainsi le oeÆient du terme deplus petit degr�e de Fm(z) est la somme des r�esidus de la fration rationnelle :Res(Fm(z); z = 0) = m�1Xk=0 (�1)k�m� 1k � m2(k + 1)2 = mHm: �8. ExemplesLa formule pour le temps moyen dans le probl�eme du olletionneur de oupons se simpli�een m2�m+22 dans le as du graphe ylique Cm, en m2� 2m+ 2 pour le graphe ligne Lm (aver�eexion aux extr�emit�es) et en (m� 1)Hm�1 + 1 pour le graphe omplet ave boules Km.Pour Lm, il y a �equivalene entre le probl�eme du olletionneur de oupons et la marheal�eatoire (ave sauts +1;�1) de 0 �a m et de hauteur � m ; une telle marhe al�eatoire estreli�ee �a la th�eorie des frations ontinu�ees et a une s�erie g�en�eratrie qui s'exprime omme unquotient de polynômes de Chebyshev (voir aussi le hapitre I).



8. EXEMPLES 101Nous appliquons i-dessous la formule du th�eor�eme 1 �a tous les graphes fortement onnexes(non orient�es et non isomorphes et sans multipliit�e) qui ont au plus 4 sommets. Pour haun,nous donnons sa distribution stationnaire, le temps moyen du probl�eme lassique du olle-tionneur de oupons et, dans la derni�ere olonne, le oeÆient de p�1 (le oeÆient de tête)dans l'asymptotique du temps moyen de marquage du graphe onsid�er�e :taille graphe distribution moyenne du moyenne dustationnaire temps de ouverture temps de marquagem = 1 K1 (1) 1 1m = 2 K2 (1/2, 1/2) 2 3m = 3 K3 (1/3, 1/3, 1/3) 4 3H3=11/2m = 3 L3 (1/4, 1/2, 1/4) 5 19/3m = 4 L4 (1/6, 1/3, 1/3, 1/6) 10 99/10m = 4 K4 (1/4, 1/4, 1/4, 1/4) 13/2 4H4=25/3m = 4 C4 (1/4, 1/4, 1/4, 1/4) 7 4H4=25/3m = 4 Y4 (1/5, 2/5, 1/5, 1/5) 10 110/10m = 4 T4 (1/8, 3/8, 1/4, 1/4) 163/15 369/35m = 4 Q4 (3/10, 1/5, 1/5, 3/10) 69/10 62/7Les graphes Km, Lm et Cm sont d�e�nis omme plus haut ; T4 est le graphe triangulaireave une queue ; Y4 a une forme en Y et Q4 est le arr�e ave une de ses diagonales. Nousrappelons que omme vu dans les setions pr�e�edentes, pour le graphe omplet ave boules,le temps du olletionneur de oupons est mHm et le temps de marquage est mHmp�1. Ilen est �nalement de même pour les graphes r�eguliers, qui sont ainsi eux pour lesquels laonjeture du souper tient telle quelle.Je �nissais mon artile en remeriant Philippe Flajolet et en itant une de ses pseudo-reformulations de notre probl�eme : < Tu es un dotorant qui essaye de prouver un th�eor�eme ;soit p ta hane de su�es �a haque tentative (p est prohe de z�ero, bien sûr). Notons T letemps qu'il te faudra pour prouver le th�eor�eme... >



102 3. MARCHES AL�EATOIRES SUR LES GRAPHES9. PerspetivesJe ompte poursuivre l'�etude de < temps de ouverture g�en�eralis�es > pour les marhessur les graphes, notamment en onsid�erant un probl�eme sugg�er�e par Gilles Shae�er : onolletionne des oupons pour reonstituer une �equipe de foot en les ahetant par paquetde 11 artes (haque paquet ontient 1 joueur pour haque num�ero, mais �eventuellementoriginaire de di��erents lubs). La question est de savoir ombien de paquets on doit aheteravant d'avoir une �equipe ompl�ete. Cela revient �a �etudier le minimum de 11 probl�emes deolletionneur de oupons �evoluant en parall�ele.J'esp�ere �egalement pouvoir appliquer le type d'approhes pr�esent�ees dans e hapitre �aun probl�eme plus d�eliat de oagulation de partiules sur un graphe.On onsid�ere un graphe G = (V;E) fortement onnexe. Au temps 0, une partiule estpla�ee sur haque sommet de V . Au temps t, on tire au sort l'une des Nt partiules pr�esentes.Celle-i se d�eplae sur un sommet adjaent et s'agglom�ere �a elle qui y �etait d�ej�a (s'il y enavait une).Soit Nt = Nombre de partiules au temps t: (Nt) est lairement une fontion d�eroissantede t. On pose alors Tk = infftjNt = kg; le premier temps o�u il ne reste que k partiules.Ce mod�ele am�ene de nombreuses questions :{ Quelle est la loi de T1, ses moments ?{ Pour quels graphes G obtient-on de < jolies > formules ?{ Comment varie le omportement de T ave la taille du graphe ? Sa g�eom�etrie ?{ Si G1 = (V;E1),G2 = (V;E2) et E1 � E2, a-t-on TG1 �S TG2 ? Autrement dit, le tempsd'agglom�eration est-il une fontion d�eroissante du nombre d'arêtes ?{ Que se passe-t-il si l'on suppose que les partiules oagulent ave probabilit�e p ?{ Peut-on g�en�eraliser au as o�u la partiule hange de site de fa�on non uniforme ?Il s'agit bien sûr d'un programme < �a long terme >, et ne r�epondre d�ej�a qu'�a une partiede la premi�ere question serait un grand ontentement. David Aldous et James Fill onsarentd'ailleurs un hapitre de leur livre �a venir [2℄ �a es probl�emes d' < Interating Partiles onFinite Graphs >, et n'ont des r�esultats expliites (e.g., sur E(T1)) que pour des graphes tr�essimples.Trouver la moyenne de T1 est parfois onnu sous le nom peu politiquement orret de< probl�eme des tueurs orses > (au bout de ombien de temps ne restera-t-il qu'un seul tueursahant qu'il y en a initialement un sur haque sommet, qu'ils se d�eplaent �a tour de rôle desommet en sommet, et qu'en as de renontre, un seul survit ?).C'est sous e nom que Jean-Fran�ois Markert m'avait initialement pr�esent�e le probl�eme,j'esp�ere avaner ave lui dans l'�etude de ette plaisante question.



CHAPITRE 4Asymptotique de di��erents param�etres de marhesR�esum�e : Di��erents param�etres li�es aux marhes ont d�ej�a �et�e �etudi�es par les probabilistes,qui ont obtenus des asymptotiques au < premier ordre > grâe �a l'universalit�e du mouvementBrownien et de ses d�eriv�ees. Les th�eories probabiliste et ombinatoire s'appliquent pour lesmarhes de  Lukasiewiez (elles qui ont un seul saut vers l'arri�ere, d'amplitude �1) qui sonten orrespondane ave des familles d'arbres.Les prinipaux r�esultats de e hapitre sont des d�eveloppements asymptotiques omplets(fournis par la ombinatoire analytique grâe �a nos formules du hapitre 1), non seulementpour les marhes de type  Lukasiewiez mais pour toutes les marhes �a sauts born�es, pour{ le nombre de Z-exursions, via une m�ethode de ol (th�eor�eme 1, p. 105) ;{ le nombre de N-exursions, via un prinipe de onjugaison et de l'analyse de singularit�es(th�eor�eme 2, p. 107) ;{ le nombre de N-hemins (th�eor�eme 3, p. 112) ;{ le nombre de retours en z�ero d'une N-exursion, i.e le nombre de fateurs d'un mot deDyk g�en�eralis�e et la loi limite orrespondante (th�eor�eme 4, p. 114) ;{ les lois limites pour l'asymptotique de l'altitude �nale moyenne d'un N-hemin, (th�eor�eme6, p. 117) ;Nous �nirons par deux setions un peu plus prospetives sur la hauteur et l'aire des N-exursions.Ce hapitre �etablit sous une forme rigoureuse et ompl�ete plusieurs r�esultats esquiss�esdans le programme d�erit par mon m�emoire de DEA [4℄. Certains des r�esultats feront l'objetd'un artile en pr�eparation ave Ph. Flajolet.1. Pr�eambuleNous nous repla�ons ii dans le adre des marhes al�eatoires du hapitre I (les marhesde < type �ni >). Il s'agit de revisiter la m�ethode du noyau sous un angle singulier ! Le asdes marhes o�u l'on ne fait qu'avaner par des pas born�es et reuler d'un pas de longueur 1onduit �a un noyau u�z�(u) = 0 (o�u � est le polynôme arat�eristique de la marhe multipli�epar u). Ce sont typiquement es �equations qui d�e�nissent les s�eries g�en�eratries de diversesfamilles d'arbres (Cayley, binaire, unaire-binaire. . .). La fontion u est ainsi d�e�nie de fa�onimpliite. N�eanmoins, l'asymptotique de es oeÆients est onnue ; on trouvera dans [70℄ ler�esultat de Meir et Moon en A�np�n3 o�u A et � sont des nombres alg�ebriques expliitables.Depuis quelques ann�ees, on sait que les asymptotiques en ��nn�3=2 surgissent pour tousles objets ombinatoires engendr�es par une grammaire alg�ebrique (v�eri�ant de surrô�t uneertaine ontrainte de onnexit�e). Ce th�eor�eme de Drmota{Lalley{Woods1 ne donne pas le1Le th�eor�eme de < Drmota{Lalley{Woods > a essentiellement �et�e trouv�e par es trois auteurs,ind�ependamment les uns des autres. Cette terminologie est emprunt�ee au hapitre 8 de [70℄, o�u l'on trou-vera une preuve de e th�eor�eme fondamental. 103



104 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHES< � >, quoique l'on sahe que e probl�eme soit par ailleurs d�eidable ('est l'un des r�eentsajouts de Flajolet au livre [70℄). Cette d�eidabilit�e n'�etant ependant e�etive que pour desinstanes num�eriques, elle ne nous est ii que de peu de seours ar nous onsid�erons unelasse enti�ere d'instanes. Nous montrons dans e hapitre que le r�esultat en A�np�n3 (ave Aet � expliit�es) se maintient pour une plus large lasse de fontions, �a savoir elles < d�e�nies >�a partir d'une �equation de noyau2 u � z�(u) = 0 (o�u  est un entier positif et o�u � est unpolynôme g�en�eral). Il se trouve que les marhes �a sauts born�es sur N (et les exursions sur Z)m�enent �a e type d'�equation.2. Nombre asymptotique d'exursions sur ZPour une marhe �a sauts born�es sur Z, la s�erie g�en�eratrie est F (z; u) = 11�zP (u) , eladonne diretement une asymptotique fn(1) = P (1)n pour les hemins ; pour les exursions3sur Z, nous allons donner l'asymptotique de fn(0) = [u0℄P (u)n �a l'aide d'une m�ethode deol. Il onvient pour e faire de d�eterminer en premier lieu quel ol nous allons exploiter. Lasous-setion suivante montre qu'il s'agit de l'unique ol de P sur R+ .2.1. Existene et uniit�e du point ol r�eel positif. Nous allons traiter l'asympto-tique des marhes pour des fontions un peu plus g�en�erales que elles qui interviennent dansles marhes de type �ni :D�e�nition 7. Nous quali�erons d' admissibles les fontions appartenant �a la (large)lasse de s�eries enti�eres � suivantes :{ � est �a oeÆients positifs ou nuls ;{ �(0) 6= 0 ;{ � n'est pas onstante ;{ � a un rayon de onvergene R soit in�ni, soit �ni sous la r�eserve que �0(R�) = +1.On d�e�nit le degr�e de � omme �etant le degr�e usuel si � est un polynôme, et omme valant+1 sinon. Pour une marhe �a sauts born�es, si l'on pose �(u) := uP (u) o�u P est le polynômede Laurent arat�eristique de la marhe (de valuation � � �1 et de degr�e d > 0), on voitque nous avons une fontion admissible au sens pr�e�edent. Si l'op�erateur arat�eristique P (u)de la marhe est non plus un polynôme de Laurent mais une s�erie de Laurent ('est-�a-direque la valuation � est un entier et que le degr�e d est in�ni), il faut alors veiller �a e quela derni�ere ondition soit remplie (les autres sont triviales) pour que les th�eor�emes que nousallons �enoner s'appliquent.Ainsi, dans tous les as, on ram�ene l'�etude du noyau 1� zP (u) = 0 �a l'�etude deK(u; z) := u � z�(u) = 0:Parmi les e := + d raines (e est don in�ni quand d est in�ni) de ette �equation, il y en a qui tendent vers 0 en 0 (ar pour les branhes �nies en 0, l'�equation devient u(z)�z�(0) � 0).Nous notons es < petites branhes > u1; : : : ; u.Quand u1 peut-elle avoir des singularit�es ? On a une singularit�e au sens des fontionsanalytiques si z = 0 (annulation du oeÆient de tête) ou bien siK(u; z) = 0 et �K�u (u; z) = 0;2On se reportera au hapitre 1 pour l'obtention de telles �equations.3Rappelons qu'une exursion sur Z est une marhe allant de 0 �a 0, �a �etapes interm�ediaires positives oun�egatives ; ela orrespond aux < ponts > des probabilistes.



2. NOMBRE ASYMPTOTIQUE D'EXCURSIONS SUR Z 105'est-�a-dire si u�1 � z�0(u) = 0 en même temps que u � z�(u) = 0. Ce dernier syst�emedonne, si �(u) 6= 0 et �0(u) 6= 0 (es deux onditions �etant �equivalentes quand z 6= 0),z = u�1�0(u) = u�(u) et �nalement, on trouve = u�0(u)�(u) :Il est don primordial de savoir si et quand ette relation est v�eri��ee, 'est e �a quoi r�epondla proposition suivante.Lemme 1 (Uniit�e du point ol � 2 R+). Si � est une fontion admissible, alors, pourtout entier  tel que 1 �  < e = deg(�), l'�equation en u = u�0(u)�(u) �equivalente �a P 0(u) = 0 ave P (u) � �(u)uadmet une unique raine positive � .D�emonstration. Il serait erron�e de roire que deux fontions onvexes n'ont au plusqu'un point d'intersetion sur R+ , par exemple exp(x) = x3 a deux solutions sur R+ . Nousallons i-dessous donner une preuve du lemme qui ne fait appel qu'�a de l'analyse �el�ementaire ;notons qu'il existe toutefois d'autres approhes possibles (e.g., la tehnique du shifting themean ou enore exploiter le fait qu'une ombinaison lin�eaire �a oeÆients positifs de fontionsonaves est onave).On a P (u) := �(u)u . Ainsi P 0(u) = �0(u)u��(u)u�1u2 . Or, pour �(u) 6= 0, on a les �equivalenessuivantes P 0(u) = 0() �0(u)u � �(u)u�1 = 0() u�0(u)�(u) = () u est un point ol de PNous allons pour le reste de ette d�emonstration prendre u r�eel positif (et on a alors�(u) > 0). Pour l'indiquer plus lairement au leteur, nous notons maintenant la variablepar x. Nous nous sommes don ramen�es �a d�emontrer l'existene et l'uniit�e d'une solution �aP 0(x) = 0.Rappelons que nous notons R le rayon de onvergene de �. Si elui-i est �ni, toutes les�evaluations en x = R sont �a interpr�eter omme une limite quand x! R�.La fontion P est d�e�nie et ontinue sur ℄0; R[. Elle tend vers +1 en 0 �a droite (don Pd�erô�t en 0 �a droite) et ainsi P 0 est n�egative en 0 �a droite (en fait, on a même P 0(0+) = �1puisque �(0) > 0). Si le rayon de onvergene R est in�ni, P tend vers +1 en R (parequ'une fontion enti�ere rô�t plus vite que tout polynôme, ou bien pare que  < e dans le aso�u � est polynomial). Si R est �ni, alors, puisque � est une fontion admissible, P 0(x)! +1quand x! R� Ainsi, dans tous les as, P 0 est n�egative en 0 (�a droite) et positive en R.Par ailleurs, en posant Pen=0 anxn := �(x), on a(37) P 00(x) = eXn=0 an(n� )(n� � 1)xn��2 > 0ar la s�erie est �a oeÆients positifs (non tous nuls ar e >  � 1). Ainsi, la fontion P 0 estroissante, n�egative �a droite de 0, et fournit une unique solution �a P 0(x) = 0 sur ℄0; R[. �



106 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHESNotons aussi que la g�en�eralisation du th�eor�eme �a toutes les s�eries �a oeÆients positifs(non nulles en z�ero) n'a pas lieu omme le montre le ontre-exemple suivant :�(x) = 32x+ (1� x)3=2en e�et x�0(x)�(x) rô�t de 0 en x = 0 �a 1 en x = R = 1 et ainsi l'�equation  = x�0(x)�(x) n'a pasde solution pour  > 1. En revanhe, par exemple, le th�eor�eme s'applique bien �a �(x) =1� (1� x)1=2.2.2. M�ethode de ol. Maintenant que nous venons de d�eterminer l'unique � > 0 telque P 0(�) = 0, pr�eisons qu'il s'agit d'un ol simple de P (u) (il est simple ar P 00(�) >0 omme le montre la formule (37) i-dessus). Le point � est �egalement un ol simple delnP (u);pP (u); 1P (u) ; : : : , ei d�eoule de la simple observation des prinipes de ompositiondes fontions analytiques4 : par omposition des d�eveloppements loaux, si � est un ol simplede g et f 0(g(�)) 6= 0, alors � est ol simple de f Æ g.Pour la disussion ult�erieure de l'uniit�e ou non d'une singularit�e dominante, nous devonsintroduire une disussion li�ee �a la < p�eriodiit�e > des marhes.D�e�nition 8 (P�eriodiit�e et ap�eriodiit�e). Une s�erie h est dite p-p�eriodique s'il existe unentier m et une s�erie S telle que h v�eri�eh(z) = zmS(zp);p �etant le plus grand entier tel que ette propri�et�e soit satisfaite. S'il n'existe pas de p > 1 telque h admette une telle d�eomposition, alors h est dite ap�eriodique. Pour nos marhes, puisque�(0) 6= 0 (resp. F (0; 0) 6= 0), la p�eriodiit�e de � (resp. de F ), s'�erit don �(u) = S(up) (resp.F (z; 0) = S(zp)).Lemme 2. La s�erie g�en�eratrie F des exursions (les N-exursions omme les Z-exursions)est p=q-p�eriodique (q d�esigne le pgd de p et des sauts possibles) si et seulement si � est p-p�eriodique.D�emonstration. La preuve est failit�ee quand on utilise la vision ombinatoire de � etde F .{ � p�eriodique implique F p�eriodique. Consid�erons les degr�es des monômes de �. L'en-semble des di��erenes entre es degr�es sont des valeurs multiples de p (la plus petitedi��erene) puisque � est est p-p�eriodique. C'est lairement �equivalent �a dire que lesdi��erenes entre les longueurs des di��erents sauts sont des multiples de p. Soit ` lalongueur (�eventuellement nulle !) du plus petit saut possible (vers la gauhe ou vers ladroite). Tous les autres sauts sont don du type ` + kp (pour un entier k d�ependantdu saut). Si ` = 0 (i.e., on peut faire des sauts stationnaires), alors F (la fontionqui, rappelons-le, donne le d�enombrement des exursions par rapport �a leur longueur)est ap�eriodique puisqu'il existe des exursions de toutes longueurs !. On ne perd rien�a supposer que q := pgd(`; p) = 1 (sinon, il suÆt de onsid�erer la marhe assoi�ee �a4Malgr�e que j'en aie, nous n'avons don pas besoin du < lemme tehnique > de mon m�emoire de DEA [4℄ :< Si � est une s�erie �a oeÆients positifs (non onstante et non nulle en 0) alors pour tout x > 0 et �a l'int�erieurdu disque de onvergene, on a �(x)(x�00(x) + �0(x)) > x�02(x) . > Dommage j'aimais bien la preuve... J'aidepuis d�eouvert que ette in�egalit�e avait d�ej�a �et�e d�emontr�ee par Ph. Flajolet et A. Odlyzko [65℄, en utilisante qu'ils ont baptis�e le < d�eplaement de la moyenne > (shifting the mean).



2. NOMBRE ASYMPTOTIQUE D'EXCURSIONS SUR Z 107�(u1=q), qui a lairement la même s�erie g�en�eratrie des exursions que la marhe as-soi�ee �a �(u)). Qu'un hemin soit une exursion implique que les ng pas vers la gauheet les nd pas vers la droite se ompensent, i.e. : (ng` + k1p) + (nd` + k2p) = 0. Ainsi,en passant modulo p, on obtient `(ng + nd) � 0[p℄. Puisque ` n'a maintenant plus defateur premier ommun ave p, ei implique (ng+nd) � 0[p℄, i.e. toutes les exursionsont une longueur multiple de p. En onlusion, F est p-p�eriodique.{ Soit � ap�eriodique et supposons F p-p�eriodique. Puisque � est ap�eriodique, alors ilexiste un saut vers la gauhe de longueur sg et un saut vers la droite de longueur sdqui ne sont pas dans la même lasse d'�equivalene modulo p. Ainsi sd = �sg + kp+ rave 0 < r < p. Or sg sauts ons�eutifs de longueur sd suivis de sd sauts ons�eutifs delongueur sg onstituent une exursion. Sa longueur est sg + sd = kp + r, nombre quin'est pas ongru �a 0 modulo p, e qui ontredit le fait que F soit p-p�eriodique. On adon < � ap�eriodique > implique < F ap�eriodique. >. On peut pr�eiser au passage quesi s et s0 sont deux longueurs de sauts, premi�eres entre elles, alors on a une exursionde longueur n pour tout n > ss0 � s� s0. �Les as suivants devraient rendre e lemme limpide.Exemple 40. P�eriodiit�e et ap�eriodiit�e de diverses marhesLa marhe de Dyk est 2-p�eriodique : le polynôme arat�eristique �etant P (u) = u + 1u , on aii ` = 1 et p = 2, puisque pgd(2; `) = 1, on a F (z; 0) 2-p�eriodique.La marhe de Motzkin est ap�eriodique : le polynôme arat�eristique �etant P (u) = u+1+ 1u ,on a ii ` = 0 et don F (z; 0) ap�eriodique.La marhe f�2;+2g est 2-p�eriodique : son polynôme arat�eristique �etant P (u) = u2+ 1u2 ,on a ii ` = 2 et p = 4, puisque q := pgd(p; `) = 2, on a F (z; 0) de la même p�eriode que las�erie g�en�eratrie assoi�ee �a P (u1=q) = 1=u + u, qui est en fait de p�eriode 2.La marhe f�4;+2;+5g (don ` = 2; p = 3; q = 1) est 3-p�eriodique.La marhe f�4;+2;+6g (don ` = 2; p = 2; q = 2) est de même p�eriode que la marhef�2;+1;+3g (don ` = 1; p = 1; q = 1) qui est ap�eriodique.Nous avons maintenant tous les ingr�edients pour prouver le th�eor�eme suivant, d�ej�a < onnu >dans le ontexte probabiliste (en substane depuis Laplae en 1811 !) : il s'agit de mani�ered�eguis�ee d'un th�eor�eme loal limite pour des sommes de variables al�eatoires disr�etes. Ceth�eor�eme servira de mani�ere essentielle pour aborder l'asymptotique des N-exursions.Th�eor�eme 1 (Asymptotique des Z-exursions). Pour une marhe ap�eriodique, on a und�eveloppement asymptotique omplet pour le nombre d'exursions sur Z :fn(0) � P (�)np2�hn�1=2(1 + 1n + 2n2 + : : : ) ;o�u � est le point ol r�eel positif de P (u), le polynôme odant les sauts possibles, et o�u h = P 00(�)P (�) .Plus g�en�eralement, le nombre de hemin de 0 �a k v�eri�efn;k � P (�)np2�hn�1=2(1 + 1(k)n + 2(k)n2 + : : : ) :



108 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHESD�emonstration. La preuve repose sur une m�ethode de ol appliqu�ee �a une grandepuissane, en e�et fn(0) = [u0℄P (u)n = 12i� Z P (u)n duuo�u  est le erle de rayon � et entr�e en 0. Notons que e ontour n'entoure bien qu'un seulpôle (u = 0), puisque P (u)=u = �(u)u+1 :Si P est ap�eriodique, alors l'in�egalit�e triangulaire appliqu�ee �a e polynôme (de Laurent)�a oeÆients positifs, donne que P (�ei�) < P (�) pour � 6= 0 et � 2 [��; �℄. Ainsi, l'int�egraleest enti�erement onentr�ee autour du point ol, et un d�eveloppement loal de lnP autour duol � (qui est simple) donne (en posant h = (lnP )00(�)) :Z P (u)n duu = Z� expn�lnP (�) + h2 (� � t)2 +O((� � t)3� dtto�u � est un petit segment vertial du plan omplexe, entr�e en � , de longueur logn=pn= iP (�)npn r2�h +O(P (�)nn3=2 ):On pose d�esormais � = 1=P (�), qui est don le rayon de onvergene des Z-exursions. Lam�ethode de ol i-dessus s'appliquant aussi �a [uk℄P (u)n, on obtient la même �ehelle asymp-totique en ��nn�1=2 pour les marhes sur Z allant de 0 �a k, seules les onstantes 1; 2; : : :d�ependent de k. �Notons au passage que l'on en d�eduit le urieux r�esultat suivant :Corollaire 1. Les exursions sur Z peuvent être engendr�ees par une grammaire alg�ebrique,mais elle-i ne sera pas fortement onnexe5.D�emonstration. Le premier point est lair ar on peut onstruire un automate �a pilereonnaissant nos objets. Quant au seond au point, s'il n'�etait pas v�eri��e, on serait dans leadre du th�eor�eme de Drmota{Lalley{Woods et on devrait alors avoir une asymptotique en��nn3=2 , e qui ontredirait le th�eor�eme 1 i-dessus. �Exemple 41. Dyk bilat�eres (grands Dyk)Les hemins de Dyk bilat�eres (quelquefois appel�es grands Dyk) sont les Z-exursions �a pas(+1;�1), ils d�enombrent les �equilibres lors de tirages �a pile ou fae. Ils sont engendr�es par lagrammaire suivanteD = E+D + E�D + �; E+ = aE+bE+ + �; E� = bE�aE� + �o�u E� orrespond aux exursions sur Z� et E+ aux exursions sur Z+. On remarque qu'ellen'est pas fortement onnexe et que, onform�ement au th�eor�eme pr�e�edent, l'asymptotique deF (z; 0) = Pn�0 �2nn �z2n = 1p1�4z2 est en p2 2np�n , ainsi, on peut aÆrmer qu'il n'existe pas degrammaire fortement onnexe g�en�erant les mots de Dyk bilat�eres.5Une grammaire est fortement onnexe si pour toute paire S, S0 de non-terminaux distints, S0 �guredans au moins un mot d�eriv�e de S au moyen des r�egles.



3. NOMBRE ASYMPTOTIQUE D'EXCURSIONS SUR N 1093. Nombre asymptotique d'exursions sur NL'un des r�esultats prinipaux de e hapitre est e d�enombrement asymptotique des ex-ursions des marhes sur N �a sauts born�es.Th�eor�eme 2 (Asymptotique des N-exursions). Pour une marhe ap�eriodique (onferd�e�nition page 104), on a un d�eveloppement asymptotique omplet du nombre d'exursionssur N : fn(0) = P (�)nn�3=2(0 + 1n + 2n2 + 3n3 + : : : ) ;o�u les i sont des onstantes expliites, e.g. 0 = jA0jp�p�P 00(�) ave � unique z�ero r�eel positifde P 0(u) et o�u A0 = Qi=2 ui( 1P (�) ).D�emonstration. �A haque exursion sur Z, on peut assoier une exursion sur N : ilsuÆt de ouper l'exursion au point le plus bas de sa trajetoire (prenons le plus �a gauhesi e minimum est atteint plusieurs fois), appelons w1 e qui se trouve �a gauhe et w2 e quise trouve �a droite alors w2 � w1 est en e�et une exursion sur N. C'est une g�en�eralisation duprinipe de onjugaison de Raney (qui orrespond au as  = 1) ou du lemme ylique deDvoretsky{Motzkin.Ainsi, l'ensemble de tous les onjugu�es des N-exursions de longueur n ontient toutes lesZ-exursions de longueur n, d'o�u les in�egalit�esfNn (0) � fZn (0) � nfNn (0)et don 1nfZn (0) � fNn (0) � fZn (0) :Ainsi, fNn (0) est du même ordre asymptotique que fZn (0), �a savoir P (�)n ('est-�a-dire queles deux s�eries g�en�eratries FZ(z; 0) et FN(z; 0) ont le même rayon de onvergene, �a savoir� = 1P (�) ). En faisant un peu d'analyse de singularit�es et en exploitant la forme lose donn�eepar la m�ethode du noyau, nous allons montrer non seulement e omportement en rainearr�ee mais aussi que l'on peut expliiter la onstante A dans le omportement asymptotiquefn(0) � A��nn�3=2 et en fait, avoir un d�eveloppement asymptotique expliite omplet.La m�ethode du noyau (th�eor�eme (1), p. 27) donne la forme[zn℄F (z; 0) = [tn℄F (t; 0) = [tn℄ (�1)+1p�t Yi=1 ui(t) = [tn℄ (�1)+1p�t U1(t):U2(t) � � �U(t)o�u on a pos�e Ui(t) := ui(t). Rappelons que nous notons u1(z) l'unique branhe �nie et r�eellepositive sur R+ , du moins dans un petit voisinage de z = 0, de l'�equation 1 � zP (u) = 0.Puisque ui = z�(ui), on a don, en prenant w une raine -i�eme primitive de l'unit�e,Ui = wi�1t�1=(Ui) :Cette nouvelle �equation d�e�nit bien une unique fontion s�erie formelle de C [[t℄℄[[u℄℄ Ui, arla fontion U 7! t�1=(U) est ontratante et admet don un unique point �xe. Les Ui sontdes fontions analytiques en 0. L'�etude asymptotique direte des oeÆients de Ui �a partir del'�egalit�e pr�e�edente n'est a priori pas ais�ee ar �1= n'est plus for�ement �a oeÆients positifs(par exemple � = 1 + u+ u2 + u3 onduit �a �1=2 = 1 + 12u+ 38u2 + 516u3 � 29128u4 +O(u5)).



110 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHESEnsuite, il faudra d�eduire du omportement des oeÆients de U1, le omportement de[zn℄F (z) = [tn℄F (t) = [tn℄ 1p�tU1(t)U1(wt) : : : U1(w�1t) ;le pi�ege est bien sûr qu'il peut y avoir (et en fait, il y a !) plein de simpli�ations de singularit�esdans le produit.Tout d'abord, nous allons montrer que le ouple (�; �) orrespond �a un point de roisementsingulier, de type raine arr�ee, des branhes u1(z) (la branhe r�eelle positive onvergente enz = 0+) et v1(z) (la branhe r�eelle positive divergente en z = 0+). En e�et, suivons la branheu1 le long de R+ : elle est ontinue et ne s'annule pas (ar sinon on aurait 1 � zP (u1) =0 ave u1 = 0, don p� = 0), de plus elle ne peut rester r�eelle jusqu'en +1 ar sinon1 � (+1) � P (u1) = 0 impliquerait P (u1(+1)) = 0, e qui serait impossible, P �etant alorsune somme de quantit�es stritement positives (ar les oeÆients sont positifs et que nousvenons de montrer que u1 aussi). Ainsi u1(z) a une singularit�e pour z 2 R+ (un endroit o�ula branhe < devient > omplexe) ; appelons-la �0 et posons � 0 := u1(�0), puisque � est r�eelpositif, le lemme d'uniit�e (1, p. 103) montre que l'on a n�eessairement (�0; � 0) = (�; �) (etnotamment que u1 n'a pas d'autre singularit�e sur [0; �℄). Le même raisonnement peut êtrefait ave la branhe v1 ; ainsi, le point singulier (�; �) est le point de roisement de es deuxbranhes.Montrons maintenant que ette singularit�e est du type raine arr�ee, 'est-�a-dire qu'on aun d�eveloppement en s�erie de Puiseux du type suivant :u1 � � = d1(�� z)1=2 + d2(�� z) + d3(�� z)3=2 + d4(�� z)2 + � � � :Posons H(u) := � �(�) � u�(u) = 1P (�) � 1P (u) :Si l'on d�eveloppe H en s�erie de Taylor au point u = � , on obtient :H(u) = H(�) + 11!H 0(�)(u� �) + 12!H 00(�)(u � �)2 + 13!H 000(�)(u� �)3 + � � �Or on a H(�) = 0 et H 0(�) = 0. On a aussi H 00(�) 6= 0, puisque � est un point ol simple.Ainsi H(u) = 12!H 00(�)(u� �)2 + 13!H 000(�)(u� �)3 + � � �d'o�u l'on tire (en prenant les raines arr�ees) et puisque H(u1(z)) = �� z et en pour un z telque u1(z) � � (i.e. ave z � �) :�p�� z = rH 00(�)2 (u1 � �)p1 + �1(u1 � �) + �2(u1 � �)2 + � � � :En fait il faut prendre la d�etermination �p�� z ar u1(z) rô�t quand z ! �� (ela se voitpar �etude des deux points d'intersetions des ourbes u et z�(u) pour u r�eel positif et pluspetit que �). Apr�es quelques manipulations triviales (et valides ar H 00(�) 6= 0 et ar le radialde la somme in�nie est non nul puisqu'�equivalent �a (1 + o(u))�1=2 pour u au voisinage de �),on obtient : u1(z)� � = �s 2H 00(�) p�� z 1p1 + �1(u� �) + �2(u� �)2 + � � � :



3. NOMBRE ASYMPTOTIQUE D'EXCURSIONS SUR N 111= �q 2H00(�) p�� z �1 + �1(�� z) + �2(�� z)2 + � � � � qui se r�erit, en faisant ressortir lesoeÆients, en :u1(z) � � = d1(�� z)1=2 + d2(�� z) + d3(�� z)3=2 + d4(�� z)2 + � � �ave des onstantes di expliitables, notamment(38) d1 := �s 2H 00(�) = �P (�)s 2P 00(�) :Je souhaite maintenant montrer que les autres branhes u2; : : : ; u (not�ees i-dessous ui)sont r�eguli�eres pour z � �. Pour z ! 0+, toutes les petites branhes ui sont stritementen-dessous de u1, en e�et, ela d�eoule de l'ap�eriodiit�e de P :(39) P (u1) = 1z = jP (ui)j < P (juij)d'o�u on onlut que u1 > juij ar P est stritement d�eroissant sur ℄0; � [ et que juij < � pourz 2 0+. De même, pour z 2 0+, toutes les branhes divergentes v2; : : : ; vd sont stritementau-dessus de la branhe divergente v1, puisque P est roissant sur ℄�;+1℄.Cette propri�et�e de domination, juij < u1 < v1 < jvij a lieu pour tout z 2℄0; �[ (et mêmepour jzj < � puisque que l'on peut prendre z = jzj dans la relation (39)), � �etant le premierinstant, i.e. le plus petit z 2 R+, o�u des branhes (en fait u1 et v1) atteignent le point � , quiest justement le point o�u P n'est plus stritement d�eroissante. Cette domination impliquenotamment que le seul moment o�u des ui et des vi peuvent se roiser, 'est quand z � �. Enfait, même le as z = � est exlu, ar sinon on aurait jui(�)j = u1(�) = � = jvi(�)j, e quiontredirait l'ap�eriodiit�e de P : 1� = jP (ui)j < P (juij) = P (u1) = P (�) = 1� .Reste une question, que se passe-t-il si plusieurs petites branhes se roisent entre elles ?Peuvent-elles produire une singularit�e ? Puisque nous avons montr�e que la singularit�e do-minante est en 1P (�) , nous sav(i)ons d�ej�a que leur produit se simpli�era s'il y a des roise-ments pour z < �, mais peut-être peuvent-elles se roiser entre elles en z = � ! Or elles sontonjugu�ees, don leur produit sera r�egulier (analytique).En onlusion, par exemple pour le premier ordre asymptotique, on afn(0) = [zn℄F (z; 0) = [tn℄F (t; 0) = [zn℄ (�1)+1p�z Yi=1 ui(z) = [zn℄ (�1)+1p�z u1(z) Yi=2 ui(z)� [zn℄ (�1)+1p�z �� � d1p�� z� Yi=2 ui(�) ;d'o�u le r�esultat annon�e. �Ce th�eor�eme est le r�esultat lef de ette th�ese, non seulement il utilise les informations< alg�ebriques > fournies par le hapitre 1, mais les propri�et�es analytiques des singularit�esd�egag�ees ii onditionnent l'�etude des autres param�etres des marhes �a sauts born�es. Deplus, les N-exursions �etant engendr�ees par une grammaire fortement onnexe, le th�eor�emede Drmota{Lalley{Woods implique que la s�erie g�en�eratrie pr�esente une singularit�e en rainearr�ee, et don, le omportement en O(��nn�3=2) est attendu mais ni � ni les onstantes enjeu ne sont aessibles simplement, ontrairement �a e que fournit la m�ethode du noyau.Notons par ailleurs que les th�eor�emes 1, 2, 3 restent valides pour toutes les marhesP (u) = �(u)u ave � admissible au sens de la d�e�nition 7, p. 102.



112 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHESRemarque : apr�es v�eri�ation num�erique, notamment sur tous les polynômes de Laurentap�eriodiques de degr�e d (1 � d � 8), de valuation  (�8 � � � �1) et �a oeÆients2 f0; 1; 2; g (temps de alul CPU : un mois sur un PII400) et sur bien d'autres instanesal�eatoires, je suis onvainu du fait que pour toute marhe �a sauts born�es, il n'y a pas deroisement entre les branhes (petites ou grandes) en un �0 r�eel (ave �0 < �), autrement dit,quand on regarde le paysage omplexe d'un polynôme de Laurent ap�eriodique et �a oeÆientspositifs, son point ol, � 0, le plus haut et ayant une valeur r�eelle positive, (i.e., P (� 0) 2 R+)est toujours r�eel positif (i.e. � 0 2 R+). Le th�eor�eme pr�e�edent montre de toute fa�on, que s'ily a un roisement (� un point ol> 0 plus haut), alors le produit des branhes qui se roisentreste analytique.
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Deux vues d'un même paysage omplexe, elui assoi�e �a la marhe f�2;�1; 0; 1; 2g. Le pointol positif le plus haut est bien sur la demi-droite R+ . C'�etait l'une des lefs de e hapitreque d'�etudier es points ols r�eels de polynôme de Laurent �a oeÆients positifs.



114 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHES4. Nombre asymptotique de hemins sur NPour les hemins, l'asymptotique va d�ependre d'un param�etre, que nous appellerons lad�erive et qui ode le fait qu'�a une position donn�ee, la marhe ait plus de possibilit�es de< monter > ou de < desendre >.La d�erive de la marhe est d�e�nie omme P 0(1), la somme des sauts possibles. En termesprobabilistes, si P (u) a �et�e normalis�e par P (1) = 1 alors P 0(1) est pr�eis�ement l'esp�erane dud�eplaement en une �etape. Notons que, puisque P 0(u) n'a qu'un seul z�ero sur R+ , on a uneune d�erive nulle si et seulement si � = 1 (et alors � = 1P (�) = 1P (1) ). Par ailleurs, puisque P 0(1)est la pente de la tangente �a P (u) en u = 1, P 0(1) > 0 () � < 1 et P 0(1) < 0 () � > 1.Notons que les marhes de Dyk et de Motzkin sont des marhes �a d�erive nulle. Remarquonsen outre que P (1) � P (�) implique que � � 1P (1) .Th�eor�eme 3 (Asymptotique des N-hemins). Pour une marhe �a sauts born�es ap�eriodique,le d�eveloppement asymptotique omplet du nombre de hemins sur N estfn(1) � �(1) P (1)np�P 00(�)n1=2 (1 + 1n + 2n2 + : : : ) quand la d�erive est nulle,fn(1) � P 2(�)�(�)P (�)� P (1) P (�)np�P 00(�)n3=2 (1 + 1n + 2n2 + : : : ) quand la d�erive est n�egative,fn(1) � (1��1)�(1)P (1)n+ P 2(�)�(�)P (�)� P (1) P (�)np�P 00(�)n3=2 (1+1n+ 2n2+: : : ) quand la d�erive estpositive. Les onstantes sont toutes alulables (� est le point ol r�eel de P (u), � = 1P (�)), lesautres notations sont donn�ees dans la preuve.D�emonstration. Nous allons exploiter les r�esultats du th�eor�eme pr�e�edent (qui nous arendu limpide le omportement des petites branhes) surF (z; 1) = 11� zP (1) Yi=1(1� ui(z)) :Si la d�erive est nulle, on a � = 1 et � = 1P (1) , par ons�equentF (z; 1) � 1� u1(z)1� zP (1) Yi=2(1� ui( 1P (1) ))� 1� (� � d1p�� z)1� zP (1) �(1) = d1�p�� z�� z �(1) ;o�u d1 est donn�e par l'�equation 38 page 109 et o�u l'on a pos�e(40) �(x) := Yi=2(1� ui( 1P (x) )) :On obtient le r�esultat de l'�enon�e ar[zn℄(�� z)�1=2 = ��np2�n1=2 (1 + 1n + 2n2 + : : : ) :Si la d�erive est n�egative, on a � > 1 et � > 1P (1) (o�u � est le < rayon de onvergene >de u1), par ons�equent u1(z) = 1 pour z = 1P (1) (�a ause de la propri�et�e de domination, les



4. NOMBRE ASYMPTOTIQUE DE CHEMINS SUR N 115autres ui ne valent pas 1 sur [0; 1P (1) ℄), et don 1�u1(z)1�zP (1) est r�egulier en z = 1 et F (z; 1) a sasingularit�e dominante en z = �, et on a :F (z; 1) � 11� �P (1) �1� (� � d1p�� z)� �(�) � �p�� z d1P (�)P (1)� P (�) �(�) ;Or [zn℄(�� z)1=2 = � ��np2�n3=2 ;d'o�u fn(1) � d1P (�)�(�)P (�)� P (1) ��np2�n3=2 �1 + 1n + 2n2 + : : :� :Si la d�erive est positive, on a � < 1 et � > 1P (1) (o�u � est le < rayon de onvergene >de u1), ainsi la singularit�e dominante est en z = 1P (1) , o�u le produit (pour i = 1; : : : ; ) des(1 � ui(z)) est r�egulier, e produit ne devenant singulier qu'en z = � (�a ause de 1� u1(z)),par ons�equent, en notant �1 := u1( 1P (1) ),F (z; 1) � 11� zP (1) (1� �1)�(1) ;d'o�u fn(1) � (1� �1)�(1)P (1)n + 11� �P (1) �(�)d1[zn℄p�� z ;� (1� �1)�(1)P (1)n � d1P (�)�(�)P (�)� P (1) ��np2�n3=2 �1 + 1n + 2n2 + : : : � :Notons que, dans les trois as, les onstantes en jeu s'expriment �a partir des valeurs desui en z = � (resp. z = 1P (1) ), qui ne sont rien d'autre que les  raines de module � � deP (u) = P (�) (resp. P (u) = P (1)). �Corollaire 2. Les hemins sur N ne peuvent être engendr�es par une grammaire alg�ebrique,mais elle-i ne sera pas fortement onnexe (i.e. tous les terminaux ne sont pas reli�es entreeux).D�emonstration. Le premier point est lair ar on peut onstruire un automate �a pilereonnaissant nos objets. Quant au seond au point, s'il n'�etait pas v�eri��e, on serait dansle adre du th�eor�eme de Drmota{Lalley{Woods et on devrait alors avoir une asymptotiqueen ��nn3=2 , e qui ontredirait le th�eor�eme pr�e�edent pour les marhes dont la d�erive est � 0.Il en est de même pour les marhes de d�erive < 0, puisque si les hemins �etaient engendr�espar une grammaire onnexe, il suÆrait de hanger le poids des lettres pour avoir une d�erivepositive (ei n'a�ete pas la onnexit�e de la grammaire !) et on aurait dans e as aussi uneontradition ave le th�eor�eme i-dessus. �Cei montre que la r�eiproque du th�eor�eme de Drmota{Lalley{Woods est fausse, i.e. onn'a pas �equivalene entre objets ombinatoires alg�ebriques dont la s�erie g�en�eratrie pr�esenteune singularit�e de type raine arr�ee et objets ombinatoires engendr�es par une grammaireonnexe.



116 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHES5. Loi limite du nombre d'e�eurements5.1. Retours �a l'origine des exursions.Th�eor�eme 4 (Nombre de retours en z�ero). Le nombre de retours en z�ero d'une marhe surN �a sauts born�es est 1+ la somme de deux lois g�eom�etriques. Notons E(z) la s�erie g�en�eratriedes exursions et � le rayon de onvergene de elle-i et soit b0 = E(�) sa valeur en lasingularit�e. La moyenne est 2b0�1+O � 1n� retours �a z�ero, ave une variane 2b0(b0�1)+O � 1n�.D�emonstration. Puisqu'une exursion est une suite d'arhes, on a E(z) = 11�A(z) etdon A(z) = 1 � 1E(z) pour E(z) et A(z) s�eries g�en�eratries des exursions et des arhesrespetivement. F (z; 0; t) = Xn;k fnkzntk = 11� tA = 11� t�1� 1E �D�es lors, tous les moments sont parfaitement expliitables ar les d�eriv�ees m-i�eme en t deF (z; 0; t) sont alulables (elles valent m! (1�E�1)m(1�t(1�E�1))m+1 ) et se simpli�ent quand t = 1 :�mt F (z; 0; 1) = m!E(z)(E(z) � 1)m.Ainsi, le nombre moyen d'e�eurements est�n = [zn℄�tF (z; 0; 1)[zn℄F (z; 0; 1) = [zn℄E(z)2[zn℄E(z) � 1 = 2b0 � 1 +O� 1n�ar E(z) = b0 � b1p�� z + � � � et la variane est donn�ee par�2n = f 00n(1)fn(1) + �n � �2n = [zn℄2E(z) � 4E(z)2 + 2E(z)3[zn℄E(z) + �n � �2n= 6b20 � 8b0 + 2 + �n � �2n = 2b0(b0 � 1) +O� 1n� :Le nombre de marhes de longueur n ayant j e�eurements est donn�e parfnk = [zn℄�1� 1E(z)�j = [zn℄ 1b0 � jb1(1� b�10 )j�1pr � zb20 +O(r � z) :Ainsi, la probabilit�e d'avoir asymptotiquement j e�eurements vaut pj = fnj=fn ! j(1�b�10 )j�1b20quand n! +1, et Pj�0 pj = 1 quel que soit b0. La s�erie g�en�eratrie de probabilit�es �etant va-lant x2( 1b0 1x 11�x)2. On a ainsi une loi limite disr�ete qui est somme de 1+ deux lois g�eom�etriquesde param�etre 1=b0. �Exemple 42. Degr�e moyen �a la raine des arbres g�en�erauxLes arbres g�en�eraux sont les arbres planaires dont haque n�ud interne peut avoir autantde �ls que l'on veut ; ils v�eri�ent don l'�equation ombinatoire G = N � Seq(G), i.e. G(z) =z 11�G(z) .En partiulier, la raine d'un tel arbre peut don avoir 36, 3 milliards, 1070 �ls, il y a lehoix ! Nous allons montrer ('est un r�esultat du folklore) qu'en moyenne la raine a 3 �ls, undegr�e fort petit don par rapport �a tout e qui �etait autoris�e !Ce degr�e, �a ause de la orrespondane de  Lukasiewiez est �equivalent aux nombres deretours en z�ero de la marhe de Dyk (pas f+1;�1g), puisque F (z; 0) = 2� 4p1=2 � z+ : : : ,on a ainsi �n = 3� 12n + 48n2 +O( 1n3 ):



5. LOI LIMITE DU NOMBRE D'EFFLEUREMENTS 117Remarquons que pour les mots de Dyk, le r�esultat peut être �etabli sans reours �a l'analysede singularit�e : en e�et, le nombre d'exursions de longueur n estEn := [zn℄F (z; 0; 1) = [zn℄1�p1� 4z22z2et le nombre moyen d'e�eurements pour une exursion de longueur 2k est don :�2k = [z2k℄�tF (z; 0; 1)[z2k℄F (z; 0; 1) = [z2k℄E(E � 1)E2k = (2(k+1)k+1 )k+2 � (2kk )k+1(2kk )k+1= (k + 1)(2k + 1)(2k + 2)(k + 2)(k + 1)2 � 1 = 3 kk + 2 = 3Xp�0 (�1)p2pkp = 3� 6k + 24k2 +O( 1k3 ) :Ce r�esultat me permettait de onlure mon m�emoire de DEA par et apophtegme m�emorable :< L'ivrogne frappe toujours trois fois. >Exemple 43. Le paradoxe des fateursConsid�erons un mot de Dyk (g�en�eralis�e), son nombre moyen de fateurs (ii, au sens de fa-teur < premiers >, i.e. la fatorisation de l'exursion en arhes) est essentiellement ind�ependantde sa longueur ! Cela peut parâ�tre paradoxal : en e�et, un mot de Dyk (g�en�eralis�e) �etantune suite d'arhes, j'en onstruis un en rajoutant une arhe, e qui devrait don augmenterle nombre de fateurs.Le paradoxe est bien sûr lev�e quand on songe que les hemins de Dyk (g�en�eralis�es) ontplutôt tendane �a < monter en hauteur > qu'�a stagner sur l'axe des absisses, même si lad�erive est n�egative. En e�et, le fait de onsid�erer des exursions fait que toutes les marhes,quelques soient leur d�erive, sont ii < onditionn�ees > �a revenir en z�ero ; ainsi, tout le mondeest log�e �a la même enseigne et a un nombre onstant de fateurs en moyenne.C'est ainsi qu'un mot de Dyk a en moyenne une fatorisation ()()(), plus pr�eis�ement,puisque pj = j2j+1 , on a un seul fateur dans 25% des as, deux fateurs dans 25% des as,trois fateurs dans � 24% des as, quatre fateurs dans � 12% des as, et. La masse desmots ayant enore plus de fateurs �etant assez di�use, la moyenne se fait �a 3 fateurs.5.2. Retours �a l'origine des hemins.Th�eor�eme 5 (Asymptotique des retours en 0 des N-hemins). Pour une marhe �a sautsborn�es ap�eriodique, le nombre de retours en 0 des hemins sur N suit une loi g�eom�etrique deparam�etre 1� quand la d�erive est n�egative ou nulle (i.e � > 1) et de param�etre 1jaj quand lad�erive est positive (a est le produit des  raines de modules < � de P (u) = P (1), multipli�epar P (1)=p�).D�emonstration. Le nombre d'e�eurements est le nombre de retours en 0. �A la se-tion 4.4 du hapitre 1, nous avons montr�e que la s�erie g�en�eratrie des e�eurements v�eri�ait,pour une marhe sur N : F (z; u; t) = 11� t(1� 1=F (z; 0)) F (z; u)F (z; 0) :Le nombre de hemin de longueur n ayant j e�eurements est alors donn�e parfnj(1) = (1� 1=F (z; 0))j F (z; 1)F (z; 0) :



118 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHESOr (1� 1=F (z; 0))jF (z; 0) � (1� 1� )j� +�� j� + (1� 1� )��1� 1��j�1 d1�2p�� z + : : :En multipliant par le omportement de F (z; 1), il nous faut enore distinguer les as suivants.Quand la d�erive est nulle, on obtient ainsifnj(1) � [zn℄�d1�(1)(1 � 1� )j� (�� z)�1=2 � �d1�(1)(1 � 1� )j� ��np2�n1=2 :Quand la d�erive est n�egative, on obtient ainsifnj(1) � �d1�(1)(1 � 1� )j�(P (1) � P (�)) [zn℄� (�� z)�1=2 � �d1�(1)(1 � 1� )j�(P (1)� P (�)) ��np2�n3=2 :Quand la d�erive est positive, en posant a = F (P (1)�1; 0) on obtient ainsifnj(1) � (1� 1a)ja �(1)(1 � �1)P (1)n :Ainsi, on a fnj(1)=fn(1)! 1� (1� 1� )j quand n! +1 pour une d�erive� 0 et fnj(1)=fn(1)!1a(1� 1a)j dans le dernier as (d�erive < 0). L'asymptotique des moments est ais�ement alulable�a partir de�tF (z; u; 1) = F (z; u)(F (z; 0) � 1) et �2t F (z; u; 1) = 2(F (z; 0) � 1)2F (z; u) :La moyenne et la variane sont bien sûr en O(1). �Notons que le fait que les hemins de d�erive n�egative aient en moyenne un nombre onstantd'e�eurements peut parâ�tre ontre-intuitif (puisque la marhe ne devrait pas arrêter de seogner ontre l'axe des absisses) mais que ela s'explique par le fait que l'on onditionnepar un �ev�enement exponentiellement rare : le rapport marhes sur Z /hemins sur N �etantfn(1)=P (1)n � (P (�)P (1) )n = (1� �)n.Exemple 44. E�eurements des mots de DykPour P (u) = u+ 1u , on a :F (z; u; t)(u � z(1 + u2)) = u + zu(t� 1)F 0(z; 0; t) � zuu�1[u�1℄Xn PznfnF (z; u; t)(u � z(1 + u2)) = u+ zu(t� 1)F 0(z; 0; t) � z[u0℄Xn znfn:(41) F (z; u; t)(u � z(1 + u2)) = u+ zu(t� 1)F 0(z; 0; t) � zF (z; 0; t)en annulant le noyau, on obtient, en fontion de la raine u1(z) du noyau,zF (z; 0; t) = u1 + zu1(t� 1)F 0(z; 0; t)en d�erivant l'�equation (41) par rapport �a u, puis ave u = 0, on a aussiF 0(z; 0; t) = F (z; 0; t) � 1ztd'o�u F (z; 0; t) = u1(1� t)u1 + zt



6. ALTITUDE FINALE 119et ainsi on a F (z; u; t) = u2(1� t)(u1 � z) + zu1((1 � t)u1 + zt)(zu2 � u+ z)6. Altitude �nalePour les exursions, l'altitude du dernier point est bien sûr toujours 0. Pour les hemins,nous allons montrer les faits suivantsTh�eor�eme 6 (Altitude moyenne des N-hemins). Pour une marhe �a sauts born�es ap�eriodique,l'altitude moyenne �nale d'un hemin sur N v�eri�e{ une loi de Rayleigh (�n = O(pn) et �2n = O(n)) quand la d�erive est nulle,{ une loi de type < somme de g�eom�etriques > (�n = O(1) et �2n = O(1)) quand la d�eriveest n�egative,{ une loi gaussienne (�n = O(n) et �2n = O(n2)) quand la d�erive est positive.D�emonstration. Je renvoie temporairement �a [8℄. �On trouvera dans le tableau de la page suivante des d�eveloppements asymptotiques dedi��erents param�etres sur quelques marhes lassiques.
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P�eriodique, d�erive nulle (marhe de Dyk) :[+1;�1℄ n �enum�eration e�eurements (�; �2) altitude �nale (�; �2)F (z; 0) pair p2p� 2nn3=2 3 � 12n ; 10� 120n 0pair p2p� 2npn � 2np2�n3=2 1� 3n ; 2� 20n p�p2pn� 1 + p1�4 n�1=2; 2n � 3p�p2 pn+ 72F (z; 1) impair p22np�pn � 32n2p2�n3=2 1� 4n ; 2� 24n p�p2pn � 1 + p3�8 n�1=2; 2n� 3p�p2 pn + 4P�eriodique, d�erive 6= 0 (Marhe de Dyk ave 2 pas arri�ere) :[+1;�1;�1℄ n �enum�eration e�eurements (�; �2) altitude �nale (�; �2)F (z; 0) pair p2p� (2p2)nn3=2 +O( 2nn5=2 ) 3� 12n + O( 1n2 ); 4� 60n + O( 1n2 ) 0pair 12 3n + p2p� 2npn � 2np2�n3=2 1� 3n + O( 1n2 ); 2� 17n + O( 1n2 ) p�p2pn� 1 + p�2p2n�1=2 +O(n�3=2); (2� �2 )n+ 3��2 � � ��432 1n +O( 1n2 )F (z; 1) impair 12 3n + p22np�pn � 32p2� 2nn3=2 1� 4n + O( 1n2 ); 2� 20n + O( 1n2 ) p�p2pn� 1 + p3�4p2 n�1=2 + O(n�3=2); (2� �2 )n+ 2� 34� � �16 1n +O( 1n2 )Ap�eriodique, d�erive nulle (marhe de Motzkin), � = 1=3 :[+1; 0;�1℄ �enum�eration e�eurements (�; �2) altitude �nale (�; �2)F (z; 0) 3p32p� 3nn3=2 � 117p332p� 3nn5=2 5� 452n ; 12� 3872n 0F (z; 1) p3p� 3npn � 9p316p� 3nn3=2 2� 6n ; 6 � 57n p�p3pn� 1 + 3p3�16 n�1=2; 4��3 n � 76 � 38� + 5��24384 1nAp�eriodique, d�erive � 0 (Marhe de Motzkin ave 2 pas avants, � = (2p2 � 1)=7) :[�1;�1℄ �enum�eration e�eurements (�; �2) altitude �nale (�; �2)F (z; 0) 14p44+25p2p� ��nn3=2 + 21128p568+338p2p� ��nn5=2 3 +p2 � 3(17+6p2)4n ; 5 + 3p2� 3(107+60p24n 0F (z; 1) 4n2 � 14p1348�953p2p� ��nn3=2 1 � p232�163p22p�n3=2�nP (1)n ; 2� q3928� 55552 p22p�n3=2�nP (1)n n4 + 2� q 33716 � 95364 p2p�n�nP (1)n ; 11n16 � 8 + q 337256� 9531024p2pnp��nP (1)nAp�eriodique, d�erive � 0 (Marhe de Motzkin ave 2 pas arri�ere, � = (2p2 � 1)=7) :[+1; 0;�1;�1℄ �enum�eration e�eurements (�; �2) altitude �nale (�; �2)F (z; 0) 14p44+25p2p� ��nn3=2 + 21128p568+338p2p� ��nn5=2 3 +p2� 3(17+6p2)4n ; 5 + 3p2 � 3(107+60p2)4n 0F (z; 1) 12p1348+953p2p�n3=2�n + 364p197133736+139394546p2p�n5=2�n 52 � 12+3p2n ; 134 + 3p2� 3(99+58p2)4n 2 + 2p2 � 1952n ; 8 + 6p2 � 3(563+398p2)2nFig. 1 { Marhes sur N, mod�ele uniforme. Asymptotique suivant la p�eriodiit�e et la d�erive.Pour tous les param�etres i-dessus, on peut donner un d�eveloppement asymptotique omplet (j'ai tronqu�e ii au deuxi�eme ou troisi�eme terme asymptotique dominant, leterme suivant est n fois plus petit).



7. QUELQUES MOTS SUR LE MOD�ELE < PROBABILIS�E > AVEC BARRI�ERE R�EFL�ECHISSANTE 1217. Quelques mots sur le mod�ele < probabilis�e > ave barri�ere r�e�ehissanteNous avons jusqu'�a pr�esent regard�e un mod�ele < uniforme >, 'est-�a-dire dans lequel nousaordions le même < poids > �a haune des marhes de longueurs n possibles.Pour de l'�enum�eration pure, 'est le mod�ele ad�equat. Toutefois, di��erents ph�enom�enespeuvent donner lieu �a des marhes pour lesquelles haque saut a une probabilit�e �x�ee (etdon les marhes de longueur n peuvent avoir des probabilit�es tr�es di��erentes les unes desautres). C'est le mod�ele le plus ourant hez les probabilistes.De par la ontrainte de positivit�e des marhes que nous onsid�erons, il onvient ependantde pr�eiser, non seulement quelle est la probabilit�e de faire un saut donn�e (la somme de esprobabilit�es faisant bien sûr 1), mais �egalement que devient ette probabilit�e lorsqu'un (ouplusieurs) de es sauts est < impossible > (ar il ferait aller la marhe dans les entiers n�egatifs).Nous appelons < mod�ele probabilis�e > ave barri�ere r�e�ehissante un tel mod�ele pourlequel on a un nombre �ni de sauts possibles, haun assoi�e �a une probabilit�e, et pour lequelle poids d'une marhe est le produit des probabilit�es de ses sauts suessifs. Nous sommestoujours dans le adre de marhes homog�enes en temps mais l'homog�en�eit�e en espae estrompue �a ause des onditions de bord, toutefois il nous est toujours possible de apterl'�evolution de telles marhes :(42) fn+1(u) = P (u) fu�gfn(u) + �1Xi=0 Pi(u)fuigfn(u)o�u  est le plus grand saut en arri�ere et o�u les Pi d�erivent omment sont r�eparties lesprobabilit�es de faire tel ou tel saut quand on est �a hauteur i (puisqu'alors ertains sautsdonn�es par P ne sont plus possibles).Th�eor�eme 7 (Alg�ebriit�e des s�eries g�en�eratries dans le mod�ele probabilis�e ave barri�erer�e�ehissante).La s�erie g�en�eratrie d'une marhe probabilis�ee sur N est alg�ebrique et vautF (z; u) = 1 + zP�1i=0 (Pi(u)� P (u)) ui �iui! F (z; 0)1� zP (u) ;o�u les �iuF (z; 0) sont alg�ebriques, d�etermin�ees par la m�ethode du noyau.D�emonstration. La r�eurrene (42) se r�eritfn+1(u) = P (u) �fn(u)� fu<gfn(u)�+ �1Xi=0 Pi(u)ui �iui! fn(0)e qui, en multipliant par zn+1 et en sommant pour n � 0, m�ene diretement �a l'�equationfontionnelle (1� zP (u))F (z; u) = 1 + z �1Xi=0 (Pi(u)� P (u)) ui�iui! F (z; 0) :Le membre droit omporte  inonnues, en utilisant la m�ethode du noyau, on obtient ainsiune expression de F (z; u) en fontion des  raines (onvergentes en 0) du noyau, don F (z; u)est alg�ebrique. �



122 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHESExemple 45. Marhe de Dyk probabilis�ee ave barri�ere r�e�ehissanteRegardons le as d'une marhe de Dyk o�u l'on fait un pas +1 (resp. �1) ave probabilit�e a(resp. b) et quand on est �a hauteur 0, on fait un saut +1 ave probabilit�e 1. La r�eurrene estfn+1(u) = �au+ b1u� fu�1gfn(u) + ufu0gfn(u)d'o�u l'�equation fontionnelle(1� zP (u))F (z; u) = 1 + z (u� P )F (z; 0) ;et au �nal, en notant u1(z) = 1�p1�4abz22az la petite branhe du noyau, on obtient la formelose suivante F (z; 0) = 1bz (1=u1(z)� u1(z)) :Il est imm�ediat d'appliquer les mêmes tehniques pour apter les s�eries g�en�eratries trivari�eesF (z; u; t) de di��erents param�etres, par exemple, pour les e�eurementsF (z; 0; t) = 1z (�tu1(z) + au1(z) + b=u1(z)) :On trouvera �a la �gure i-dessous di��erents r�esultats asymptotiques, que l'on peut obtenirpar analyse de singularit�e, relatifs aux marhes probabilis�ees.�enum�eration e�eurements (�; �2)Æ > 0 1 O(1); O(n)F (z; 1) Æ = 0 1 pn;O(n2)Æ < 0 1 O(n); O(n3)Æ > 0 O(��nn�3=2) O(��nn�3=2); O(��nn�3=2)F (z; 0) Æ = 0 O(n�1=2) O(1); O(n)Æ < 0 O(1) O(n); O(n3)Marhes sur N, mod�ele probabilis�e ave barri�ere r�e�ehissante (Æ = P 0(1) indique la d�erive).8. Prospetive : aire et hauteurJ'aimerais �nir e hapitre par une setion un peu plus prospetive. Nous avons trait�emontr�e pr�e�edemment omment obtenir un d�eveloppement asymptotique omplet (et les loislimites) pour di��erents param�etres (e�eurements, altitude �nale). Nos r�esultats, valides pourtoutes les marhes �a sauts born�es (et g�en�eralisant don le as  = 1 des marhes de type Lukasiewiez, qui orrespond aux mod�eles de familles simples d'arbres), montrent qu'en unertain sens, les r�esultats des marhes de  Lukasiewiez (plus ais�es �a �etablir) ont lieu en faitpour l'ensemble des marhes de type �ni (intuitivement, on pouvait se douter que les r�esultatso��nideraient, au premier ordre asymptotique, �a ause de l'universalit�e de l'exursion brow-nienne).Pour es mêmes raisons, il est attendu que deux param�etres tr�es int�eressants mais assezdiÆiles �a �etudier en ombinatoire analytique, l'aire et la hauteur, vont suivre dans le asg�en�eral des marhes �a sauts born�es les mêmes lois limites que dans les as < simples > desmarhes de  Lukasiewiz (seul saut arri�ere = �1).



8. PROSPECTIVE : AIRE ET HAUTEUR 123Pour l'aire (ou enore pour la longueur de heminement), des r�esultats de G. Louhard [93℄et de L. Takas [119℄ montrent que l'on a une loi limite Airy (dite de < type aire > [63℄), etune approhe due �a Ph. Duhon [47℄ sugg�ere qu'il en est de même pour divers param�etres< additifs > que l'on suit par des grammaires attribu�ees. En e qui onerne la ombina-toire analytique, pour l'aire des marhes lassiques (Dyk, Motzkin, . . .), on peut trouverdes r�eurrenes < diretes > (omme donn�ees par l'�eole Florentine [96, 103℄) et aboutir �ades s�eries g�en�eratries alg�ebriques ; l'asymptotique est alors ais�ee : pour les hemins, l'airemoyenne est �n(1) = n3=22P (1)pP (1)� � n+O(pn) ;et pour les exursions, l'aire moyenne est�n(0) = 3n3=24P (1)pP (1)� � n+O(pn) :(Notons qu'il y a un lien entre l'aire sous un hemin de Motzkin et l'�enum�eration d'animauxdirig�es suivant leur taille [80℄.) Malheureusement, dans le as g�en�eral, ela se gâte s�erieusement(on n'a plus de jolies formes loses), une piste est de onsid�erer les �equations fontionnellesauxquelles on aboutit �a partir defn+1(u; q) = fu�0gP (upq)fn(uq; q) ;de les d�eriver pour �etablir des r�eurrenes entre les moments de di��erents ordres, qui donneraitainsi la loi d'Airy. Je ompte poursuivre ette piste dans des travaux �a venir.Pour la hauteur, Flajolet-Odlyzko [64℄ ont montr�e que la hauteur Hn des familles simplesd'arbres a une loi limite qui met en jeu une fontion elliptique thêta,(43) �(x) := Xn exp(�n2x2)(1� 4n2x2) :L�a aussi, on s'attend (enore de par l'universalit�e de l'exursion brownienne) �a e que er�esultat se g�en�eralise aux marhes de type �ni, ave une hauteur moyenne pn et une loilimite de type thêta. La question ombinatoire est d'autant plus passionnante qu'elle estreli�ee �a notre disussion sur les petites raines donn�ees par la m�ethodes du noyau ! Notonsque le param�etre de hauteur de l'exursion est �etroitement li�e au oût d'un parours it�eratifde l'arbre, tandis que la hauteur de l'arbre orrespond au parours r�eursif. Je jette i-apr�esles premiers pas d'une �etude de la Hauteur moyenne de la marhe +2;�1.La marhe sur N �a pas +2;�1 a pour polynôme arat�eristique P (u) = u2 + 1u et la s�erieg�en�eratrie de la marhe v�eri�e l'�equation fontionnelle :(1� zP (u))F (z; u) = 1� zF (z; 0)uLe noyau (1�zP (u)) poss�ede trois raines u1(z); u2(z); u3(z). Nous noterons u1 la branher�eelle � z en 0, u2 la branhe � z�1=2 en 0 et u3 la branhe � �z�1=2 en 0. La branhe u2vient rejoindre la branhe u1 en z = �, le rayon de onvergene de F (z; 0).La s�erie g�en�eratrie des marhes de hauteur� h v�eri�e quant �a elle l'�equation fontionnellesuivante :(1� zP (u))F [h℄(z; u) = 1� z F [h℄(z; 0)u + uh+1Dh�1F [h℄(z; 0)(h� 1)! + uh+2DhF [h℄(z; 0)h! !



124 4. ASYMPTOTIQUE DE DIFF�ERENTS PARAM�ETRES DE MARCHESLa substitution des 3 raines ui dans le noyau annule le membre de gauhe et m�ene donau syst�eme suivant (les ti sont les + d fontions inonnues) :1� z� t0u1 + uh+11 t1(h� 1)! + uh+21 t2h!� = 01� z� t0u2 + uh+12 t1(h� 1)! + uh+22 t2h!� = 01� z� t0u3 + uh+13 t1(h� 1)! + uh+23 t2h!� = 0L'appliation de la r�egle de Cramer nous donne alorst0 = F [h℄(z; 0) = u1z DhDh+1o�u Dh est le d�eterminant de 0�1 uh+11 uh+211 uh+12 uh+221 uh+13 uh+23 1A : En d�eveloppant e d�eterminant, on obtient :Dh = (uh+12 uh+23 � uh+22 uh+13 )� (uh+23 uh+11 � uh+21 uh+13 ) + (uh+11 uh+22 � uh+21 uh+12 )En posant v1 := u2u3; v2 := u1u3; v3 := u1u2, on a :Dh = (u3 � u2)vh+11 + (u1 � u3)vh+12 + (u2 � u1)vh+13 :La s�erie g�en�eratrie des exursions qui passent par un point de hauteur > h est donF (z; 0) � F [h℄ = u1z � u1z DhDh+1 = u1z Dh+1 � v1DhDh+1= u1z �(u1 � u3)vh+22 + (u2 � u1)vh+23 �� v1 �(u1 � u3)vh+12 + (u2 � u1)vh+13 �v1Dh+1En divisant le num�erateur et le d�enominateur par vh+11 et en posant w := v2v1 = u1u2 , on a laformule exateF � F [h℄ = u1z (v2 � v1)(u1 � u3)wh+1 + (v3 + v1)(u2 � u1)� v3v1�h+1v1�(u3 � u2)v1 + (u1 � u3)v2wh+1 + (u2 � u1)v3 � v3v1�h+1� :Comme ��� v3v1 ��� < 1 quand z � �, on attend :F � F [h℄ � u1z (v2 � v1)(u1 � u3)wh+1(u3 � u2)v21 + (u1 � u3)v2v1wh+1 ;o�u � d�esigne une approximation analytique pour un ertain domaine de (z; h) (non expliit�eii) ave z ! ��; h ! 1 En posant a(z) := wu1�u3u2�u3 (n.b. : a(z) � 1 quand z ! ��), on seram�ene don �a l'�etude deF � F [h℄ � u1z �u3u1� (1� w) wh+11� a(z)wh+1



8. PROSPECTIVE : AIRE ET HAUTEUR 125En onsid�erant a(z) omme une perturbation, nous avons alors ramen�e le probl�eme �a l'�etudede la forme simpli��ee(44) eF � eF [h℄ � u3z (1� w) wh+11 � wh+1 :Une telle forme �etant pr�eis�ement du type apparaissant dans l'artile de Ph. Flajolet etA. Odlyzko [64℄ pour la hauteur des arbres, on est ontent et on peut esp�erer reyler leuranalyse et la loi limite suit par onvergene de moments. Toutefois, il faudrait �etablir la validit�ede l'approximation (44) dans une r�egion en z de type amembert et ave une uniformit�esuÆsante : ei passe par la loalisation des z�eros des polynômes Dh (travail en ours) pourlesquels il faut �etablir (par Rouh�e ?) que les z�eros sont hors d'un amembert fondamental. Ilest �a noter en tout as que l'approximation (44) g�en�eralise agr�eablement les formules exatesdes exursions de Bernoulli (les marhes f�1;+1g) telles que donn�ees par De Bruinj, Knuthet Rie [41℄.
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Aux renontres Al�ea 2001, au CIRM, �a Luminy, Jesper Lykke Jaobsen avait onjetur�e(apr�es des v�eri�ations num�eriques sur le as f�2;+1g, voir i-dessus �a gauhe) que les valeurspropres r�eelles �etaient toujours positives. Dans le as g�en�eral (voir i-dessus �a droite pour leas f�3;�1;�1; 0;+1;+4g), l'ensemble des valeurs propres a des propri�et�es remarquablesmais un peu plus ompliqu�ees.





CHAPITRE 5Cols oalesents et loi d'AiryR�esum�e : Ce hapitre est onsar�e aux artes planaires (et �a leurs ousins les graphes), pourlesquels nous appliquons des m�ethodes de ols pour �etudier de fa�on �ne le ph�enom�ene detransition de phase pour la forte-onnexit�e (en ajoutant al�eatoirement des arêtes �a une artedonn�ee, quand sommes-nous assur�es d'avoir une omposante k-onnexe ?). Nous d�egageonsle rôle fondamental jou�e par e que nous baptisons la loi d'Airy des artes, dont nousmontrerons l'universalit�e au sens o�u de nombreux probl�emes ave oalesene de pointsols entrâ�nent ette loi.Ce hapitre est la ontinuation de travaux de Gilles Shae�er [111℄ et orrespond �al'artile [10℄ < Random Maps, Coalesing Saddles, Singularity Analysis, and Airy Phenom-ena > (soumis �a Random Struture and Algorithms) que j'ai r�ealis�e ave Philippe Flajolet,Gilles Shae�er et Mih�ele Soria. Une version onf�erene < Cartes planaires et ph�enom�ened'Airy > avait �et�e pr�esent�ee au olloque ICALP'2000 [9℄.Les prinipaux r�esultats de et artile sont� le th�eor�eme 2 (p. 138) qui donne la taille du noyau au point de transition (via unem�ethode de ol double);� le th�eor�eme 3 (p. 140) qui donne la taille du noyau au voisinage du point de transition(via une m�ethode de ols voisins) ;� le th�eor�eme 4 (p. 142) qui donne la taille du noyau uniform�ement sur tout une zoneontenant le point de transition (via une m�ethode de points ols oalesents) ;� le th�eor�eme 5 (p. 148) qui montre l'universalit�e de loi d'Airy, qui est li�ee aux sh�emasde omposition (3=2 Æ 3=2) ;� le th�eor�eme 6 (p. 155) qui montre que diverses familles de artes ont un noyau dontla taille est r�egie par une loi d'Airy ;� le th�eor�eme 7 (p. 156) qui montre que, pour diverses familles de artes, la taille dela plus grande omposante multi-onnexe est r�egie par une loi d'Airy ;� le th�eor�eme 11 (p. 160) qui relie les sh�emas de ompositions aux lois stables.Tous es r�esultats sont nouveaux dans le monde de la ombinatoire, seules des versions pro-babilistes �etaient onnues (e.g., les lois stables).J'ai jou�e un rôle < entral > dans et artile, mes ontributions majeures �etant d'unepart de d�evelopper une approhe par m�ethode de ols (doubles ou voisins), et d'autre partd'�etudier la fontion d'Airy en soi. 127



128 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYAbstrat. A onsiderable number of asymptoti distributions arising in random ombina-toris and analysis of algorithms are of the exponential-quadrati type, that is, Gaussian.We exhibit a lass of \universal" phenomena that are of the exponential-ubi type, or-responding to distributions that involve the Airy funtion. In this paper, suh Airy phe-nomena are related to the oalesene of saddle points and the onuene of singularitiesof generating funtions. For about a dozen types of planar maps, a ommon Airy distribu-tion (equivalently, a stable law of exponent 3=2) desribes the sizes of ores and of largest(multi)onneted omponents. Consequenes inlude the analysis and �ne optimization ofrandom generation algorithms for multiply onneted planar graphs, as well as the generallassi�ation of ompositional shemas in analyti ombinatoris.IntrodutionMaps are planar graphs embedded in the plane, and as suh, they model the topology ofmany geometri arrangements in the plane and in low dimensions (e.g., 3-dimensional onvexpolyhedra). This paper onerns itself with the statistial properties of random maps, i.e.,the question of what suh a random map typially looks like. We fous here on onnetivityissues, with the spei� goal of �nely haraterizing the size of the highly onneted \ore"of a random map.The bases of an enumerative theory of maps have been laid by Tutte [121℄ in the 1960's,this in an attempt to attak the four-olour onjeture. The present paper builds uponTutte's results and upon previous analyses of largest omponents given by Bender, Rihmond,Wormald, and Gao [20, 76℄. We establish the ommon ourrene of an interesting probabilitydistribution, the \Airy distribution of the map type", that preisely quanti�es the sizes ofores in about a dozen varieties of maps, inluding general maps, triangulations, 2-onnetedmaps, et. As a orollary, we are able to improve on the omplexity of the best known randomsamplers for multiply onneted planar graphs and onvex polyhedra from [112℄.The analysis that we introdue is largely based on a method of \oalesing saddle points"that was perfeted in the 1950's by applied mathematiians [16, 21, 128℄ and has foundsattered appliations in statistial physis and the study of phase transitions [107℄. However,this method does not appear to have been employed so far in the �eld of random ombinatoris.We laim some generality for the approah proposed here on at least two ounts. First, anumber of enumerative problems are known to be of the \Lagrangean type", being related tothe Lagrange inversion theorem and its assoiated ombinatoris. The lassial saddle pointmethod is then instrumental in providing asymptotis of simpler problems. However, theonuene of saddle points that presents itself in \ritial regions" is a stumbling blok forthe basi method. As we show here, planar maps are preisely instanes of this situation.Next, parallel developments suggested by the theory of random maps and the orrespondingintegration ontours lead to the preise analysis of a general omposition shema. Indeed,it is known, in the realm of analyti ombinatoris, that asymptoti properties of randomstrutures are losely related to singular exponents of ounting generating funtions. For\most" reursive objets the exponent is 12 and the probabilisti phenomena are desribedby lassial laws, like Gaussian, exponential, or Poisson. Methods of the paper permit usto quantify distributions assoiated with singular exponents 32 present in maps and unrootedtrees, and, more generally, they extend to distributions ourring in relation to ompositionsof generating funtions with algebrai-logarithmi singularities.Very roughly, the lassial saddle point method gives rise to probabilisti and asymptotiphenomena that are in the sale of n1=2 and the analyti approximations are in the form of an



1. BASICS OF MAPS 129\exponential-quadrati" (e�x2) orresponding to Gaussian laws. The oalesent saddle-pointmethod presented here gives rise to phenomena in the sale of n1=3, with analyti approx-imations of the \exponential-ubi type" (eix3), whih, as we shall explain, is onduive toAiry laws. The Airy phenomena that we unover in random ombinatoris should thus beexpeted to be of a fair degree of universality. Here are sattered ourrenes of what wereognize as Airy phenomena in the perspetive of this paper: the emergene of �rst ylesand of the giant omponent in the Erd}os-R�enyi graph model [62, 68, 83℄, the enumeration ofrandom forests of unrooted trees [87℄, luster formation in the onstrution of linear probinghashed tables [67, 86℄, the area under exursions and the umulative storage ost of dynam-ially varying staks [93℄, the area of ertain polyominoes [47℄, path length in ombinatorialtree models [119℄, and, perhaps, the threshold phenomena involved in the elebrated random2-SAT problem [22℄. We briey return to these questions in the onlusion setion of thepaper.Plan of the paper. Basis of maps are introdued in Setion 1 where the Airy distri-bution is presented. The enumerative theory an be developed along two parallel lines, oneLagrangean, the other based on singularity analysis. We �rst approah the analysis of ore sizevia the Lagrangean framework and variations of the saddle point method: a �ne analysis ofthe geometry of assoiated omplex urves is shown to open aess to the size of the ore, withthe Airy distribution arising from double or \nearby" saddles (Setion 2); a re�ned analysisbased on the method of oalesent saddle points then enables us to quantify the distribution ofore size over a wide range with preise large deviation estimates (Setion 3). By singularityanalysis tehniques, we show more generally that the very same Airy law is bound to our inany instane of a omposition shema of singular type (32 Æ 32), whih sheds a di�erent light onthe previous analyses; see Setion 4. The methods based on saddle points and singularitiesare then applied to about a dozen types of planar maps, thereby providing a preise quanti�-ation of largest multionneted omponents, with onsequenes on the random generation ofhighly onneted planar graphs (Setion 5). Finally, the singularity analysis methods an beextended to any omposition shema that is \ritial": see Appendix 7.1 where onnetionswith stable distributions of probability theory are also disussed. Major analyti propertiesof the Airy distribution \of the map type" are gathered in Appendix 7.2. Here is a diagramsummarizing the logial struture of the paper:1. Basis of maps���+ QQQs2. Two saddles3. Coalesing saddles 4. Singularity Analysis(A. Compositions, stable laws)QQQs ���+5. Largest omponents(B. Airy distribution)An extended abstrat of this paper has been presented at the ICALP'2000 onferene;see [9℄. 1. Basis of mapsThis setion organizes known fats about the enumeration of maps for the onveniene ofreaders not familiar with this hapter of ombinatorial theory. It is intended as a preparationof the tehnial treatment in Setions 2{5 that rely on the Lagrangean framework (whih



130 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYprovides exat power representations for map ounts) and on singularity analysis (whihprovides diret asymptoti estimates).A map is an embedding of a onneted planar graph in the sphere, onsidered up toorientation preserving homeomorphisms. By onstrution the omplement of the vertiesand edges of a map in the sphere is a union of simply onneted faes. In general loopsand multiple edges are allowed. A map is ompletely haraterized by its underlying graphtogether with a ylial ordering of edges around eah vertex. Following Tutte [120, 121℄,we onsider rooted maps, that is, maps with an oriented edge alled the root|this simpli�esthe analysis without essentially a�eting statistial properties (see [110℄ and Setion 5). Inorder to represent maps on the plane, a point of the sphere must be plaed at in�nity; byonvention we always hoose it so that the root runs along the in�nite fae ounterlokwise.Figure 1 illustrate this onvention. From now on, unless expliitly mentioned, all maps arerooted.Generially, we take M and C to be two lasses of maps, with Mn, Cn the subsets ofelements of size n (typially, elements with n edges). Here, C is always a subset of M thatsatis�es additional properties|typially, higher onnetivity. The elements of M are thenalled the \basi maps" and the elements of C are alled the \ore-maps". We de�ne informallythe ore-size of a map m 2M as the size of the largest C{omponent of m that ontains theroot of m.As a pilot example, we shall speialize the basi maps M to be the lass of all1 mapswith size taken as the number of edges. De�ne a separating vertex (or artiulation point) asa vertex whose removal disonnets the graph. The lass Ck will then be taken as the set ofnonseparable maps with k edges, where a map is alled nonseparable (or 2-onneted) if ithas no separating vertex. In this ase, the ore of a map is obtained by starting from the rootand removing all \pending" submaps that are attahed only through an artiulation point.This is illustrated by Figure 2, in whih the entral map on the right is a nonseparable map,namely the ore of the map displayed on the left.Our major objetive is to haraterize the probabilisti properties of ore-size of a randomelement ofMn, that is, of a random map of size n, when all elements are taken equally likely.Core-size then beomes a random variable Xn de�ned on Mn. In essene, the pilot examplethus deals with 2-onnetivity in random (onneted) maps. The paradigm that we illustrateby a partiular example is in fat of onsiderable generality as an be seen from Setion 5below.1We also speak of the lass of \general" maps when we need to ontrast it with speial lasses of maps.
Figure 1: Three representations of maps. The �rst two are idential as maps, while the thirdone is not, although the three underlying planar graphs are idential.
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Figure 2: The deomposition of a map into its nonseparable ore and the pending submaps.1.1. The physis of maps. From earlier works [20, 76, 111℄, it is known that a randommap of Mn has with high probability a ore that is either \very small" (roughly of sizek = O(1)) or \very large" (being �(n)). The probability distribution Prob(Xn = k) thus hastwo distint modes. The small region (say k = o(n)) has been well quanti�ed by previousauthors, see [20, 76, 111℄: a fration ps = 23 of the probability mass is onentrated there.The large region is also known from these authors to have probability mass p` = 1� ps = 13onentrated around �0n with �0 = 13 but this region has been muh less explored as it posesspei� analytial diÆulties. Our results preisely haraterize what happens in terms of anAiry distribution.The Airy funtion Ai(z), as introdued by the Royal Astronomer Sir George Bidell Airy,is a solution of the equation y00� zy = 0 that an be de�ned by a variety of integral or powerseries representations inluding (see [1, 123℄):(45) Ai(z) = 12� Z +1�1 ei(zt+t3=3) dt= 1�32=3 1Xn=0�31=3z�n �((n+ 1)=3)n! sin 2(n+ 1)�3 :Equipped with this de�nition, we present the main harater of the paper, a probabilitydistribution losely related to the Airy funtion.De�nition 1. The standard Airy distribution (of the \map type") is the probability dis-tribution whose density is(46) A(x) = 2e�2x3=3 �xAi(x2)�Ai0(x2)�= 1�xXn�1(�x32=3)n�(2n=3 + 1)n! sin(�2n�=3):The Airy distribution of parameter  is de�ned by the density A(x).Major properties of the funtion A(x) (inluding the equivalene between the two de�-nitions of (46)) are gathered in Appendix 7.2. The Airy distribution2 is a probability distri-bution, i.e., RRA(x) dx = 1, and an unusual feature is the fat that the tails are extremely2The Airy distribution of the map type is known in the probability literature as a stable law of index 32(see Appendix 7.1), and in elestial mehanis as the Holtsmark distribution.
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1. BASICS OF MAPS 133Proof (sketh). Shematially, for the family of general maps with n edges, the treat-ment goes as follows. Let M�(z; u) be the bivariate generating funtion of maps where z; umark respetively the number of edges and the degree of the root fae. Also the map of size 0with one vertex and no edge is momentarily allowed. (Consequently, M(z) = M�(z; 1) � 1:)First, the funtional equation(51) M�(z; u) = 1 + u2zM�(z; u)2 + uzM�(z; 1) � uM�(z; u)1� ureets the onstrution of maps starting from the map of size 0 by either adding an isthmus(also known as bridge) that onnets two simpler maps, or by adding an edge that uts arossan existing fae. From (51), upon isolating M�(z; u), one gets the equivalent \quadrati form"(52) (M�(z; u) �R(z; u))2 = Q(z; u) + M�(z; 1)u(1� u) ;for some expliit rational funtions Q(z; u) and R(z; u). The priniple of the quadrati methodis to bind z and u in suh a way (a priori unknown) that the left hand side vanishes. Conse-quently, under the binding, the right side of (52) should have a double root, whih is expressedby the onditions�Q(z; u) + M�(z; 1)u(1� u)� = 0; ��u �Q(z; u) + M�(z; 1)u(1� u)� = 0:The ompatibility ondition of these two equations is then expressed by two rational relationsbetween the three quantities M�(z; 1), u, and z, from whih one �nds that u = u(z) shouldsatisfy u2z + (u � 1)(2u � 3) = 0: Computations based on the further hange of parameterL = 1=(1 � u) (see [79, 120℄ and Setion 5 for other examples) then lead to the Lagrangeanparametrization (49).There results from the form (48) and from the Lagrange inversion theorem [79℄ an expliitform for the oeÆients of M(z), namely,(53) Mn � [zn℄M(z) = 1n [yn�1℄	0(y)�(y)n;where [zn℄F (z) denotes the oeÆient of zn in the series expansion of F (z). For the familyof general maps, this instantiates to (50) as given in the statement of the theorem. �Alternatively, elimination shows that M(z) is an algebrai funtion, in this ase admittingof losed form:(54) M(z) = �1 + 154z2 ��(1� 18z) + (1� 12z)3=2� :Substitution deompositions. As shown again by Tutte, maps satisfy additionallyrelations of the \substitution type". Suh relations usually take the form M = C Æ H wherethe familyH is a simple variation of the \basi" familyM while the \ore" family C is de�nedby stronger onnetivity onstraints.Proposition 2. The generating funtion of nonseparable maps is Lagrangean:(55) C(t) = 	(eL(t)); eL(t) = t e�(eL(t))	(y) = 13y(2� y); e�(y) = 3(1� y=3)2 :



134 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYAordingly, the number of nonseparable maps satis�es(56) Ck � [zk℄C(z) = 4(3k � 3)!(2k)!(k � 1)! :Proof (sketh). Between the family M of general maps and the family C of nonsepa-rable maps, the substitution relation(57) M(z) = Xk�1Ckzk(1 +M(z))2k = C(H(z)); with H(z) = z(1 +M(z))2;expresses that eah map is formed of a ore with k edges (hosen among the Ck nonseparablemaps with k edges) in whih 2k (possibly empty) maps are substituted. This is exatly thedeomposition illustrated by Figure 2: the ore is obtained starting from the root edge3 bydetahing all pending submaps until there is no separation vertex left; onversely a submapan be attahed at eah of the 2k \orners" of a nonseparable map in order to form a generalmap.An equation like (57) determines e�etively (albeit in an impliit manner) the exatenumeration of objets of type C whih are more \omplex", i.e., here, more highly onnetedthan the initial maps of M. One an go further. In view of Equations (48), (57), thegenerating funtion H(z) is also expressible in terms of the basi Lagrangean series L(z):(58) H(z) =  (L(z)) with  (y) = y3 �1� y3�2 :In order to extrat the generating funtion C(t) from the relation M(z) = C(H(z)), it isnatural to introdue the hange of variables z = z(t) de�ned by t = H(z), whih yieldsC(t) = M(z(t)). As both M(z) and H(z) are de�ned in terms of L(z), letting eL(t) = L(z(t))leads to the system (55). This parametrization is �nally amenable to the Lagrange inversiontheorem, hene the expression (56) for the oeÆients Ck. �The proof also shows that the generating funtion C(t) of nonseparable maps is a ubialgebrai funtion, C3 + 2C2 + (1� 18t)C + 27t2 � 2t = 0;that is an elementary variant of the generating funtion of ternary trees.The ore-size parameter. Our analysis assumes the uniform distribution over generalmaps of size n, with eah map being taken with probability 1=Mn. Under this model, we letXn denote the random variable of ore-size. LetMn;k be the set of maps with n edges whoseore omprises k edges; we de�ne the bivariate generating funtionM(z; u) = Xn;k Mn;kukzn with Mn;k = ard (Mn;k).The following obvious re�nement of (57) gives aess to ore-size:(59) M(z; u) = C(uH(z)) (with H(z) = z(1 +M(z))2):In summary:3Remark that this deomposition overs the ases when the root is a bridge or a loop, provided one adoptsthe onvention that the two maps with one edge (i.e., the bridge and the loop) are nonseparable.



1. BASICS OF MAPS 135Proposition 3. The probability distribution of ore-size is determined by(60) Prob(Xn = k) = CkMn [zn℄H(z)k;where one has, with �(y) = 3(1 + y)2 and  (y) = (y=3)(1 � y=3)2:(61) [zn℄H(z)k = kn [yn�1℄ 0(y) (y)k�1�(y)n:Proof. Relation (60) is a mere rephrasing of (59). The expression (61) results from (58)and Lagrange inversion. �The involved generating funtions are algebrai (and even rationally parametrized underthe Lagrangean framework), whih leads to ompliated alternating binomial sums expressingProb(Xn = k). The exponential anellations involved are however not tratable in thiselementary way, and omplex asymptoti methods must be resorted to.1.3. The asymptotis of maps. There is another side to the oin, to be exploredfurther in Setion 4. It relies on singularity analysis [66℄, the priniple being a general orre-spondene between the expansion of a generating funtion at a singularity and the asymptotiform of its oeÆients.Proposition 4. Eah generating funtion M(z); C(z);H(z) has a unique dominant singu-larity (at 112 ; 427 ; 112 resp.) and a singular expansion with singular exponent 32 at its singularityin the sense that(62) 8<: M(z) = 13 � 43(1� 12z) + 83(1� 12z)3=2 +O((1� 12z)2)H(z) = 427 � 49(1� 12z) + 1627 (1� 12z)3=2 +O((1� 12z)2)C(z) = 13 � 49(1� 27z=4) + 8p381 (1� 27z=4)3=2 +O((1 � 27z=4)2):In partiular, one has(63) Mn � 2p�12nn�5=2; and Ck � 227r 3� �274 �k k�5=2:Proof (sketh). In this proof, we purposely ondut the disussion in abstrat terms,and relate the existene of suh expansions to the general Lagrangean framework. The moti-vation stems from the need to over the shemas of Setion 5. (Clearly, singular expansionsof M;C;H ould be derived by diret omputation while the asymptoti forms of (63) areobvious onsequenes of the losed-forms available for Mn; Ck in this partiular instane.)(i) The universal asymptotis of maps. An impliitly de�ned funtion L(z) = z�(L(z))has in general an isolated singularity of the square-root type ditated by a failure of theimpliit funtion theorem [18, 94℄:(64) L(z) = � � l1=2(1� z=�)1=2 +O(1� z=�) (l1=2 > 0);there the singularity � and the singular value � are determined by the equations(65) ��0(�)� �(�) = 0; � = ��(�) :The expansion (64) yields in turn the singular expansion of the generating funtion of mapsvia M(z) = 	(L(z)). It appears that in all known map-related parametrizations of theform (48), the anellation 	0(�) = 0 holds, so that the singular exponent is shifted to 3=2:(66) M(z) = 	(L(z)) = 	(�)�m1(1� z=�) +m3=2(1� z=�)3=2 +O((1� z=�)2):



136 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRY(The onstants l1=2;m1;m3=2 are positive and omputable from �;	; � .) Aording to singu-larity analysis [66℄ (or the Darboux-P�olya method [18℄), the singular expansion then entails(67) Mn � 3m3=24p� ��nn5=2 :This generi asymptoti form is \universal" in so far as it is valid for all known \natural"families of maps (see Setion 5 and the disussion in [19℄).(ii) Substitution relations and asymptotis. The substitution relation (57) entails anotherremarkable property of the asymptoti expansions of M(z), H(z) and C(z). First, as H isde�ned in terms of M by H(z) = z(1 + M(z))2, both H and M have the same dominantsingularity, �, with singular exponent 3=2. In partiular, one has(68) H(z) =  (L(z)) =  (�)� h1(1� z=�) + h3=2(1� z=�)3=2 +O((1 � z=�)2):and, aordingly, the parametrization H(z) =  (L(z)) must also satisfy  0(�) = 0.The funtion eL that determines C is impliitly de�ned, so that its singularity e� andsingular value e� are solutions of a system analogous to (65), whih redues to  0(e�) = 0,e� =  (e� ). Aordingly, one has e� = � , hene e� =  (�), and(69) C(t) = 	(�)� 1(1� t= (�)) + 3=2(1� t= (�))3=2 +O((1� t= (�))2);where 1 and 3=2 are omputable positive numbers. This results in(70) Ck = [zk℄C(z) � 33=24p�  (�)�kk5=2 :The analysis speializes for the families of general maps and nonseparable maps where itprovides � = 1; � = 112 ;  (�) = 427 . Hene, the singular expansions of (62) and the asymptotiforms (63) of the exat ounts (50) and (56). �Propositions 3 and 4 open aess to the distribution of ore-size in two parallel ways.(i) The struture onstant � whih is by onstrution a saddle point of �(z)=z plays afundamental rôle, and from the preeding proof one has the \oalesene relations"(71) ddz ��(z)z �z=� = 0; ddz ( (z))z=� = 0:The oalesene relations express the fat that � is a saddle point ommon to �(z)=z and (z). The saddle point analysis of Setions 2{3 takes o� from the power forms (60), (61)provided by the Lagrangean framework and from the relations (71) whih an be taken asbasi axioms.(ii) In terms of the omposition equation M(z) = C(H(z)), the alulation above impliesthat the value of H(z) at its singularity � oinides with the dominant singularity of C(z):(72) H(�) = r.o. (C(z));where \r.o.." denotes radius of onvergene. Suh a omposition C Æ H is alled ritial .This situation of onuene of singularities is onsidered in full generality in Setion 4 wherethe analysis of ore size is developed from the power form (60) of Proposition 3 and from theritiality assumption (72).Both approahes are \universal" for ores in map. Setion 5 lists several other types ofmaps for whih the oalesene relations (71) hold (with various rational funtion pairs �;  ),



2. TWO SADDLES 137and for whih ore-size is desribed by a omposition shema that is ritial in the senseof (72) (with various algebrai funtions C;M).2. Two saddlesThe probability distribution of ore-size in maps is determined by Proposition 3 above.What is essentially needed is a way to estimate [zn℄H(z)k. The saddle point approah startsfrom a ontour integral representation based on the Lagrangean form, Equation (61), in
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Figure 4: Saddle landsapes and paths of integrations. From top to bottom, k = �n with� = 1=6, � = 1=3, and � = 1=2. The path of integration (dotted line) is seen to go throughthe dominant saddle whih is double in the middle landsape and simple in the other two.Dark and soft gray lines are respetively the level urves <(K(�)) and <(K(� 0)) of the kernelK(z) = � log + log(�=z).



138 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYonjuntion with Cauhy's oeÆient formula,[zn℄Hk(z) = kn 12i� Z� z (z)0 (z)k�1�(z)n dzzn+1(73) = kn 12i� Z�G(z) exp(nK(z)) dzThere � is a ontour enirling the origin antilokwise, while(74) K(z) � K(z;n; k) = kn log (z) + log(�(z)=z); and G(z) =  0(z) (z)are respetively the \kernel" and the \ofator" of the integrand.In simpler ases, integrals over omplex ontours involving large powers are amenable tothe basi saddle point method. The idea onsists in deforming the ontour � in the omplexplane, this, in order to have it ross a saddle point of the integrand, (i.e., a zero of thederivative) and to take advantage of onentration of the integral near the saddle point. Thenloal expansions yield approximations that are of the \exponential quadrati" type when thesaddle point is simple (i.e., only the �rst derivative vanishes). We refer to de Bruijn's bookfor a vivid desription of standard saddle point landsapes in onnetion with asymptotianalysis [40℄.For the problem at hand, there are two real saddle points, given by the saddle pointequation ��zK(z) = 0, one is �xed and equal to � , while the other varies with n; k. Inpartiular, for nonseparable ores of general maps, one has(75) � = 1 and � 0 = 3 n� kn+ 3k :The relative positions of these two saddle points and the geometry of the integrand evolvewith the ratio k=n, as shown by Figure 4. The basi saddle point method applies when thesetwo points are suÆiently separated from one another, that is, as long as � := k=n is \faraway" from the speial value �0 � 13 . This orresponds to the situation already known fromthe works [20, 76, 111℄. The situation hanges and there appears a \ritial" region whenk assumes values near �0n (as it turns out, in the sale of n2=3). In that interesting ase, thebasi version of the saddle point method eases to be appliable, and this is preisely wherewe �t in: by a detailed examination of the analyti geometry of the saddle points, we providesuitable integration ontours that \apture" the main asymptoti ontributions. Suh anapproah leads to a preise quanti�ation of ore-size in random maps. Figure 5 summarizesthe main methods involved in the saddle-point analyses of this and the next setion.2.1. Distint saddles. When k is far enough from �0n, one of the two saddle pointsis nearer to the origin and predominates. In that ase, the basi method applies, with theintegration ontour a irle entred at the origin and passing through the dominant sad-dle point. This orresponds to the already known results of Bender, Gao, Rihmond, andWormald [20, 76℄ supplemented by [111℄.Theorem 1 (Tails and distint saddles [76℄). Consider nonseparable ores of generalmaps. Let � = k=n, �0 � 1=3, and take � an arbitrarily small positive number.(i) The left tail of the probability distribution of ore-size has a polynomial deay: uni-formly for �n < k < (�0 � �)n, one hasProb(Xn = k) � 135p� 1k3=2(�0 � �)5=2 :



2. TWO SADDLES 139Left tail Centre Right Tailk: [�n; (�0 � �)n℄ �0n [(�0 + �)n; (1� �)n℄Saddle points: � < � 0 � = � 0 � > � 0Method: simple saddle point double saddle point simple saddle point(Setion 2.1) (Setion 2.2) (Setion 2.1)Type: Z e�t2dt Z te�t3dt Z e�t2dtAngle: ��2 �2�3 ��2Error: n�1=2 n�1=3+� n�1=2Central region \Wide" regionk: [�0n+ an2=3; �0n+ bn2=3℄ [�n; (1� �)n℄Saddle points: � 0 � �Method: nearby saddle points oalesing saddle points(Setion 2.3) (Setion 3)Type: Z (x� t)e xt�t3=3dt Z (x� t)e xt�t3=3dtAngle: �2�3 ! ubi urveError: n�1=3+� n�1=3Figure 5: Top: A broad lassi�ation of the methods involved in the lassi�ation of tailsand entre of the ore-size distribution. Bottom: Re�nements of the saddle point methodappliable to the ritial region of the law of ore-size.(ii) The right tail has an exponential deay: there exists a positive onstant A < 1 suhthat, uniformly for (�0 + �)n < k < n(1� �), one hasProb(Xn = k) = O(An):Proof (Sketh). We limit ourselves to brief indiations on proof tehniques (that relyon [20℄), this merely to serve as a basis for omparison with the next setions. For both leftand right tails, � is taken to be a irle through the saddle point that is \dominant" (in thesense that it is nearer to the origin). We denote by �d this dominant saddle point.The main ontribution to the integral arises from an immediate viinity of �d. In thisviinity the kernel admits an expansion of the quadrati typeK(�d + u) = K(�d)� �2 j�� �0j u2 +O(u3);where �2 is a positive ontinuous funtion of �. In partiular, provided � is far enough from�0 the basi saddle point applies and the integral (73) is, up to lower order terms, given bythe integral over a small vertial segment following the steepest desent line on both sides of�d. This yields[zn℄H(z)k � kn exp(K(�d))n2� Z Æ�Æ G(�d + u) exp(�n�2 j�� �0ju2 +O(nu3))du;where the \range" Æ is hosen so thatnÆ2 !1; nÆ3 ! 0;



140 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYensuring a omplete loal apture of the ontribution as well as validity of the quadratiapproximation. Here, we adopt Æ = log n=pn.The left tail (k < �0n) orresponds to �d = � , i.e., the �xed saddle point � is dominant(Fig. 4, top). In this ase the expansion of G(� +u) leads to part (i) of the theorem. Remarkthat the slow deay of probabilities (k�3=2) in this region results from the formulaProb(Xn = k) = Ck[zn℄H(z)kMnwhere the exponential rate of growth of [zn℄H(z)k, namely exp(K(�))n = ��n (�)k, exatlyompensates the exponential rate of deay of Ck=Mn.The right tail (k > �0n) has �d = � 0 dominating; (Fig. 4, bottom). This ase leads topart (ii) of the theorem and the exponential deay of probabilities follows beause K(� 0) <K(�) does not allow exp(K(� 0))n to ath up with the exponential fator present in Ck=Mn.�The saddle point method an lead in fat to preise estimates with orretion terms toany order, as long as � stays away from �0. For instane, one has for the right tail: thereexist two real funtions f(�) and g(�), positive and ontinuous on the interval [1=3; 1℄, suhthat Prob(Xn = k) � (� � �0)1=2(1� �)3=2 f(�) n�1=2e�n(���0)3 g(�);uniformly for �0n + n2=3�(n) < k < n � n2=3�(n), where �(n) is any funtion tending toin�nity.2.2. A double saddle. We next analyse the \entre" of the distribution, that is, onsiderthe ase where k = �0n exatly. Then, the two saddle points of (75) beome equal: � 0 = � .This ase serves to introdue with minimal apparatus the enhanements that need to bebrought to the basi saddle point method. Observe that the omplete onuene of thesaddle points preludes the use of \exponential-quadrati" approximations and the problembeomes of an \exponential ubi" type. The following statement is a variant, with errorterms added, of Theorem 1, ase (), by Bender, Rihmond, and Wormald [20℄. (See alsoomments after the proof.)Theorem 2 (Centre and a double saddle). The entre of the probability distribution of the(nonseparable) ore-size of a random element of Mn (general maps) satis�es, when k = �0nwith �0 = 13 :Prob(Xn = k) � 3p3 22=3�(2=3)8� k�2=3 �1 +O(n�1=3(log n)4)� : � :44441 k�2=3 :Proof. We present the proof in the form of a general disussion of kernel (74), in thease of a double saddle point at � when k = �0n. In this way, generi formul� like (78)below an be later reused for all families of maps listed in the Setion 5. (For the ase ofnonseparable ores of general maps, one should take �0 = 13 and � = 1.)When k = �0n, Equation (73) beomes(76) [zn℄Hk(z) = �02i� Z�G(z) exp (nK(z)) dz;where the kernel K redues to K(z) := log ((�=z) �0 ). By assumption, the quantity eK hasa double saddle point at � sometimes alled a \monkey saddle", viz., a saddle with plaes for



2. TWO SADDLES 141two legs and a tail. The idea onsists in hoosing a ontour that is no longer a irle entredat the origin, but, rather, approahes the real axis at an angle (see Fig. 4, middle).Global analysis. Let ÆÆ be a small enough but �xed positive quantity (here, ÆÆ = 1=10proves adequate). Spei�ally, the integration path � onsists of the following parts: (i) two(small) segments �Æ1;�Æ2 that have length ÆÆ and interset at � , at an angle of �2�=3; (ii) thepart �Æ of a irle entred at 0 from whih a small ar is taken out, joining with the nonrealends of �Æ1;�Æ2.By having hosen ÆÆ small enough, we ensure that eK dereases stritly in modulus along�Æ1;�Æ2, when going away from � . By examining the global topography of the real part ofK(z) along �Æ (and possibly deforming the ontour but keeping it homotopi to �Æ in C n f0gfor more ompliated ases), we ensure that the modulus of the funtion eK remains smallerthan its value at the nonreal ends of �Æ0;�Æ1. Consequently, the ontribution of the part dueto �Æ is exponentially small.Next, we shall hoose a value Æ < ÆÆ (the \range") depending on n and tending to 0as n ! 1. With a suitable hoie of Æ, see (77) below, and by virtue of the deay of jeK jalong the part of the ontour at a distane from � that is larger than Æ, the orrespondingontribution is also exponentially negligible (roughly like exp(� log3 n)). Then, the analysisredues to a purely loal analysis of eK . We denote by �1;�2 the parts of the ontour thatare at distane at most Æ from � and adopt a value of Æ satisfying two oniting requirements,(77) nÆ3 !1; nÆ4 ! 0; spei�ally Æ = (log n)n�1=3:Loal analysis. We an now swith to the loal analysis. The situation is suh that thereis oinidene of two saddle points (�; � 0). Aordingly, the kernel K has a double saddlepoint in � , meaning that its loal expansion is of the ubi type:K(z) = �0 � �3(z � �)3 +O((z � �)4) (�0; �3 > 0):This ubi form together with the fat that �3 is positive explains the geometry of the \land-sape" orresponding to ��eK ��, in partiular, the level urves, the steepest desent lines, and thesteepest asent lines [40℄. For example, the steepest desent lines are at angles 0; 2�=3;�2�=3(see Figure 4). Thus, loally at � , the integration path � follows two steepest desent linesof the landsape.The ontribution I1;2 along �1 [�2 to the integral in (76) provides the dominant ontri-bution and is estimated next by a loal analysis of K for values of z near � . Set u = z � � .The ondition nÆ4 ! 0 in (77) implies that terms of order 4 and higher do not matterasymptotially, and a simple alulation, using the fat that G(� +u) = �g1u+O(u2), yieldsI1;2 := Z�1[�2G � exp(nK) dz = �g1 exp(�0)n Z�1[�2u exp ��n�3u3� (1 +O(nÆ4)) du :The rightmost integral taken along �1 [ �2 an be extended to two full half lines of angle�2�=3 emanating from the origin, this at the expense of introduing only exponentiallysmall error terms (sine nÆ3 ! 1). The resaling v = u(n�3)1=3 exp(2i�=3) on �1 andv = u(n�3)1=3 exp(�2i�=3) on �2 then shows that the ompleted integral equals(n�3)�2=3(e4i�=3 � e�4i�=3)Z +10 v exp(�v3)dv = �(n�3)�2=3 ip3�(2=3);



142 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYwhere the evaluation results from a ubi hange of variable. In summary, we have found,with I0 the (negligible) ontribution due to the part � n (�1 [�2) of the ontour,[zn℄Hk(z) = �02i� (I0 + I1;2) = g1�2=33 �(2=3)2�p3 exp(�0)nn2=3 �1 +O(nÆ4)� :The de�nition of the kernel K implies that g1, �0 and �3 are expressible in terms of �,  ,and � alone,g1 =  00(�) (�) ; �0 = log��(�)�  �0(�)� ; �3 = 6� d3dz3 �(z)z  �0 (z)�z=� ;whih leads to(78) [zn℄Hk(z) = g1�2=33 �(2=3)2�p3 ��n (�)kn2=3 �1 +O(n�1=3(log n)4)� :By the the asymptoti forms (67), (70) of Mn; Ck, the last estimate renormalizes to give theprobability of ore size at k = �0n:(79) Prob (Xn = k) = Ck [zn℄Hk(z)Mn = 3=2m3=2 g1�2=33 �(2=3)2�p3 n�2=3 �1 +O(n�1=3(log n)4)� :For nonseparable ores of general maps, one has eK(z) = (1 + z)2(z(z � 3)2)1=3=z, � = 1,�3 = 1=6 and g1 = 3=2 and the theorem follows as a speialization of Equation (79). �A similar reasoning proves that the estimate remains valid for n = 3k+e with e onstant,and more generally for any e that does not grow \too fast" (in fat, e = o(n2=3)). It isinteresting to ontrast our approah with that of [20℄: there, the authors use a irle entredat the origin that passes though the double saddle point; in other words, beause the saddlepoint is double, the ontour adopted in [20℄ is a stationary phase ontour that does not bene�tof strong onentration properties; aordingly the proof in [20℄ needs to appeal to estimatesof osillating integrals based on the method of Van der Corput, but the situation seems lessfavourable for deriving good error bounds. As we see next, our approah extends rather easilyto a omplete analysis in the entral region.2.3. Nearby saddles. When k is lose to �0n, we hoose in the representation (73)an integration ontour � that athes simultaneously the ontributions of the two saddlepoints � 0 and � . For this purpose, we adopt a ontour that goes through the mid-point,� := (� 0 + �)=2; and, like in the previous ase, meets the positive real line at an angle of�2�=3. Loal estimates of the integrand, one suitably normalized, lead to a omplex integralrepresentation that eventually redues to Airy funtions.Theorem 3 (Loal limit law and nearby saddles). The probability distribution of ore-sizeadmits a loal limit law of the Airy type in the following sense: for any real numbers a; b, onehas, as n!1,(80) �n := supa� k��0nn2=3 �b ����n2=3Prob(Xn = k)� p` A�k � �0nn2=3 �����! 0;with p` = 13 and  = 3422=3.



2. TWO SADDLES 143Proof. The proof parallels losely the one of Theorem 2. We set k = �0n+xn2=3 wherex lies in a �nite interval of the real line. The kernel is now a perturbation of the previous one:K(z) = log�(�=z) �0  xn�1=3�.The ontour of integration now omprises two small segments �Æ1;�Æ2 of length ÆÆ meetingin � = (� 0 + �)=2 at an angle �2�=3 with the positive axis, ompleted by the ar of airle simply enirling the origin. The quantity ÆÆ is hosen like before and, for asymptotipurposes, we need only onsider subparts �1;�2 of �Æ1;�Æ2 that have length Æ = (logn)n�1=3satisfying (77) above.We estimate the ontribution I1;2 arising from �1 [ �2, whih is the signi�ant part ofthe ontour. The distane between the two saddle points �; � 0 is O(n�1=3) whih representsthe geometri \sale" of the problem. One thus sets z = �+u (with juj < n�1=3 log n). In theneighbourhood of �, loal expansions of K and G are somewhat more ompliated and arethen best heked (with suitable monitoring) by a omputer algebra system like Maple. Theomputation relies on the assumption x = O(1), but some are in performing expansions isrequired beause of the relations (77), namely nÆ3 !1 and nÆ4 ! 0.The loal expansions of the funtions G(� + u) and K(� + u) for x bounded and small uare found to beK(� + u) = �0 � �00xn�1=3 � �000x3n�1 + �1x2un�2=3 � �3u3 +O(n�4=3 log4 n) ;G(� + u) = g0xn�1=3 � g1u+O(n�2=3 log2 n):There �0; �00; �000 ; �1; �3; g0; g1 are omputable positive numbers and the error terms are validfor u 2 �1 [�2. The hange of variable u = vn�1=3 givesI1;2 = n�1=3 Z �(g0x� g1v)n�1=3 + �1� e�0n��00xn2=3��000x3+�1x2v��3v3+�2 dv= exp(�0)n n�2=3 Z �(g0x� g1v) + n1=3�1� e��000x3+�1x2v��3v3e�2 dv= exp(�0)n n�2=3 Z (g0x� g1v)e��000x3+�1x2v��3v3 dv (1 +O(�2)):By onvention, the variables �1 and �2 generially denote error terms that satisfy �1 =O �n�2=3(log n)2� and �2 = O �n�1=3(log n)4�, and are uniform in x and n; integration takesplae over the union of two segments �01;�02 eah of length Æn1=3 = logn. Perform �nally thehange of variable v = bt (with b = (3�3)�1=3) and omplete (introduing a negligible error)the integration path to e�2i�=31:[zn℄H(z)k = exp(�0)n2i�n2=3 b2g1 Z 1e2i�=31e�2i�=3( g0wg1x� t)e��000x3+�1x2bt� t33 dt (1 + �2)= exp(�0)n n�2=3A(x)(1 + �2):The redution to Ai(x) and Ai0(x) is ahieved by an integral representation equivalent toDe�nition 45 (see Appendix B for details). The Airy density funtion A involves the salingfator  = bg1 (also: �000 = 233, �1b = 2, g0bg1 = ). In summary, for x = O(1) and k =�0n+ xn2=3, the main estimate found is(81) [zn℄Hk(z) = kn��n  (�)k n�2=3A(x)�1 +O(n�1=3(log n)4)� ;



144 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYwhih gives eventually(82) Prob(Xn = k) = n�2=3p` A(x)�1 +O(n�1=3(logn)4)�For nonseparable ores of general maps, one �nds p` = 13 ,  = 3422=3, and the statementfollows. �Theorem 3 together with the ompanion Theorem 7 below answer preisely a onjetureof Bender et al. in [20, p. 274℄, where the authors say (notations adjusted): \we believe thatfor jk � �0nj = xn2=3 the probability is asymptoti to [some funtion℄ �(x)n�2=3."The quantity �n in (80) measures the \speed of onvergene" of the disrete distributionsof Xn to the Airy density limit. This speed is ditated by the error term �2 above, so thatone has �n = O �n�1=3(logn)4� :This error term an be improved to O(n�1=3) provided expansions are pushed to the nextorder, and a omplete asymptoti expansion ould even be derived. We do not ontinue inthis diretion but turn instead to the analysis of oalesent saddle points that gives aessto a wide region of k values|this however at the expense of a somewhat inreased tehnialomplexity.Remark. The situation enountered with maps resorts to a general disussion of oeÆ-ients of the form [zn℄ (z)k�(z)n(with the possible addition of ofators), this in ritial regions where the basi saddle pointmethod breaks down. The ase of maps leads to oalesene between a �xed saddle point anda movable one, but other situations ould be similarly dealt with4. Equivalently, the probleman be rephrased as one of estimating oeÆients of trivariate rational funtions,[umvkzn℄ 1(1� u�(z))(1 � v (z)) :Under suitable onditions, an Airy phenomenon must take plae when m � n and k ��0n. Pemantle [102℄ has launhed an ambitious researh programme that aims at relatingasymptoti oeÆient estimates to geometri properties of singular varieties and it would beof obvious interest to relate the present study to Pemantle's results. At least, our resultsindiate that Airy phenomena and, more generally, stable laws of rational index must bepresent in ertain ritial problems of multivariate asymptoti analysis.3. Coalesing saddlesIn the present setion, we provide a uniform desription of the transition regions aroundn=3, allowing k to vary in a wide region between o(n) and n� o(n). To this purpose, we setk = �0n+ �n = (1=3 + �)n;with estimates valid uniformly for � in any ompat subinterval of ℄� 13 ; 23 [.4Regarding the estimate at the entre, if at � the ofator G has a zero of order p and the kernel K hasa saddle point of multipliity q, then a fator �( p+1q+1 ) should replae �( 23 ). More generally, funtions akin tostable laws (de�ned in Appendix 7.1) of rational index are expeted in the entral region. We are howevernot aware at the moment of any natural ombinatorial example involving saddle points of multipliity largerthan 2.



3. COALESCING SADDLES 145Theorem 4 (Wide region and oalesent saddles). Let k = (1=3 + �)n for � in anyompat subinterval of ℄� 13 ; 23 [. Then, Prob(Xn = bn=3 + �n) equals(83) 13(1 + 3�)3=2n2=3 �a12 A(n1=3�) + a4n2=3 exp��23n�3�Ai(n2=3�2)� (1 +O (1=n)) ;where the quantities �, a1, and a4 depend only on � (we set L(x) = x log x):� = �32 L(1 + 3�=2) + 12 L(1� 3�=2) � 12 L(1 + 3�)�1=3 ;(84) a12 = 34 � 3�=�(1� 9�2=4)(1 + 3�)�1=2 and a4 = 29�2s3�� � a14�2 :(85)The error term of (83) is uniform for � in any ompat subinterval of ℄� 13 ; 23 [.The estimates involve Airy funtions omposed with the quantity n1=3� that dependsnonlinearly on �. In partiular, Formula (83) extends the estimates of Setion 2.3 whenk = n=3 + xn2=3, sine in that ase � ! 0 while n1=3� is proportional to x, and the followingapproximations apply as � ! 0:a12 = 3422=3(1� 5�=4) +O(�); a4 = �3821=3 +O(�); � = 3422=3(� � �2=2) +O(�3):This results in the following seond order approximation, whih is uniform in the entralregion x = O(1) and re�nes Theorem 3: with  = 3422=3,(86) Prob(Xn = bn=3 + xn2=3)= A(x)3n2=3 � �1� (134 � x2 A0(x)A(x) )xn�1=3 +O(n�2=3)� :As soon as k leaves the n=3�O(n2=3) region, the two Airy terms in (83) start interfering andlarge deviations are then preisely quanti�ed by (83). When k drifts away to the left of n=3(and n1=3� ! �1), basi asymptotis of Airy funtions show that the formula simpli�es toagree with the results of Setion 2.1.Proof. The transition phenomenon to be desribed is the oalesene of two simplesaddle points into a double one. We follow the book of Bleistein and Handelsman [21,Se. 9.2℄, where the method originally due to Chester, Friedman, and Ursell is exposed(see also [128℄). The simplest ourrene of the phenomenon appears in the integration ofexp(nf(t)) with a ubi funtion f , f(t) = t33 � �2t+ r:Indeed, in this ase there are two saddle points +� and �� (given by f 0(t) = t2��2), oalesinginto a double saddle point as � ! 0. The landsape of <(f(t)) is represented on Figure 6for � = 1 and � = 0. As expeted, this landsape around t = 0 is very similar to the onesof Figure 4 near z = 1. The strategy onsists in performing a hange of variable in order toredue the original problem (73) to this purely ubi ase. Denote the kernel of the integralas K(z) = log( k=n�=z), with k = (1=3 + �)n and the dependeny on � kept impliit. Theintegral in (73) is I(n; �) = Z�G(z) exp(nK(z))dz;
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Figure 6: The landsape of <(f(t)) for � = 1 and � = 0.where � is any ontour that simply enirles the origin. In aordane with the disussionabove, we seek a hange of variable of the form(87) K(z) = � �t3=3� �2t�+ r:The parameters � = �(�) and r = r(�) must be hosen in order to map one landsape ontothe other and in partiular � and � 0 onto +� and �� respetively. This leads to the onditions(88) r = 12[K(�) +K(� 0)℄ = K(�)� 23�3 = log( (�)k=n=�)� 23�3�3 = 34[K(�)�K(� 0)℄:There are three possibilities for � and we hoose the real ubi root. In view of the values ofK, � and  , this leads to the de�nition (84).The hange of variable must satisfy (87) and map � and � 0 onto � and �� respetively. Infat there exists a unique mapping z ! t of this type that is onformal and sends the dis Dof diameter [12 ; 32 ℄ to a domain D�. Moreover, for � in [� 110 ; 110 ℄, the image D� ontains thedis D0 of diameter [�14 ; 14 ℄. In other words, it is possible to hoose onsistently for eah zin D, an image t among the three branhes allowed by (87). As illustrated by Figure 7, thismapping is very lose to the linear mapping that sends � and � 0 onto � and ��.The existene of this onformal mapping is proven in Appendix 7.3. Let z(t) be the inversemapping and G0(t) = G(z(t)) _z(t) where _z(t) = dzdt . Remark that G0(t) is analyti in D0, sinethe hange of variable is onformal and G(z) is analyti in D.Next, we make the ontour � preise and simultaneouly proeed with the estimation theintegral. As is usual with saddle point integrals, we �rst need to loalise the integral in D,negleting the parts of the path down in valleys,I(n; �) = Z�G(z) exp(nK(z)) dz = Z�\DG(z) exp(nK(z)) dz + �1:The geometry of the landsape immediately implies that the portion �nD of � an be hosenso as to wind about the origin while lying entirely in valleys, and we �x suh hoie oneand for all. Consequently, the integral on � n D is bounded by the values at its endpoints,themselves �xed to be at z = �d + e�2i�=3, with �d the dominant saddle point (the one losestto the origin). The error term then satis�es �1 = O(n)I(n; �) for some 0 <  < 1, i.e., it isexponentially negligible.
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148 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYa3 funtions of �; we haveI(n; �) = exp(nr)Z�1�� �a1+ a2n �� t�a1� a3n �� exp ��n �t3=3� �2t�� dt+R1:where the integral has been extended to the whole of �1 at the expense of yet anotherexponentially negligible term. The error term isR1 = exp(nr)n2 Z�1\D0 H 01(t) exp ��n �t3=3� �2t�� dt+ �4:In terms of the Airy funtion, we thus have diretlyI(n; �) = 2i� exp(nr)n2=3 ��n1=3�a1+ a2n �Ai(n2=3�2)� �a1� a3n �Ai0(n2=3�2)�+R1;and the error term R1 an be estimated: following [21, p. 375℄, there exist d0 and d1 positivesuh that jR1j � exp(nr)n2 � d0n1=3 jAi(n2=3�2)j+ d1n2=3 jAi0(n2=3�2)j� :The theorem follows from formulae (73), (67), (70), (88) and the de�nition of the map{Airylaw, upon setting a4 = (a2 + a3)�. �4. Singularity Analysis of the Composition ShemaThere are two aspets to the enumeration of maps. One aspet relies on what we havealled the \Lagrangean framework", and has been treated aordingly by suitable adaptationsof the saddle point method. The other one employed by Gao and Wormald in [76℄ is furtherdeveloped now: it exploits diretly the fat that map generating funtions like M;C;H eahhave a unique dominant singularity that is isolated and involves the singular exponent 32 . Inthis setion, we provide an analysis of the probability law arising from any funtional omposi-tion shema of singular exponent 3=2 under the \ritiality" assumption already enounteredin Setion 1.3; the abstrat onditions are (89), (92), and (93) below. (Other non-ritialases turn out to be in fat simpler and are already known from [17, 71, 114℄ and relatedworks.) We establish that the \map{Airy" distribution is due to appear systematially in suhontexts. Tehnially, this setion bases itself on the priniples of Flajolet and Odlyzko's sin-gularity analysis method [66, 101℄ and onstitutes an alternative to the method of oalesingsaddles.As we aim at analysing ombinatorial generating funtions, we restrit attention in whatfollows to funtions with nonnegative oeÆients at 0. First, a funtion F analyti at 0 withradius of onvergene rF is said to be singular with exponent 32 if the following onditionshold:(89) 8<: F (z) is analyti on jzj = rF , z 6= rF ;F (z) is ontinuable in � := � z �� jzj < RF ; z 62 [rF ; RF ℄	;F (z) = f0 � f1 (1� z=rF ) + f3=2 (1� z=rF )3=2 +O((1 � z=rF )2) as z ! rF in �:There, f0; f1; f3=2 are positive onstants and RF is some onstant satisfying RF > rF . Thisfat, by virtue of singularity analysis, entails(90) [zn℄F (z) � 34 f3=2p� : r�nFn5=2



4. SINGULARITY ANALYSIS OF THE COMPOSITION SCHEMA 149Next, as seen in Setion 1, the equations desribing ore size are of the ompositiontype. Given generating funtions with nonnegative oeÆients, C and H, we onsider in theabstrat the funtional omposition shemaM(z; u) = C(uH(z))and the assoiated family of probability distributions(91) Prob(Xn = k) = CkMn [zn℄H(z)k; Ck := [zk℄C(z); Mn := [zn℄M(z; 1):Combinatorially, this orresponds to a omposition M = C Æ H between lasses of objets,where objets of type H are substituted freely at individual \atoms" (e.g., nodes, edges, orfaes) of elements of C. The bivariate generating funtion is suh that [znuk℄M(z; u) givesthe number ofM{objets of total size n whose C{omponent (the \ore") has size k and Xnis the orresponding random variable desribing ore-size in this general ontext. We thende�ne the omposition shema C(uH(z)) to be of singular type (32 Æ 32) by the ondition(92) C(z);H(z) have singular exponent 32 in the sense of (89).In addition, the omposition shema is said to be ritial if there is exat oinidene betweenthe singular value of H and the singularity of C:(93) H(rH) = rC :(Critiality is satis�ed in all omposition shemas of maps examined in this paper.)Here ome a few basi observations on the \physis" of the ounting problem. We denotethe radii of onvergene of C and H by rC = � and rH = �, and impose the onditionH(�) = � expressing ritiality (93). The loal expansions are assumed to onform to (89):(94) H(z) = � � h1(1� z=�) + h3=2(1� z=�)3=2 + O((1� z=�)2)C(z) = 0 � 1(1� z=�) + 3=2(1� z=�)3=2 + O((1� z=�)2):First, straight singularity analysis (see (89)) provides the asymptoti ountsHn � [zn℄H(z) � 3h3=24p�n5��n; Ck � [zk℄C(z) � 33=24p�k5��k;Mn � [zn℄M(z; 1) � 3m3=24p�n5��n; where m3=2 := 1 h3=2=� + 3=2(h1=�)3=2:Also, from the de�nition (91) of the distribution of ore size Xn and the fat that any C(z)khas itself a singular expansion of exponent 32 , there results that(95) Prob(Xn = k) � h3=2m3=2 k �k�1Ck;for any �xed k. Thus, for bounded values of k, the probability deays initially roughly like(96) 3h3=2 3=24m3=2 �p�k�3=2;(as proved below, this estimate as k !1 remains in fat valid as long as k = o(n)) and theO(1) region of k ontributes a total mass of about(97) ps := 1h3=2=(�m3=2):



150 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYFinally, the expetation of ore size in a random M{struture of size n is found by similarmeans to satisfy(98) E(Xn) = 1Mn [zn℄� ��uC(uH(z))�u=1 � � 3=2m3=2 (h1=�)1=2� � n:What is unusual is that the mean of Xn is O(n), while the distribution assigns a fration ofthe probability mass near the origin.Theorem 5 (Composition Shema (3=2Æ3=2)). Consider a ritial ombinatorial shemaM := C ÆH of type (32 Æ 32 ), with parameters as spei�ed in (94). The distribution of ore sizeof a random element in M with size n has three asymptoti regimes depending on the valueof k=n in omparison to �0 := �=h1:(i) For k = �n, with 0 < � < �0, the left tail is polynomially small:Prob(Xn = k) � 3h3=2 3=24m3=2 �p� (1� �=�0)�5=2 k�3=2 :(ii) In the entral region k = �0n+ xn2=3 with x = O(1), an Airy law holds:n2=3Prob(Xn = �0n+ xn2=3) � ��3=20 3=2m3=2 A(x) where  = 1�0 � h13h3=2�2=3.(iii) For k = �n, with � > �0, the right tail is exponentially small:Prob(Xn = k) = O(Ak) for some A � A(�), 0 < A < 1.Proof. The analysis5 redues to estimating oeÆients of large powers of H(z) and thestarting point is Cauhy's oeÆient formula(99) [zn℄H(z)k = 12i� Z H(z)k dzzn+1now evaluated diretly without referene to any parametrization. Contours orresponding tothe three ases are depited in Figure 8.Common to ases (i) and (ii), we hoose the ontour  as being omposed of an ar ofsome irle of radius R > � onneted to a loop around [�;R℄. The open loop approahes � atan angle �� (where � has to be stritly less than �=2) then winds around � while staying ata distane from � hosen to be n�r, and then ontinues at an angle � from the positive axis.(We shall take � = 0 and r = 1 for the left tail, � = �=3 and r = 2=3 for the entral region.)A tehnial point must be noted before we an proeed. Let DR be the disk of radius Rentred at 0. In what follows, we analyse large powers of h(z) = H(z)�=z in parts of some DR.Sine H(z) has nonnegative oeÆients and a unique dominant singularity, along any irleentred at 0, it attains its maximum modulus uniquely on the positive real axis but thisproperty does not neessarily hold outside of the disk of onvergene jzj = �. However, ifany �xed neighbourhood V of � is exluded, one an still ensure that jH(z)j < H(�) andjh(z)j < h(�) for z 2 DR n V . In the analysis desribed below, we also make use of loalexpansions near � and base the analysis on the fat that jh(z)j dereases loally away from �along ertain diretions in a neighbourhood V of �. Again, this need not hold globally , but,5To keep this setion short, we only indiate the major analyti steps and do not attempt to make errorterms systematially expliit or uniform (see however Figure 9 for indiations). Details an be easily suppliedby referene to the singularity analysis paper [66℄ as the approah is somewhat similar.
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0 � R(1)(2)(3)

Figure 8: The three ontours (1; 2; 3) orresponding to the three regimes of the distributionof ore size (left tail, entre, right tail, resp.).by having restrited V suitably, we an always assume that this derease holds throughout V .In what follows the ontours  that we hoose are impliitly taken inside domains DR; V thatsatisfy these requirements. In this way, we ensure two properties: (a) the ontribution to (99)that is due to the ar of the larger irle is exponentially small ompared to �k��n; (b) thedominant part of the integral arises from a viinity of the singularity where loal expansionsare assumed to be globally valid. In partiular, one has for z near � in a �-domain of theform (89):(100) h(z) � H(z)�z = ��� �1 +�1� h1 �� �Z + h3=2�� Z3=2 +O(Z2)� ; Z := 1� z�:(The determinations are the prinipal ones when Z > 0, orresponding to z left of �.)(i) Left tail. For this regime, the loal expansion (100) shows that the funtion h(z) =H(z)�=z dereases when going away from 1 parallel to the real axis sine the oeÆient of Zis positive when � < �0 and Z has there a negative real part. The ontour 1 adopted theninludes a loop in the z{plane|this is exatly the Hankel ontour of singularity analysis|passing at distane 1=n from the singularity and oriented positively. Only a small part of theontour, the \range", matters asymptotially. The standard hange of variable z = �(1� t=n)is performed and, up to exponentially small terms, only the part t � (log n)2 of the ontributes.Then the Cauhy kernel z�n beomes, in the limit n!1, the exponential kernel et multipliedby ��n, and the expansion of H(z)k provides(101) H(z)kzn+1 dz = �k��nn e�t 1 + kh3=2� t3=2n3=2 +O(n�1:99)! dt; � := 1� h1� kn:In the t{plane, the image ontour of 1 is now ompleted into a loop 01 oming from �1� i,enirling the origin on the right and going bak to �1+ i (introduing again only exponen-tially small error terms). In the proess, termwise integration of the expansion (101) againstthe kernel e�t shows that the ontribution of the term 1 is negligible (the omplete integral



152 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYR01 e�tdt is identially 0). One �nds in this way that(102) [zn℄H(z)k � �k��nn5=2 h3=2k� 12i� Z01 et(1��h1=�)t3=2 dt� �k��n�(�3=2)n5=2 h3=2k� (1� �h1=�)�5=2;where the seond line derives from Hankel's original representation of the Gamma fun-tion [126, Se. 12.22℄: 1�(s) = 12i� Z (0+)�1 t�set dt:From there, the left-tail estimates (i) result after normalization by(103) CkMn � 3=2m3=2 �nk�5=2 ��k�n:The formula (102) extends (96) provided k tends to in�nity more slowly than �0n, but itintrodues a urious distortion fator of (1��=�0)�5=2. The estimate obviously eases to bevalid when � approahes �0.(ii) Central region. In this ase, we adopt as integration ontour in the z{plane a ontour2 inluding a positively oriented \loop" that is made of two rays at an angle of �=3 and��=3 with (0;+1); also, the two rays interset on the real axis left of the singularity, at adistane hosen to equal �n�2=3.When � = k=n is exatly at �0, the term linear in Z disappears from (100). Also, theargument of Z3=2 is �� so that h(z) = H(z)�=z dereases in modulus when going awayfrom �. When k=n is within O(n�1=3) from �0, jh(z)j dereases along the ontour away from� provided Z is a bit larger than n�2=3, say, Z > n�2=3 log2 n (sine, then, the terms involvingZ3=2 take over the terms linear in Z), and we may neglet the orresponding ontribution tothe integral as it is exponentially small (roughly like exp(� log3 n)).We perform the normalization z = �(1�t=n2=3) and, on the signi�ant part of the ontour,one has t � log2 n. First, an easy alulation shows that, in the range,(104) H(z)kzn+1 dz = ��k��nn2=3 exp��h1� xt+ h3=2h1 t3=2 +O(n�0:33)� dt:Next, the variable t evolves on a ontour made of two segments of angle 2�=3 and �2�=3,interseting at �1, and eah of length O(log2 n). At the expense of exponentially small errorterms, this ontour an be extended bak to in�nity. Reverting the orientation and shiftingthe ontour by 1, this results for t in the new ontour omposed of two in�nite rays, andEquation (104) implies[zn℄H(z)k � �k��nn2=3 12i� Z 1e2i�=31e�2i�=3 exp�h3=2h1 t3=2 � h1� xt� dt :The integral representation is one of the basi forms of the Airy distribution (see Appen-dix 7.2). In summary, we have found a \entral" estimate for large powers of H,[zn℄H(z)k � �k��nn2=3 �h1 A(x)



4. SINGULARITY ANALYSIS OF THE COMPOSITION SCHEMA 153whih, after the normalization (103), gives preisely the Airy density in the entral region (ii).As a onsisteny hek, note that the total mass onentrated near �0n omes out as 1� ps,where ps is the mass of the \small" k region (97); also the ontribution to mean ore-size dueto the entral region is � �0(1 � ps)n, whih mathes asymptotially the diret estimationin (98).(iii) Right tail. Without loss of generality, we assume that H(z) is of exat order z at 0and onsider aordingly � < 1. Let � be any positive number stritly less than the radiusof onvergene � of H(z). Sine H has nonnegative oeÆients, trivial bounds applied tooeÆient integrals entail(105) [zn℄H(z)k � �H(�)�� �n :Let h(z) = H(z)�=z. One has trivially h0(0+) = �1 while, at the other end, h0(�) =���2 ��h1� � 1�, a quantity that is stritly positive preisely when � > �=h1. Thus h(z) isdereasing away from 0 and inreasing when z approahes � from the left. Consequently, itattains its minimum value at some point �0 2 (0; �) and the inequality h(�0) < h(�) = ��=�holds there. (In fat, the minimum is unique and thus determined by the relations: h0(�0) = 0and 0 < �0 < �.) Thus, from the bound (105) taken at � = �0, one �nds that [zn℄H(z)k �h(�0)n: Combining this last inequality with the known asymptoti forms of Ck and Mn showsthat Prob(Xn = k) = O�h(�0)h(�) �n ;where �0 is a omputable funtion of �. This onstitutes the exponentially small estimate ofthe right tail (iii), with A = h(�0)=h(�). The point �0 is in fat a saddle point of the integrand.As is true of oeÆients of order n in powers of order n of \most" analyti funtions (seee.g., the survey [77℄), the saddle point method applies. Here, it suÆes to take as integrationontour the irle of radius �0 that is a saddle-point ontour. In this way, the upper bound iseasily re�ned into the asymptoti form Ann�1=2. �Closer inspetion of the proof reveals that the error terms an be made uniform (see thelast line of Figure 9): for the left tail, this requires � to be on�ned to a losed subinterval of(0; �0) for the entral region, uniformity is granted when x is restrited to any �nite interval,whih orresponds to k = �0n�O(n2=3).It is quite striking to wath the interplay between the various regimes analysed and thehoie of the orresponding ontours. See Figure 9 for a summary, whih is to be ompared toFigure 5 for the saddle-point approah. As is expeted from the general theory [66℄, when kremains O(1), the usual Hankel ontour (at distane 1=n from �) fully aptures the singularbehaviour of the generating funtions (see (95)) and it ontinues to do so as long as k remainssmaller than �0n. As soon as the entral region k � �0n is approahed, the Hankel ontourmust be moved away from the singularity (at distane n�2=3) while being folded bak towardsthe irle of onvergene. Finally, when k exeeds �0n, the ontour moves further bak (itan be entirely folded within the disk of onvergene) passing through a saddle point that isthen at distane O(1) from �.



154 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYLeft tail Central region Right TailMethod: singularity analysis this paper saddle pointType: Z ett3=2dt ��(�32)�1� Z et3=2�xtdt �Ai(x2)� Z e�t2dt ��(12)�Angle (�): �0 ��3 ��2Dist. to sing.: 1n 1n2=3 O(1)Range: log2 nn log2 nn2=3 log2 nn1=2Error: n�1=2 n�1=3+� n�1=2Figure 9: Composition of singularities: The methods, types of normalized integrals, ontours(angle, distane to singularity), e�etive ranges, and approximation errors orresponding tothe three regimes of the law of ore-size.5. Varieties of maps, largest omponents, and random samplingThe results obtained in the partiular ase of nonseparable ores of maps belong to avery general pattern in the physis of random maps. In this setion, we �rst exhibit adozen lasses of maps that resort to the omposition shema and the Lagrangean framework(Setion 5.1). The analyti properties, in terms of either the assoiated saddle point geometryor the singularity struture, entirely parallel the treatment given for nonseparable ore ofgeneral maps. Aordingly, an Airy law of the map type holds for multionneted ores ofseveral varieties of maps (Theorem 6). Next, in Setion 5.2, we follow the lines of earlier worksof Bender, Gao, Rihmond, and Wormald and \transfer" the estimates of ore-size to largestmultionneted omponents of random maps (Theorem 7). Various onsequenes for randomsampling are given in Setion 5.3, and we onlude with simulation results that validate wellall our previous analyses (Setion 5.4).5.1. Map related omposition shemas. We start with a few de�nitions of lasses ofmaps that have proved to be of interest in the ombinatorial literature.Families of maps. A map is loopless if it does not ontain any loop; bridgeless if it doesnot ontain any bridge (a bridge, or isthmus, is an edge whose removal disonnets the map);simple if it does not ontain multiple edges nor loops; bipartite if the verties an be olouredin two olours suh that eah edge is inident to both olours.A map is k-onneted , k � 2, if it annot be separated into several onneted omponentsby removing k � 1 verties. A map is nonseparable if it is 2-onneted and loopless, withan exeption for the two maps with one edge (the bridge and the loop) that are taken to benonseparable by onvention.A map is a singular triangulation if all its faes have degree three (inluding the outerfae);it is a triangulation if moreover it is 3-onneted (these orrespond to the usual geometritriangulations, with straight line triangles and no multiple edges); it is an irreduible trian-gulation if moreover all its yles of length three bound a fae. Observe that 3-onnetedmaps are in one-to-one orrespondene with graphs of onvex polyhedra, and that irreduibletriangulations are also alled 4-onneted maximal planar graphs.



5. VARIETIES OF MAPS, LARGEST COMPONENTS, AND RANDOM SAMPLING 155Table 1 illustrates these de�nitions by providing for various families the �rst few termsof their generating funtions. We reall that the generating funtions are for rooted maps.Historial referenes on the enumeration of these families an be found in [92℄.Many families of maps have algebrai generating funtions, that admit Lagrangean para-metrizations of the form (48). Moreover, they normally have a unique dominant singularityand a singular exponent equal to 3=2, with the validity of the singular expansion being asrequired by Theorem 5. Table 2 illustrates this \universal" phenomenon by providing theparametrizations, dominant singularity and singular expansion for the families of Table 1.Composition shemas. Table 3 presents some interesting omposition shemas relatingthe previous families. For eah line of the table a basi family M and a ore family C aregiven, together with four series M(z), C(z), H(z) and D(z). The series M(z) and C(z) arethe generating funtion of the familiesM and C and are given in terms of the series of Table 2.Exept for the last line, the omposition shema has then the formM = C Æ H+D;meaning that a map ofM either has a ore of C in whih some substituands ofH are attahed,or has no ore. In partiular the bivariate generating funtion of maps with respet to thesize of the ore is then M(z; u) = C(uH(z)) +D(z):Let us now desribe more spei�ally these shemas. Reall that maps are representedin the plane with the unbounded fae on the right of the root; the inside of a yle is thende�ned with respet to the unbounded fae.� The loopless ore of maps is obtained by detahing all maximal loops and theirinterior (maximal means not ontained within any other loop). Unless the root is aloop (this ase gives D(z)), a loopless ore is obtained. Conversely, at eah of the 2kTable 1: A seletion of lassial families together with their assoiated generating funtions,M(z) = Pn�1Mnzn, where Mn is the number of maps inM that have size n.maps, size n � 1 generating funtion (�rst terms)M1 general maps, n edges M1(z) = 2z + 9z2 + 54z3 + 378z4 + 2916z5M2 bridgeless maps, n edges M2(z) = z + 3z2 + 13z3 + 68z4 + 399z5M2 loopless maps, n edges M2(z) = z + 3z2 + 13z3 + 68z4 + 399z5M3 simple maps, n edges M3(z) = z + 2z2 + 6z3 + 23z4 + 103z5M4 nonseparable maps, n edges M4(z) = 2z + z2 + 2z3 + 6z4 + 22z5 + 91z6M5 nonseparable simple maps, n edges M5(z) = z + z3 + z4 + 6z5 + 16z6 + 71z7M6 3-onneted maps, n+ 1 edges M6(z) = z5 + 4z7 + 6z8 + 24z9 + 66z10B1 bipartite maps, n edges B1(z) = z + 3z2 + 12z3 + 56z4 + 288z5B2 bip. simple maps, n edges B2(z) = z + 2z2 + 5z3 + 15z4 + 52z5B3 bib. bridgeless maps, n edges B3(z) = z2 + z3 + 6z4 + 16z5 + 71z6B4 bip. nonseparable maps, n edges B4(z) = z + z2 + z3 + 2z4 + 6z5 + 19z6B5 bip. nonsepar. simple maps, n edges B5(z) = z + z4 + 3z6 + 7z7 + 15z8 + 63z9T1 singular triangulations, n+ 2 vert. T1(z) = z + 4z2 + 24z3 + 176z4 + 1456z5T2 triangulations, n+ 3 vert. T2(z) = z + 3z2 + 13z3 + 68z4 + 399z5T3 irreduible triangulations, n+ 3 vert. T3(z) = z + z3 + 3z4 + 12z5 + 52z6 + 241z7



156 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYorners of a loopless map of size k, a sequene (1=(1� ?)) of loops with a map inside(z(1 +M)) an be attahed.� The bridgeless ore of maps is obtained by detahing all losest bridges (a bridge islosest if there are no other bridge between it and the root). Unless the root is abridge a bridgeless ore is obtained. Conversely, at eah orner of a bridgeless map,Table 2: Generating funtions, parametrizations and singular expansions for the families ofTable 1. In this table, M(z) = 	(L(z)), where L(z) = z�(L(z)).M � 	 1=� singular expansion (Z = 1� z=�)M1 3(1+y)2 2y�y23 12 13 � 43Z + 83Z3=2 +O(Z2)M2 3(1+ y4 )4 y(y2+3y�9)27 25627 527 � 1627Z + 32p681 Z3=2 +O(Z2)M3 (y+3)23�y �y(y2+3y�9)27 8 527 � 3281Z + 256729Z3=2 +O(Z2)M4 (1+y)3 y(2+y�y2)(1+y)3 274 13 � 49Z + 8p381 Z3=2 +O(Z2)M5 (y+1)6(2y+1)2 y(�y2+y+1)(y+1)3 729128 527 � 32135Z + 28p153453 Z3=2 +O(Z2)M6 11�y y5(y2+y�1)(1+y)3(y2�y�1) 4 1540 � 1678100Z + 32729Z3=2 +O(Z2)B1 2(1+y)2 y(2�y)4 8 14 � Z + 2Z3=2 +O(Z2)B2 8(1+y)24+2y�y2 y(2�y)4 325 14 � 59Z + 50p5243 Z3=2 + O(Z2)B3 (y+2)632(1+y)2 y2(8�4y2+4y�y3)32(1+y)2 729128 7128 � 189640Z + 18p15125 Z3=2 +O(Z2)B4 32(1+y)2(y2�2y�4)2 y(2�y)4 12825 14 � 513Z + 502197Z3=2 +O(Z2)B5 128(1+y)2(4+2y�y2)3 y(y�2)4 512125 14 � 517Z + 50p854931 Z3=2 +O(Z2)T1 2(1+y)3 �y(y�1)2 272 18 � 38Z + p33 Z3=2 +O(Z2)T2 (1+y)4 �y(y2+y�1) 25627 527 � 1627Z + 32p681 Z3=2 +O(Z2)T3 1(y�1)2 y(y2+y�1)(y�1)(1+y)2 274 532 � 27128Z + 9p3128 Z3=2 +O(Z2)Table 3: Composition shemas, of the form M = C Æ H + D, exept the last one whereM = (1 +M)� (C Æ H).maps, M(z) ores, C(z) submaps, H(z) oreless, D(z)all, M1(z) bridgeless,or loopless M2(z) z=(1� z(1 +M))2 z(1 +M)2loopless M2(z) simple M3(z) z(1 +M) {all, M1(z) nonsep., M4(z) z(1 +M)2 {nonsep. M4(z)� z nonsep. simple M5(z) z(1 +M) {nonsep. M4(z)=z � 2 3-onneted M6(z) M z + 2M2=(1 +M)bipartite, B1(z) bip. simple, B2(z) z(1 +M) {bipartite, B1(z) bip. bridgeless, B3(z) z=(1� z(1 +M))2 z(1 +M)2bipartite, B1(z) bip. nonsep., B4(z) z(1 +M)2 {bip. nonsep., B4(z) bip. ns. smpl, B5(z) z(1 +M) {singular tri., T1(z) triang., z + zT2(z) z(1 +M)3 {triangulations, T2(z) irreduible tri., T3(z) z(1 +M)2 {



5. VARIETIES OF MAPS, LARGEST COMPONENTS, AND RANDOM SAMPLING 157a sequene of bridge leading to a submap an be attahed. (This deomposition isdual to the previous one.)� The simple ore of maps is obtained by ontrating all maximal yles of length twointo single edges. Conversely eah edge of a simple ore may be expanded into ayle of length two ontaining a submap ((1 +M)).� The nonsingular ore of singular triangulations is just the simple ore of singulartriangulations so that the shema is essentially the previous one. The di�erene ofH(z) is only due to the di�erent de�nition of size (size n means here n+ 2 verties,thus 2n faes and 3n edges).� The nonseparable ore of maps was already disussed for general maps and worksidentially for bipartite maps.� The 3-onneted ore of maps is obtained utting all maximal 2-separators and re-plaing the removed omponents by edges. This omposition shema is desribed in[120℄.The last shema, irreduible ore of triangulations, is obtained by emptying all maximal 3-yles and is desribed in [20℄. It leads to a variant of the omposition shema: the bivariategenerating funtion is M(z; u) = (1 +M(z))C(uH(z)):However this modi�ation does not alter the appliability of our methods.Core size. From the expansions of Table 2, it is mehanially veri�ed that, for eahshema M = C(H) + D, the dominant singularity of C(z) is preisely H(�), where � is thedominant singularity of both M(z) and H(z). Thus all the omposition shemas listed areritial and the analysis of Setion 4 applies diretly. (The last shema involves a slightadaptation but learly resorts to a similar analysis.) In addition, as shown by Table 2, allfamilies of Table 1 obey the Lagrangean framework, Equation (48), and are thus amenableto the saddle point methods of Setions 2, 3 as well.Theorem 6 (Airy law for varieties of maps). Consider any shema of Table 4 with pa-rameters �0,  and p`. The probability Prob(Xn = k) that a map of size n has a ore of sizek has a loal limit law of the map{Airy type with entring onstant �0, saling parameter ,Table 4: Parameters of the omposition shemas of Table 3.maps ores �0  p`general,M1 bridge/loopless,M2 2/3 3=2 2/3loopless,M2 simple, M3 2/3 34=3=4 2/3general,M1 nonseparable,M4 1/3 3=42=3 1/3nonsep., M4 nonsep. simple,M5 4/5 155=3=36 4/5nonsep., M4 3-onneted,M6 1/3 34=3=4 16/81bipartite, B1 bip. simple, B2 5/9 38=3=20 5/9bipartite, B1 bip. bridgeless, B3 3/5 (15=2)5=3=18 3/5bipartite, B1 bip. nonsep., B4 5/13 (13=6)5=3 � 3=10 5/13bip. nonsep., B4 bip. nonsep. simple, B5 5/17 (17=3)5=3 � 3=20 5/17singular tri., T1 triangulations, T2 1/2 (3=2)1=3 1/2triangulations, T2 irreduible tri., T3 1/2 62=3=3 729/2048



158 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYand weight p`: uniformly for x in a bounded intervalProb�Xn = b�0n+ xn2=3� = p` � A(x)n2=3 �1 +O(n�1=3)� :5.2. The size of the largest omponent. It was observed in [20, 76℄ that the size ofthe ore is related to the size of the largest omponent in random maps. In order to makethis assertion more preise, let us �rst onsider again the ase of nonseparable ores of maps.The set of nonseparable omponents of a map is uniquely de�ned by the following pro-edure: as long as a omponent ontains a separating vertex, ut this vertex into two. Thisdeomposition does not depend on the order in whih separating verties are ut; in partiularit an be obtained by extrating the ore, as illustrated by Figure 2, and reursively applyingthe same deomposition to eah submap. The ore of a map is thus one of its omponents.All shemas of Table 3 lead to similar notions of C-omponents in M-maps. The aimof this setion is then to haraterize the size X�n of the largest C-omponents in randomM-maps of size n with uniform distribution.Theorem 7 (Largest omponents and Airy law). Consider any shema of Table 4 withparameters �0 and . Let X�n be the size of the largest C-omponent of in a random M-mapof size n with uniform distribution. ThenProb�X�n = b�0n+ xn2=3� = A(x)n2=3 �1 +O(n�1=3)� :uniformly for x in any bounded interval.Theorem 7 is proven in Appendix 7.4. It extends preisely results of Bender et al. [20, 76℄who proved that the largest omponent is with high probability onentrated near �0n. Towit:(106) Prob�jX�n � �0nj < �(n)n2=3� �!n!+1 1;where �(n) is any funtion going to in�nity with n. The following proposition ompletesTheorem 7, and immediately follows from [76, Lemma 4℄.Proposition 5. The seond largest C-omponent of a randomM-map of size n has almostsurely size O(n2=3).Theorem 7 and Proposition 5 provide an appealing interpretation of the bimodal behaviourof the ore. Indeed, it an be rephrased as follows for nonseparable omponents of randommaps: A random map m has almost surely a largest nonseparable omponent of size map-Airydistributed around n=3.Now hoose a new root r for m among its n edges. There are two possibilities: (i) withprobability 1=3, r belongs to the largest omponent and the ore has size map-Airy distributedaround n=3; (ii) with probability 2=3, r misses the largest omponent and the ore is a smallomponent of size almost surely at most O(n2=3). The two modes of the distribution Xnorrespond preisely to these two ases.Finally similar estimates involving the Airy distribution apply to unrooted maps:Theorem 8 (Unrooted maps). The Airy law for largest omponents (Theorem 7) and theestimates of seond largest omponents (Proposition 5) hold for random unrooted maps.The fat that unrooting does not a�et asymptoti distributional properties usually holdstrue for a parameter of random maps whose de�nition does not depend on the root. Indeedthe number of distint rootings of an unrooted map with n edges is equal to 2n unless the



5. VARIETIES OF MAPS, LARGEST COMPONENTS, AND RANDOM SAMPLING 159Probabilisti algorithm Core(k) with ontrol funtion f(k)repeat1. Call Map(n) to generate a random map m 2Mn of size n = f(k);2. extrat the ore  of m with respet to the shema;until  has size k;output ; f is uniform in the ore lass Ckg.Figure 10: The extration/rejetion algorithm Core.map has a symmetry. But the probability that a random unrooted map has a symmetry isexponentially small in all families of Table 2, a fat that follows from the elegant analysis ofRihmond and Wormald in [110℄. The proof is then easily ompleted by following [110℄.5.3. Random sampling algorithms. Random sampling algorithms for various familiesof maps have been desribed by Shae�er in [111, 112℄. Here, we show that all lasses ofmaps desribed in Setion 5.1 are amenable to eÆient random generation and that the Airydistribution plays a rôle in the �ne tuning of the orresponding algorithms.First, there are four lasses of maps whih bene�t of bijetive equivalene with simplerombinatorial objets and, onsequently, an be generated diretly: general maps (M1),nonseparable maps (M4), bipartite maps (B1), and singular triangulations (T1). For these,one has available an algorithm, hereafter alled Map, that relies on onjugay lasses of trees;see [111, 112℄ and also [30℄ for some new families. Given an integer n, Map outputs in lineartime a map of size n, taken uniformly at random. For the purposes of the present artile wetake the algorithm Map (in its four variants) as granted.Next, the algorithm, hereafter alled Core, is a probabilisti algorithm based on theextration/rejetion method. This algorithm is desribed in Figure 10. For any ompositionshema (of the type C-omponents inM-maps), given an integer k, Core alls the algorithmMap as a blak box and, by extrating ores till the \right" size k is enountered, it produesuniformly an element of Ck. The Core algorithm applies diretly to the lasses of Tables 3 and 4that appear as ores of M1;M4;B1;T4, namely, M2;M5;M6;B2;B3;B4;T2. The remaininglasses, M3;B5;T3 are \ores of ores": for these, one observes that ritial ompositionshemas are losed under omposition (with the parameters �0 and p` that are then to beomposed multipliatively), so that \ores of ores" are eventually amenable to the Corealgorithm.We now examine omplexity issues related to the rejetion priniple of Core. The expetednumber of iterations `k made by Core satis�es the exat relation `k = Prob(Xn = k)�1. Thehoie f(k) = k=�0 that was proposed in [112℄ yields for instane`k � 1p`A(0) (k=�0)2=3:However, the ost gets improved if one maximizes Prob(Xn = k) for a given value k. Inpartiular, it proves advantageous to make use of the peak of the Airy distribution.We also note that a simple variation, Largest, of the algorithm Core onsists in extratingat Step 2 the largest omponent instead of the ore. The Largest algorithm is only almost-uniform (i.e., uniform safe for a set of asymptotially negligible measure, orresponding to



160 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYmaps with nonunique largest omponents). In the analysis of the number of iterations, theprobability Prob(Xn = k) has then to be replaed by Prob(X�n = k). We have:Theorem 9 (Exat-size random sampling). For all ore lasses of Table 4, the hoief(k) = k=�0 yields a uniform random generator Core(k) whose average number of iterationssatis�es `k � 1p`A(0) (k=�0)2=3:Let x0 � 0:44322 be the position of the peak of the map-Airy density funtion ((1�4x30)Ai(x20)+4x20Ai0(x20) = 0). Then the optimal hoie bf(k) = k=�0 � x0�0(k=�0)2=3 redues further theexpeted number of iterations to b̀k � 1p`A(x0)(k=�0)2=3;hene eliminating on average 1�A(0)=A(x0) � 30% of iterations.Similar results hold for the almost-uniform random generator Largest, whose omplexityis smaller by a fator � p`.As explained in [111, 112℄, a all of the algorithm Map and the extration of the ore orof the largest omponent for the shemas of Table 3 take linear time. This proves that theextration/rejetion algorithms have overall omplexity O(k5=3).The omplexity an be further redued by allowing some tolerane on the size of themap generated. In these variants, the algorithm is terminated as soon as a map of sizek �� = [k ��; k + �℄ is obtained.Theorem 10 (Approximate-size random sampling). The number of iterations of the al-gorithm Core(k ��) satis�es `k(�) = O k2=3� !+ 1:In partiular, this algorithm, as well as its ompanion Largest(k � �), beomes linear assoon as � � � k2=3 for some onstant �.Regarding unrooted maps, both Map and Core give rise to almost uniform random gener-ators beause the number of maps with a symmetry is exponentially small [110℄.5.4. Experimental results. The random sampling algorithm Map has linear omplexityand is thus very eÆient: on a standard PC the generation speed is about 100,000 edges perseond. Full deomposition in nonseparable omponents is linear as well and inreases theost of generation by a fator at most 2. This speed allows to produe very easily experimentalobservations of the results of the paper.Figure 3 presents the observed frequenies of ore-sizes for a sample of 50,000 maps with2,000 edges. The theoretial urve as given by Theorem 4 �ts perfetly the data on the fullrange k � 10, and upon using exat values for Ck, k = 1 : : : 9, the �t is omplete.Figure 11 presents a region of width n2=3 around k = �0n for two samples: 50,000 mapswith 2,000 edges on the left hand side; 50,000 maps with 100,000 edges (with frequeniesaveraged over intervals of 20) on the right hand side. On eah sample two theoretial urvesare given, namely the loal approximation of Theorem 6 and the seond order approximation,Formula (86). While the seond order urves �t perfetly the experimental data, the �rst order
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urve on the left hand side learly displays an expeted disrepany of about n�1=3 = 8% forn = 2; 000.Figure 12 illustrates the result of Theorem 7: the size of the largest omponent in randommaps. Again the sample has 50,000 maps with 2,000 edges and the �t with the theoretialurve is perfet, in a range muh larger than expeted (upon using again seond order approx-imations). It is very interesting to note that the experimental urve presents a non regularpoint at k � 400 and starts dereasing muh faster. This phenomenon probably ours whenthe seond largest omponent beomes almost as large as the �rst with high probability.The interplay between the largest and seond largest omponents is investigated morelosely on the right hand side of Figure 12: the x-axis and y-axis orrespond respetively tothe sizes of the largest and seond largest omponents and a sample of 1,000 maps of size2,000 has been represented. Again it is worth pointing out that the value k � 400 orrespondsto the largest size observed for whih the seond largest omponent has about the same sizeas the �rst.



162 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRY6. ConlusionThe term of \universality" borrowed from statistial physis haraterizes well the ap-proah of our paper. By this is meant the isolation of phenomena that obey a ommon lawwhose global shape does not depend on spei� details of the model. Here, we diagnosethe existene of a \universality lass" within analyti ombinatoris, orresponding to oa-lesene of saddle points and onuene of singularities. A tangible sign is the ourrene ofprobability distributions and asymptoti estimates that involve the Airy funtion.Despite the suesses of the method of oalesing saddle points developed by appliedmathematiians sine the 1950's, we are only aware of santy traes of the method beingused in ombinatorial enumerations. A speial mention must however be made of Prellberg'spaper [107℄ that provides an analysis of the area-perimeter generating funtion of stairasepolygons in a \tri-ritial region". (A tehnially diÆult double inversion would still berequired in order to transform Prellberg's estimates into enumerative or probabilisti results.)Roughly, two major orbits of problems seem to resort to a preise analysis of oalesene insaddle point landsapes.(i) Large assemblies in ritial regions must, under suitable singular onditions (Se-tion 4, Appendix 7.1), lead to an Airy law of the map type (and more generally tostable densities). There, the density is, as we saw, diretly expressible in terms ofthe Airy funtion.(ii) Brownian exursion area involves a di�erent type of Airy law, of the \area type",of whih the moments are generated by the logarithmi derivative Ai0(z)=Ai(z); seefor instane [63℄ for an analyti disussion. As it is suggested by [107℄, it would beof great interest to develop a purely analyti onnetion between oalesing saddlepoints and the various ombinatorial models that lead to the Airy law of the \areatype". Candidates already mentioned in the introdution inlude displaement inparking alloations and hashing, path length in trees, as well as area under walksand polyominoes.The Airy distribution of the area type also intervenes in the study of onnetivity in randomgraphs and, from the reent work [68℄, it is at least known that an analyti approah basedon oalesing saddle points an provide nontrivial quantitative estimates.7. Appendix7.1. Powers, Compositions, and Stable Laws. This setion builds upon the tehnol-ogy introdued in Setion 4 and more spei�ally on the proof of Theorem 5. We will see herethat a mild extension of the method gives aess to the analysis of powers of generating fun-tions with algebrai{logarithmi singularities. This models large assemblies of ombinatorialobjets. An immediate onsequene is the analysis of the size of the \ore" in a ompositionC ÆH as soon as the assoiated generating funtions are algebrai{logarithmi. What appearssystematially in this ontext is a olletion of funtions losely related to stable laws thatare well-known in probability theory to arise as limit distributions of sums of independentrandom variables.In what follows, we onsider a generating funtion H(z) that has nonnegative oeÆientsand a unique isolated singularity at its radius of onvergene �, so that it satis�es the �rst twoonditions of Equation (89) (with � = rH). We shall relax the third ondition of Equation (89)and onsider more generally funtions with a singular exponent � 62 N, whih orresponds to a



7. APPENDIX 163dominant singular term of the form (1�z=�)� in the loal singular expansion. The disussionis foussed on the three ranges of �: (0; 1), (1; 2), and (2;+1).Theorem 11. For any parameter � 2 (0; 2), de�ne the entire funtion(107) G(x; �) := 8>>><>>>: 1�Xk�1(�1)k�1xk�(1 + �k)�(1 + k) sin(�k�) (0 < � < 1)1�xXk�1(�1)k�1xk�(1 + k=�)�(1 + k) sin(�k=�) (1 < � < 2)The oeÆient of zn in a large power H(z)k of a �xed algebrai{logarithmi funtion H(z)with singular exponent � admits the following asymptoti estimates.(i) For 0 < � < 1, that is, H(z) = � � h�(1 � z=�)� + O(1 � z=�), and when k = xn�,with x = O(1) in any ompat subinterval of (0;+1), there holds(108) [zn℄Hk(z) � �k��n 1n G�xh�� ; �� :(ii) For 1 < � < 2, that is, H(z) = �� h1(1� z=�) + h�(1� z=�)� +O((1� z=�)2), whenk = �h1n+ xn1=�, with x = O(1) in any ompat subinterval of (�1;+1), there holds(109) [zn℄Hk(z) � �k��n 1n1=� (h1=h�)1=�G xh1+1=�1�h1=�� ; �! :(iii) For � > 2, a Gaussian approximation holds. In partiular, for 2 < � < 3, that is,H(z) = ��h1(1� z=�) +h2(1� z=�)2�h�(1� z=�)� +O((1� z=�)3) ; when k = �h1n+xpn,with x = O(1) in any ompat subinterval of (�1;+1), there holds(110) [zn℄Hk(z) � �k��n 1pn �=h1ap2� e�x2=2a2 with a = 2(h2h1 � h12� )�2=h21.Proof. The proofs are similar to the proof of Theorem 5, Case (ii), and just require asuitable adjustment of the geometry of the Hankel ontour and of the orresponding saling.Case (i). A lassial Hankel ontour, with the hange of variable z = �(1 � t=n), yieldsthe approximation [zn℄Hk(z) � ��k��n2i�n Z et�h�x� t� dtThe integral is then simply estimated by expanding exp(�h�x� t�) and integrating termwise(111) [zn℄Hk(z) � ��k��nn Xk�1 (�x)kk! �h�� �k 1�(��k) ;whih is equivalent to Equation (108), by virtue of the omplement formula for the Gammafuntion.Case (ii). When 1 < � < 2, the ontour of integration in the z-plane is hosen to be apositively oriented loop, made of two rays of angle �=(2�) and ��=(2�) that interset on thereal axis at a distane 1=n1=� left of the singularity. The oeÆient integral of Hk is resaledby setting z = �(1� t=n1=�), and one has[zn℄Hk(z) � � �k��n2i�n1=� Z eh�h1 t�e�xh1� t dt:



164 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYThere, the ontour of integration in the t-plane omprises two rays of angle �=� and ��=�,interseting at �1. Setting u = t�h�=h1, the ontour transforms into a lassial Hankelontour, starting from �1 over the real axis, winding about the origin, and returning to �1.So, with � = 1=�, one has[zn℄Hk(z) � ��k��n2i�n� � �h1h��� Z eu e�xh�+11�h�� u� u��1 du :Expanding the exponential, integrating termwise, and appealing to the omplement formulafor the Gamma funtion �nally redues this last form to (109).Case (iii). When 2 < � < 3, the angle � of the ontour of integration in the z{plane ishosen to be �=2, and the saling is pn: under the hange of variable z = �(1 � t=pn), theontour is transformed into two rays of angle �=2 and ��=2 (i.e., a vertial line), intersetingat �1, and [zn℄Hk(z) � � �k��n2i�pn Z ept2�h1x� t dt ;with p = h2h1 � h12� . Complementing the square, and letting u = t� h1x2p� , we get[zn℄Hk(z) � � �k��n2i�pne� h214p�2 x2 Z epu2 du ;whih gives Equation (110). By similar means, suh a Gaussian approximation an be shownto hold for any non-integral singular exponent � > 2. �We observe that the funtion G redues to a (generalized) hypergeometri form when � isrational. It is in all ases expressible in terms of the density of a stable law6 of index min(�; 2).(Note: the Gaussian law is a partiular stable law of index 2.) A omparison between ourmethods and Feller's treatment also shows the striking similarity of omputations in bothases.We now list a few appliations.(a) Loal Limit theorems for sums of generalized Zipf laws. The generalized Zipf law ofparameter s > 1 is the law of a random variable Z de�ned byProb(Z = k) = 1�(s) 1ks ;where �(s) is the Riemann zeta funtion. It was proved in [59℄ that the probability generationfuntion of Z satis�es preisely the onditions of singularity analysis (i.e., it is ontinuableand admits a singular expansion valid outside of the unit irle) with the singular exponentbeing � = s � 1. Hene, the sum of a large number of independent opies of the Zipf law ofparameter s 2 (1; 3) satis�es a loal limit law of the stable type with parameter s� 1. Moregenerally, loal limit laws of the stable variety will hold for sums of random variables whoseprobability generating funtion are algorithmi-logarithmi and ontinuable.(b) The ase � = 1=2 overs many generating funtions assoiated to ombinatorial stru-tures that are impliitly (or reursively) de�ned and have aordingly generating funtions6In probability theory, stable laws are de�ned as the possible limit laws of sums of independent identiallydistributed random variables. The funtion G above is a trivial variant of the density of the stable law ofindex �; see Feller's book [55, p. 581{583℄. Valuable informations regarding stable laws may be found in thebooks by Breiman [31, Se. 9.8℄, Durett [52, Se. 2.7℄, and Zolotarev [129℄.
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xFigure 13: The G-funtions for � = 0:1 : :0:8 (left; from bottom to top) and for � = 1:2 : : 1:9(right; from top to bottom); the thiker urves represent the Rayleigh law (left, � = 12 ) andthe Airy law (right, � = 32).with a square-root singularity. This inludes the varieties of simple trees introdued by Meirand Moon in [94℄. Then, one hasG(x; 12) = x2p� exp(�x2=4); [zn℄Hk(z) � �k��nn G(xh�� ; 12):The law with density proportional to xe�x2=4 is known as the Rayleigh law: it has beendeteted in simple trees by Meir and Moon who base their analysis on a Lagrangean hangeof variable and on the saddle point method. A onsequene of [94℄ and of Theorem 11 is then:The pro�le of a large tree in a simple family obeys a Rayleigh law in the asymptoti limit.Similar results apply to T (z), the Cayley tree funtion (T = zeT ) that enumerates rootedlabelled nonplanar trees.() The ase � = 3=2 that appears in maps is the one that motivated the present paper,the law being preisely of the Airy type in this ase. Equivalently, the estimates involvethe stable law of index 32 . The singular exponent 32 is generally expeted in unrooted treessine there is a ratio of about n between the numbers of rooted and unrooted trees. Thereent book of Kolhin [87℄ disusses the enumeration of forests of unrooted labelled treesby number of omponents: what is here at stake is the estimation of oeÆients [zn℄U(z)kwhere U(z) is the exponential generating funtion of unrooted trees, i.e., U = T � T 2=2where T = zeT is the Cayley tree funtion. Consequently, an Airy density is expeted tosurfae in the asymptoti estimates: see Theorem 1.4.2 of [87℄ for an illustration. (Kolhin'smethod is based on harateristi funtions and is equivalent to integrating along the irle ofonvergene rather than going outside.) Next, the \giant paper on the giant omponent" [83℄analyses the random graph in its \ritial" region where the (unrooted) tree omponentsplay an essential rôle. The analysis involves funtions losely related to Airy funtions. Itis interesting to note that the proof of a major lemma, Lemma 3 of [83℄, does rely on aontour of the same type as ours. (The seven page proof in [83℄ is justi�ed by the needthere to develop uniform estimates valid in a wide region as well as to ope with a singularmultiplier.) Finally, a similar situation is enountered in [62, p. 182{183℄ where the paperdeals with the appearane of the �rst yles in random graphs.



166 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRY7.1.1. Combinatorial ompositions. The results of Theorem 11 provide useful informationon omposition shemas of the formM(z; u) = C(uH(z));provided C and H are algebrai-logarithmi in the sense above. Combinatorially, this rep-resents a substitution between strutures, M = C Æ H, and the oeÆient [znuk℄M(z; u)ounts the number of M-strutures of size n whose C-ore has size k. Then the probabilitydistribution of ore size Xn inM-strutures of size n is given byProb(Xn = k) = [zk℄C(z)[zn℄C(H(z)) [zn℄H(z)k:The ase where the shema is ritial7, in the sense that H(rH) = rC with rH ; rC the radiiof onvergene of H;C, follows as a diret onsequene of Theorem 11. What omes out isthe following informally stated general priniple (details would losely mimi the statementof Theorem 11 and are omitted).Theorem 12 (General omposition shema). In a omposition shema C(uH(z)) whereH and C have singular exponents �; �0 (with �0 � �):(i) for 0 < � < 1, the normalized ore size Xn=n� is spread over (0;+1) and it satis�esa loal limit law whose density involves the stable law of index �;(ii) for 1 < � < 2, the distribution of Xn is bimodal and the \large" region Xn = n+xn1=�leads to a stable law of index �;(iii) for 2 < �, the standardized version of Xn admits a loal limit law that is of Gaussiantype.Similar phenomena our when �0 > �, but with a greater preponderane of the \small"region.Many instanes have already appeared sattered in the literature. espeially in onnetionwith rooted trees. For instane, the Rayleigh law (� = 12 ) appears as the distribution of ylipoints in random mappings; see [46℄ for this fat and many other ourrenes of this law.Naturally, the ase � = 3=2 present in maps is of the one that has motivated the presentstudy.7.2. The Airy distribution. In this appendix, we summarize a few properties of theAiry distribution, namely, integral representations, series expansions, and integral transforms.(i) Integral representations. The Airy distribution appears �rst through loal expansionsof nearby saddle points (Setion 2 and proof of Theorem 3), as(112) A(x) = 1i� Z 1ei�1e�i� exp�13u3 � xu2� u du; � 2 (�6 ; �3 ):7Nonritial ases follow from standard methods. In the subritial ase H(rH) < rC , ore size is O(1)with high probability and its law is diretly indued from the initial oeÆients of C. (This results fromdiret singularity analysis.) In the superritial ase H(rH) > rC ore size is typially about O(n) and obeysa Gaussian law in the limit. (This results from standard singularity perturbation tehniques as developedin [17, 71, 82℄.)



7. APPENDIX 167This form learly shows its origin as an exponential-ubi approximation. In the ontext ofsingularity analysis (Setion 4 and Appendix 7.1), what arises is the integral representation(113) A(x) = 12i� Z 1ei�01e�i�0 exp�13 t3=2 � xt� dt; �0 2 (�3 ; 2�3 );whih is trivially equivalent to (112) via the hange of variable u = t2. A translation u = v+xtransforms the integral of (112) into(114) A(x) = e�2x3=3 1i� Z 1ei�1e�i� exp�13v3 � vx2� (v + x) dx:This last form is equivalent (modulo the rotation v = �iw) to the de�nition we gave (Def-inition 1) of the Airy distribution by way of the Airy funtion, itself de�ned by the integralrepresentation (45). As asymptoti expansions of the Airy funtion at �1 have long beentabulated, one additionally obtains from the Airy onnetion the tail estimates expressedby (47).(ii) Series expansions. The expression of the Airy distribution in terms of the Airyfuntion is itself a series expansion in disguise. A diret expansion is obtained by startingfrom (113), expanding into power series the exponential exp(�xt), and integrating termwise.The proess is the one also used in a general ontext in Appendix 7.1. The net result is theform(115) A(x) = 1�xXn�1(�x32=3)n�((2n+ 3)=3)n! sin(�2n�=3):Naturally, this means that the Airy density is reduible to hypergeometri funtions.(iii) Mellin transforms. The Mellin transform of a funtion f(x) that exists on (0;+1)is lassially de�ned as f?(s) = M(f(x) ; s) := Z 10 f(x)xs�1 dx:Knowledge of the Mellin transform (at s) of a probability density supported on (0;+1) isthus equivalent to knowledge of a frational moment (of order s� 1) of the density. For theAiry distributions, we de�ne separatelyA+(x) := if x > 0 then A(x) else 0; A�(x) := if x < 0 then A(�x) else 0:The orresponding Mellin transforms are then written as A?+(s) and A?�(s). In the ase athand, there are two possible approahes to the determination of the transform: one is basedon the integral representations (112) or (113) and the general transform of multipliativeonvolution integrals, M�Z a(u)b(xu)du ; s� = b?(s)Z a(u)u�s du(this results from an interhange of integrals; see [128, p. 151℄); the other is based on theseries expansion (115) and the general Mellin-Lindel�of-Ramanujan representation1Xn=1�(n)(�x)nn! = 12i� Z �1=2+i1�1=2�i1 �(�s)�(s)x�s ds;



168 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYor, equivalently, �(�s)�(s) = M 1Xn=1�(n)(�x)nn! ; s!(this results from a residue alulation and from the Mellin inversion formula; see [81,Ch. XI℄).For the Airy distributions either method is appliable and one �nds (after routine manip-ulations) A?+(s) = 2 3� 2s+13 �(s)� �2s+13 � ; 0 < <(s) <1(116) A?�(s) = 3� 2s+13 �(s)� �2s+13 � 1os �3 (s� 1) ; 0 < <(s) < 52 :(117)In partiular, one has A+(1) = 23 , A�(1) = 13 . This veri�es that A(x) is a probabilitydensity and that two thirds of the probability mass are assigned to the positive region.Also, A+(2) = A�(2) = 3�2=3=�(2=3), whih implies that the mean of the Airy distribu-tion equals 0. Generally, formul� (116) and (117) an be used to evaluate expliitly anyfrational moment of the Airy law, for instane,Z 1�1pjxjA(x) dx = 16p��(23)�32=3 + 37=6� :7.3. Conformality of z(t) and oalesent saddles. In this setion, we take k =�0n+ �n, with � �xed and the notations of Setion 3 are used. We prove that there existsindeed a hange of variable z ! t, with �d = ��, that satis�es (87) and is a onformal mappingof the dis D onto a domain D�. The strategy onsists in onstruting �rst a mapping z ! tthat is ontinuous and one-to-one between D and some domain D�, then heking that it isonformal.7.3.1. A one-to-one ontinuous mapping. The mapping z ! u = K(z) is ontinuous forz 2 D and so is the mapping t ! u = f(t) for t 2 C . The problem is that they are notone-to-one. However we shall provide a partition of the whole omplex plane C = S6i=1 Cisuh that eah f jCi is one-to-one, another partition D = S6i=1Di suh that eah restritionKjDi is one-to-one, and suh that K(Di) � f(Ci).This will allow us to de�ne for eah i a ontinuous one-to-one mapping z ! t from Dionto C 0i � Ci; we shall hoose the Di so that it follows immediately that the resulting sixmappings oherently de�ne a one-to-one mapping of D onto a domain D�.Let H+, H� and H0 denote respetively the half planes fu j =u � 0g, fu j =u � 0g andimaginary u-axis. The partition of C is readily obtained by onsidering the inverse image ofH0 by f , i.e., the urveC0 = ft j =f(t) = 0g = R [ ft = x+ iy j 3s2 � 3x2 + y2g:The three smooth omponents of this urve partition the t-plane into six regions Ci, as de�nedfor � < 0, � = 0 and � > 0 by Figure 15. More preisely we take eah Ci to inlude its border,so that its image is H+ for i = 1; 3; 5 and H� for i = 2; 4; 6. In partiular eah Ci \ Cj iseither empty or a smooth segment of the urve C0.In eah of the two regions C1; C4, one easily veri�es that <f 0(t) has a onstant nonzerosign. In eah of the other four regions, =f 0(t) has a onstant nonzero sign. Hene in eahregion Ci, the mapping t! f(t) is one-to-one (and of ourse ontinuous).
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Figure 14: The landsape of =f(t), for � < 0, � = 0 and � > 0.
–3

–2

–1

0

1

2

3

y

–2 –1 0 1 2 3
x

+ξ −ξ

C 4

C 5

C 6

C 1

C 2

C 3

–3

–2

–1

0

1

2

3

y

–2 –1 0 1 2 3
x

C 1

C 6

C 5

C 4

C 3

C 2

–3

–2

–1

0

1

2

3

y

–2 –1 0 1 2 3
x

−ξ +ξ

C 4

C 5

C 6

C 1

C 2

C 3

Figure 15: Partition of the t-plane, for � < 0, � = 0 and � > 0.
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Figure 16: The landsape of =K(z), for � < 0, � = 0 and � > 0.
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170 5. COLS COALESCENTS ET LOI D'AIRYThe onstrution is exatly the same for the mapping z ! K(z), exept that the regionof interest is restrited to D. From the tehnial point of view, one has to study the urveD0 = fz j =K(z) = 0g= R [ fz j 2 arg((3 � z)(1 + z)3=z) + 3� arg(z(3� z)2) = 0g;and prove that inside the dis D, it behaves qualitatively like C0. This analysis is done inview of the derivative K 0(z) = (z � �)(z � � 0) 3� + 2z(1 + z)(3 � z)that depends linearly on �. As illustrated by Figure 16 and 17 the landsape of =K(z) leadsto a partition Di in agreement with the partition Ci of Figure 15.One this is done, the loal mappings an be omposed to give six loal mapping z ! t.These loal mappings are oherent sine the loal mappings are idential on the intersetionDi \Dj and Ci \ Cj . Thus, a ontinuous one-to-one mapping from D to a domain D� hasbeen de�ned and we let z(t) be the inverse mapping.7.3.2. A study of _z(t). In order for the onstruted mapping z ! t to be onformal, itremains to hek the neessary ondition that _z(t) is �nite and nonzero. But, by di�erentiationof (87), one has(118) _z(t)K 0(z) = � �t2 � �2� ;so that _z(t) is seen to satisfy(119) _z(t) = t� �z � � t+ �z � � 0 (3� z)(1 + z)z2 + 3� :Hene in D, there may only be problems at z = � and z = � 0. But letting t go to � or ��this provides_z(�)2 = ��� 0 � � (3� �)(1 + �)�2 + 3� and _z(��)2 = �� 0 � � (3� � 0)(1 + � 0)� 02 + 3� :Finally the sign is seen to be positive by onsidering a point other than �� on the real axis.This yields(120) _z(�) = s 4�3� and _z(��) = s 4�3� (1 + 3�)(1 � 3�=2)(1 + 3�=2)3 :These values are involved in the omputation of a1.7.4. Largest omponents (proof of the Theorem). Let us �rst prove Theorem 7 inthe ase of nonseparable ores of maps. Reall that Mn;k is the number of maps of size nwith a ore of size k, and set the following notations: M�n;k is the number of maps of size nwith a largest omponent of size k; Bn;k is the number of maps of size n with a ore of size kthat is not the largest omponent. Then, the following relation holds:(121) 2nMn;k = 2kM�n;k + 2nBn;k:This relation is proven in two steps. First of all, amongst the 2nMn;k maps of size n witha ore of size k and a seondary root, exatly 2nBn;k have a ore whih is not the largestomponent. Seond of all, the remaining maps have a ore whih is the largest omponentand, upon exhanging the rôle of the two roots, they are identi�ed with the 2kM�n;k maps thathave a largest omponent of size k and a seondary root hosen in the largest omponent.



7. APPENDIX 171The following lemma next allows us to dispose of the Bn;k term.Lemma 1. Under the uniform distribution on maps with size n and ore-size k = b�0n+xn2=3 for some x, the ore is almost surely the largest omponent.More preisely, there exists A < 1 suh thatProb(X�n > Xn j Xn = k) = Bn;kMn;k = O(An);with k = b�0n+ xn2=3, uniformly for x in a bounded interval.Proof. Let m be a map of size n with a ore  of size k and a largest omponent l ofsize h > k. The largest omponent l is ontained in one of the pending submap n in the oredeomposition of m. Let m0 be obtained from m by detahing n. Then m an be uniquelyreonstruted from m0, m and the position in the ore of m0 where n is to be attahed. Thenumber Bn;k of maps m is thus bounded from above by the number of suh triples: with `representing the size of n,Bn;k � Xk<h<`<n�kMn�`;k �M �̀;h � 2k � 2k Xk<h<`<n�k h̀Mn�`;kM`;h;where the seond inequality follows from (121). Hene the probability satis�esBn;kMn;k � 2k Xk<h<`<n�k h̀ Mn�`;kMn�` M`;hM` MnMn;k M`Mn�`MnTheorem 5 allows us to bound the ratios: the rough upper bound M`;h=M` = O(h�2=3)is valid for all `; h; Mn;k=Mn = �(n�2=3) sine k = �0n + xn2=3 with x bounded; �nallyk=(n � `) � �01��0 > �0, so that there exists A0 < 1 suh that Mn�`;k=Mn�` = O(Ak0). Thisensures the existene of some A1 < 1 suh thatBn;kMn;k � C1n Xk<h<`<n�k h̀ �Ak0h�2=3n2=3 n5=2`5=2(n� `)5=2 � C2An1 ;hene the statement of the lemma. �Finally, Lemma 1 and Relation (121) ombine to yieldM�n;k = nk Mn;k (1 +O(An)) = 1�0 Mn;k (1� x�0n�1=3 +O(n�2=3))for k = n=3 + xn2=3, uniformly for x in a bounded interval. Together with �0 = p`, thisonludes the proof of Theorem 7 for nonseparable omponents of maps.The proof extends verbatim for all shemas with �0 = p`. For the two remaining onesa di�erene arises from the fat that some edges are shared by di�erent omponents (e.g.,the edges of separating 3-yles get dupliated in the deomposition of triangulations intoirreduible triangulations). The same di�erene surfaes in [20, 76℄ in the proof given thereof our Equation (106). The adaptation given in [20, 76℄ of the general argument to the ase ofirreduible ores of triangulations and 3-onneted ores of nonseparable maps works equallywell in our ase.Aknowledgements. This work was supported in part by the IST Programme of the EU underontrat number IST-1999-14186 (ALCOM-FT).
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