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Contexte : vérification de systémes temps réel

@ Utilisation de méthodes formelles pour la vérification

@ Vérification de systéemes temps réel a comportement stochastique

» Besoin d'exprimer des probabilités
» Besoin d'exprimer des comportement infinis
» Utilisation des processus de décision markoviens [Bel57, How60]

@ Besoin d’ajuster certaines valeurs temporelles du systeme

» Utilisation de paramétres (constantes a valeur inconnue)
» Définition de zones de bon fonctionnement pour les valeurs de ces
parametres
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Introduction Notions préliminaires

Processus de décision markovien (PDM)

@ Graphe orienté pondéré auquel on ajoute des probabilités
» Ensemble d'états 5 = {s1,..., Sn}
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Introduction Notions préliminaires

Processus de décision markovien (PDM)

@ Graphe orienté pondéré auquel on ajoute des probabilités
» Ensemble d'états 5 = {s1,..., Sn}

» Ensemble A d’actions (ou étiquettes)
» Fonction de coiit w, associant un colit w(s, a) a chaque état s et

action a
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Notions préliminaires
Processus de décision markovien (PDM)

@ Graphe orienté pondéré auquel on ajoute des probabilités
» Ensemble d'états S = {s,..., Snt

» Ensemble A d’actions (ou étiquettes)
» Fonction de coiit w, associant un colit w(s, a) a chaque état s et

action a

» Fonction de probabilité Prob, associant une probabilité a chaque arc,

telle que la somme des probabilités quittant un état s via I'action a soit

égale 3 1, c'est-a-dire ), . Prob(s a,s") =1
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Notions préliminaires
Processus de décision markovien (PDM)

@ Graphe orienté pondéré auquel on ajoute des probabilités
» Ensemble d'états S = {s,..., s, }, comprenant un état puits s,

» Ensemble A d’actions (ou étiquettes)

» Fonction de coiit w, associant un colit w(s, a) a chaque état s et
action a

» Fonction de probabilité Prob, associant une probabilité a chaque arc,
telle que la somme des probabilités quittant un état s via I'action a soit

égale 3 1, c'est-a-dire ), . Prob(s a,s") =1
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Lo il lie:

Le probléme direct : politique optimale

@ Politique /. : fonction des états aux actions S — A

» Supprime le non-déterminisme
» Le PDM devient alors une chaine de Markov [KMST59]

@ Politique optimale : politique telle que la somme des colits jusqu'a
['état puits est minimale
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» Le PDM devient alors une chaine de Markov [KMST59]
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Lo il lie:

Le probléme direct : politique optimale

@ Politique /. : fonction des états aux actions S — A

» Supprime le non-déterminisme
» Le PDM devient alors une chaine de Markov [KMST59]

@ Politique optimale : politique telle que la somme des colits jusqu'a
['état puits est minimale
@ Politique optimale pour notre exemple de PDM
» u={1—a 2—d, 3—a}
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Vi Iaife88  Le probléme inverse

Le probléme inverse

@ Rappel : le probleme direct
» Etant donné un PDM, déterminer la politique optimale

@ Le probleme inverse

» Etant donnés un PDM et une politique optimale, est-il possible de
changer la valeur de certains des colits, tout en conservant le fait que
la politique optimale reste optimale?
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Introduction Le probléme inverse

Le probléme inverse

@ Rappel : le probleme direct
» Etant donné un PDM, déterminer la politique optimale

@ Le probleme inverse

» Etant donnés un PDM et une politique optimale, est-il possible de
changer la valeur de certains des colits, tout en conservant le fait que
la politique optimale reste optimale ?

@ Un peu plus formellement. . .
Objectif

Etant donnés un PDM M et une politique optimale .o, synthétiser une
contrainte Ky sur les coiits du systeme considérés comme des paramétres
telle que, pour toute valuation des paramétres, la politique |y reste
optimale
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Plan de I'exposé

Plan de |'exposé

@ Résolution du probleme direct
@ L'algorithme de détermination de valeur
@ L'algorithme d'itération de politiques

© Résolution du probleme inverse
@ Processus de décision markovien paramétré
@ Le principe général
@ La méthode inverse
@ Application

© Implémentation

@ Conclusion
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Plan de |'exposé
@ Résolution du probleme direct

@ L'algorithme de détermination de valeur
@ L'algorithme d'itération de politiques
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RESC TN NI S ENC TSI L 'algorithme de détermination de valeur

L'algorithme classique de détermination de valeur

o Utilisé par I'algorithme d'itération de politiques pour déterminer la
politique optimale
o Entrées

» Un processus de décision markovien M = (5, A, Prob, w)
> Une politique

@ Sortie

» Une fonction de valeur v, associant une valeur numérique a chaque
état s, c'est-a-dire le colit pour atteindre, depuis s, I'état puits dans le
PDM M restreint a la politique

Algorithme (Détermination de valeur)
RESOUDRE {v(s) = w(s, u[s]) + Y. ycs Prob(s, u[s], s') x v(s')}ses\s,
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Résolution du probleme direct

L'algorithme de détermination de valeur : application

Algorithme (Détermination de valeur)
RESOUDRE {v(s) = w(s, uls]) + Yycs Prob(s, uls], &) x v(s)}scs\s, J

u={1l—a 2—d, 3— a}
v(1) = w(l,a)+ 0.3 x v(1)+ 0.7 x v(2)

v(2) = w(2,d) + 0.5 x v(2) + 0.5 x v(4)
v(3) = w(3,a) + 0.9 x v(3) + 0.1 x v(4)
v(4) =0 .
0(‘; Y 0({
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Résolution du probleme direct

L'algorithme de détermination de valeur : application

Algorithme (Détermination de valeur)
RESOUDRE {v(s) = w(s, uls]) + Yycs Prob(s, uls], &) x v(s)}scs\s, J

u={1l—a 2—d, 3— a}
v(1) = w(l,a)+ 0.3 x v(1)+ 0.7 x v(2)

v(2) = w(2,d)+05xv(2)+05xv(4) =4
v(3) =w(3,a) + 0.9 x v(3)+ 0.1 x v(4) =20
&) =0 ;
o/\e d:?2
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Résolution du probleme direct

L'algorithme de détermination de valeur : application
Algorithme (Détermination de valeur)

RESOUDRE {v(s) = w(s, u[s]) + g5 Prob(s, uls], ') x v(s')}ses\s, J
p={l—a, 2—d, 3—a}

v(1) =w(1,2) +03x v(1) + 0.7 x v(2) =7

v(2) = w(2,d)+05xv(2)+05xv(4) =4
v(3) =w(3,a) + 0.9 x v(3)+ 0.1 x v(4) =20
&) =0 ;
o/\e d:?2
0.5
T Bl
a:2 or 20« = = T 9Dace
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L'algorithme d'itération de politiques
L'algorithme classique d'itération de politiques

@ Entrée : un processus de décision markovien M = (5. A, Prob, w)
@ Sortie : une politique optimale 1
@ Principe :

@ Débuter avec une politique quelconque

@ Calculer la fonction de valeur a I'aide de I'algorithme ValueDet
© Calculer une meilleure politique, et aller a (2) jusqu’a point fixe

Algorithme (Itération de politiques)

REPETER JUSQU’A POINT FIXE
v := ValueDet(M, 1)
pour tout s € S\ s, FAIRE
optimum := v|s]
pour tout a € e(s) FAIRE
Sl w(s,a) + > . cs Prob(s,a,s")v(s") < optimum ALORS
optimum := w(s,a) + >, s Prob(s,a,s")v(s’)
w[s] =a

v

Etienne ANDRE (LSV) ETR '09 3 septembre 2009 10 / 29



RESC TN VLT S ENC TSI L 'algorithme d'itération de politiques

L'algorithme d'itération de politiques : application

v(l) = 197 O(i 70 0.7 O(;i
v(2) = 21 o/\g L
v(3) = 20 O~ 05—
v(4) = b:2
L 0.5 0.5
25 O O
3o g)g a:2 b:0

© Début avec une politique quelconque
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RESC TN VLT S ENC TSI L 'algorithme d'itération de politiques

L'algorithme d'itération de politiques : application

03 2% 0.5
v(l) = 14 N : N
v(2) = /\
v(3) = 20 QWQ d:2
v(4)=0 b:2
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© Début avec une politique quelconque

@ Amiélioration de la politique pour les états 1 et 2
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RESC TN VLT S ENC TSI L 'algorithme d'itération de politiques

L'algorithme d'itération de politiques : application

03 2:° 0.5
VE]'; _ ? Q 0.7 Q
v(2) = /\
v(3) =20 O\VQ 42
v(4) = b:2
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© Début avec une politique quelconque
@ Amiélioration de la politique pour les états 1 et 2
© Amélioration de la politique pour I'état 1
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RESC TN VLT S ENC TSI L 'algorithme d'itération de politiques

L'algorithme d'itération de politiques : application

v(2) = e |
v(4) = b:2
0.5
. 0.5
"
— a
2 —d o 0.1 031
$a U a:2 b:0

© Début avec une politique quelconque

@ Amiélioration de la politique pour les états 1 et 2
© Amélioration de la politique pour I'état 1

@ Point fixe : la politique ;. est optimale pour M
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Résolution du probleme inverse

Plan de |'exposé

© Résolution du probleme inverse
@ Processus de décision markovien paramétré
@ Le principe général
@ La méthode inverse
@ Application
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Processus de décision markovien paramétré
Processus de décision markovien

@ Processus de décision markovien

» Ensemble d'états S = {s,,...,s,}, comprenant un état puits s,
» Ensemble A d'actions

» Fonction de colit w, associant un colit w(s. a) a chaque état s et

action a

» Fonction de probabilité Prob, associant une probabilité a chaque arc,
telle que la somme des probabilités quittant un état s via I'action a est

égale 3 1, c'est-a-dire ), . Prob(s.a,s") =1
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Processus de décision markovien paramétré
Processus de décision markovien paramétré (PDMP)

@ Processus de décision markovien a coflits paramétriques

» Ensemble d'états S = {s,,...,s,}, comprenant un état puits s,

» Ensemble A d'actions

» Fonction de colit paramétrique |V, associant un co(it paramétrique
(une constante inconnue) I/ (s, a) a chaque état s et action a2

» Fonction de probabilité Prob, associant une probabilité a chaque arc,
telle que la somme des probabilités quittant un état s via I'action a est
égale 3 1, c'est-a-dire ), . Prob(s.a,s") =1

a :pia
0.3 0.7 0.5

n_——Q
QWQ

b :pip

d :pad

a :pza b 0
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SECC TN [RGB SIS Processus de décision markovien paramétré

Processus de décision markovien paramétré : remarques

@ L'instanciation d'un PDMP M par une valuation 7 des parameétres
donne un PDM classique (non-paramétrique)

> Noté M|r]

@ La paramétrisation d'un PDM en un PDMP est similaire a la
paramétrisation des automates temporisés en automates temporisés
paramétrés
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Lo priepe eneel
Entrées et sorties (1/2)

PDMP M
" Valuation de | Méthode inverse Contrainte Kp sur
| référence 1o | pour les PDM les paramétres
f Politique op- A
L timale o )
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Entrées et sorties (2/2)
e Entrées

» Un PDMP M

> Une valuation de référence 7y de tous les parametres de M
» Une politique /1o optimale pour M 7]

Etienne ANDRE (LSV)
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Lo priepe eneel
Entrées et sorties (2/2)

o Entrées
» Un PDMP M
» Une valuation de référence 7y de tous les paramétres de M
» Une politique 1o optimale pour M [7q]

@ Sortie : généralisation
» Une contrainte K sur les parametres telle que
* 7o ‘: Ko, et
* La politique 110 est optimale pour M|7], pour tout 7 = Kj

7o

Ko

Etienne ANDRE (LSV) ETR '09 3 septembre 2009
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Résolution du probleme inverse Le principe général

Le principe général

Etant donnés un PDMP M, une valuation 7y des paramétres, et une
politique ;o optimale pour M |7(]

@ Déterminer la fonction de valeur paramétrique pour M et 11, a I'aide
d’'une version paramétrée de |'algorithme de détermination de valeur

@ Générer des contraintes sur les parameétres de M, en s'inspirant du
critere d'optimalité de I'algorithme d'itération de politiques
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RESL TN TR ERTIVIE  La méthode inverse

L'algorithme paramétrique de détermination de valeur

@ Adaptation au cas paramétrique de |'algorithme de détermination de
valeur ValueDet

@ Entrées

» Un PDMP M = (5, A, Prob, W)
» Une politique

@ Sortie
» Une fonction de valeur paramétrique V/, associant une valeur
paramétrique a chaque état s, c.a.d. le colit paramétrique de s vers
|"état puits dans M restreint a la politique
Algorithme (Détermination de valeur paramétrique P-ValueDet)
RESOUDRE {V/(s) = W(s. ju[s]) + Y oes Prob(s, p[s], s") x V(s/)}ses\an

Etienne ANDRE (LSV) ETR '09 3 septembre 2009 18 /29



Résolution du probleme inverse

L'algorithme P-ValueDet : application

RESOUDRE {V/(s) = W(s, uls]) + Xy cs Prob(s, uls], s') x V(') }ses\s,

u={1l—a 2—d, 3— a}

Algorithme (Détermination de valeur paramétrique P-ValueDet) J

V(1) = W(1,a) + 0.3 x V(1) + 0.7 x V(2)
V(2) = W(2,d) + 0.5 x V(2) + 0.5 x V(4)
V(3) = W(3,a) + 0.9 x V(3) +0.1 x V(4)
V(4) =0 _
o3 Y B
o/_\e o
0.5
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Résolution du probleme inverse

L'algorithme P-ValueDet : application

RESOUDRE {V/(s) = W(s, uls]) + Xy cs Prob(s, uls], s') x V(') }ses\s,

u={1l—a 2—d, 3— a}

Algorithme (Détermination de valeur paramétrique P-ValueDet) J

V(1) = W(1,2) +03 x V(1) + 0.7 x V(2) =L xp,+2x pg
V(2) = W(2,d)+ 0.5 x V(2) + 0.5 x V(4) = — 2 pod
V(3) = W(3,a) + 0.9 x V(3) +0.1 x V(4) =10x ps,
V(4)=0

03 7P 0.5

Q_——— 0

o Q ¢

0.5

Etienne ANDRE (LSV)



Résolution du probleme inverse La méthode inverse

L'algorithme Méthodelnverse

o Entrées
» Un PDMP M = (5, A, Prob, W)
» Une valuation 7y des paramétres
» Une politique 1o optimale pour M [7q]
@ Sortie
» Une contrainte K sur les parameétres solution au probleme inverse
@ Principe
» Pour tout état s, pour toute action a, générer une égalité attestant que
la politique optimale 1io[s| est meilleure que a pour s

Algorithme (Méthodelnverse)

V = P-ValueDet(M, 1)
Ko := True
POUR TOUT s € S\ {s,} FAIRE
POUR TOUT a € e(s) tel que a # uo[s] FAIRE
Ko := Ko A{W(s,a) + > s s Prob(s,a,s")V[s'] > V[s]}

Etienne ANDRE (LSV) ETR '09 3 septembre 2009 20 / 29



RESL TN TR ERTIVIE  La méthode inverse

Propriétés de I'algorithme Méthodelnverse

Théoreme (Correction [AF09])

Etant donnés un PDMP M, une valuation o des paramétres et une
politique 1y optimale pour M|, la contrainte K, générée par
'algorithme Méthodelnverse est telle que

@ T |: Ko, et

@ /iy est optimale pour M|r|, pour tout © = K

Théoreme (Terminaison et complexité [AF09])

L'algorithme Méthodelnverse termine en temps polynomial.
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Résolution du probleme inverse
Application a I'exemple
0.3 0.7 0.5
T - (l
pla =5 pip = 2
p2c =1 P2d = 0 05 e d: P2
=" b P1b
o :
1—a
2—d
3—+a

Q-
(E)ga:PBa

b:0
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Résolution du probleme inverse
Application a I'exemple

T -

Pla = 5)

pip = 2
P2c:1

P2d =
P3a = 2

0.5
(l
0
po :

1—a

e e
bPlb

2 —d

3—a

V(1):§><p13—|—2><p2d
V(2) =2 X pa
V(3) = 10 x ps,

Q-
g)ga:PBa

b:0

Etienne ANDRE (LSV)

ETR '09



Application a I'exemple

Résolution du probleme inverse

03 7P 0.5
T - (l
p1a =5 pip = 2
p2c =1 P2d = 2 e e d: pa
a:2
P b P1ib c P2c
o :
1—a
2d Q
3o a:p b:0
0.9
Ko = Vrai
V(1) = L x pra+2 x paa !
V(2) =2 x pad
V(3) = 10 X ps,
[m] = = =

Etienne ANDRE (LSV)

ETR '09



Résolution du probleme inverse

Application a I'exemple

03 7P 0.5
o - .
pla=5  pip=2 Q/—\Q _
pc =1  pg =2 QW d: P2
a =2 .
P b pib C: pac
0.5 1 0.5
Ho : )
1—a
2—d Q o1 oDl
3o a:p b:0
0.9
Ko =
V(1) = 2 X p1a +2 X pag 1 1 0/
g +V(2)+:V(3)> V(1 %% pour 1 et b
V(2) = 2 X pag P+ 5 V(2) +5V(3) = V(1) o/ p
V(3) = 10 x ps,
[m] = = =
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Résolution du probleme inverse

Application a I'exemple

T -

pla =5 pip = 2
p2e =1 p2d = 2
P3a:2

Ho -

1—a

2—d

3—a
V(1):§><p13—|—2><p2d
V(2) = 2 X pad
V(3) = 10 X ps,

Etienne ANDRE (LSV)
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0.9 P3a

Ko =

A

P+ 1V(2) + 1V(3) > V(1
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Résolution du probleme inverse

Application a I'exemple o
0.3 0.5
T -
p1a =5 pip = 2

Q0
p2c =1 P2d = 2 e e d: pad

P3a = 2 b - C \

o :

= o
o (E.)Qa:ph b:0
zggi;‘); pia 2 X paa oo pib + 5p3a > %pla+P2d

V(3) ~ 10 szpza A pac +10p3s > 2p2q
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Résolution du probleme inverse VAT T HleN)]

Application a I'exemple
0.3 0.7

0 -
pia =5 pip = 2 Q/\Q ,
P3a:2 -

a:pia

d

b: pib

05 0.5
Ho : '
1—a
2 —d Q 0.1 031
3—a g_jga:paa b:0

Ky =
_ 10 0

V(1) -7 X P1a+2 X pad P1b + 5p3a > 2 p1a + pag
V(2) =2 X pad A P2+ 10psa > 2p2q

V(3) = 10 x ps.

@ Application : maximisation de, par exemple, poy
» En instanciant tous les paramétres sauf p,, dans Kj, on obtient
I'inégalité poy < 2
» Si I'on maximise poy a %, /1o reste optimale
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Plan de |'exposé

© mplémentation

Etienne ANDRE (LSV)
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Implémentation

Implémentation

@ IMPRATOR : programme développé en OCaml

» IMPRATOR : « Inverse Method for Policy with Reward AbstracT
BehaviOR »

> 4000 lignes de code

» 2 hommes-mois de développement

@ Fonctionnalités

» Syntaxe d’entrée trés intuitive
> Résolution du probleme direct pour les PDM (non paramétrés)
» Résolution du probleme inverse pour les PDM paramétrés

o IMPRATOR sera trés prochainement disponible sur sa page

» http://www.lsv.ens-cachan.fr/~andre/ImPrator
» Coming soon !
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Plan de |'exposé
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Remarques finales (1/2)

o Méthode de généralisation
» Modélisation d'un systéme avec un processus de décision markovien
paramétré M
» Partant d'une valuation 7y des paramétres, ainsi que d'une politique /o
optimale pour M 7], on génere une contrainte K sur les paramétres
garantissant que /i est optimale pour M|7], pour tout 7 = Ky

@ Avantages
» Utile pour optimiser les colits de systemes, par exemples éléments

matériel
» Puissant méme sur de larges systemes entierement paramétrés

* Toutes nos études de cas ont été résolues en moins d'une seconde

@ Applications
» Vérification de systémes matériel
» Systémes temps réel
» Systémes avec tout type de colit (consommation énergétique, etc.)
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Remarques finales (2/2)

@ Autres cadres pour la méthode inverse

» Automates temporisés paramétrés [ACEF09]
* Outil IMITATOR [And09a]

» Graphes orientés valués [And09b]
* Détermination du plus court chemin
* Outil INSPEQTOR

> Algebre max—plus [AF09]
* Calcul du circuit moyen maximal dans un graphe orienté valué
* Outil en cours de développement

@ Directions de recherches futures
» Prouver que la contrainte K; générée est maximale
* Si 1o est une politique optimale pour M|[r], alors 7 = Kg
» Considérer des PDM a 2 colits
* Exemple : (1) consommation énergétique et (2) nombre de requétes
perdues

* Application : gestion de puissance dynamique (dynamic power
management) [PBBDMO98|
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