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Modèle fluide stochastique

Modéliser le traffic dans un réseau à haut débit

Débits d’entrée/sortiegérés par une CMTC de générateur infinitésimalA
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On traitera les deux cas suivants :
Buffer à capacité infinie
Buffer à capacité finie
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Modèle mathématique

SoitXt : l’état à l’instantt gouvernant les entrées/sorties
• Hypothèses

(Xt)t≥0 est une CMI sur un espace d’états finiSet de g.i.A

• Données
A chaque étati ∈ S, on note :

r i : débit d’entrée associé à l’étati
ci : débit de sortie associé à l’étati

Alors di = r i − ci correspond au débit d’entrée effective relatif ài
• Objectif

Déterminer numériquement la distribution de

Qt = niveau du liquide dans le buffer à l’instantt

Q∞ = niveau du liquide en régime stationnaire
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Système différentiel
Régime transitoire

Pourt > 0, x ≥ 0 et i ∈ S, on pose :

Fi(t, x) = P(Qt ≤ x, Xt = i)

Il a été prouvé que

∂Fi

∂t
(t, x) = −di

∂Fi

∂x
(t, x) +

∑

j∈S

Fj(t, x)Aji , ∀i ∈ S

En posantF(t, x) = (Fi(t, x), i ∈ S), on obtient la forme matricielle

∂F
∂t

(t, x) = −
∂F
∂x

(t, x)D + F(t, x)A

avecD = diag(di , i ∈ S) : matrice diagonale
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Système différentiel
Régime stationnaire

On pose :
Fi(x) = Fi(∞, x) = lim

t→+∞
P(Qt ≤ x, Xt = i)

Sous la condition de stabilitéρ < 1 (capacité infinie), le processus
((Qt, Xt))t≥0 converge en loi vers(Q∞, X∞). D’où :

Fi(x) = P(Q∞ ≤ x, X∞ = i), ∀x ≥ 0, ∀i ∈ S

Par passage à la limite, l’égalité

∂F
∂t

(t, x) = −
∂F
∂x

(t, x)D + F(t, x)A

donne :
∂F
∂x

(∞, x)D = F(∞, x)A ⇒ F′(x)D = F(x)A
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Conditions aux limites

On noteS+ = {i ∈ S/di > 0} etS− = {i ∈ S/di ≤ 0}.

Capacité infinie(sous l’hypothèseρ < 1)

Fi(0) = P(Q∞ ≤ 0, X∞ = i) = 0, ∀i ∈ S+

lim
x→+∞

Fi(x) = lim
x→+∞

P(Q∞ ≤ x, X∞ = i) = P(X∞ = i) = πi , ∀i ∈ S

Capacité finieB

Fi(0) = P(Q∞ ≤ 0, X∞ = i) = 0, ∀i ∈ S+

lim
x→B−

Fi(x) = lim
x→B−

P(Q∞ ≤ x, X∞ = i) = P(X∞ = i) = πi, ∀i ∈ S−

 











F(x)A = F′(x)D
Fi(0) = 0, ∀i ∈ S+

lim
x→+∞

Fi(x) = πi, ∀i ∈ S.











F(x)A = F′(x)D
Fi(0) = 0, ∀i ∈ S+

lim
x→B−

Fi(x) = πi, ∀i ∈ S−.
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Forme générale de la solution

• D inversible (di 6= 0, ∀i ∈ S)

F(x)A = F′(x)D ⇔ F′(x) = F(x)AD−1 ⇔ F(x) = F(0) exp(xAD−1)

• D singulière (∃i ∈ S/di = 0)
Considérer la partition

S= Ŝ∪ S0, avecŜ= {i/di 6= 0} et S0 = {i/di = 0}

Alors, on a :
{

F
′

Ŝ
(x)D̂ = FŜ(x)Â avec Â = AŜ̂S− AŜS0

A−1
S0S0

AS0Ŝ

FS0(x) = −FŜ(x)AŜS0
A−1

S0S0
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Unicité de la solution
Nabli et Ouerghi (Perf. Eval 2009)

La solution générale du système différentiel :






F(x)A = F′(x)D
Fi(0) = 0, ∀i ∈ S+

limx→+∞ Fi(x) = πi, ∀i ∈ S.

est de la formeF(x) = F(0) exp(xAD−1).

Problèmes

Comment déterminer la C.I. :F(0) = (P(Q∞ ≤ 0, X∞ = i), i ∈ S) ?

Théorème
Sous la condition de stabilitéρ < 1, la marice AD−1 admet exactement

|S−| − 1 vp surC+, |S+| vp surC− et une seule vp nulle.
1 Fi(0) = 0, ∀i ∈ S+.
2 F(0)⊥ ≺ v/vp∈ C

+ ≻ : |S−| − 1 équations linéaires
3 F(x)A = F′(x)D ⇒

∑

diF′
i (x) = 0 ⇒

∑

diπi =
∑

diFi(0).
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1ère approche : Méthode spectrale
Anick, Mitra et Sondhi, Publié en 1981

• Modèle considéré
• N sources ON/OFF indépendantes et identiques

• Chaque source vérifie
ON : débit = 1, durée∼ Exp(1)
OFF : débit = 0, durée∼ Exp(λ)

0 1 N − 1 N

Nλ (N − 1)λ 2λ λ

NN − 121

• Hypothèses
1 Le PM (Xt)t≥0 est supposé être un PNM particulier
2 Flux d’entrée associé à l’étati : r i = i, ∀i ∈ S
3 Flux de sortie constant :ci = c, ∀i ∈ S
4 D = diag(di , i ∈ S) inversible :di = i − c 6= 0, ∀i ∈ S= {0, . . . , N}
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Solution AMS

Chaque vpzdeAD−1 est solution d’une équation trinôme
Ces vp sont toutes simples

zN−⌈c⌉−1 < · · · < z0 < zN = 0 < zN−1 < · · · < zN−⌈c⌉

Le vecteur proprev(i) associé àzi est donné par :

v(i)
j = (−1)N−j

k
∑

l=0

Cl
kC

i−l
N−kr

k−l
1 rN−k−i+l

2 aveck =
zic− Nλ + Nλr1

λ(r1 − r2)

 F(x) = F(0) exp(xAD−1) ⇒ F(x) =

N
∑

i=0

bie
zixv(i)

Les conditions lim
x→+∞

Fi(x) = 0 donnent bi = 0 ∀i/zi > 0

Fi(0) = πi , pour i ∈ S+, donnent bi = −( λ
λ+1)N ∏

j 6=i
zj

zj−zi

=⇒ F(x) = bNv(N) +

N−⌈c⌉−1
∑

i=0

bie
zixv(i)
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2ième approche : Polynômes orthogonaux
Van Doorn et Scheinhardt, Publié en 1997

• Modèle considéré
• (Xt)t≥0 est un PNM arbitraire surS= {1, . . . , N}

1 2 N − 1 N

λ1 λ2 λN−2 λN−1

µNµN−1µ3µ2

• Hypothèses
1 Le PM (Xt)t≥0 est supposé être un PNM arbitraire
2 Flux d’entrée associé à l’étati arbitraire :r i ≥ 0, ∀i ∈ S
3 Flux de sortie variable :ci ≥ 0, ∀i ∈ S
4 D = diag(di , i ∈ S) non singulière :di = r i − ci 6= 0, ∀i ∈ S
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2ième Solution

Soit (∆n(x))n≥0 la suite de polynômes définie par :
{

∆n(x) = (x + λn
dn

+ λn+1
dn+1

)∆n−1(x) −
λnµn

d2
n

∆n−2(x)

∆0(x) = 1 et ∆1(x) = x + λ1
d1

+ λ2
d2

x∆N−1(x) est le polynôme caractéristique deAD−1

La suite(∆n(x))n≥0 sont 2 à 2 orthogonaux (Th. de Favard)
Les racines de∆N−1(x) sont réelles et simples
Chaque vecteur proprev(j) associé à la vpzj vérifie

v(j)AD−1 = zjv(j) ⇔

{

µiv
(j)
i = (di−1zj + λi−1 + µi−1)v

(j)
i−1 − λi−2v(j)

i−2

v(j)
1 = 1 et µ2v(j)

2 = d1zj + λ1

En conclusion, la distribution jointe de(Q∞, X∞) s’écrit :

F(x) = π +
∑d+

j=0 bjezjxv(j) où (bj) est solution du SL

πi +
∑d+

j=0 bjv
(j)
i = 0 pouri ∈ S+
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3ième approche
H. Nabli,Perf. Eval. 2004

Basée sur :Uniformisation
A la place du giA, on travaille sur la matrice stochastique

P =
A
λ

+ I avec λ = max{−aii/i ∈ S}

Elle n’est pas spectrale.

S’applique aux modèles fluides généraux

Hypothèses

1 Le PM (Xt)t≥0 est supposé être un PI arbitraire
2 Flux d’entrée associé à l’étati arbitraire :r i ≥ 0, ∀i ∈ S
3 Flux de sortie variable :ci ≥ 0, ∀i ∈ S
4 D = diag(di , i ∈ S) peut être singulière
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Solution du modèle général (B = ∞)

PourD inversible ou singulière, on a :

F(x) =
∑

k≥0

e−
λx
d

(λx
d )k

k!
b(k) avecb(k) = lim

n→+∞
b(n, k)

La suite(b(n, k))0≤k≤n est définie par :
• i ∈ S+

bi(n, k) =







(1−
d
di

)bi(n, k− 1) +
d
di

∑

j∈S

bj(n− 1, k− 1)Pji pourk > 0

πi pourk = 0

• i ∈ S−

bi(n, k) =







−di

d− di
bi(n, k + 1) +

d
d− di

∑

j∈S

bj(n− 1, k)Pji pourk < n

0 pourk = n

0 ≤ bi(n, k) ≤ πi , ∀i ∈ S
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Calcul des vecteursb(n, k)

0∗
S−

0∗
S−

π
∗
S+

π
∗
S+

π
∗
S+

0∗
S−

π
∗
S+

0∗
S−

k 0 1 2 3

0

1

2

3

n

A partir de quel rangn, la limite de(b(n, k))n≥k est-elle atteinte ?
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Calcul numérique

1 Déterminer le rangn∞ = min{n ∈ N/b(n, 0)d∗ ≤ dε et b(n, n)1∗ ≤ ε}

2 On ab(n∞, k) ≃ b(k) à ε près

3 Considérer le rangN(ε) = min{n ∈ N/

n
∑

k=0

e−
λx
d

(λx
d )k

k!
≥ 1− ε}

4 Alors, on obtient :

F(x) =

N(ε)
∑

k=0

e−
λx
d

(λx
d )k

k!
b(n∞, k) + e(n∞, N(ε))

avec 0≤ e(n∞, N(ε)) ≤ 2ε
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Remarque
Par opposition aux files d’attente discrètes, on a :

P(Q∞ > 0) 6= ρ oùρ est l’intensité du trafic

Figure:ρ = 6
7c etP(Q∞ > 0) en fonction dec
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Etude comparative

Critères

Complexité temporelle

Stabilité numérique

Précision

Modèle considéré

Pour pouvoir comparer les différentes méthodes, on est contraint de choisir
le modèle le moins général à savoir AMS.

Hédi Nabli (ALEA 2012) CIRM, Mars 2012 19 / 25



Hédi Nabli (ALEA 2012) CIRM, Mars 2012 20 / 25



 1e-17

 1e-16

 1e-15

 1e-14

 1e-13

 1e-12

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

P
(Q

>
x
)

x

stable SCH N=25
unstable SCH N=32
stable AMS N=300

unstable AMS N=387

Hédi Nabli (ALEA 2012) CIRM, Mars 2012 21 / 25



 1e-16

 1e-15

 1e-14

 1e-13

 1e-12

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

L
o

g
(e

rr
o

r)

buffer size

ε=10
-2

ε=10
-5

ε=10
-8

ε=10
-10

ε=10
-12

Hédi Nabli (ALEA 2012) CIRM, Mars 2012 22 / 25



Coclusion et perspective

• Conclusion

La méthode basée sur l’uniformisation est :

Générale

Numériquement stable

Précise

Parfois pénalisée en temps de calcul

• Perspectives

Construire et définir un objet mathématique qui mesure la vitesse de
convergence de la suite(b(n, k))n≥k vers sa limiteb(k)

Calculer les différents moments deQ∞

Etudier deux buffers en série
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