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Les données

Lien entre deux variables qualitatives

@ Lien entre la couleur des yeux et la couleur des cheveuxA

@ Exemple issu du livre de D. Schwartz (Méthodes statistiques a I'usage
des médecins et des biologistes)

o Echantillon de 124 personnes

@ Deux variables qualitatives : couleur des yeux (3 modalités) et couleur
des cheveux (4 modalités)

yeux  cheveux

1 bleu blond
2 vert brun
3 bleu noir
4 | marron roux
5 | marron brun

124 | vert blond



Les données

Lien entre deux variables qualitatives

@ Lien entre la couleur des yeux et la couleur des cheveuxA

@ Exemple issu du livre de D. Schwartz (Méthodes statistiques a I'usage
des médecins et des biologistes)

o Echantillon de 124 personnes

@ Deux variables qualitatives : couleur des yeux (3 modalités) et couleur
des cheveux (4 modalités)

yeux  cheveux
bleu blond

L C. blond brun noir roux

2 vert brun v

i bleu nowr bleu % 9 3 7
marron —roux vert 13 17 10 7

5 | marron brun

marron 7 13 8 5

124 | vert blond



Les données

Notations

I ensemble des lignes et J ensemble des colonnes

1 j d 1 ... d
1| xqj Xij Xid | X1, 1{py .. pyj P1id | P1.
i X1 Xij Xid | Xi. i\ pr - Py pid | pi.
n | Xpi Xnj Xnd | Xn. n| Pn1 ... Pqj Pnd | Pn.
X1 X, xd | N p1 ... Pj pd |1
Fréquences Distribution jointe




Les données

Exemple

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 5 4 6 1 0 16 1| 005 004 006 001 0.00|0.16
2 6 5 4 0 1 16 2| 0.06 005 0.04 000 0.01 ] 0.16
3 1 0 1 7 5 14 31001 0.00 0.010 007 0.056]0.14
4 1 1 0 6 5 13 4] 001 001 0.00 0.06 0.05 ] 0.13
5 4 5 3 4 5 21 5| 0.04 005 0.03 0.04 0.05 ] 0.21
6 5 4 4 3 4 20 6 | 0.05 0.04 0.04 003 0.04 | 0.20

22 19 18 21 20 | 100 0.22 019 0.18 0.21 0.20 | 1.00

Fréquences Distribution jointe



Les données

Tableaux de comptage

@ Issus directement du recueil de données

@ Quelques exemples :
o Tirage journalier moyen 2013 de quotidiens nationaux pour les grandes
villes
o Parcelles x espéces
@ documents x mots



Les données

Certains tableaux binaires

Tableau de valeurs binaires
Il ne s'agit du croisement de variables qualitatives binaires
Tableau de présence absence

Disymétrie entre les deux valeurs

e © 6 ¢ ¢

Exemple des données de référencement : clients x produits
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Mesures d’information

Comment analyser ces données

@ Prise en compte de la symétrie des deux ensembles mis en
correspondance

@ Exemple de I'analyse factorielle des correspondances

o Codage adapté + méthodes classiques (codage tf/idf + kmeans)
@ Utilisation de mesures d’information ou d’association adaptées :

o Nombreuses mesures

@ Choix de 2 mesures symétriques :
o Coefficient du ®? de Pearson
@ Information mutuelle



Mesures d’information

Coefficient du phi-2 de Pearson

@ Nombreuses mesures d’association basées sur le x> de contingence

20y — 5~ (6 = xix/N)®
X( )_Izd: X,'.X.J'/N

o Coefficient du phi-2 de Pearson :

?(x pij — pi.p,j)> P;
¢2(P/J)=—X,\(I)227(j i) :Z—J -1
ij

Pi.Pj 7 PP

@ Lien fort avec I'analyse factorielle des correspondances (AFC)



Mesures d’information

Information mutuelle

@ Statistique du rapport de vraisemblance (likelihood ratio chi-squared)
Xij
G?(x) =2 xji log ———
() Z v gXi.X.j/N
I7.j
@ Par normalisation : information mutuelle

G*(x) Pij
I(Py) = = > pijlog —
oN %: y pi.p.i

@ Autre définition
I(P,_[) = H(Pl) + H(P_[) — H(P/J)

ol H est la fonction d’entropie
@ Lien entre les 2 mesures

1(Pu) = 59%(Pu) + o3 (pi — pip))
ij
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Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

Table de contingence associée a un couple de partitions

@ z et w partitions en g classes et m classes des lignes et des colonnes
de la table de contingence

©z=(z1,...,25) ouz=1(zy)
o w=(w,...,wg)ouw = (wj)
@ Nouvelle table de contingence y** = (y7}') a g lignes et m colonnes :
Vel = zawjexj
i
o K={1,...,gtetL=A{1,...,m}



Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

Distributions associées a z et w

@ Distribution sur K x L : PR = (pg}') avec

y
pid == zuwippj  V(kO) €K xL
i?j

o Les marges en lignes ne dépendent pas de w : p}
@ Les marges en colonnes ne dépendent pas de z : pY%.

o Distribution sur / x J : Q" = (q5") avec
W

p .
g = Pi.P.jZZiijz%y V(i,j)elxJ
k.l pk.p.f

@ Les marges en lignes sont conservées : i = p;.
& Les marges en colonnes sont conservées qu =p;



Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

SENPIES

@ Exemple précédent

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 5 4 6 1 0 16 1| 005 0.04 006 0.01 0.00(0.16
2 6 5 4 0 1 16 2| 006 0.05 0.04 0.00 0.01 ] 0.16
3 1 0 1 7 5 14 31001 000 001 0.07 0.05|0.14
4 1 1 0 6 5 13 4001 001 000 0.06 0.05]0.13
5 4 5 3 4 5 21 5| 0.04 005 003 004 005 ]0.21
6 5 4 4 3 4 20 6| 005 0.04 0.04 0.03 0.04 | 0.20
22 19 18 21 20 | 100 0.22 019 0.18 0.21 0.20 | 1.00
Table de contingence Distribution jointe

@ Partitions z = (1,1,2,2,3,3) et w = (1,1,1,2,2)

1 2 1 2
1] 30.0 200 | 320 1] 030 0.02 ] 0.32
2| 400 230 | 27.0 2| 0.04 023 0.27
3250 16.0 | 41.0 31025 0.16 | 0.41
59.0 41.0 100 0.59 041 | 1.00

Table de contingence agrégé y?V Distribution associée Py



Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

@ Distributions Py,

° Q"

SENPIES

1 2 3 4 5
1| 0.050 0.040 0.060 | 0.010 0.000 | 0.160
2 | 0.060 0.050 0.040 | 0.000 0.010 | 0.160
3 | 0.010 0.000 0.010 | 0.070 0.050 | 0.140
4 | 0.010 0.010 0.000 | 0.060 0.050 | 0.130
5| 0.040 0.050 0.030 | 0.040 0.050 | 0.210
6 | 0.050 0.040 0.040 | 0.030 0.040 | 0.200
0.220 0.190 0.180 | 0.210 0.200 | 1.000

1 2 3 4 5
1| 0.056 0.048 0.046 | 0.005 0.005 | 0.160
2 | 0.056 0.048 0.046 | 0.005 0.005 | 0.160
3 | 0.008 0.007 0.006 | 0.061 0.058 | 0.140
4 | 0.007 0.006 0.006 | 0.0567 0.054 | 0.130
5 | 0.048 0.041 0.039 | 0.042 0.040 | 0.210
6 | 0.045 0.039 0.037 | 0.040 0.038 | 0.200
0.220 0.190 0.180 | 0.210 0.200 | 1.000



Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

SENPIES
Pij
o —J
Tableaux des PP
1 2 3 4 5
1] 142 132 208|030 000
2| 170 164 139 | 000 0.31
3| 032 000 040 | 238 1.79
41035 040 000|220 1.92
5087 125 079 ] 091 1.19
6| 114 105 1.11 | 071 1.00

T qij Pkl
o ableaux des L et des
qi.p.j Pk.P.¢

1 2 3 4 5

159 159 159 | 0.15 0.15
159 159 159 | 0.15 0.15
025 0.25 0.25 | 2.08 2.08
025 025 0.25 | 2.08 2.08
1.03 1.03 1.03 | 095 0.95
1.03 1.03 1.03 | 095 0.95

1] 159 0.15
2| 025 208
3] 1.03 0.9

SO WN -



Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

Mesures d'association du ¢? associées a z and w

(pzw _ pz pw)2 (q.z.w _ Pi.P.j)2
¢2(P}Z(VZ) — Z 44 - I;v L ¢2(QIZJW) — Z uy —
Propriétés :

o P2(PRY) = ©*(Qf")
o P2(Py) — P*(Qf) = ®2(Pyy) — P*(PRY) = De2(Pus, Qf)

W
9i

. 2
® Do2(Piy, QFFY) = >2;; Pij (pf';lr,j - rp.,-) : distance du ®2 entre les 2
distributions Pj; et Qf"
o P2(QAY) < d%(Py) ou P?(PRY) < ®3(Py)




Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

Mesures d'information I associées a z and w

i
pi.p

I(PRY) = pit log
k.l

W
J

pZW
P ma 105 =Y a5 s

k. P i
Propriétés :

o I(PRT) = I(Qp"

o I(Py) —1(Q") =1(Piy) — I(PRY) = KL(PuLI|Qf)")

o KL(PullQEY) =2, pijlog %{v : distance de Kullback-Leibler entre les

deux distributions Py et Qf)"

o I(QFY) <I(Py) or I(PRY) <I(Pu)




Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

Classification croisée d'une table de contingence

@ Deux approches équivalentes :
@ Recherche de la distribution réduite PZ] conservant au mieux
I'information initiale, c.-a-d. maximisant

®2(PRY) ou I(PRY)

o Approximation de la distribution initiale P;; par une une distribution
Q7' minimisant la différence entre les mesures d’information de 2
distributions :

®*(Py) — ®*(Qf)") ou I(Py) - (QF)
o Finalement, le probléme est de trouver z et w minimisant le critére
Wez(2z,w) = Do2(Pul|PRY) = ®*(Piy)—0*(PRY) = ®(Py)—9*(Q7")
ou le critére

Wi(z, w) = KL(Pyl|Pii) = I(Py) — I(PL) = 1(Py) — I(QJ")
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Modification du critére par augmentation des paramétres (1)

@ Technique consistant & augmenter le nombre de paramétres d'un
critére tel que la valeur optimale du critére initial ne soit pas modifiée
mais plus facile a calculer

@ Exemple des k-means :
o Remplacement du critére g(z) = ", , d?(x;,g«) par le critére

E(Z, a) = Z dz(X,', ak)

ik

)

o Paramétre additionnel a = (ay, ..., a,)
o Optimisation alternée de ce nouveau critére : k-means
@ Aprés chaque calcul de a, on retrouve le critére initial
@ Ici, ajout du paramétre § = (dx¢), matrice de dimension (g, m)
Avifr z w —
verifiant >, , pf poke =1
@ Oyy . « centre » du bloc k¢



Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique 22

Modification du critére par augmentation des paramétres (2)

@ Nouvelle distribution R,’J""‘s : U = pi.p;j Zkez,kwjgékg
@ Propriétés : distribution sur / x J et mé&mes marges que Pj; et Qf"

@ Nouveaux objectifs : minimisation de
W2 (z,w,8) = ®2(Pyy) — ®3(REM

ou de
Wiz, w, 8) = I(Py) — [(REM)

qui peuvent aussi s'écrire

N pii
Wi(z,w,d) = Z pij log i - Z Pry log dke
I, Pi.P.j Y,

pij
Wez(z,w,8) = Z Zik Wjg pi. Pj<
kit Pi-P.j

et



Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

Algorithmes associés

@ Croki2 : Optimisation alternée sur z, w et 0 du critére Wy2(z, w, §)

@ Croinfo : Optimisation alternée sur z, w et ¢ du critére Wi(z,w, d)



Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

Algorithme Croki2

input : X, g et m
e e . D j Zik Wit Pij
initialisation : z et w au hasard; oS~
tialisatio et w au hasard; gy S 2nbr X Wieh;
repeat
p" 2
— 1 . . /] _ .
. zj = argmin, Zj,f Wjep.j (p,-,p,,- 5kz) ;
2oij ZkWiePij
- Oke 4= 2o ZikPi. 2j WiePj
. wj = argming >~ Zikpi
D i j Zik WjePij
Oy — = =——
ke 2o ZikPi. 2j WiePj
until convergence
return z and w

Pi 2.
pi.P.j 5“) !




Classification d’un tableau de contingence par approximation métrique

Algorithme Croinfo

input : x, get m
e ne e _ 2 ZikWjePi
initialisation : z et w au hasard; Jxy « TS NTTY
repeat

. zi = argming >,(_; wiepij) log ke ;

Zij Zik Wje Pij A

- Oke = 22 ZikPi. 20 WiePj
_ H .. /.
- Wj = argmin, Zk(ZiZikPU) log ‘5kz:

> 2i.j ZikWiePij
R e
ke 2 ZikPi. 2 WiePj '

until convergence
return z and w
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Classification d’un tableau de contingence par modéle statistique

Principe général

@ Conditionnellement a la connaissance de la classe k de i et £ de J,

Xjj ~ 'P(/L,'Vj’ykz) Vi, J

pi : effets ligne, v; : effets colonne, i, : effets blocs
@ Modéle non identifiable : contraintes sur les effets
@ Estimation des effets lignes par les marges x;. et x;;

@ Modeles dépendant de z, w, v = (711,,-- -, Ygm)



Classification d’un tableau de contingence par modéle statistique

Statut des ensembles [ et J

o [ et J fixés :
@ Table de contingence construite a partir de deux variables qualitatives
@ Taille de I'échantillon : N
o Clustering block model
o Paramétres : z, w, ~

o [ et J échantillons :

o Exemple clients x vidéos
o Taille de I'échantillon : n,d
o Variables latentes : z, w
o latent block model
@ Paramétres : 7, p, v
@ | échantillon :
@ Exemple documents x mots
o Taille de I'échantillon : n
Variable latente : z
Mixture model
Paramétres : , w, ~

¢ © @



Classification d’un tableau de contingence par modéle statistique

Clustering block model

[

Modélisation classsique d'une table de contingence :

XNM(N7P117~~~7PU7~~~7Pnd)

caractérisée par la probabilité p; de chaque cellule.

Modéles log-linéaires
Ici = pij = pivjvke
Estimation par le maximum de vraisemblance

o Maximisation de L(z,w,~v) = >, , vil' log ke + C
o Algorithme Croinfo

o Estimation par la méthode du khi-deux minimum
S L (= Npi.P.j > ks ZieWieViee)®
¢ Minimisation de }; ; % N
o Algorithme Croki2




Classification d’un tableau de contingence par modéle statistique

[

[

[

[

[

Latent block model

Modéle

Fim o)=Y [ 7o PO tivivzu)
(z,w)EZXW i,j

Interprétation

@ Génération des n étiquettes zi, . .., z, suivant la distribution
multinomiale M(1,7y,...,mg)
©Q Génération des d étiquettes wy, ..., wy suivant la distribution

multinomiale M(1, p1,...,pm)
© Geénération des x;; suivant la loi de Poisson P(Nil/ﬂz,-wj)

Estimation par le maximum de vraisemblance : algorithme EM
Approximation variationnelle : LBVEM
Approximation classificatoire : LBCEM



Classification d’un tableau de contingence par modéle statistique

Algorithme LBVEM

input : x, get m B
initialisation : Z et W partition au hasard; 7y « 2k,
Do ZikWheXj
Ve < 220 ZikXi, D WieXj '
repeat
- Zig o< i exp(3oo(D_; wjex j) log Yke)
Zi Doij ZikWhe X
LRI s 2o Wiexj '
- i exp(Zk(Z-ZikXi.)J°§7kf)
— Wt and gy o T
- P Tk S S Zwex, 2o Wiexj !
until convergence
return Paramétres 7, p and



Classification d’un tableau de contingence par modéle statistique

Algorithme LBCEM

input : x, get m

initialization :

. Z et W partition au hasard; T < sz P % and
E;,j Zik Wi Xij A

Ve < Do ZikXi. D Wiexj

repeat

. Zj < argmax Tk eXP(Z@(Zj ngx,j) log Yke)

Z g Z,',j Zik Wi Xij
T Bk e T
k n Tkt Do ZikXi. 2o Wiexj !

- wj < argmax; pe exp(D_ (D-; Zikxi.) log Yie) ;
- pe = 5 and e Do ZikXi. Do Wiexj '

until convergence

return 7, p and v



Classification d’un tableau de contingence par modéle statistique

Liens entre les critéres

Algorithmes

Critéres

Croki2

Croinfo

minimisation de

minimisation de

2
Pij
D i ki ZikWje Pi.Pj (,,,.',’,J. - ’Ykz)

.. Pij zw
Zi,j pij log pip; ij Pi¢ log Vke

LBCEM

LBVEM

maximisation de

maximisation de

Sk ZikWie (i 10g Ve — xi X jvke)
+ Zi,k zi log my + Zj,[ Wije log p¢

Sk Zik e (i log Ve — xi.X jYke)
+ th Ziy log T + ij wj¢ log pe
— ik Zik log Zig — D _; o Wie log Wje




Classification d’un tableau de contingence par modéle statistique

Liens entre les algorithmes

Croki2

approximation

Clustering Block Model
N
sem, a, .
Pance Croinfo

LBCem

Proportions égales

approximation

Latent Bloc Model
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Exemples

Données Classic3 (1)

@ Tableau de fréquences 3893 x4303
@ Lignes : 3893 résumés provenant de 3 bases de données :

o Medline (1033) : médical
o Cisi (1460) : informatique
o Cranfield (1400) : systémes aéronautiques

@ Colonne : 4303 mots aprés filtrage

o "petits mots"
@ mots peu fréquents

@ Données « sparse » (99%)
@ Application du modéle des blocs latents de Poisson

@ Représentation visuelle des données par I'AFC cohérente avec les
approches proposées



Exemples

Données Classic3 (2)

VEM et CEM donnent quasiment les mémes résultats

Comparaison avec Croinfo et un algorithme de classification croisée
proposé par Dhillon (spectral clustering et théorie de I'information)

@ 3 classes en ligne et 3 classes en colonne

| Med. Cis. Cra. | Med. Cis. Cra. | Med. Cis. Cra.

71 1007 3 2 z; 965 0 0 z; 977 1 1

Z> 25 1452 14 Zo 65 1458 0 Zo 22 1454 15

z3 1 5 1384 z3 3 2 1390 z3 34 5 1384
LBVEM BSGP Croinfo

| LBVEM BSGP  Croinfo
50 70 78
1.28 1.80 2.0

Nb de mal classés
% d'erreur




Exemples

Données Classic3 (3)

Axe 3




Exemples

Données Classic3 (4)

@ Taux de sparsité 1%
o Taille du tableau : 134 Mo -> 2.9 Mo

@ Tableau intermédiaire non sparse : 93 ko et 172 ko



Exemples

Exemple montrant I'intérét de la classification croisée

@ Données simulées suivant le modéle des blocs latents de Poisson
en=d=100,g=m=3

@ Classes trés mélangées

o AFC
| 1 2 3 4 5
Variance 0.007 0.006 0.006 0.006 0.005 0.005
Perc. of variance 4428 3537 3505 3.355 3.134 2.943

Cumulated percentage | 4.428 7.965 11.47 14.82 17.96 20.90



Exemples

Représentation avec I'AFC

47 c8
o s
I
r34 i rn c68
155
60 Y c43 c21
5 131 135 52 a1 €99 85
rif 27 ca7
184 71 100 c17
g oges M L 2 56 C76c66
23 Pt r45 97 a2 25
g ™2 gt 179 2061 58 c o
I
8 il 654 188 @B o5 T2 o c62 o8
2268 36 169 10 6 05 &
26 "4?85 r75r82r50 r42 78 13 ¢34 Célg c22
170 r24 9190 o 129 c70 €54 Ch2  c98c10
76 g6 v 1383 o2 o534 3
- r6r12 16 4 &<
164 ' 67 c49 o711 c74
€90 96 8
137 21 c48 €%, c c61 92 das
28 57 c
194 63 r c vt 51 8, p cg@ggf 13
127 ! o 00 R
74 146 95 c38 14 p7 o
8 59
40 c50 €33
calers c12 23
159 79
L L L L
0.1 -0.05 0 0.05 01 015 -0.1 -0.05 0 0.05 01 0.15

0.15



Exemples

Taux d'erreur obtenus

Hasard
Théorique
VEM

EM

(z,w)
0.89
0.48
0.50

z
0.67
0.28
0.33
0.47

w
0.67
0.28
0.26



Conclusion

Conclusion : avantages de la classification croisée

@ Approche générique permettant de s’adapter a différentes situations

@ Traitement symétrique des lignes et des colonnes ce qui semble
souhaitable pour les tableaux binaires et les tableaux de contingence

@ Modéles trés parcimonieux

@ Deux tableaux de travail de dimension n x met d x g :

@ Permet de traiter des données de grandes dimensions
o Permet de traiter des données « sparse »
& Dimensions « controlables »



Conclusion

Conclusion : problémes ouverts

@ Etude de I'identifiabilité des modéles
o Validation théorique de |'approximation variationnelle

@ Initialisation des algorithmes et probléme des classes vides
@ Sélection de modéles :

@ Choix d'un modéle parcimonieux dans une famille de modéles
Choix des nombres de classes g et m

Extension des critéres de vraisemblance pénalisée
Difficultés pour la taille des données : n, d, nx d?

® ¢ @
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