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Introduction

Un problème de pavage auquel chacun a pu se confronter est celui du puzzle :
étant donné un ensemble de pièces (appelées aussi tuiles), comment les assembler en
respectant les contraintes locales imposées par l’imbrication des pièces (dues à leur
découpe) et la continuité des couleurs (deux pièces devant être de même couleur là
où elles se touchent) ? Le respect de ces contraintes conduit à obtenir, à une échelle
plus globale, l’image finale promise. Sous l’aspect récréatif de cet exemple apparaît
une question fondamentale de la théorie des pavages : comment des contraintes lo-
cales (ici l’assemblage des pièces) engendrent-elles une contrainte globale (l’image
finale) ? Un exemple célèbre est celui du pavage de Penrose, introduit dans [87], qui
est obtenu à partir de deux tuiles en forme de losange, qui ont la propriété remar-
quable de ne pouvoir paver le plan euclidien que de manière apériodique, c’est-à-dire
sans invariance par une translation non triviale 1. La figure 1 illustre cela.

Figure 1 – Deux tuiles (à gauche) et un exemple de pavage fini qu’elles permettent
de réaliser (à droite – les tuiles pouvant être tournées). Il s’agit d’un morceau du
célèbre pavage de Penrose. Soulignons que les contraintes locales (ergots sur les
côtés des tuiles) entraînent une contrainte globale : aucun pavage du plan par ces
tuiles n’est invariant par translation, c’est-à-dire qu’ils sont tous apériodiques.

1. Ce pavage a d’ailleurs été inventé pour une entreprise fabriquant de véritables puzzles !
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2 INTRODUCTION

Ce problème de transfert d’information a été à l’origine de la théorie moderne
des pavages, laquelle s’est depuis développée dans de nombreuses directions. Par
exemple, en informatique théorique, les pavages ont notamment été étudiés pour
le problème de décidabilité suivant, posé par Wang dans [112] : existe-t-il un pro-
gramme qui, étant donné n’importe quel ensemble fini de tuiles, détermine s’il est
possible de paver le plan avec ces tuiles ? La réponse s’est avérée négative à cause
de l’existence d’ensembles de tuiles ne pouvant paver qu’apériodiquement le plan
(voir, par exemple, [2, 13, 38, 47, 46, 97] et, bien sûr, le cas de la figure 1). Parallèle-
ment, les pavages ont été étudiés d’un point de vue plus mathématique, notamment
comme systèmes dynamiques symboliques particuliers, suffisamment simples pour
être étudiés sans être pour autant trop simples (voir, par exemple, [96]). Enfin, en
physique, les pavages servent à modéliser la structure de la matière, notamment
des quasi-cristaux, dont la découvert expérimentale récente a contribué à relancer
fortement l’intérêt porté aux pavages (voir, par exemple, [104]).

Outre cela, dans le cas particulier de la dimension un, il existe un lien fort
entre pavages, fractions continues et géométrie discrète. Esquissons-en ici les idées
principales. Notons d’abord que, dans ce cadre, les pavages sont des pavages de la
droite, qui peuvent aussi être vus comme des mots (à chaque tuile correspond une
lettre). On peut alors discrétiser une courbe du plan par une ligne brisée composée
de segments unité, puis coder cette ligne brisée par un mot (chaque lettre codant
un segment unité de direction particulière). Les outils de la combinatoire des mots
que sont les morphismes ou les substitutions permettent alors d’agir sur ces codages
de courbes discrètes. En particulier, on peut calculer le développement en fraction
continue de la pente α d’une droite discrète (c’est-à-dire de la pente de la droite
réelle qu’elle approche) de manière géométrique. En effet, sans supposer α connu,
on détermine sa partie entière bαc simplement à partir des motifs du mot codant
la droite, et on applique une transformation adéquate afin d’obtenir une droite de
pente T (α), où T est l’application de Gauss utilisée pour calculer le développe-
ment en fraction continue d’un réel. Itérer ceci donne une suite de mots codant des
droites discrètes et permet de calculer le développement en fraction continue de α.
On peut ensuite étendre cela à des mots codant des courbes discrètes : à partir des
motifs d’un tel mot, on calcule en procédant de même un développement en frac-
tion continue. La question de savoir à quel réel correspond le développement ainsi
calculé n’est pas claire, puisque la notion de pente n’est pas définie pour une courbe
générale. Cependant, on montre que ce procédé permet de déterminer si la courbe
discrète codée par un mot donné est une droite ou non : on parle de reconnaissance
de droite. C’est un problème fondamental en géométrie discrète, lié à la vectorisation
(ou polygonalisation) d’objets discrets : comment décomposer une courbe discrète
complexe en un ensemble de morceaux de droites discrètes, plus simple à stocker.
Il s’agit d’un problème très étudié (voir, par exemple, le survol [79]).



INTRODUCTION 3

En dimensions supérieures, un tel lien entre pavages, fractions continues et géo-
métrie discrète n’a jamais, à notre connaissance, été développé. Pourtant, d’une
part, de nombreuses extensions multidimensionnelles des fractions continues ont
été étudiées (voir, par exemple, [23, 103]) et, d’autre part, le problème de la re-
connaissance de plan a reçu beaucoup d’attention en géométrie discrète (voir, par
exemple, le récent survol [24]). Développer un tel lien est l’objectif principal de cette
thèse. La suite de ce document est organisée comme suit.

Au chapitre 1, nous reprenons plus en détail le lien esquissé ci-dessus entre pa-
vages unidimensionnels (ou mots), fractions continues et géométrie discrète. Notons
que si la formulation retenue (notamment l’utilisation de morphismes et de substi-
tutions) semble nouvelle, les idées exposées dans ce chapitre sont déjà connues. On
passe ensuite en revue les différentes extensions multidimensionnelles des concepts
utilisés dans le cas unidimensionnel (pavages, substitutions, fractions continues,
reconnaissance de plan). À la lumière de ceci, on conclut ce chapitre par une des-
cription plus précise des résultats principaux de cette thèse.

Le chapitre 2 est consacré à la notion d’application duale d’une substitution ou
d’un morphisme (on parle aussi de substitution généralisée). Il s’agit de transfor-
mations sur les pavages généralisant les substitutions et morphismes définis sur les
mots (voir Fig. 2). La présentation commence par reprendre la construction donnée
par P. Arnoux et S. Ito dans [6] et étendue par H. Ei dans [49], avant de propo-
ser une définition légèrement plus générale. Soulignons que ces applications duales,
malgré une relative complexité qui peut rebuter au premier abord, jouent un rôle
absolument primordial dans toute cette thèse.

Figure 2 – Action d’une application duale sur quelques tuiles, appelées aussi faces
(à gauche) et sur un ensemble de tuile un peu plus grand (à droite).

Les premiers résultats propres à cette thèse sont exposés au chapitre 3. On re-
prend la notion de plan en escalier, initialement introduite par L. Vuillon dans
[111]. Un plan en escalier peut être vu comme un type particulier de pavage, dont
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on montre le lien avec la notion de plan arithmétique discret, introduite par J.-P.
Réveillès dans [98] (voir Fig. 3, à gauche). On caractérise alors l’action des applica-
tions duales sur les plans en escaliers. Plus précisément, nous donnons une condition
nécessaire et suffisante simple pour que l’image d’un plan en escalier par l’applica-
tion duale d’un morphisme soit un plan en escalier (Th. 3.4). En particulier, cette
condition s’avère être toujours réalisée dans le cas d’une application duale de sub-
stitution. Ceci complète un premier résultat dans cette direction, donné dans [6],
qui considérait le cas d’une application duale de substitution laissant invariant un
plan en escalier, montrant que cette application était stable sur les morceaux de
ce plan en escalier. Nous avons publié ce résultat d’abord dans la conférence [53]
dans un cas particulier d’application duale de substitution, puis dans l’article [56]
dans le cas général d’une application duale de substitution. Enfin, l’article [16] (sou-
mis) traite le cas plus général d’une application duale de morphisme. La suite du
chapitre montre alors comment utiliser l’algorithme de Brun – une extension mul-
tidimensionnelle particulière de l’algorithme de développement en fraction continue
d’Euclide – pour calculer le développement du vecteur normal d’un plan en escalier
directement sur ce plan. On parle, par abus, du développement de ce plan. Plus
précisément, on calcule ce développement sans supposer connu le vecteur normal
du plan en escalier en question, mais simplement en déduisant des configurations lo-
cales de ce plan les informations suffisantes à calculer ce développement. Une classe
spéciale d’applications duales est utilisée à cette fin, ainsi que la notion de palier,
que nous introduisons en généralisant une notion similaire définie pour les droites
discrètes (voir Fig. 3, à gauche).

Figure 3 – Un plan en escalier (à gauche) ou une surface en escalier (à droite)
peuvent être vus, dans l’espace, comme des discrétisations d’un plan ou d’une sur-
face réels et, dans le plan, comme des pavages (par losanges). La notion de paliers
(quelques exemples sont ici encadrés) permet de lire une information qui peut être
reliée, dans le cas d’un plan en escalier, à son vecteur normal (le cas d’une surface
en escalier étant plus difficile à interpréter).
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Le chapitre 4 joue le rôle de charnière entre le chapitre 3 et le chapitre 5. On
commence par rappeler la notion de surface en escalier, introduite par D. Jamet
dans [71] et on montre quelques propriétés élémentaires associées. Intuitivement,
une surface en escalier peut être vue soit comme un pavage de Rd−1 soit, en la
“relevant à la Thurston” (voir [108]) comme une discrétisation d’une surface de
Rd. On introduit alors la notion de flip (voir Fig. 4). Le flip est utilisé en phy-
sique, notamment en mécanique statistique et dans l’étude de la formation des
cristaux ou quasi-cristaux (ce terme sera défini au chapitre 1), pour modéliser les
ré-arrangements locaux d’atomes. Dans le contexte des plans et surfaces en escalier,
le flip s’avère une notion utile pour relier les premiers aux secondes, comme nous
l’avons d’abord exposé dans [55]. En particulier, on montre que toute surface en
escalier peut être obtenue en effectuant une suite de flips sur un plan en escalier
(Th. 4.16). Nous avons publié ce résultat dans l’article [3]. Par ailleurs, mettant
à profit le côté formel des plans et surfaces en escalier (par rapport aux cristaux,
par exemple), on introduit une variante moins contrainte du flip, appelée pseudo-
flip. Sans entrer ici dans les détails, soulignons simplement que cette notion permet
des preuves plus faciles de résultats similaires (Th. 4.20 et 4.21). Nous avons dé-
crit la notion de pseudo-flip et prouvé les résultats correspondants dans l’article [16].

Figure 4 – Un flip est une transformation locale sur les surfaces en escalier. On
peut le voir, dans l’espace, comme l’ajout ou la suppression d’un cube unité (un
voxel) ou, dans le plan, comme un échange de tuiles.

Le chapitre 5 est en quelque sorte l’extension du chapitre 3 au cas des surfaces
en escalier. On commence par caractériser l’action des applications duales sur les
surfaces en escalier. Plus précisément, nous donnons une condition nécessaire et
suffisante simple pour que l’image d’un plan en escalier par l’application duale d’un
morphisme soit un plan en escalier (Th. 5.3). Ce résultat a été publié dans [3] dans
le cas d’une application duale d’une substitution, puis détaillé dans [16] (soumis),
dans le cas général d’une application duale d’un morphisme. On montre ensuite
que le procédé consistant à calculer le développement d’un plan à partir de confi-
gurations locales – les paliers – peut être étendu aux surfaces en escalier, ceci bien
qu’une surface en escalier n’ait généralement pas de vecteur normal, contrairement
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à un plan en escalier. Une question naturelle est alors de savoir quelles surfaces
en escalier ont le même développement qu’un vecteur réel donné, outre le plan en
escalier qui a ce vecteur pour vecteur normal. Une réponse en termes de quasi-plan
en escalier est apportée (Th. 5.14 et 5.20). Une version partielle de ce résultat se
trouve dans l’article [16] (soumis).

Au chapitre 6, on montre comment appliquer les résultats des chapitres précé-
dents en géométrie discrète, plus précisément en ce qui concerne les problèmes de
la génération et de la reconnaissance de plans discrets (rôle joué par les plans en
escalier). On expose trois techniques différentes pour engendrer un plan en escalier.
La première consiste à itérer une application duale sur un morceau fini de plan en
escalier, et à engendrer ainsi – sous certaines conditions – des morceaux de plus en
plus grands de ce plan (Th. 6.9). Ce résultat a été publié dans [56]. La seconde tech-
nique repose sur les résultats du chapitre 5 : itérer une application duale adéquate
sur une surface en escalier, donne – sous certaines conditions – une suite de surfaces
en escalier convergeant vers le plan en escalier désiré (Th. 6.10). Enfin, la dernière
technique consiste à engendrer un plan dont le vecteur normal a des coordonnées
rationnelles à partir d’un domaine fondamental, c’est-à-dire d’un morceau de plan
fini engendrant tout ce plan par périodicité. On montre comment construire un
domaine fondamental de taille minimale grâce aux applications duales associées au
développement en fraction continue du vecteur normal du plan que l’on veut engen-
drer (6.14). Ce résultat a été publié dans [58]. En ce qui concerne la reconnaissance
de plan, on décrit un algorithme qui généralise la méthode de reconnaissance de
droite esquissée plus haut : on calcule le développement d’une surface en escalier
(en fait, plus généralement, de ce qu’on appellera fonction binaire) et on en déduit
sa nature – plan en escalier ou non (Th. 6.25). La complexité d’un tel algorithme est
discutée, bien que nous ne proposons pour l’instant qu’une borne théorique, qu’il
resterait à confronter à la pratique. Ce résultat a été publié dans [58].

Nous conclurons ce mémoire par un bref chapitre consacré à décrire quelques
résultats obtenus pendant cette thèse mais non présentés dans les chapitres pré-
cédents. Ces résultats posent les jalons de futures recherches liées à la probléma-
tique de cette thèse. Soulignons que certains d’entre eux ont déjà été publiés (voir
[21, 22, 52, 54, 57]).



Chapitre 1

Contexte et contenu

1.1 Combinatoire des mots et géométrie discrète

1.1.1 Mots, groupe libre et morphismes

Ce paragraphe rappelle brièvement les concepts de base de la combinatoire des
mots. Le lecteur intéressé par une introduction plus détaillée (notamment en ce
qui concerne des références historiques) pourra, par exemple, se référer au premier
chapitre de [83], ou aux livres [93, 95].

Un alphabet A est un ensemble, supposé fini ici, de symboles appelés lettres.
Sans restriction de généralité, on peut supposer A = {1, 2, . . . , d}. Un mot w de
longueur k sur l’alphabet A est alors une concaténation de k lettres a1, . . . , ak de
A, notée w = a1· a2 · · · ak ou w = a1a2 · · · ak. On note |w| la longueur de w et |w|i le
nombre d’occurrences de la lettre i dans le mot w. Par exemple, w = 12112 est un
mot de longueur 5 sur l’alphabet A = {1, 2}, et on a |w|1 = 3 et |w|2 = 2. Plus géné-
ralement, la concaténation de deux mots u et v est le mot noté u·w ou uv : c’est la
concaténation des lettres de u et de celles de v. On note alors uk la concaténation de
k copies du mot u. Enfin, on note ε le mot vide, c’est-à-dire tel que w· ε = ε·w = w.
Tout ce qui précède confère une structure de monoïde à l’ensemble des mots sur
A : on note A∗ ce monoïde. On peut aussi considérer les concaténations infinies de
lettres, appelées mots infinis : on note Aω l’ensemble des mots finis et infinis.

Introduisons encore quelques notions classiques en combinatoire des mots. Un
mot v est un facteur d’un mot w s’il existe deux mots u1 et u2 tels que w = u1vu2.
Si, de plus, u1 = ε (resp. u2 = ε), on dit que v est un préfixe (resp. suffixe) de w.
On note Lk(w) l’ensemble des facteurs de longueur k de w et L(w) l’ensemble de
tous les facteurs de w. L’ensemble L(w) est appelé le langage de w. Par exemple,
on calcule :

L(12112) = {ε, 1, 2, 12, 21, 11, 121, 211, 112, 1211, 2112, 12112}.

7



8 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENU

Ceci permet, par exemple, de comparer des mots en comparant leurs langages (sou-
lignons que deux mots infinis ayant le même langage ne sont pas forcément égaux).

Une autre façon de comparer les mots est d’introduire une distance sur l’en-
semble des mots finis ou infinis. Plus précisément, on dit que deux mots distincts
sont à distance 2−n si leur plus grand préfixe commun est de taille n. Par exemple,
les mots 12112 et 12122 sont à distance 2−3 car leur plus grand préfixe commun
est le mot 121, de longueur 3. Cette notion de distance permet aussi de parler de
convergence. Par exemple, la suite de mots ((12)n)n≥0 converge vers le mot infini
noté (12)ω, qui commence par la lettre 1 et alterne les lettres 1 et 2.

Ce qui précède a donc permis d’introduire la notion de mot, ainsi que le monoïde
associé. On peut alors vouloir inclure les mots dans un ensemble plus grand ayant
une structure de groupe. Plus précisément, le groupe libre sur d éléments, noté Fd,
est le groupe engendré par l’alphabet {1, . . . , d} pour la loi de concaténation, avec le
mot vide ε comme élément neutre. Les éléments de Fd sont donc les concaténations
de lettres de {1, . . . , d} élevées à des puissances de Z, les mots correspondant au
cas particulier où toutes ces puissances sont positives. Soulignons qu’un élément
de Fd admet plusieurs écritures : on appelle écriture réduite celle où aucune lettre
n’est directement suivie de son inverse. On note |w|i la somme des puissances des
occurrences de la lettre i dans w (on vérifie facilement que cette valeur ne dépend
pas de l’écriture choisie). Par exemple, w = 2−11211−1 est un élément de Fd dont
l’écriture réduite est w = 2−112 ; on a |w|1 = 1 et |w|2 = 1− 1 = 0.

Tant la structure de monoïde que celle de groupe libre conduisent naturellement
à la notion de morphisme. Par exemple, on définit un endomorphisme τ du groupe
libre à deux éléments F2 par :

τ :

{
1 7→ 2,
2 7→ 2−11,

et on calcule :

τ(1221−1) = τ(1)τ(2)2τ(1)−1 = 22−112−112−1 = 12−112−1.

Un morphisme tel que les images de chaque lettre ne contiennent que des puis-
sances positives de lettres est dit positif (en particulier, c’est le cas des endomor-
phismes du monoïde des mots). Si, de plus, il n’envoie aucune lettre sur l’élément
neutre ε, c’est-à-dire s’il est non-effaçant, on parle de substitution. Par exemple, le
morphisme suivant est une substitution :

σ :

{
1 7→ 12
2 7→ 1
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Enfin, un morphisme σ est un automorphisme s’il existe un morphisme noté σ−1
tel que σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = Id. Par exemple, les morphismes τ et σ définis plus
haut sont des automorphismes puisqu’on vérifie qu’ils sont inverses l’un de l’autre :

σ ◦ τ(1) = σ(2) = 1,

σ ◦ τ(2) = σ(2−11) = σ(2)−1σ(1) = 1−112 = 2,

τ ◦ σ(1) = τ(12) = τ(1)τ(2) = 22−11 = 1,

τ ◦ σ(2) = τ(1) = 2.

Une notion importante associée aux morphismes est celle de matrice d’incidence.
Rappelons d’abord que l’application de Parikh, notée f , est l’application du groupe
libre Fd dans Zd définie par :

f(w) = (|w|1, . . . , |w|d). (1.1)

Par exemple, on calcule :

f(2−11211−1) = f(2−112) = (1, 0).

La matrice d’incidence d’un morphisme σ est alors la matrice entières d× d, notée
Mσ, dont la i-ème colonne est le vecteur f(σ(i)). Par exemple, les morphismes τ et
σ précédemment définis ont pour matrices d’incidences :

Mτ =

(
0 1
1 −1

)
et Mσ =

(
1 1
1 0

)
.

Notons qu’il découle de cette définition que, pour tout élément w ∈ Fd, on a :

f(σ(w)) = Mσf(w). (1.2)

On vérifie aussi facilement que pour tous morphismes σ et τ , on a :

Mσ◦τ = MσMτ . (1.3)

On en déduit que la matrice d’incidence d’un morphisme inversible σ est l’inverse
de la matrice d’incidence de σ−1, puisqu’on a :

MσM
−1
σ = Id = Mσ◦σ−1 = MσMσ−1 .

En particulier, la matrice d’incidence d’un automorphisme a pour inverse une ma-
trice à coefficients entiers : elle appartient donc au groupe multiplicatif GL(d,Z),
qui est le groupe des matrices à coefficients entiers et à déterminant égal à ±1. Il
n’est pas difficile de voir que la réciproque est fausse. Par exemple, on vérifie que
le morphisme suivant n’est pas inversible, bien que sa matrice d’incidence ait un
déterminant égal à 1 :

ρ :

{
1 7→ 112,
2 7→ 21.
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Plus généralement, on appelle morphisme unimodulaire un morphisme dont la ma-
trice d’incidence appartient à GL(d,Z). Tout automorphisme est donc un mor-
phisme unimodulaire, mais seuls certains morphismes unimodulaires sont des auto-
morphismes. Mentionnons cependant le résultat partiel suivant : dans le cas d = 2,
il est montré dans [113] qu’une substitution est inversible si et seulement si elle
s’écrit comme une composition des trois substitutions suivantes :

1 7→ 2, 2 7→ 1, 1 7→ 12, 2 7→ 1, 1 7→ 21, 2 7→ 1.

L’intérêt des morphismes relativement aux mots ou aux éléments du groupe libre
est au moins double : ils permettent de les engendrer par itérations successives,
ainsi que de les classifier selon que telle ou telle propriété est vérifiée ou non. Par
exemple, la substitution σ : 1 7→ 12, 2 7→ 1 permet de définir la suite de mots
(σn(1))n≥0 dont les premiers termes sont :

1, 12, 121, 12112, 12112121, 1211212112112, . . .

Ici, on montre facilement que σn+2(1) = σn+1(1)σn(1). On en déduit que la suite
(σn(1))n≥0 converge vers un mot infini u (appelé traditionnellement mot de Fibo-
nacci) de la forme :

u = 121121211211212112121121121211211212112121121121211212112112 . . . (1.4)

Le mot u vérifie σ(u) = u : c’est un point fixe de σ. Plus généralement, un mot est dit
substitutif si c’est l’image par un morphisme d’un mot point fixe d’une substitution.
Intuitivement, ce sont les mots qu’on peut effectivement engendrer (sous certaines
conditions, voir, par exemple, le premier chapitre de [93]). Notamment, ceci permet
une classification (parmi d’autres) des mots infinis : ceux qui sont substitutifs et
ceux qui ne le sont pas. D’autres critères de classification, comme la s-adicité, se
définissent aussi à partir de substitutions (voir, par exemple, le chapitre 12 de [93]).

1.1.2 Mots sturmiens et fractions continues

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à une classe particulière de mots, les mots
sturmiens, dont on rappelle la définition et dont on donne quelques propriétés re-
marquables. Les mots sturmiens sont très étudiés, non seulement parce qu’ils sont
simples sans être triviaux, mais aussi parce qu’ils possèdent de nombreuses proprié-
tés permettant d’établir des liens entre des domaines a priori différents (on peut
citer, par exemple, les problèmes de routages dans les réseaux, voir [1, 64]). Comme
au paragraphe précédent, le lecteur intéressé par une présentation plus détaillée des
mots sturmiens pourra se référer, par exemple, au second chapitre de [83] ou au
sixième chapitre de [93].

La définition la plus connue d’un mot sturmien est sans doute la suivante : un
mot sturmien est un mot infini sur deux lettres qui, pour tout n, admet exactement
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n+ 1 facteurs distincts de taille n. Cette définition combinatoire, donnée par Coven
et Hedlund dans [34], est équivalente à de nombreuses autres définitions, notamment
en termes de mot balancé, de discrétisation de droite ou de codage de rotation (voir,
par exemple, le survol historique détaillé dans les notes du second chapitre de [83]).
Notons que le mot infini donné par l’équation (1.4) semble 1 sturmien puisqu’on
calcule :

L1(u) = {1, 2},
L2(u) = {12, 21, 11},
L3(u) = {121, 212, 211, 112},
L4(u) = {1211, 2112, 1121, 1212, 2121},

...

On verra plus tard qu’il est effectivement sturmien. Avant ceci, détaillons un peu
les définitions équivalentes données en termes de codage de rotation ou de discréti-
sation de droite.

Soit T = R/Z le tore unidimensionnel. La rotation d’angle α ∈ R est l’applica-
tion Rα de T dans lui-même qui à un point ρ associe le point ρ+α. Considérons la
partition du tore T formée des deux intervalles [0, 1−α[ et [1−α, 1[. La trajectoire
(ou orbite) d’un point ρ du tore, c’est-à-dire la suite (Rn

α(ρ))n, est alors codée par
le mot sα,ρ dont la nème lettre vaut 1 si Rn

α(ρ) ∈ [0, 1−α[, et 2 sinon. Un tel mot est
aussi appelé mot de Christoffel ([33]). Il n’est pas difficile de voir qu’il est périodique
si et seulement si α est rationnel, tandis que le cas irrationnel correspond aux mots
sturmiens. Par exemple, on montre que le mot de Fibonnacci de l’équation (1.4)
code une rotation d’angle α = 3−

√
5

2
' 0.382 : il est donc sturmien. De plus, on dé-

duit facilement de cette définition que tout mot sturmien s possède des fréquences,
c’est-à-dire que, pour tout lettre i, la limite suivante existe :

freqi(s) = lim
n→∞

|sn|i
n

,

où sn désigne le préfixe de taille n de s. Plus précisément, les fréquences d’apparition
des lettres 1 et 2 sont proportionnelles à la taille des intervalles [0, 1−α[ et [1−α, 1[ :

freq1(sα,ρ) = 1− α et freq2(sα,ρ) = α.

Par exemple, environ 61.8% des lettres du mot de Fibonacci (Eq. (1.4)) sont des 1.

On peut aussi définir les mots sturmiens (ou mots de Christoffel) de façon plus
géométrique, comme étant des codages de discrétisations de droites. C’est surtout
cette définition qui guidera notre intuition dans le reste de la thèse. Il y a plusieurs

1. Du moins si l’on se réfère à la partie forcément finie qui en est donnée
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définitions similaires, nous n’en détaillons ici qu’une seule. Considérons, dans le
plan euclidien, une droite réelle de pente α et d’intercept ρ (la hauteur à l’origine).
Sans restriction de généralité, on suppose α ∈ [0, 1] (les autres cas de figure s’y
ramenant par des symétries simples). On peut alors approcher cette droite par la
ligne brisée que forme la frontière de l’union des carrés unités de sommets dans Z2

qui intersectent le demi-plan situé sous cette droite. La figure 1.1 illustre cela.

Figure 1.1 – Discrétisation d’une droite de pente (
√

5− 1)/2 et d’intercept 0 par
la frontière de l’union des carrés unités intersectant le demi-plan sous la droite
(représentés en pointillés). C’est une ligne brisée formée de deux types de segments.

On peut alors coder une telle discrétisation de droite par un mot, les segments
horizontaux et verticaux étant codés par deux lettres différentes, par exemple, res-
pectivement 1 et 2 (on parle de code de Freeman ou de chain code). Notons uα,ρ le
codage de la droite de pente α et d’intercept ρ. Les formules suivantes (voir, par
exemple, [85] ou le second chapitre de [83]) permettent alors de passer facilement
du codage d’une droite à celui d’une rotation, et inversement :

sα,ρ = u α
1−α ,ρ(1+α)

et uα,ρ = s α
1+α

, ρ
1+α

. (1.5)

Par exemple, le codage de la droite représentée Fig. 1.1 est le mot de Fibonacci.

Intéressons-nous maintenant à l’action des substitutions sur ces codages de
droites (ou de rotations). Plus particulièrement, intéressons-nous aux substitutions
qui envoient tout mot sturmien sur un mot sturmien : les substitutions sturmiennes.
Ces substitutions correspondent exactement aux substitutions inversibles (voir [15]).
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On montre alors, étant donnée une telle substitution σ et un mot uα,ρ :

σ(uα,ρ) = uβ,ρ/λ où λ

(
1
β

)
= Mσ

(
1
α

)
. (1.6)

En particulier, on en déduit que si un mot sturmien uα,ρ est point fixe d’une sub-
stitution 2, alors (1, α) est un vecteur propre de la matrice d’incidence Mσ de σ, et
donc α est un nombre quadratique (c’est-à-dire la solution d’un polynôme entier de
degré 2). Par exemple, on calcule :(

1 1
1 0

)(
1√
5−1
2

)
=

(
1 +

√
5−1
2

1

)
=

2√
5− 1

(
1√
5−1
2

)
,

ce qui montre que (1, (
√

5−1)/2) est bien un vecteur propre de la matrice d’incidence
de la substitution σ : 1 7→ 12, 2 7→ 1 dont le mot de Fibonacci est un point fixe (voir
paragraphe précédent). Une question naturelle est alors de savoir si la réciproque
est vraie, c’est-à-dire si un mot sturmien de pente quadratique est point fixe d’une
substitution. Une première réponse a été donnée dans [37], où il est montré :

Théorème 1.1 ([37]) Un mot sturmien uα,α est point fixe d’une substitution si
et seulement si sa pente α est un nombre de Sturm, c’est-à-dire un irrationnel
quadratique dont le conjugué algébrique n’appartient pas à l’intervalle [0, 1].

Rappelons qu’un nombre quadratique est une racine d’un polynôme de degré 2 à
coefficients entiers et que son conjugué algébrique est l’autre racine de ce polynôme.
Plus généralement, il a été prouvé dans [115] :

Théorème 1.2 ([115]) Un mot sturmien uα,ρ est substitutif (image par un mor-
phisme d’un point fixe de substitution) si et seulement si sa pente α est un nombre
irrationnel quadratique et son intercept ρ est dans l’extension de corps Q(α).

Rappelons que l’extension de corps Q(α) est l’ensemble des réels de la forme
p+qα, où p et q sont des rationnels. Les preuves de ces théorèmes sont relativement
techniques. Montrons ici un résultat un peu moins général dont la preuve, bien que
plus simple, donne une bonne idée des techniques utilisées pour prouver les résultats
ci-dessus. De plus, c’est ce résultat qui sera généralisé en dimension supérieure au
chapitre 6. Plus précisément, montrons la proposition suivante :

Proposition 1.3 Si α est un nombre irrationnel quadratique réduit, c’est-à-dire
dont le conjugué algébrique est strictement inférieur à −1, alors le mot sturmien
uα,0 est point fixe d’une substitution.

2. Substitution alors nécessairement sturmienne, car il est montré dans [15] qu’envoyer un mot
sturmien sur un mot sturmien est équivalent à envoyer tout mot sturmien sur un mot sturmien.
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Rappelons d’abord brièvement la notion de fraction continue (pour un exposé
plus détaillé, le lecteur peut se référer, par exemple, à [76]). L’application de Gauss
T :]0, 1]→ [0, 1[ est définie par :

T (x) =
1

x
−
⌊

1

x

⌋
.

On associe alors à tout réel α ∈ [0, 1] une suite d’entier (an)n≥1, définie tant que
T n(α) 6= 0 par :

an =

⌊
1

T n(α)

⌋
.

On voit alors facilement qu’on a :

α =
1

a0 + T (α)
=

1

a0 +
1

a1 + T 2(α)

= . . .

Ceci explique le terme de développement en fraction continue donné à la suite (an)n.
Il est commode d’introduire la notation suivante :

[a1] =
1

a1
et [a1, a2 . . . , an] =

1

a1 + [a2, . . . , an]
.

Par exemple, on a :

[7, 15, 1] =
1

7 +
1

15 +
1

1

= 16/113 = 0, 14159292.

On montre que si α ∈ [0, 1] est rationnel, alors il a un développement en fraction
continue fini (an)1≤n≤N tel que α = [a1, . . . , aN ], et que si α est irrationnel, alors il
a un développement en fraction continue infini (an)n≥1 tel que :

α = lim
n→∞

[a1, . . . , an].

On voit donc l’intérêt des fractions continues : approcher un nombre réel par une
suite de rationnels. Par exemple, le rationnel [7, 15, 1] donné ci-dessus est obtenu à
partir des trois premiers termes du développement en fraction continue de π − 3.
Notons qu’on peut montrer que, pour tout n, le rationnel [a1, . . . , an] est, parmi les
rationnels de dénominateur inférieur ou égal, le plus proche de α. En ce sens, on
parle de meilleure approximation.
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On peut aussi donner une formulation matricielle de l’action de l’application de
Gauss. On vérifie qu’en posant a = bα−1c, on a :

1

α

(
1
α

)
=

(
a 1
1 0

)(
1

T (α)

)
.

Introduisons maintenant, pour tout entier a ≥ 1 la substitution suivante, dont
la matrice d’incidence est la matrice apparaissant dans l’équation précédente :

βa :

{
1 7→ 1a2,
2 7→ 1.

(1.7)

On déduit alors de l’équation (1.6) que, pour a = bα−1c, βa envoie un mot sturmien
de pente T (α) sur un mot sturmien de pente α :

βa(uT (α),ρ) = uα,αρ.

Il s’ensuit que si un réel α a un développement en fraction continue périodique de la
forme [a1, . . . , ap], alors uα,0 est un point fixe de la substitution σ = βa1 ◦ . . .◦βap . La
proposition 1.3 découle alors du théorème de Galois pour les fractions continues :

Théorème 1.4 ([63]) Un réel de l’intervalle [0, 1] a un développement en fraction
continue périodique si et seulement si c’est un irrationnel quadratique réduit.

Exemple 1.5 Soit α =
√

3 − 1 ' 0.732. Le réel α est une racine irrationnelle du
polynôme (X + 1)2 − 3 de conjugué algébrique −

√
3− 1 < −1. On sait donc que le

développement en fraction continue de α est purement périodique. On calcule :
√

3− 1 = [1, 2].

Le mot sturmien uα,0 est donc point fixe de la substitution τ définie par :

τ = β1 ◦ β2 :

{
1 7→ 12121,
2 7→ 12.

On a alors :

uα,0 = lim
n→∞

τn(1) = 121211212121121212112121121212112121211212121121211 . . .

Comme uα,0 = s α
1+α

,0 (Eq. 1.5), ce mot comporte 1− α
1+α
' 57.7% de lettres 1.

Ces résultats montrent donc qu’il existe un lien fort entre les mots sturmiens et
les fractions continues. Mentionnons qu’une caractérisation analogue existe pour les
mots sturmiens bi-infinis, c’est-à-dire les mots indexés par Z obtenus en discrétisant
une droite irrationnelle (voir, par exemple, [12]).
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1.1.3 Reconnaissance de droite discrète

Dans ce paragraphe, nous montrons que le lien entre mots sturmiens et fractions
continues se retrouve dans une opération fondamentale en géométrie discrète : la
reconnaissance de droite discrète.

Parmi les différents façons de définir une droite discrète, celle introduite par Ré-
veillès dans [98] est une des plus générales. Plus précisément, la droite arithmétique
discrète de pente α ≥ 0, d’intercept ρ ∈ R et d’épaisseur ω > 0 est l’ensemble des
points (x, y) de Z2 vérifiant :

ρ ≤ αy − x < ρ+ ω.

Il s’agit d’une discrétisation de la droite réelle d’équation αy − x = ρ. Les nombres
α, ρ et ω sont appelés paramètres de cette droite discrète. La figure 1.2 illustre cela.

Le problème de la reconnaissance de droite est alors le suivant : étant donné
un ensemble de points de Z2, décider s’il s’agit d’un sous-ensemble d’une droite
arithmétique discrète, et si oui, quels paramètres admet cette droite (en général,
ces paramètres ne sont pas uniques). Soulignons que la reconnaissance de droite est
un premier pas vers la polygonalisation d’objets discrets, c’est-à-dire le calcul d’une
représentation par union de morceaux de droite discrète d’un sous-ensemble donné
de Z2. L’intérêt de cette représentation est qu’elle est généralement plus compacte
que le sous-ensemble correspondant de Z2.

On peut trouver une taxonomie des divers algorithmes de reconnaissance dans
[79]. Ici, nous distinguerons essentiellement deux type d’approches. Le premier type
d’approche consiste, pour décider si un ensemble E donné de points est un morceau
de droite discrète, à construire une suite croissante (Ek)k de sous-ensembles de E et
à calculer, pour chaque k, les paramètres possibles des droites dont la discrétisation
contient Ek – on parle de paramètres acceptables. Ainsi, si on obtient un ensemble
non vide de paramètres acceptables à la fin, c’est-à-dire quand Ek = E, alors on
a bien reconnu E. Sinon, c’est que, pour un k donné, l’ensemble des paramètres
acceptables associés à Ek était vide. C’est alors a fortiori le cas pour l’ensemble des
paramètres acceptables associés à E, et on a donc “reconnu” E : il ne s’agit pas d’un
morceau de droite discrète. Ce type d’approche est fondamentalement incrémental :
la reconnaissance peut se faire en passant un à un en revue les points de E (il suffit
de définir Ek+1 en ajoutant un point de E\Ek à Ek). C’est, par exemple, le type
d’approche développée dans [27, 36, 42].

Un autre type d’approche est celui généralement désigné par le terme techniques
linguistiques. Décrivons-en le principe général. On a vu qu’une droite discrète peut,
sous certaines conditions, être codée par un mot. C’est, par exemple, le cas d’une
droite arithmétique discrète de pente α et d’épaisseur ω = 1 + α (une telle droite
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(−1,α)

ρω

Figure 1.2 – Droite arithmétique discrète de pente α, d’intercept ρ et d’épaisseur
ω (points en gras).

est dite standard) : les segments unitaires reliant les points de la droite discrète
forment une ligne brisée qu’on peut coder par un mot sur deux lettres – une lettre
pour les segments horizontaux et une pour les segments verticaux. La figure 1.3 (à
gauche) illustre ceci. On retrouve en fait une construction similaire à celle des mots
sturmiens du paragraphe précédent, la seule différence étant qu’on obtient ici des
mots bi-infinis. On note encore uα,ρ le mot bi-infini codant la droite arithmétique
discrète de pente α, d’intercept ρ et d’épaisseur ω = 1 + α. Le point clé consiste
alors à remarquer que, inversement, un mot sur deux lettres peut toujours être vu
comme le codage d’une ligne brisée du plan, c’est-à-dire une sorte de discrétisation
de courbe. La figure 1.3 (à droite) illustre ceci. Le problème de la reconnaissance de
droite devient alors le suivant : étant donné un mot sur deux lettres, code-t-il une
droite discrète, et si oui, laquelle ou lesquelles. Ceci conduit alors à des techniques
récursives de reconnaissance de motifs. Plus précisément, les approches de ce type
fonctionnent comme ceci : étant donné un mot, on teste ses configurations locales
pour vérifier s’il “semble” coder une droite, puis, si c’est le cas, on recode ce mot en
un nouveau mot duquel on testera à nouveau les configurations locales, et ainsi de
suite. Le principe est de définir un recodage qui, d’une part, laisse invariant la pro-
priété “coder une droite discrète” et, d’autre part, permet d’affiner le test à chaque
étape. C’est, par exemple, le type d’approche développé dans [35, 44, 61, 109, 114].
Intuitivement, une telle approche serait plutôt adaptée à une reconnaissance “floue”,
ce qui peut être intéressant d’un point de vue applicatif (voir, par exemple, [40, 41],
même si la notion de “flou” est différente).
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Figure 1.3 – Codage d’une droite arithmétique discrète standard par un mot sur
deux lettres (à gauche). Inversement, tout mot sur deux lettres peut être vu comme
le codage d’une sorte de “courbe discrète standard” (à droite).

La suite de ce paragraphe est consacrée à décrire plus en détail une telle ap-
proche. Plus précisément, on reprend l’approche exposée dans [109], que l’on re-
formule ici avec la terminologie introduite dans les deux paragraphes précédents.
Cette reformulation permet de préparer l’extension multidimensionnelle, qui est au
cœur des chapitres suivants. La présentation qui suit est relativement informelle,
passant sous silence certains détails techniques pour essayer de mieux faire ressortir
les idées directrices.

Étant donné un mot u, il est difficile de déterminer directement s’il code une
droite, mais il est par contre facile (on verra comment) de déterminer, en supposant
qu’il code une droite de pente α, la quantité b1/αc. Or, bien qu’incomplète, cette
information suffit à faire une étape du développement en fraction continue de α.
On va donc tenter de calculer le développement en fraction continue de la “pente”
de u (sachant que cette pente n’est pas nécessairement définie puisque le mot u
ne code pas forcément une droite). On montre alors que cette tentative échoue
(c’est-à-dire qu’on ne peut plus recoder le mot obtenu à une certaine étape) si et
seulement si u ne code pas une droite. L’outil fondamental pour recoder le mot
sont les substitutions βa définies par l’équation (1.7). Ces substitutions s’avèrent
inversibles, et on calcule :

β−1a :

{
1 7→ 2,
2 7→ 2−a1.

(1.8)

On déduit alors de l’équation (1.6) que, pour a = b1/αc, on a :

β−1a (uα,αρ) = uT (α),ρ. (1.9)

Ceci va donc nous permettre de calculer le développement en fraction continue de
la pente (présumée) d’un mot, à condition de savoir “lire” la quantité a = b1/αc
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directement sur ce mot. On utilise la notion de palier (voir, par exemple, [79]). Un
palier de longueur k est une suite maximale de k lettres identiques consécutives.
Par exemple, le mot bi-infini suivant a des paliers de 1 de longueurs 2 et 3 :

u = . . . 11211211211121121112112111211211211 . . .

Notons a(u) la longueur du plus court palier de 1 d’un mot bi-infini u. On montre :

∀α ∈]0, 1], ∀ρ ∈ R, a(uα,ρ) = b1/αc. (1.10)

Ainsi, un mot u code une droite de pente α > 0 si et seulement si β−1a(u)(u) code
une droite de pente T (α). En particulier, β−1a(u)(u) n’est pas un mot (c’est-à-dire
comporte des lettres élevées à des puissance négatives) dans exactement deux cas :
si u ne code pas une droite ou s’il code une droite de pente nulle ou supérieure à
1. Dans tout ce qui suit, on se place dans le cas d’un mot ne comportant jamais
deux lettres 2 consécutives. 3 En particulier, ceci exclut les codes de droites de pente
strictement supérieure à 1. On déduit alors de ce qui précède l’algorithme suivant :

1. u0 ← mot bi-infini sur deux lettres ;
2. n ← 0 ;
3. tant que un est un mot faire
4. an ← a(un) ;
5. calculer un+1 = β−1an (un) ;
6. n ← n+ 1 ;
7. fin tant que ;
8. si un ne comporte que des 1
9. renvoyer “u0 code une droite” ;

10. sinon
11. renvoyer “u0 ne code pas une droite” ;
12. fin si

Notons que cet algorithme ne donne pas, dans le cas où il reconnaît un mot
codant une discrétisation de droite, l’ensemble des paramètres acceptables de cette
droite. On peut cependant modifier l’algorithme pour qu’il renvoie aussi la pente
de la droite reconnue (ce qui est fait dans [109]). Par ailleurs, a priori, le seul cas
où l’on soit sûr que l’algorithme termine est celui d’un mot codant une droite de
pente rationnelle (car, dans ce cas, le développement en fraction continue de cette
pente est fini). On peut en fait montrer que l’algorithme termine, sauf pour les mots
codant les droites de pente irrationnelle.

Ce qui précède donne donc un algorithme pour décider si un mot bi-infini code
une droite ou non. Considérons maintenant, toujours en suivant l’approche déve-
loppée dans [109], le cas fini, c’est-à-dire le problème consistant à décider si un mot

3. S’il y a deux lettres 2 consécutives, il suffit d’échanger les lettres 1 et 2, ce qui, géométri-
quement, revient à faire une symétrie d’axe la première bissectrice du plan.



20 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENU

fini code un morceau de droite ou non. Il y a alors un problème de bords (problème
soulevé initialement dans [88]). En effet, ce n’est pas parce qu’un morphisme β−1a
envoie un mot bi-infini u sur un mot que ce même morphisme envoie un facteur de
u sur un mot. Par exemple, on a :

β−11 (. . . 1212121212 . . .) = . . . 1111111 . . . mais β−11 (2121212121) = 2−1111112.

L’idée est, étant donné un mot fini u, de le modifier légèrement en un mot ũ qui
soit “équivalent” à u, c’est-à-dire tel que u code un morceau de droite de pente α si
et seulement si ũ code un morceau de droite de pente α, mais tel que son image par
β−1a (avec a bien choisi) soit un mot. Détaillons ceci. On a d’abord besoin d’affiner
un peu la notion de palier. On appelle palier interne une suite maximale de lettres
identiques consécutives, encadrée à gauche et à droite par deux lettres différentes.
Par opposition, un palier non interne est appelé externe. Par exemple, le mot suivant
a des paliers internes de longueur 2 et 3, un palier externe gauche de longueur 1 et
un palier externe droit de longueur 2 :

u = 12112111211.

Si un mot fini u a des paliers internes, alors on note a(u) la longueur du plus court
palier interne. Ensuite, comme dans le cas des mots bi-infinis, on montre que si u
code un morceau de droite de pente α, alors a(u) = b1/αc. Si u a un palier de
longueur strictement supérieure à a(u) + 1, alors il ne peut s’agir d’un code de
droite (rappelons qu’un code de droite comporte au plus deux longueurs de paliers
différentes), et on arrête la reconnaissance. Sinon, on transforme le mot u en un mot
ũ comme suit. Si u n’a pas de palier externe gauche ou si ce palier a une longueur
inférieure à a(u), alors on le prolonge en un palier de longueur a(u) en rajoutant
des 1 à gauche. Ainsi, si u code un morceau de droite, cette opération donne un mot
codant un morceau de la même droite puisque le mot codant la totalité de la droite
a des paliers de longueur au moins a(u). Si le palier externe droit est de longueur
a(u) + 1, alors on rajoute un 2 à droite (le palier devient donc interne), sinon, on
supprime ce palier. Ainsi, si u code un morceau de droite, cette opération donne un
mot codant un morceau de la même droite puisque le mot codant la totalité de la
droite a des paliers de longueur au plus a(u) + 1. Illustrons ceci par quelques cas de
figure possibles (où, à chaque fois, a(u) = 2) :

u = 12112111211 → ũ = 1121121112,
u = 112112111211 → ũ = 1121121112,
u = 1121121112111 → ũ = 11211211121112.

Le mot ũ ainsi obtenu code donc un morceau de droite de pente α si et seulement si
le mot u code aussi un morceau de droite de pente α. De plus, si u n’est pas rejeté,
alors ũ est de la forme :

ũ = 1a(u)+δ121a(u)+δ22 · · · 1a(u)+δk2,
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avec δi ∈ {0, 1} pour i = 1, . . . , k. L’image de ũ par β−1a(u) est donc le mot :

β−1a(u)(ũ) = 2δ112δ21 · · · 2δk1.

On peut alors itérer sur ce mot, comme dans le cas bi-infini précédemment décrit,
jusqu’à obtenir soit un mot qui ne code pas une droite, soit un mot sans palier
interne (ce sont les deux cas d’arrêt). De plus, soulignons qu’il n’est pas difficile de
vérifier que la taille de β−1a(u)(ũ) est strictement inférieure à celle de u. On est donc
sûr, dans le cas fini, que le procédé s’arrête en temps fini. Finalement, examinons
le cas d’un mot sans palier interne. Un tel mot est de la forme u = 1p2q1r. On voit
facilement qu’il code une droite si et seulement si q ≤ 1. Plus précisément, si q = 0,
alors u = 1p+r code une droite de pente α ∈ [0, 1

p+r
], et si q = 1, alors u = 1p21r

code une droite de pente α ∈]0, 1
max(p,r)

]. Avant d’examiner la complexité de cet
algorithme, détaillons complètement son déroulement sur deux exemples.

Exemple 1.6 Considérons le mot fini suivant :

u0 = 11211211211121121112112111211211211.

Le plus court palier interne de u0 est de longueur a(u0) = 2. On calcule :

ũ0 = 112112112111211211121121112112112,

et on obtient un nouveau mot u1 en appliquant β−12 :

u1 = β−12 (ũ0) = 1112112112111.

Le plus court palier interne de u1 est de longueur a(u1) = 2. On calcule :

ũ1 = 11121121121112,

et on obtient un nouveau mot u2 en appliquant β−12 :

u2 = β−12 (ũ1) = 211121.

Le plus court palier interne de u2 est de longueur a(u2) = 3. On calcule :

ũ2 = 11121112,

et on obtient un nouveau mot u3 en appliquant β−13 :

u3 = β−13 (ũ2) = 11.

Le mot u3 n’a pas de palier interne. Il code un morceau de droite, donc on en déduit
que u0 code aussi un morceau de droite. Plus précisément, u3 code un morceau de



22 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENU

droite de pente α3 ∈ [0, 1/2], c’est-à-dire que pour tout α3 dans cet intervalle, il
existe un codage d’une droite de pente α3 dont u3 est un facteur. On déduit alors
de l’équation (1.9) que ũ2 = β3(u3), et donc u2 aussi, codent un morceau de droite
de pente α2 ∈ [2/7, 1/3]. En remontant ainsi de proche en proche, on en déduit
finalement que u0 code un morceau de droite dont la pente α0 est dans l’intervalle
[16/39, 7/17]. Cet intervalle, de longueur 1/663, correspond à l’ensemble des réels
dont le développement en fraction continue est de la forme [2, 2, 3, a, . . .], avec a ≥ 1
car tout mot codant une droite et dont u3 est facteur a un plus court palier de taille
au moins 1. Ainsi, cet algorithme calcule la partie commune des développements en
fraction continue des pentes des droites que le mot initial code.

Exemple 1.7 Considérons le mot fini suivant :

v0 = 1121121121121121112112111211211211.

Le plus court palier interne de v0 est de longueur a(v0) = 2. On calcule :

ṽ0 = 11211211211211211121121112112112.

et on obtient un nouveau mot v1 en appliquant β−12 :

v1 = β−12 (ṽ0) = 111112112111.

Le plus court palier interne de v1 est de longueur a(v1) = 2. Or le palier externe
gauche de v1 est de longueur 5, strictement supérieure à a(v1) + 1. On en déduit
que v1, et donc v0 non plus, ne peuvent pas coder une droite.

Examinons maintenant la complexité de cet algorithme. Soit c(n) le nombre
d’opérations effectuées pour reconnaître un mot de taille n. La lecture de a(u), le
calcul de ũ et celui de β−1a(u)(u) se font en temps linéaire. Il existe donc une constante
k0 telle que c(|u|) ≤ k0|u|+ c(|β−1a(u)(u)|). Par ailleurs, on déduit de l’équation (1.6) :

|β−1a(u)(ũ)| = |ũ| −
⌊
|ũ|1
|ũ|2

⌋
|ũ|2,

avec, par hypothèse, 1 ≤ |ũ|2 ≤ |ũ|1. Afin de majorer |β−1a(u)(ũ)|, introduisons la
fonction réelle fn définie sur l’intervalle [1, n/2] par :

fn(x) = n−
⌊
n− x
x

⌋
x.

Cette fonction est décroissante par morceaux et discontinue à droite des points n/i,
pour i = 2, . . . , n. Elle vaut n/i en n/i et tend vers 2n/i à droite de n/i. Sur [1, n/2],
elle est donc majorée par sa valeur à droite du point n/3, c’est-à-dire 2n/3. On en
déduit qu’on a : |β−1a(u)(ũ)| ≤ 2/3|ũ|. De plus, on a : |ũ| ≤ |u| + a(u) + 1. Il existe
donc une constante λ < 1 telle que, pour u assez grand, |β−1a(u)(ũ)| ≤ λ|u|. D’où :

c(n) ≤ k0n+ c(λn) = O(n+ λn+ λ2n+ . . .) = O(n).

Cet algorithme est donc de complexité linéaire, ce qui est le mieux qu’on puisse
attendre, asymptotiquement, d’un algorithme de reconnaissance de droite.
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1.2 Extension en dimensions supérieures

L’objectif principal de cette thèse est d’étendre en dimensions supérieures les
interactions entre combinatoire des mots, fractions continues et géométrie discrète
présentées au paragraphe 1.1. Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux notions, outils
et résultats déjà existant dans un contexte multidimensionnel.

1.2.1 Pavages

La première façon de généraliser les mots qui vienne à l’esprit est sans doute de
considérer des lettres non plus indexées par N (mot infini) ou Z (mot bi-infini) mais
par Zd. Un mot d-dimensionnel sur un alphabet A est alors un élément de AZd ou,
en d’autres termes, une matrice infinie à d entrées et à coefficients dans A. C’est,
par exemple, l’approche suivie dans les articles [19, 20, 29, 30, 51, 86, 94, 99, 100].

Une autre approche consiste à considérer un mot comme un pavage de la droite,
et donc à généraliser la notion de mot par celle de pavage. Rappelons qu’un pavage
d’un domaine D ⊂ Rd est un ensemble de compacts (appelés tuiles), d’intérieurs
non vides et deux à deux disjoints, dont la réunion est égale à D (voir, par exemple,
[65] pour une présentation plus détaillée). Généralement, on exige de plus que l’en-
semble des tuiles soit fini à translation près (on peut remplacer les translations par
tout groupe d’isométries de l’espace). Les mots indexés par Zd peuvent être vus
comme des pavages particuliers de Rd (dont les tuiles sont des hypercubes).

Une classe de pavages particulièrement intéressante dans l’optique de généraliser
les mots sturmiens (ou, plus généralement, les mots codant des droites du plan) est
celle des pavages obtenus par coupe et projection dans Rd. Plus précisément, suivant
[68], on définit :

Définition 1.8 Un pavage par coupe et projection canonique est un pavage obtenu
en projetant sur un espace affine V ⊂ Rd de dimension k (appelé espace projectif),
selon un espace affine W ⊂ Rd (appelé espace interne), l’ensemble c(V ) des faces
k-dimensionnelles de Zd incluses dans le cylindre V + [0, 1]d. Les entiers k et d− k
sont respectivement appelés la dimension et la codimension de ce pavage.

La figure 1.4 illustre cette notion. Notons que l’ensemble c(V ) peut être vu
comme une sorte d’espace affine discret (un espace affine “facettisé”). Soulignons
qu’il s’agit d’un cas particulier de pavage par coupe et projection. Pour une présen-
tation plus complète et plus générale de la méthode de coupe et projection (ainsi
que des notions voisines que sont les ensembles de Delone ou de Meyer) on peut se
référer, par exemple, à [66, 80, 104].
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Figure 1.4 – Trois pavages obtenus par coupe et projection canonique de dimension
2 et de codimensions respectives 1, 2 et 3 (de gauche à droite).

On remarque alors qu’une droite arithmétique discrète standard de pente α et
d’intercept ρ, telle que définie dans le paragraphe précédent, n’est rien d’autre que
l’ensemble des sommets de c(V ), où V est l’espace affine de dimension 1 et de
codimension 1 défini par :

V = {x ∈ R2 | 〈x|(−1, α)〉 = ρ}.

Ainsi, un mot codant une telle droite (qui est, rappelons le, un mot sturmien quand
α est irrationnel) peut être vu comme pavage par coupe et projection canonique, de
dimension 1 et de codimension 1. Ceci conduit naturellement à généraliser la notion
de mot sturmien en définissant un hyperplan sturmien comme étant un pavage par
coupe et projection canonique de codimension 1, où l’espace projectif V a un vecteur
normal dont les coordonnées sont linéairement indépendantes sur Q (comme c’est
le cas du vecteur (−1, α)). Cette notion d’hyperplan sturmien a été introduite par
Vuillon dans [111]. Dans [20], une définition équivalente comme codage de deux
rotations sur le tore R/Z est donnée. Cet article montre aussi qu’un plan sturmien
peut être codé par un mot indexé par Zd sur l’alphabet {1, 2, 3}.

1.2.2 Substitutions

On s’intéresse ici aux extensions multidimensionnelles des notions de substitu-
tion ou de morphisme sur les mots. Une des difficultés principales dans de telles
extensions est que, contrairement au cas des mots (indexés par N ou Z), il n’y a
pas d’opération de concaténation naturelle pour les pavages (ou les mots indexés
par Zd). Ainsi, s’il est facile de définir une application envoyant une tuile sur un
ensemble de tuiles (comme une substitution envoie une lettre sur un mot), il n’est
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par contre pas évident de définir de manière cohérente la façon dont deux images de
tuiles doivent être placées l’une par rapport à l’autre. En reprenant la terminologie
de [91], on distingue deux grandes classes de substitutions.

La première classe, la plus étudiée, est celle des substitutions géométriques. In-
formellement, le principe est le suivant : une similitude (ou, plus généralement, une
application linéaire) dilate uniformément les tuiles originales, puis chaque “grande”
tuile ainsi obtenue est partitionnée par des tuiles originales. Un pavage point fixe
d’une telle substitution est dit auto-similaire (ou, plus généralement, auto-affine).
La figure 1.5 illustre cela. Une variante consiste à permettre, une fois les tuiles origi-
nales dilatées, de les remplacer par des tuiles originales qui ne les partitionnent pas
nécessairement, mais en assurant cependant que, globalement, l’image d’un pavage
reste un pavage (c’est-à-dire que les tuiles à cheval sur les tuiles dilatées doivent
correspondre). Un pavage point fixe d’une telle substitution est alors dit pseudo-
auto-similaire (ou pseudo-auto-affine si la dilatation n’est pas une similitude mais
une application linéaire). La figure 1.6 illustre cela. Dans tous ces cas, la relative rigi-
dité de la substitution a permis d’obtenir de nombreux résultats (voir, par exemple,
[74, 89, 96, 105, 106] ou les références dans [91]).

Dilate Remplace Dilate Remplace
...

Figure 1.5 – Une substitution géométrique dilate chaque tuile originale puis parti-
tionne la tuile obtenue par des tuiles originales (ici, quatre tuiles en L). En itérant,
on obtient à la limite un point fixe de cette substitution, c’est-à-dire un pavage
auto-similaire (ici, il s’agit du pavage appelé chair tiling ou L-tiling).

La seconde classe, moins étudiée, est celle des substitutions combinatoires, intro-
duites dans [90]. Informellement, le principe est le suivant : chaque tuile est rem-
placée par un certain nombre fini de tuiles (on parle de motif ), et des règles locales
spécifient, pour toutes paires de tuiles adjacentes, comment placer leurs images res-
pectivement l’une par rapport à l’autre. Les positions relatives des images de deux
tuiles se calculent alors grâce à un chemin de tuiles adjacentes. Un tel chemin n’étant
généralement pas unique, il faut que les règles locales soient définies de sorte à ce
que ce calcul ne dépende pas du chemin suivi : on parle de règles locales cohérentes.
Quelques exemples de règles locales prouvées cohérentes sont donnés dans [4, 90].
Notons que la concaténation des mots est un cas particulier de règles locales. C’est
l’absence de concaténation naturelle en dimensions supérieures qui conduit à intro-
duire cette notion plus générale de règles locales.
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Figure 1.6 – Une variante consiste à dilater les tuiles originales et à remplacer
la tuile obtenue par des tuiles originales qui n’en forment pas nécessairement une
partition (à gauche). Il faut alors s’assurer qu’en appliquant une telle substitution,
soit les tuiles obtenues après remplacement ne s’intersectent pas, soit elles sont
confondues, auquel cas elles peuvent être assimilées (c’est ici le cas pour certaines
tuiles carrées, à droite). En itérant, on obtient à la limite un point fixe de cette
substitution, c’est-à-dire un pavage pseudo-auto-similaire (ici, il s’agit du pavage
d’Ammann-Beenker).

Parallèlement aux deux classes de substitutions décrites ci-dessus, un type de
substitutions particulier, les substitutions généralisées, ou applications duales, a été
progressivement développé et étudié dans les articles [6, 7, 49, 69, 70]. Nous avons
montré dans [57] que ces substitutions formaient en fait une sous-classe des sub-
stitutions combinatoires. Informellement, ces substitutions sont construites comme
suit. D’abord, à une substitution sur les mots d’un alphabet à d lettres est associée
une application linéaire sur les segments unités de l’espace Rd. Une notion de dualité
entre segments unités et hyperfaces de Zd permet ensuite d’obtenir une application
(dite duale) sur ces faces. Cette application duale permet – sous certaines condi-
tions – d’engendrer des ensembles croissants de faces qui, à projection près, peuvent
être vus comme des pavages, ce qui explique le nom de substitution généralisée qui
lui est aussi donné. Les pavages en question sont en fait des pavages par coupe et
projection canonique de codimension un (donc, en particulier, les plans sturmiens).
Ces applications duales ou substitutions généralisées sont celles retenues dans cette
thèse pour essayer de généraliser les résultats exposés au paragraphe 1.1. Le chapitre
2 de cette thèse sera consacré à une introduction plus complète à ces substitutions,
qu’il serait difficile de faire ici sans un formalisme plus conséquent.

1.2.3 Fractions continues multidimensionnelles

Nous avons rappelé au paragraphe 1.1.2 la notion de développement en frac-
tion continue d’un réel. Trouver une extension multidimensionnelle de cette notion
a été un problème très étudié en raison des nombreuses applications des fractions
continues. Cependant, il semble qu’il n’existe pas de “bonne” extension, c’est-à-dire
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qui généraliserait tous les résultats unidimensionnels, mais seulement différentes
extensions, chacune généralisant plus ou moins bien telle ou telle propriété des frac-
tions continues. Aussi existe-t-il une multitude d’extensions différentes, des voiles
de Klein (voir, par exemple, [81]) aux nombreux algorithmes matriciels : Brun, Gü-
ting, Jacobi-Perron, Poincaré, Selmers. . . (voir [23] ou [103] pour une présentation
détaillée de ces algorithmes et de leurs propriétés respectives).

Les algorithmes cités ci-dessus peuvent être génériquement décrits comme suit
(voir [82, 103]). Soit X un sous-ensemble de Rd et (Xk)k∈N une partition de X. Soit
T une application de X vers X, injective sur chaque Xk. Le développement d’un
vecteur x ∈ X est alors l’unique suite (ki)i≥0 de N telle que :

∀i ≥ 0, T i(x) ∈ Xki .

De plus, on suppose que, pour tout k, il existe une matrice Ak de taille (d+1)×(d+1)
telle que, pour tout x dans Xk :

(1, T (x)) ∝ Ak(1,x),

où (1,u) désigne le vecteur colonne obtenu en ajoutant une coordonnée 1 devant u
(le signe ∝ signifiant “proportionnel à”). Enfin, on parle de développement fini de
longueur k si T k(x) ∈ X0.

Intéressons nous maintenant aux éventuelles propriétés de ces fractions conti-
nues multidimensionnelles.

Une première propriété, utile pour des questions d’approximations, est celle de
la convergence. Plus précisément, on dit qu’un algorithme est fortement convergent
s’il vérifie, pour tout vecteur x de X admettant le développement (ki)i≥0 :

∀u ∈ X, lim
n→∞

Ak1 . . . Akn(1,u) = (1,x).

On dit également que cet algorithme est faiblement convergent (selon la terminologie
de [23]) ou uniformément convergent (selon la terminologie de [103]) si on a :

∀u ∈ X, lim
n→∞

Ak1 . . . Akn(1,u)

||Ak1 . . . Akn(1,u)||
=

(1,x)

||(1,x)||
.

Ainsi, la convergence forte est une convergence en termes de vecteurs alors que la
convergence faible (ou uniforme) est simplement une convergence en termes de di-
rections de vecteurs.

Une deuxième propriété concerne la périodicité des développements. Un résultat
dû à Lagrange stipule qu’un nombre réel a un développement en fraction continue
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ultimement périodique (c’est-à-dire périodique à partir d’un certain rang) si et seule-
ment s’il est quadratique (une variante de ce résultat est le théorème 1.4, mentionné
au paragraphe 1.1.2). Par analogie, on voudrait que, dans le cas multidimensionnel,
un vecteur x ait un développement en fraction continue ultimement périodique si
et seulement si ses coordonnées forment une base d’une extension de corps Q(λ),
où λ est un entier algébrique de degré au plus d+ 1. Définir un tel développement
reste cependant un problème ouvert réputé difficile.

La dernière propriété que nous exposerons ici est celle de la détection des dé-
pendances rationnelles, qui est vérifiée si tout vecteur x dont les coordonnées sont
liées sur Q a un développement fini. Une propriété plus faible est celle assurant que
tout vecteur dont les coordonnées sont rationnelles a un développement fini. Inver-
sement, une propriété plus forte est celle de réductibilité, vérifiée si tout vecteur x
dont les coordonnées engendrent un sous-espace vectoriel de dimension d′ sur Q est
tel que, pour i assez grand, T i(x) a exactement d′ coordonnées qui ne sont pas dans
X0. Intuitivement, ceci signifie que le développement a reconnu le degré de liberté
de x sur Q.

Dans cette thèse, nous avons retenu l’algorithme de Brun. Cet algorithme est
faiblement (ou uniformément) convergent et, au moins pour d ≤ 2, il est fortement
convergent presque partout et il détecte les dépendances rationnelles (voir, par
exemple, [23]). On montrera aussi (Chap. 3) que tout vecteur dont les coordonnées
sont rationnelles a un développement fini (ce qui sans doute déjà connu). Par contre,
la propriété énoncée ci-dessus concernant le lien entre périodicité du développement
d’un vecteur et degré d’une extension de corps contenant ses coordonnées ne semble
pas vérifiée. Ce choix est quelque peu arbitraire dans la mesure ou l’algorithme
de Brun n’est pas le seul vérifiant ces propriétés (notamment, c’est aussi le cas
de l’algorithme de Jacobi-Perron, dont l’algorithme de Brun n’est qu’une légère
variante introduite pour un calcul plus facile de mesure invariante), mais il ne
restreint pas la généralité des résultats qu’on obtiendra (on pourrait utiliser un
autre algorithme vérifiant aussi ces propriétés).

1.2.4 Reconnaissance de plan discret

Nous avons vu au paragraphe 1.1.3 que le problème de la reconnaissance de
droite discrète était important en géométrie discrète dans le processus de vectori-
sation de données. Naturellement, ce problème se pose aussi en dimensions supé-
rieures, notamment en ce qui concerne la reconnaissance de plan discret de l’espace.
Notons tout d’abord que la notion de droite arithmétique discrète, due à Réveillès
et rappelée au paragraphe 1.1.3, s’étend très bien en dimensions supérieures. Plus
précisément, toujours suivant la terminologie introduite dans [98], un hyperplan
arithmétique discret de vecteur normal α ∈ R+, d’intercept ρ et d’épaisseur ω est
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l’ensemble des vecteurs x de Zd vérifiant :

ρ ≤ 〈x|α〉 < ρ+ ω.

Le cas particulier où ω est la somme des coordonnées de α est appelé hyperplan
arithmétique discret standard. Notons qu’un hyperplan arithmétique discret peut
être, à projection près, vu comme l’ensemble des sommets d’un pavage par coupe
et projection canonique de codimension 1 (voir définition 1.8). Le problème de la
reconnaissance de plan consiste alors, étant donné un sous-ensemble de Zd, à décider
s’il est inclus dans un hyperplan arithmétique standard, auquel cas on veut aussi
connaître les paramètres possibles d’un tel hyperplan (vecteur normal, intercept,
épaisseur).

Comme dans le cas des droites discrètes, il existe plusieurs types d’approches
à ce problème. On peut distinguer, en suivant [24, 25], deux classes principales
d’approches : par programmation linéaire (voir, par exemple, [26, 60, 110]) ou par
géométrie computationnelle (voir, par exemple, [67, 77, 78, 107]). Informellement, les
approches par programmation linéaire fonctionnent comme suit. À chaque point de
l’ensemble à reconnaître sont associées des inégalités liant les paramètres des plans
discrets contenant ce point. L’ensemble de toutes inégalités associées aux points à
reconnaître forme alors un polytope convexe de l’espace des paramètres. Reconnaître
un plan signifie alors déterminer si ce polytope est non vide (et, accessoirement, en
déterminer les points extrêmaux - dont il est l’enveloppe convexe - afin de pou-
voir explicitement donner les paramètres d’un plan discret contenant l’ensemble
des points à reconnaître). Quant aux approches par géométrie computationnelle,
elles reposent généralement sur le calcul de l’enveloppe convexe de l’ensemble des
points à reconnaître, qui doit être “assez plat” pour assurer que ces points sont bien
dans un plan discret. Un comparatif détaillé des complexités des algorithmes exis-
tant peut être trouvé dans les survols [24, 25]. En particulier, notons qu’il existe
des algorithmes asymptotiquement optimaux, c’est-à-dire de complexité O(n), où
n désigne la taille de l’ensemble à reconnaître. Cependant, soulignons qu’il existe
un hiatus entre les bornes asymptotiques et la complexité effective des algorithmes.
Un exemple caractéristique en est sans doute l’algorithme développé dans [67] qui,
malgré une complexité théorique en O(n7), semble être un des plus rapides en pra-
tique.

Pour conclure ce paragraphe, soulignons que les extensions multidimensionnelles
des mots (notamment sturmiens), des substitutions et des fractions continues, pré-
sentées précédemment n’ont jamais été appliquées au problème de la reconnaissance
de plan discret. C’est ce que nous faisons dans cette thèse.
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1.3 Un petit détour par la physique théorique

Dans l’introduction, il a été mentionné qu’un des champs d’étude des pavages
était la physique théorique, notamment en ce qui concerne la notion de matière
ordonnée. Le but de ce paragraphe n’est pas d’être exhaustif mais de donner ne
serait-ce qu’une idée de la manière dont apparaissent les pavages en physique et,
surtout, d’introduire la notion de flip, qui sera utilisée dans la suite de la thèse
(notamment au chapitre 4).

Une notion importante dans ce domaine est celle de figure de diffraction. Es-
sayons d’en présenter intuitivement le principe (le lecteur peut aussi consulter le
survol [8], très clair). Rappelons d’abord que des ondes interfèrent lorsqu’elles se
superposent. Plus concrètement, lancer deux cailloux dans l’eau donne naissance à
deux familles de cercles concentriques de vaguelettes qui, là où ils se rencontrent,
interfèrent : deux crêtes de vaguelettes donneront naissance à une plus grosse vague-
lette, tandis qu’une crête et un creux se compenseront. Rappelons ensuite qu’une
onde arrivant sur un obstacle diffracte, c’est-à-dire qu’elle est réémise dans toutes les
directions, avec une intensité variable (principalement dans un cône d’autant plus
fin que la fréquence de l’onde est élevée). C’est, par exemple, ce qui vous permet de
lire ce manuscrit, chaque lettre diffractant vers votre pupille la lumière qu’elle reçoit
(un exemple peut-être plus agréable étant le cas d’ondes sonores diffractant sur un
mur, phénomène qui vous permet d’écouter la musique de votre salon jusque dans
votre cuisine). Nous pouvons maintenant expliquer ce qu’est une figure de diffrac-
tion : si une onde est envoyée sur une collection d’obstacles, ces obstacles vont tous
réémettre cette onde comme autant de petites sources, et ces ondes réémises vont
alors interférer, donnant un résultat fonction de la répartition spatiale des obstacles.
En particulier, en physique, on éclaire aux rayons X (une onde électromagnétique)
un matériau, constitué d’atomes répartis dans l’espace, et on récupère la figure de
diffraction résultante. Il se trouve que si les atomes sont très ordonnés, par exemple
répartis sur un réseau, alors la figure de diffraction va présenter des pics lumineux sur
un fond sombre, dus à une sorte de synchronisation des ondes diffractés par chaque
atome (les crêtes de chaque onde vont toutes se sommer dans une certaine direction,
alors que dans une autre direction, il y aura compensation entre crêtes et creux).
Inversement, des atomes répartis sans organisation particulière vont réémettre des
ondes qui vont se compenser et se moyenner de sorte à donner, finalement, une fi-
gure de diffraction uniforme, sans pics lumineux. En conclusion, observer la figure de
diffraction d’un matériau donne donc une idée de sa nature plus ou moins ordonnée.

À la lumière ce qui précède, il semble naturel de définir la matière ordonnée
comme celle dont la figure de diffraction est formée de pics. Notamment, les cris-
taux, c’est-à-dire les arrangements périodiques de matière, s’avèrent avoir de telles
figures de diffraction, qui, de plus, sont elles aussi périodiques. On a très longtemps
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Figure 1.7 – Figure de diffraction de l’alliage Al0.86Mn0.14 (tirée de [101]). Notez
la symétrie icosaédrique, qui exclut qu’il s’agisse d’un cristal (voir ci-dessous).

pensé que seuls les cristaux possédaient cette propriété. Aussi, en 1984, l’annonce
dans [101] de la découverte d’un matériau dont la figure de diffraction est for-
mée de pics répartis apériodiquement fit sensation. Un tel matériau possédait donc
une structure ordonnée, au même titre que les cristaux, mais sans être un cristal !
Plus précisément, ces pics se sont avérés avoir une répartition quasi-périodique,
un concept étudié depuis assez longtemps en mathématiques mais qui, jusqu’alors,
semblait pour le moins abstrait. D’autres expériences ont ensuite exhibé une large
palette de tels matériaux (voir, par exemple, [72]). Ces matériaux ont été nommés
quasi-cristaux, et se trouvent être à l’origine d’un fort regain d’intérêt pour l’étude
des structures quasi-périodiques (voir, par exemple, les ouvrages [10, 45, 72, 84, 104]
et les nombreuses références qui s’y trouvent).

C’est là qu’interviennent les pavages. En gros, chaque tuile correspond à une
configuration d’atomes assez stable, et des tuiles peuvent être voisines si les in-
teractions entre les atomes sous-jacents sont possibles. On peut alors étendre aux
pavages la notion de figure de diffraction. En particulier, les pavages par coupe et
projection, déjà décrits au paragraphe 1.2.1 dans le cas canonique, mais qui peuvent
être étendus dans un cadre plus général (voir, par exemple, [102]), constituent un
bon modèle de quasi-cristal. En effet, si le plan de coupe est irrationnel, le pavage
obtenu sera apériodique mais, sous certaines conditions, présentera une figure de
diffraction formée de pics. Notons cependant que le procédé de construction par
coupe et projection reste très théorique, et il difficile d’expliquer la formation de
quasi-cristaux réels ainsi. De même, la construction par substitutions (exposée au
paragraphe 1.2.2) est plutôt théorique, les atomes ayant peu tendance à croître et
à se multiplier. . .
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Un modèle explicatif qui semble plus réaliste est celui des pavages aléatoires.
Informellement, un pavage aléatoire est un pavage quelconque obtenu avec les mêmes
tuiles qu’un pavage par coupe et projection. Plus formellement, on peut introduire
la notion de pavage canonique :

Définition 1.9 Soit deux entiers d et k vérifiant d ≥ k > 0. Un pavage canonique
de dimension k et de codimension d − k, aussi appelé simplement pavage d → k,
est un pavage dont les tuiles sont des translatées des tuiles définies par :

Ti1,...,ik = {λ1vi1 + . . .+ λdvik | 0 ≤ λi ≤ 1},

où {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , d} et v1, . . . ,vd sont des vecteurs deux à deux linéairement
indépendants d’un sous-espace affine de dimension k de Rd.

Figure 1.8 – Trois pavages canoniques, respectivement de type 3 → 2, 4 → 2 et
5→ 2. Les pavages par coupe et projection (Fig. 1.4) sont un cas particulier de ces
pavages canoniques.

La figure 1.8 illustre cela. Soulignons qu’un pavage par coupe et projection ca-
nonique de dimension k et de codimension d − k est un cas particulier de pavage
d→ k. Expliquer la formation des quasi-cristaux (et aussi des cristaux) revient alors
à expliquer comment la matière, passant par divers états modélisés par ces pavages
canoniques, va finalement se figer en une structure ordonnée (ou, du moins, va oscil-
ler entre des pavages dont la structure moyenne est ordonnée). En particulier, une
notion importante permettant de modéliser les passages d’un pavage à l’autre est
celle de flip. Un flip est une transformation locale du pavage. Plus précisément, on
vérifie que si exactement k + 1 tuiles d’un pavage de dimension k se partagent un
sommet, alors il y a une et une seule façon de réorganiser différemment ces tuiles
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dans le pavage ; faire un flip consiste à effectuer cette réorganisation (voir Fig. 1.9).

La notion de flip a été introduite en mécanique statistique pour modéliser les
dimères polarisés (voir, par exemple, le survol [75]). En particulier, certains cas
peuvent être vus comme des pavages canoniques 3 → 2 restreints à des domaines
finis. Le point de vue adopté est alors plutôt combinatoire, et une question de base
dans cette approche est celle de la flip-accessibilité : peut-on passer d’un pavage à
un autre par une suite de flips ? Toujours dans le cas des pavages canoniques res-
treints à des domaines finis 4, il a été montré que la réponse était toujours positive
dans le cas n→ n− 1 (voir [59, 75, 92, 108]), dans le cas n→ n− 2 (voir [31]) ainsi
que dans le cas n→ 2 (voir [73]). Dans le cas n→ 3, la réponse est souvent positive
mais pas toujours (voir [43]). Les cas de dimensions ou codimensions supérieures
ont été peu explorés, la flip-accessibilité étant probablement d’autant plus rare que
ces dernières sont élevées. Notons au passage que la notion de flip existe également
pour d’autres types de pavages, par exemple par dominos, ou même pour les graphes
(voir, par exemple, [52, 92, 108]). En ce qui concerne l’interprétation physique des
flips, nous renvoyons le lecteur au livre [72], en nous contentons de mentionner que,
sans fournir à lui seul un modèle explicatif suffisant, le flip semble néanmoins être
assez largement reconnu comme un bon modèle de mécanisme élémentaire. Dans le
cadre de cette thèse, nous verrons aux chapitres 4 et 5 que la notion de flip est très
pratique pour étudier l’action de substitutions (les applications duales introduites
au chapitre 2 et brièvement mentionnés au paragraphe 1.2.2) sur les surfaces en es-
calier, qui sont en quelque sorte des relevés de pavages canoniques de codimension
1 (voir Fig. 1.8, à gauche).

Figure 1.9 – Dans le cas planaire, trois tuiles en forme de parallélogramme peuvent
paver de deux façons différentes un hexagone ; un flip est alors l’opération consistant
à remplacer une configuration par l’autre (le reste du pavage restant inchangé).

Pour conclure ce paragraphe revenons brièvement aux pavages aléatoires. Un
principe physique fondamental est qu’un matériau stable (ce qui est, forcément,
le cas de ceux qu’on peut observer, cristaux et quasi-cristaux compris) doit avoir

4. On considère alors la flip-accessibilité entre des pavages du même domaine.
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une énergie libre minimale. En d’autres termes, une légère variation (par exemple,
quelques flips) doit augmenter cette énergie libre. Rappelons que l’énergie libre
s’écrit F = U − TS, où U est l’énergie interne, T la température et S l’entropie.
Le terme d’énergie interne, qui correspond aux interactions locales entres atomes
(donc, d’un point de vue pavage, à des contraintes de voisinages entre tuiles), est gé-
néralement mal connu. Cependant, il devient négligeable devant le second terme aux
hautes températures. On peut donc supposer que ce terme joue un rôle clé dans la
formation des quasi-cristaux, d’une part, parce que ceux-ci sont expérimentalement
obtenus en refroidissement brutalement un matériau à haute température (donc
on peut imaginer que la matière à haute température, et sa structure éventuelle,
est “figée” par ce rapide refroidissement) et, d’autre part, parce que l’entropie des
quasi-cristaux est plus grande (de multiples réarrangements locaux sont possibles).
Le lecteur intéressé par une discussion plus détaillée sur le sujet peut se référer, par
exemple, aux articles [9, 11], ou encore au livre [72], déjà cité.

1.4 Résultats principaux

Revenons maintenant plus en détail sur les résultats principaux de cette thèse,
brièvement exposés dans l’introduction.

Une première série de résultats concerne l’action des substitutions généralisées
ou applications duales (brièvement introduites au paragraphe 1.2.2 et présentées
plus en détail au chapitre 2) sur les plans et les surfaces en escalier, qui, à pro-
jection près, correspondent respectivement à des pavages par coupe et projection
canonique et à des pavages canoniques, tous les deux de codimension 1. On peut
aussi voir plans et surfaces en escalier comme des discrétisations respectivement de
plans réels et, plus généralement, de surfaces.

Plus précisément, on donne au chapitre 3 une condition nécessaire et suffisante
simple pour que l’application duale d’un morphisme de groupe libre envoie un plan
en escalier sur un plan en escalier (Th. 3.4). De plus, le plan en escalier image
est caractérisé. Notons également que, dans le cas où le morphisme est une sub-
stitution (morphisme positif), la condition nécessaire et suffisante précédente est
toujours satisfaite : un plan en escalier est toujours envoyé sur un plan en escalier.
Ce résultat est en fait une extension de celui résumé par l’équation (1.6) dans le
cas des mots sturmiens. Nous l’avons publié d’abord dans les actes [53] dans le
cas de substitutions particulières, puis dans l’article [56] dans le cas de toutes les
substitutions, et enfin dans l’article [16] dans le cas des morphismes de groupe libre.

On montre ensuite, au chapitre 5, un résultat analogue pour les surfaces en
escalier, à savoir une condition simple pour qu’une surface soit envoyée par une ap-
plication duale de morphisme sur une surface, condition qu’on montre être toujours
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vérifiée dans le cas d’une application duale de substitution (Th. 5.3). Soulignons
que ce résultat a été obtenu grâce à la notion de flip (rappelée au paragraphe 1.3) :
l’action des application duales sur ces flips permettait de ramener le cas des surfaces
au cas des plans (traité au chapitre 3). Plus précisément, le lien entre flips, surfaces
en escalier et plans en escalier est étudié au chapitre 4, où l’on montre notamment
que tout surface peut s’obtenir en faisant une suite (éventuellement infinie) de flips
sur un plan en escalier (Th. 4.16). En fait, il s’est avéré que la notion de flip, venue
de la physique, pouvait être avantageusement remplacée par celle de pseudo-flip. En
gros, les pseudo-flips permettent de s’affranchir de contrainte “réaliste” sur les flips
(contraintes nécessaire pour modéliser la matière, mais pas pour étudier l’action
d’applications duales de substitutions ou de morphismes). Nous avons introduit le
lien entre flips et applications duales dans [55], puis dans l’article [3], où l’on prouve
que l’image d’une surface en escalier par l’application duale d’une substitution est
une surface en escalier. Nous avons ensuite étendu ce résultat dans l’article [16]
au cas des applications duales de morphisme. Cet article a également introduit la
notion de pseudo-flip, très utile pour simplifier les preuves de [3].

Une seconde série de résultats consiste à développer des liens entre les fractions
continues multidimensionnelles, les applications duales de morphismes et les plans
ou surfaces en escalier. On montre d’abord comment calculer le développement de
Brun – un développement en fraction continue multidimensionnel mentionné au
paragraphe 1.2.3 et exposé plus en détail au chapitre 3 – du vecteur normal d’un
plan en escalier. Les deux outils utilisés à cette fin sont, d’une part, les applications
duales et, d’autre part, une généralisation des paliers, tels que décrits au para-
graphe 1.1.3 dans le cas des droites discrètes. Ces paliers permettent de lire une
information partielle sur le vecteur normal d’un plan en escalier, information qui
s’avère cependant suffisante à faire une étape du calcul du développement de Brun
de ce vecteur normal (Chap. 3). L’intérêt de calculer le développement de Brun
du vecteur normal d’un plan en escalier directement sur ce plan, c’est-à-dire sans
supposer connu le vecteur normal mais simplement en “lisant” l’information dont
on a besoin sur le plan, est qu’on peut alors étendre ceci au cas des surfaces en
escalier. En effet, la notion de palier s’étend sans problème aux surfaces en esca-
lier, et on a vu ci-dessus que les applications duales agissaient aussi sur les surfaces
en escalier. Ceci permet alors de définir le développement de Brun d’une surface
en escalier : c’est le développement qu’on obtient en procédant exactement comme
sur un plan en escalier, bien qu’une surface en escalier n’ait pas de vecteur normal
(en général). Les surfaces en escalier ayant le même développement de Brun qu’un
plan en escalier donné sont aussi caractérisées (Th. 5.20). Le chapitre 5 expose ces
résultats, que nous avons auparavant présentés dans [17] ainsi que dans l’article [16].

Enfin, au chapitre 6, nous adoptons un point de vue plus applicatif et montrons
comment appliquer les résultats précédents aux problèmes de la génération et de la
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reconnaissance de plan. Une première approche pour engendrer un plan est d’itérer
une application duale sur un morceau fini. Sous certaines conditions, on peut ainsi
obtenir des morceaux arbitrairement grands du plan à engendrer (Th. 6.9). Cette
approche a été présentée dans [53] et dans l’article [56]. Une autre approche consiste
à engendrer un plan par des itérations d’une application duale ad hoc sur une sur-
face en escalier quelconque (Th. 6.10). Enfin, une dernière approche concerne le
cas des plans rationnels, c’est-à-dire dont les coordonnées du vecteur normal sont
rationnelles. On montre alors comment utiliser les applications duales pour engen-
drer des domaines fondamentaux de tels plans, c’est-à-dire des morceaux finis, de
taille minimale, qui permettent d’engendrer tout le plan par périodicité (Th. 6.14).
Les domaines fondamentaux obtenus ne sont généralement pas rectangulaire, mais
ressemblent plutôt à des “ébauches de fractals”. En ce qui concerne la reconnais-
sance de plan, ce chapitre propose une extension de l’algorithme de reconnaissance
de droite discrète décrit au paragraphe 1.1.3. Informellement, généralisant les dé-
veloppements de Brun de plans ou surfaces en escalier des chapitres précédents, on
montre comment calculer une sorte de développement de Brun d’ensembles discrets
finis (les fonctions binaires), la nature plane ou non de l’ensemble discret initial
pouvant être déduite de ce développement (Th. 6.25). Nous avons soumis une ver-
sion courte de ce chapitre ([58]).



Chapitre 2

Applications duales

On introduit ici l’outil fondamental de cette thèse, à savoir les applications
duales, aussi appelées substitutions généralisées. Le paragraphe 2.1 présente la ma-
nière dont ont été initialement construites les applications duales : c’est en quelque
sorte la genèse de cet outil. Le paragraphe 2.2 présente ensuite une définition légè-
rement plus générale des applications duales, qui sera celle utilisée dans la suite de
cette thèse.

Soulignons qu’il y a une certaine redondance entre les deux paragraphes. En effet,
le second paragraphe a été écrit de façon à ce qu’il puisse être lu indépendamment
du premier, dont la lecture n’est pas strictement nécessaire à la compréhension de la
suite de cette thèse (bien qu’elle apporte un éclairage sans doute utile - notamment
sur l’origine de la dénomination “application duale”).

2.1 Construction d’une application duale

La présentation donnée ici reprend, dans les grandes lignes, celle exposée dans [6]
ou [7] pour le cas des substitutions et étendue dans [49] au cas des endomorphismes
de groupe libre. On montre d’abord comment interpréter géométriquement un en-
domorphisme du groupe libre Fd comme une application linéaire sur les arêtes des
hypercubes unités de Rd (§2.1.1), puis on raisonne par dualité pour associer à cette
application linéaire une application sur les hyperfaces de ces mêmes hypercubes
(§2.1.2). Dans tout ce qui suit, (e1, . . . , ed) désigne la base canonique de Rd.

2.1.1 Relèvement d’un morphisme

Montrons comment associer à un endomorphisme σ du groupe libre Fd une ap-
plication linéaire E1(σ) agissant sur les arêtes des hypercubes unités de Rd. Consi-
dérons d’abord le cas des substitutions sur les mots de l’alphabet {1, . . . , d} avant

37
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de généraliser au cas des morphismes du groupe libre. On procède en deux étapes.

La première étape consiste à associer une ligne brisée de l’espace Rd à chaque
mot sur l’alphabet {1, . . . , d}. Intuitivement, à un mot w = w1 · · ·wk sera associée
une ligne brisée constituée de k segments unité, chaque segment correspondant à
une lettre du mot et la direction du segment étant fonction de la lettre elle-même.

On note (x, i) le segment d’extrémités x et x + ei. Soit alors G′ le Z-module
libre (abstrait) engendré par les segments, c’est-à-dire les combinaisons linéaires à
coefficients dans Z de segments. Un élément deG′ qui s’écrit comme une somme avec
seulement des coefficients 0 ou 1 s’interprète alors géométriquement comme l’union
des segments dont le coefficient vaut 1. C’est en particulier le cas du relèvement
d’un mot w = w1 · · ·wk, qui est l’élément de G′ noté γ(w) et défini par :

γ(w1 · · ·wk) =
k∑
i=1

(f(w1 · · ·wi−1), wi). (2.1)

Exemple 2.1 Considérons le mot w = 1213. On calcule :

γ(w) = (f(ε), 1) + (f(1), 2) + (f(12), 1) + (f(121), 3)

= (0, 1) + (e1, 2) + (e1 + e2, 1) + (2e1 + e2, 3)

La figure 2.1 représente l’interprétation géométrique de ce relèvement.

e
3

e
1

e
2

x

Figure 2.1 – L’interprétation géométrique du relèvement d’un mot (ici 1213) est
une ligne brisée de l’espace (traits gras).

La seconde étape consiste à associer à une substitution σ une application linéaire
sur G′, notée E1(σ), qui agisse sur le relèvement d’un mot w comme σ agit sur le
mot w lui-même, c’est-à-dire telle qu’on ait :

E1(σ) ◦ γ = γ ◦ σ.
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On calcule alors, pour tout segment (x, i) :

E1(σ)(x, i) =
∑

j|σ(i)=p·j·s

(Mσx+ f(p), j). (2.2)

On étend alors E1(σ) à tout G′ par linéarité. Soulignons que E1(σ) est caractérisée
par la matrice Mσ et par son action sur les segments (0, 1), . . . , (0, d), puisque
l’image d’un segment (x, i) s’obtient en translatant celle du segment (0, i) parMσx.

Exemple 2.2 Soit σ la substitution (dite de Rauzy) définie sur F3 par :

σ :


1 7→ 12,
2 7→ 13,
3 7→ 1.

On calcule, par exemple :

σ(12) = σ(1)σ(2) = 1213.

La matrice d’incidence de cette substitution est :

Mσ =

 1 1 1
1 0 0
0 1 0

 ,

et l’application linéaire E1(σ) associée à σ vérifie :

E1(σ) :


(0, 1) 7→ (0, 1) + (e1, 2),
(0, 2) 7→ (0, 1) + (e1, 3),
(0, 3) 7→ (0, 1).

On en déduit son action sur tout élément de G′. La figure 2.2 illustre l’interprétation
géométrique de l’action de E1(σ) sur un relèvement de mot.

La fin de ce paragraphe étend simplement au cas des morphismes ce qui a été
fait ci-dessus pour les substitutions. Le principe est le même, seules les formules de
relèvement sont modifiées.

Le relèvement d’un élément w de Fd est défini de sorte à être compatible avec
le relèvement d’un mot et à vérifier γ(w·w−1) = 0. Si w s’écrit w = wε11 · · ·w

εk
k avec

wi ∈ {1, . . . , d} et εi = ±1, on calcule :

γ(w) =
∑

i|εi=+1

(f(wε11 · · ·w
εi−1

i−1 ), wi)−
∑

i|εi=−1

(f(wε11 · · ·w
εi−1

i−1 )− ei, wi). (2.3)



40 CHAPITRE 2. APPLICATIONS DUALES

e
3

e
1

e
2

x

e
3

e
1

e
2

x

Figure 2.2 – Action de l’application linéaire de l’exemple 2.2. On a : E1(σ) ◦
γ(1213) = γ ◦ σ(1213) = γ(1213121).

Le relèvement E1(σ) d’un morphisme σ est alors l’application linéaire sur G′

vérifiant la relation (2.2). On calcule, pour un segment (x, i) :

E1(σ)(x, i) =
∑

j|σ(i)=p·j·s

(Mσx+ f(p), j)−
∑

j|σ(i)=p·j-1·s

(Mσx+ f(p)− ej, j). (2.4)

On étend ensuite E1(σ) à tout G′ par linéarité. Ici encore, soulignons que la matrice
Mσ et l’image par E1(σ) des segments (0, 1), . . . , (0, d) suffisent à caractériser E1(σ)
puisque l’image d’un segment (x, i) s’obtient en translatant celle du segment (0, i)
par Mσx.

2.1.2 Dual d’un relèvement

Raisonnons maintenant par dualité pour associer à l’application linéaire E1(σ)
une application duale E∗1(σ) agissant sur les hyperfaces des hypercubes unités de Rd.

Pour (x, i) ∈ Zd×{1, . . . , d}, la face (x, i∗) est la forme linéaire sur G′ qui vaut
un sur le segment (x, i) et zéro partout ailleurs. La face (x, i∗) est donc duale du
segment (x, i), et on note F′ le Z-module libre engendré par les faces, c’est-à-dire
les combinaisons linéaires à coefficients dans Z de faces. Les deux ensembles G′ et
F′ sont donc duaux.

L’application duale E∗1(σ) de E1(σ) est alors l’endomorphisme de F′ vérifiant,
pour tout segment (y, j) ∈ G′ et toute face (x, i∗) ∈ F′ :

〈E1(σ)(y, j), (x, i∗)〉 = 〈(y, j), E∗1(σ)(x, i∗)〉,
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où 〈, 〉 désigne le crochet de dualité. Si Mσ appartient à GL(d,Z), c’est-à-dire si σ
est un morphisme unimodulaire, alors on obtient l’expression suivante (voir [6] ou
[49]) :

E∗1(σ)(x, i∗) =
∑

j|σ(j)=p·i·s

(M -1
σ (x− f(p)), j∗)−

∑
j|σ(j)=p·i-1·s

(M -1
σ (x− f(p) + ej), j

∗). (2.5)

Soulignons que la matrice Mσ et l’image par E∗1(σ) des faces (0, 1∗), . . . , (0, d∗) suf-
fisent à caractériser E∗1(σ) puisque l’image d’une face (x, i∗) s’obtient en translatant
celle de la face (0, i∗) par M−1

σ x.

Exemple 2.3 On vérifie que la substitution σ introduite dans l’exemple 2.2 est
unimodulaire (le déterminant de Mσ vaut +1), et on calcule :

M−1
σ =

 0 1 0
0 0 1
1 −1 −1

 , E∗1(σ) :


(0, 1∗) 7→ (0, 1∗) + (0, 2∗) + (0, 3∗),
(0, 2∗) 7→ (−e3, 1∗),
(0, 3∗) 7→ (−e3, 2∗).

La figure 2.4 illustre l’action de E∗1(σ) dans quelques cas simples.

Proposons maintenant une interprétation géométrique de ce qui précède. Rappe-
lons que (e1, . . . , ed) désigne la base canonique de Rd. Pour x ∈ Zd et i ∈ {1, . . . , d},
on interprète la face (x, i∗) comme le sous-ensemble de Rd défini par :

{x+ ei +
∑
j 6=i

λjej, λj ∈ [0, 1]}.

Il s’agit d’une hyperface du cube unité de Rd de plus petit sommet x (voir Fig. 2.3).
Une simple somme de faces distinctes s’interprète alors géométriquement comme
l’union des interprétations géométriques de ces faces. La figure 2.4 illustre cela.
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Figure 2.3 – Interprétation géométrique des faces (x, 1∗), (x, 2∗) et (x, 3∗).

2.2 Définition générale et propriétés élémentaires
On définit ici les applications duales dans un cadre légèrement plus général qu’au

paragraphe précédent. Plus précisément, au lieu de se restreindre aux sommes pon-
dérées finies de faces (Z-module libre F′), on se place ici dans le cadre des sommes
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Figure 2.4 – Action de l’application duale associée à la substitution unimodulaire
σ : 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1 sur les faces de type 1, 2 et 3 (à gauche) et sur une
fonction de F′ qui a la propriété remarquable que tant elle que son image s’expriment
comme de simples sommes de faces distinctes (à droite).

pondérées infinies de faces (Z-module F défini ci-dessous). Formellement, il est com-
mode de définir ces sommes comme des fonctions afin d’éviter toute ambiguïté sur
la convergence de sommes infinies. Ceci conduit aux deux définitions suivantes (qui
remplacent donc les définitions similaires données au paragraphe précédent) :

Définition 2.4 Le Z-module des fonctions de Zd × {1, . . . , d} dans Z est noté F.
Le support d’une fonction de F est le sous-ensemble de Zd × {1, . . . , d} où cette
fonction est non nulle. On note |F| le cardinal du support de F.

Définition 2.5 Soit (x, i) ∈ Zd×{1, . . . , d}. La face de type i localisée en x, notée
(x, i∗), est la fonction de F valant un en (x, i) et zéro partout ailleurs. Géométri-
quement, la face (x, i∗) est interprétée comme le compact de Rd défini par :

{x+ ei +
∑
j 6=i

λjej | 0 ≤ λj ≤ 1}.

Une fonction F de F peut donc aussi être vue comme une somme pondérée (dans
Z) de faces, puisqu’on a :

F =
∑

(x,i)∈Zd×{1,...,d}

F(x, i)(x, i∗).

L’interprétation géométrique d’une face (x, i∗) est une hyperface du cube unité
de plus petit sommet x (voir Fig. 2.3, plus haut). Une somme de faces dont les
coefficients sont dans {0, 1} s’interprète alors géométriquement comme l’union des
interprétations géométriques des faces à coefficient 1. Plus généralement, on intro-
duit la classe des fonctions dites binaires, qui sont celles ayant une interprétation
géométrique naturelle :
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Définition 2.6 Une fonction de F est dite binaire si elle est à valeurs dans {0, 1}.
On note B l’ensemble des fonctions binaires. L’interprétation géométrique d’une
fonction binaire B est alors l’union des interprétations géométriques des faces (x, i∗)
telles que B(x, i) = 1. On appelle également morceau d’une fonction binaire B toute
fonction binaire inférieure à B, c’est-à-dire dont l’interprétation géométrique est
incluse dans celle de B.

Par exemple, les fonctions représentées figure 2.4 sont toutes binaires.

Introduisons maintenant la notion d’application duale (rappelons que les notions
de matrice d’incidence et d’application de Parikh ont été définies au chapitre 1) :

Définition 2.7 Soit σ un morphisme unimodulaire, c’est-à-dire dont la matrice
d’incidence Mσ a un déterminant égal à ±1. L’application duale associée à σ, notée
E∗1(σ), est l’endomorphisme de F défini pour tout F ∈ F par :

E∗1(σ)(F) : (x, i) 7→
∑

j|σ(i)=p·j·s

F(Mσx+ f(p), j)−
∑

j|σ(i)=p·j-1·s

F(Mσx+ f(p)− ej, j),

où f désigne l’application de Parikh.

La valeur de E∗1(σ)(F) en un point (x, i) est la somme (pondérée) des valeurs
de F en un nombre fini de points. En particulier, cette valeur est donc finie, ce qui
assure que E∗1(σ)(F) appartient à F et que la définition est bien cohérente.

Un calcul simple donne alors l’image d’une face (x, i∗) par l’application duale E∗1(σ) :

E∗1(σ)(x, i∗) =
∑

j|σ(j)=p·i·s

(M -1
σ (x− f(p)), j∗)−

∑
j|σ(j)=p·i-1·s

(M -1
σ (x− f(p) + ej), j

∗). (2.6)

On retrouve donc la formule (2.5) du paragraphe précédent, ce qui montre bien que
la définition 2.7 ne fait qu’étendre à F la notion d’application duale précédemment
obtenue sur F′ (les fonctions de F à support fini). Par ailleurs, cette formule permet,
par linéarité, de calculer facilement l’image de toute fonction de F à support fini.
Plus généralement, on montre :

Proposition 2.8 L’application duale d’un morphisme unimodulaire σ est entière-
ment caractérisée par la matrice M−1

σ et son action sur les faces (0, 1∗), . . . , (0, d∗).

Preuve. Soit E∗1(σ) l’application duale d’un morphisme unimodulaire σ. Soit F ∈ F.
Si F est une face, le résultat découle de la formule ci-dessus. Par linéarité, c’est en-
core vrai si F est une combinaison linéaire de faces. Si maintenant F est quelconque,
comme la valeur de E∗1(σ)(F) en un point (x, i) dépend de la valeur de F en un
nombre fini de points, il suffit de prendre une combinaison linéaire de faces qui soit
égale à F en tous ces points pour en déduire le résultat. ut

On vérifie facilement que la définition suivante introduit bien une distance sur F :
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Définition 2.9 On note dF la distance sur F définie par :

dF(F ,F ′) = 2− sup{n∈N | ∀(x,i)∈Zd×{1,...,d}, ||x||≤n ⇒ F(x,i)=F ′(x,i)}.

Remarque 2.10 Deux fonctions binaires sont d’autant plus proches que la boule de
centre zéro sur laquelle correspondent leurs interprétations géométriques est grande.

On montre alors que les applications duales sont continues :

Proposition 2.11 L’application duale d’un morphisme unimodulaire est continue
sur F pour la topologie définie par dF.

Preuve. Soit E∗1(σ) l’application duale d’un morphisme unimodulaire σ. Notons
que pour tout F ∈ F, la valeur de E∗1(σ)(F) en un point (x, i) ne dépend que des
valeurs de F sur des points (Mσx+f(p), j) où p est un préfixe de σ(i). Introduisant
une constante K > 0 telle que :

||Mσx+ f(p)|| ≤ |||Mσ||| × ||x||+K,

où |||Mσ||| désigne la norme d’opérateur de Mσ. On déduit de la majoration précé-
dente, pour tout A ∈ N :

dF(F ,F ′) ≤ 2−(|||Mσ |||A+K) ⇒ dF(E∗1(σ)(F), E∗1(σ)(F ′)) ≤ 2−A,

ce qui assure la continuité de E∗1(σ). ut

La proposition suivante est à mettre en rapport avec la formule (1.2) :

Proposition 2.12 Si F est une fonction de F à support fini, on note f(F) le
vecteur de Zd dont la i-ème coordonnée, notée |F|i, est définie par :

|F|i = Card({x ∈ Zd | F(x, i) > 0})− Card({x ∈ Zd | F(x, i) < 0}).
On a alors, pour tout morphisme unimodulaire σ :

f(E∗1(σ)(F)) = tMσf(F).

Preuve. On vérifie que la formule est exacte quand F est une face (x, i∗). Par linéa-
rité, la formule est alors exacte pour toute combinaison linéaire de faces, c’est-à-dire
pour toute fonction F à support fini. ut

Ainsi, le support d’une fonction positive F est de taille
∑

i |F|i = ||f(F)||1.
Terminons ce chapitre par une dernière propriété élémentaire :

Proposition 2.13 Si σ et τ sont deux morphismes unimodulaires, alors on a :

E∗1(σ ◦ τ) = E∗1(τ) ◦ E∗1(σ).

Preuve. Pour les fonctions à support fini, le résultat découle, par dualité, de la
propriété suivante des relèvements de morphisme introduits au paragraphe 2.1 :

E1(σ ◦ τ) = E1(σ) ◦ E1(τ).

Le résultat s’étend ensuite à tout F par continuité. ut



Chapitre 3

Développement de plan en escalier

Le premier paragraphe de ce chapitre définit formellement les plans en esca-
lier, montre comment ils sont liés aux plans arithmétiques discrets introduits dans
[98], et étudie l’action des applications duales de morphismes et de substitutions
sur ces plans. Ces résultats ont été publiés dans [56] (cas des substitutions) et [16]
(cas des morphismes). Ensuite, le paragraphe 3.2 rappelle la notion de développe-
ment de Brun d’un vecteur réel – une des possibles extensions multidimensionnelles
des développements en fraction continue. Le lien avec les applications duales est
finalement fait au paragraphe 3.3, où l’on montre notamment comment calculer
le développement de Brun du vecteur normal d’un plan en escalier directement à
partir de ce plan, sans supposer connu ce vecteur normal, ceci grâce à la notion de
palier qui permet de lire une certaine information sur un plan en escalier. On parle
simplement de développement de Brun d’un plan en escalier. Ceci correspond à un
travail exposé dans [16].

3.1 Plan en escalier

3.1.1 Définition

Définition 3.1 Le plan en escalier de vecteur normal α ∈ Rd
+\{0} et d’ intercept

ρ ∈ R est la fonction binaire notée Pα,ρ définie par :

Pα,ρ(x, i) = 1 ⇔ 〈x|α〉 < ρ ≤ 〈x+ ei|α〉,

où 〈.|.〉 désigne le produit scalaire canonique sur Rd. L’ensemble des plans en escalier
est noté P. On a donc la chaîne d’inclusions (strictes) suivante : P ⊂ B ⊂ F.

La figure 3.1 illustre cette notion dans le cas d = 3.

La proposition suivante explicite le lien entre plans en escalier et géométrie discrète :

45
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Figure 3.1 – Interprétation géométrique du plan en escalier P(24,9,10),0.

Proposition 3.2 Soit α = (α1, . . . , αd} ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Le sous-ensemble

V (Pα,ρ) de Zd constitué des sommets des faces du plan en escalier Pα,ρ vérifie :

y ∈ V (Pα,ρ) ⇔ ρ ≤ 〈y|α〉 < ρ+ α1 + . . .+ αd.

Selon la terminologie introduite dans [98], V (Pα,ρ) est un plan discret de caractéris-
tiques α1, . . . , αd, de borne inférieure ρ et d’épaisseur arithmétique ω = α1+. . .+αd.
Un tel plan discret est dit standard.

Preuve. Un vecteur y appartenant à l’hyperface de cube unité associé à une face
(x, e∗i ) de Pα,ρ vérifie :

y ∈ {x+ ei +
∑
j 6=i

λjej, λj ∈ [0, 1]}.

Si y est un sommet, donc appartient à Zd, ceci assure l’existence d’un ensemble
J ⊂ {1, . . . , d}, i /∈ J , tel que :

y = x+ ei +
∑
j∈J

ej.

On calcule alors :

〈y|α〉 = 〈x|α〉+ αi +
∑
j∈J

αj ≥ 〈x+ ei|α〉 ≥ ρ,

〈y|α〉 = 〈x|α〉+ αi +
∑
j∈J

αj ≤ 〈x|α〉+
d∑

k=1

αk < ρ+
d∑

k=1

αk,
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ce qui prouve l’encadrement annoncé. Inversement, si cet encadrement est vérifié,
alors on peut donc définir le plus petit entier i ∈ {1, . . . , d} tel que :

〈y −
i∑

k=1

ek|α〉 < ρ ≤ 〈y −
i−1∑
k=1

ek|α〉,

ce qui montre, en posant x = y −
∑i

k=1 αk, qu’on a bien Pα,ρ(x, i) = 1. ut

Notons aussi que les paramètres d’un plan en escalier vérifient la propriété suivante :

Proposition 3.3 Soit α ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. On a :

∀λ > 0, Pλα,ρ = Pα, ρ
λ
.

3.1.2 Image par une application duale

Le théorème suivant, bien qu’un peu technique, est fondamental. Il caractérise
l’action des applications duales sur les plans en escalier.

Théorème 3.4 Soit σ un morphisme unimodulaire et E∗1(σ) l’application duale qui
lui est associée. Soit α ∈ Rd

+\{0} et ρ ∈ R. Si tMσα ∈ Rd
+, alors E∗1(σ) envoie le

plan en escalier Pα,ρ sur le plan en escalier PtMσα,ρ. Si, par contre, tMσα /∈ Rd
+,

alors E∗1(σ) envoie le plan en escalier Pα,ρ sur une fonction qui n’est pas binaire.

Preuve. Considérons la fonction E = E∗1(σ)(Pα,ρ). Fixons (y, j) ∈ Zd × {1, . . . , d}
et calculons E(y, j). Soit l la longueur de σ(j). On note : σ(j) = u1 . . . ul. Chaque
élément (x, i) de Zd × {1, . . . , d} tel que Pα,ρ(x, i) = 1 contribue à :

– incrémenter la valeur de E(y, j) de 1 si et seulement si il existe k ∈ {1, . . . , l}
tel que uk = i et y = M−1

σ (x− f(u1 . . . uk−1)) ;
– décrémenter la valeur de E(y, j) de 1 si et seulement si il existe k ∈ {1, . . . , l}

tel que uk = i−1 et y = M−1
σ (x− f(u1 . . . uk−1) + ei).

En introduisant rk = Mσy + f(u1 . . . uk), pour 0 ≤ k ≤ l, le premier cas donne :

x = rk−1 et x+ ei = rk−1 + ei = rk−1 + f(i) = rk−1 + f(uk) = rk,

tandis que le second cas donne :

x = rk−1 − ei = rk−1 + f(i−1) = rk−1 + f(uk) = rk et x+ ei = rk−1.

Puisque Pα,ρ(x, i) = 1 si et seulement si 〈x|α〉 < ρ ≤ 〈x+ ei|α〉, on calcule alors :

E(y, j) = Card({k | 〈rk−1|α〉 < ρ ≤ 〈rk|α〉})−Card({k | 〈rk|α〉 < ρ ≤ 〈rk−1|α〉}).

Une récurrence sur l = |σ(j)| montre alors que, si 〈r0|α〉 ≤ 〈rl|α〉, on a :

E(y, j) =

{
1 si 〈r0|α〉 < ρ ≤ 〈rl|α〉,
0 sinon.
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Inversement, si 〈r0|α〉 > 〈rl|α〉, on a :

E(y, j) =

{
−1 si 〈r0|α〉 > ρ ≥ 〈rl|α〉,
0 sinon.

Enfin, remarquons qu’on a :

〈r0|α〉 = 〈Mσy|α〉 = 〈y|tMσα〉,

〈rl|α〉 = 〈Mσy + f(σ(i))|α〉 = 〈Mσ(y + ei)|α〉 = 〈y + ei|tMσα〉.
Nous pouvons maintenant conclure. Si tMσα ∈ Rd

+, alors 〈r0|α〉 ≤ 〈rl|α〉, et ce qui
précède montre que E(y, j) = 1 si et seulement si 〈y|tMσα〉 < ρ ≤ 〈y + ei|tMσα〉,
c’est-à-dire que E = PtMσα,ρ. Inversement, tMσα /∈ Rd

+ entraîne qu’il existe i tel
que 〈r0|α〉 > 〈rl|α〉, et ce qui précède montre alors qu’il existe une face (y, j∗) telle
que E(y, j) = −1. En particulier, ceci assure que E n’est pas binaire. ut

La figure 3.2 illustre ce théorème. Soulignons qu’une application duale envoie
chaque face sur une combinaison linéaire de faces - notamment avec des coefficients
possiblement négatifs. Ce sont des phénomènes d’annulation ou de compensation
entre les coefficients de ces faces qui font que, finalement, on obtient bien un plan
en escalier (sous la condition exprimée dans l’énoncé du théorème).

Figure 3.2 – Le théorème 3.4 assure que l’application duale du morphisme uni-
modulaire β : 1 7→ 2, 2 7→ 2−21, 3 7→ 3 envoie le plan en escalier P(24,9,10),0 de la
figure 3.1 sur le plan en escalier P(9,6,10),0, dont l’interprétation géométrique est ici
représentée.

Par ailleurs, le théorème 3.4 montre aussi que l’action d’une application duale
sur un plan en escalier ne dépend que de sa matrice d’incidence. Ainsi, si σ et τ
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sont deux morphismes unimodulaires tels que Mσ = Mτ , ils agiront exactement de
la même manière sur les plans en escalier, bien qu’ils agissent différemment sur les
faces de ces plans (ceci découle de la définition d’une application duale).

La remarque suivante propose une analogie utile avec le cas continu :

Remarque 3.5 Soit σ un morphisme unimodulaire et α ∈ Rd
+\{0}. On a :

∀x ∈ Rd, 〈x|α〉 = 0 ⇔ 〈M−1
σ x|tMσα〉 = 0.

En d’autres termes, la matrice M−1
σ envoie un hyperplan réel de vecteur normal α

sur un hyperplan réel de vecteur normal tMσα. Il y a donc une analogie entre l’ac-
tion d’une application duale d’un morphisme σ sur les plans en escaliers (Théorème
3.4 et celle de l’application linéaire M−1

σ sur les plans réels. Intuitivement, l’applica-
tion duale E∗1(σ) est ainsi une sorte de discrétisation de l’application linéaire M−1

σ .
Rappelons d’ailleurs que la matrice M−1

σ joue un rôle clé dans la caractérisation de
l’action de E∗1(σ) (voir la formule 2.6 et la proposition 2.8, Chap. 2).

On peut donner du théorème 5.3 une formulation simplifiée :

Théorème 3.6 Soit σ un morphisme unimodulaire. Si l’image par E∗1(σ) d’un plan
en escalier est binaire, alors c’est un plan en escalier. En d’autres termes :

E∗1(σ)(P) ∩B ⊂ P.

Pour finir ce paragraphe, notons que si σ est un morphisme dont la matrice
d’incidence est positive – ce qui est notamment le cas quand σ est une substitution
– alors tout vecteur α ∈ Rd

+\{0} est envoyé par tMσ sur un vecteur de Rd
+. On

déduit donc du théorème 3.4 :

Corollaire 3.7 Soit σ un morphisme unimodulaire dont la matrice d’incidence est
positive. Soit α ∈ Rd

+\{0} et ρ ∈ R. Alors, l’application duale E∗1(σ) envoie le plan
en escalier Pα,ρ sur le plan en escalier PtMσα,ρ.

3.2 Développement de Brun d’un vecteur

Ce paragraphe est consacré à présenter l’algorithme de Brun et quelques-unes de
ses propriétés élémentaires (notamment la caractérisation des développements finis).
Le lecteur peut consulter [23] ou [103] pour un exposé plus complet des propriétés
de cet algorithme.
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3.2.1 Algorithme de Brun vectoriel

Définition 3.8 L’application de Brun, notée T , est l’application de [0, 1]d\{0} dans
[0, 1]d définie en α = (α1, . . . , αd) par :

T (α1, . . . , αd) =

(
α1

αi
, . . . ,

αi−1
αi

,
1

αi
−
⌊

1

αi

⌋
,
αi+1

αi
, . . . ,

αd
αi

)
,

où i = min{j | αj = ||α||∞}.

Remarque 3.9 Dans le cas d = 1, l’application de Brun n’est rien d’autre que la
classique application de Gauss, définie de ]0, 1] dans [0, 1] par :

T (x) =
1

x
−
⌊

1

x

⌋
.

Rappelons que l’application de Gauss permet de définir le développement en
fraction continue d’un réel. De la même manière, l’application de Brun permet de
définir une extension multidimensionnelle de ce développement :

Définition 3.10 Le développement de Brun d’un vecteur réel α ∈ [0, 1]d est la
suite (an, in)n≥0 de N∗ × {1, . . . , d} définie, tant que T n(α) 6= 0, par :

an =
⌊
||T n(α)||−1∞

⌋
et in = min{j | 〈T n(α)|ej〉 = ||T n(α)||∞}.

On écrit : α = [(a0, i0), (a1, i1), . . .].

Exemple 3.11 Un développement de Brun peut être fini, (ultimement) périodique
ou apériodique, comme le montrent les développements suivant dans le cas d = 2 :(

3

19
,
25

76

)
= [(3, 2), (6, 1), (4, 1), (1, 2)],

(√
2− 1,

3

2
−
√

2

)
= [(2, 1), (2, 1), (1, 2), (1, 2), (1, 1), (4, 1)],(√

2

2
,
π

4

)
= [(1, 2), (1, 1), (3, 2), (2, 1), (1, 2), (1, 1), (3, 2), (1, 2), (2, 1), (2, 1) . . .].

Remarque 3.12 Avec le formalisme général introduit au paragraphe 1.2.3, l’algo-
rithme de Brun est celui défini par la partition dénombrable X0∪(Xa,i)(a,i)∈N∗×{1,...,d}
de l’ensemble X = [0, 1]d, définie par X0 = {0} et :

(x1, . . . , xd) ∈ Xa,i ⇔


xi > xj pour j < i,
xi ≥ xj pour j > i,
b1/xic = a.
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Comme pour les fractions continues classiques, un vecteur de [0, 1]d est entiè-
rement caractérisé par son développement de Brun. On sait aussi caractériser les
vecteurs ayant un développement fini :

Théorème 3.13 Un vecteur α ∈ [0, 1]d admet un développement de Brun fini si et
seulement si toutes ses coordonnées sont rationnelles.

En effet, si un vecteur α a un développement de Brun fini, alors il existe un
entier n tel que T n(α) = 0. En particulier, T n(α) ∈ Qd. Or la définition 3.8
entraîne l’équivalence suivante :

T (α) ∈ Qd ⇔ α ∈ Qd.

Donc T n(α) ∈ Qd entraîne α ∈ Qd, ce qui prouve un sens de l’équivalence annoncée.
L’autre sens découle alors de la proposition suivante, qui borne la longueur du
développement de Brun d’un vecteur rationnel :

Proposition 3.14 Pour tout vecteur α ∈ [0, 1]d rationnel, on pose :

m(α) = p1 + . . .+ pd + q,

où p1, . . . , pd, q sont des entiers premiers entre eux tels que α = (p1/q, . . . , pd/q).
Alors, la longueur du développement de Brun de α ∈ [0, 1]d ∩Qd est majorée par :

log d+2
d+1

(m(α)),

où loga désigne le logarithme de base a.

Preuve. On montre par récurrence sur k ≥ 1 que si α est un vecteur rationnel dont
le développement de Brun est de longueur k, alors on a :

m(α) ≥
(
d+ 2

d+ 1

)k
.

Pour k = 1, on suppose donc T (α) = 0. On déduit de la définition de T que α est
de la forme :

α = (0, . . . , 0, 1/q, 0, . . . , 0),

avec q ≥ 1. On a donc : m(α) = 1 + q ≥ 2 ≥ (d+ 2)/(d+ 1). Supposons maintenant
le résultat acquis au rang k et considérons un vecteur rationnel α ∈ [0, 1]d dont le
développement de Brun est de longueur k + 1. Le vecteur T (α) étant rationnel, on
peut l’écrire :

T (α) = (p1/q, . . . , pd/q),
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avec pgcd(p1, . . . , pd, q) = 1. La définition de T assure alors l’existence d’un couple
(a, i) ∈ N∗ × {1, . . . , d} tel que :

α =

(
p1

aq + pi
, . . . ,

pi−1
aq + pi

,
q

aq + pi
,
pi+1

aq + pi
, . . . ,

pd
aq + pi

)
.

Comme pgcd(p1, . . . , pi−1, q, pi+1, . . . , pd, aq + pi) = pgcd(p1, . . . , pd, q) = 1, on a :

m(α) = p1 + . . .+ pi−1 + q + pi+1 + . . .+ pd + aq + pi,

c’est-à-dire m(α) = m(T (α)) + aq. Or a ≥ 1 et q ≥ p1, . . . , pd. D’où :

m(α) ≥ m(T (α)) +
p1 + . . .+ pd + q

d+ 1
=
d+ 2

d+ 1
m(T (α)).

Le résultat au rang k + 1 découle alors du résultat au rang k. ut

3.2.2 Formulation matricielle

Soit (a, i) ∈ N× {1, . . . , d}. Introduisons la matrice (d+ 1)× (d+ 1) définie par :

Ba,i =


a 1

Ii−1
1 0

Id−i

 , (3.1)

où Ip désigne la matrice identité p × p et où tous les coefficients non précisés sont
implicitement égaux à zéro. On vérifie facilement que Ba,i appartient au groupe
linéaire GL(d+ 1,Z) (son déterminant vaut −1).

Considérons maintenant un vecteur α = (α1, . . . , αd) ∈ [0, 1]d\{0}. Un calcul
simple montre qu’en posant i = min{j | αj = ||α||∞} et a = bα−1i c, on a :

(1,α) = ||α||∞Ba,i(1, T (α)), (3.2)

où, si u est le vecteur (colonne) de coordonnées u1, . . . , un, alors (1,u) désigne le
vecteur (colonne) de coordonnées 1, u1, . . . , un. Comme Ba,i est inversible, on peut
aussi écrire l’équation précédente ainsi :

(1, T (α)) = ||α||−1∞ B−1a,i (1,α). (3.3)

Ces formules permettent donc de définir matriciellement l’application de Brun T .

En particulier, si α admet un développement de Brun (an, in)n, l’équation (3.2)
donne, pour tout indice n du développement :

(1,α) = µnBn(1, T n+1(α)), (3.4)
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où µn = ||T 0(α)||∞×. . .×||T n(α)||∞ et Bn = Ba0,i0 . . . Ban,in . Ceci permet de préci-
ser les notions de convergence faible et de convergent dans le cas des développements
de Brun. Une preuve de la proposition suivante est donnée dans [23] :

Proposition 3.15 Si α ∈ [0, 1]d, alors son développement de Brun (an, in)n≥0 est
faiblement convergent, c’est-à-dire qu’il vérifie :

∀ε > 0, ∃N t.q.
(
n ≥ N, u ∈ [0, 1]d

)
⇒ ||(1,α)− µnBn(1,u)|| ≤ ε,

où µn = ||T 0(α)||∞ × . . .× ||T n(α)||∞ et Bn = Ba0,i0 . . . Ban,in.

La faible convergence permet d’approcher un vecteur réel par une suite de vec-
teurs rationnels dont toutes les coordonnées ont le même dénominateur (on parle
d’approximation simultanée). En effet, si α ∈ [0, 1]d a pour développement de Brun
la suite (an, in)n, son n-ème convergent est le vecteur de Zd+1 défini par :

(qn,pn) = Ba0,i0 . . . Ban,in(1,0). (3.5)

La proposition 3.15 assure alors :

lim
n→∞

µn(qn,pn) = (1,α). (3.6)

On en déduit, en divisant les d dernières coordonnées par µnqn (qui tend vers 1) :

lim
n→∞

pn
qn

= α.

Exemple 3.16 Le 12ème convergent de (
√
2
2
, π
4
) est (1533, 1084, 1204). On vérifie :∥∥∥∥∥

(
1084

1533
,
1204

1533

)
−

(√
2

2
,
π

4

)∥∥∥∥∥
∞

≤ 10−5.

3.3 Développement de Brun d’un plan

3.3.1 Substitutions de Brun

Définition 3.17 Soit a ∈ N∗ et i ∈ {1, . . . , d}. La substitution de Brun associée
au couple (a, i), notée βa,i, est définie sur les mots sur {1, . . . , d+ 1} par :

βa,i :


1 7→ 1a· (i+ 1),

(i+ 1) 7→ 1,
j 7→ j.
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On vérifie que la matrice d’incidence de βa,i est la matrice Ba,i introduite par
l’équation (3.1). Il s’agit donc d’une substitution unimodulaire, et on calcule :

E∗1(βa,i) :

 (0, 1∗) 7→ (0, (i+ 1)∗) +
∑a−1

k=0(−kei+1, 1
∗),

(0, (i+ 1)∗) 7→ (−aei+1, 1
∗),

(0, j∗) 7→ (0, j∗).

La figure 3.3 illustre l’action de ces applications duales.

Figure 3.3 – Action des applications duales E∗1(β4,1) (en haut) et E∗1(β3,2) (en bas)
sur les faces (0, 1∗), (0, 2∗) et (0, 3∗).

L’équation suivante découle alors directement du théorème 3.4 et de l’équation
(3.2), en remarquant que Ba,i est symétrique :

E∗1(βa,i)(P||α||∞(1,T (α)),ρ) = P(1,α),ρ. (3.7)

La proposition 2.13 permet également de déduire de l’équation (3.4) :

E∗1(βn)(Pµn(1,Tn+1(α)),ρ) = P(1,α),ρ, (3.8)

où µn = ||T 0(α)||∞ × . . .× ||T n(α)||∞ et βn = βan,in ◦ . . . ◦ βa0,i0 .

De plus, les substitutions de Brun sont inversibles, et on calcule :

β−1a,i :


1 7→ (i+ 1),

(i+ 1) 7→ (i+ 1)−a· 1,
j 7→ j.

L’application duale associée est alors :

E∗1(β−1a,i ) :


(0, 1∗) 7→ (ae1, (i+ 1)∗),
(0, (i+ 1)∗) 7→ (0, 1∗)−

∑a
k=1(ke1, (i+ 1)∗),

(0, j∗) 7→ (0, j∗).
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Toujours grâce au théorème 3.4, l’équation (3.3) donne alors :

P||α||∞(1,T (α)),ρ = E∗1(β−1a,i )(P(1,α),ρ). (3.9)

Les équations ci-dessus montrent donc que l’action de l’application de Brun T
sur un vecteur α peut être interprétée comme l’action d’une application duale sur
un plan en escalier de vecteur normal (1,α).

3.3.2 Paliers d’un plan

Introduisons la notion de palier d’une fonction binaire :

Définition 3.18 Soit i 6= j deux entiers de {1, . . . , d}. Un (i, j)-palier d’une fonc-
tion binaire B est une fonction binaire maximale parmi les fonctions binaires infé-
rieures à B de la forme : ∑

k∈I

(x+ kej, i
∗),

où x est un vecteur de Zd et I un intervalle de Z. On note respectivement a−i,j(B)
et a+i,j(B) l’infimum et le supremum des tailles des (i, j)-paliers de B.

Autrement dit, un (i, j)-palier d’une fonction binaire B est un suite maximale
de faces de type i alignées dans la direction ej et dont l’interprétation géométrique
est incluse dans celle de B (voir Fig. 3.4). Soulignons qu’un (i, j)-palier peut être
de taille infinie ; par exemple, on vérifie que tous les (1, i)-paliers d’un plan en es-
calier de vecteur normal (1,0) sont infinis. On a donc, a priori, a±i,j(P) ∈ N∪{+∞}.

L’intérêt des paliers est qu’ils permettent de “lire” directement sur un plan en
escalier des informations sur son vecteur normal. Plus précisément, on montre :

Proposition 3.19 Soit α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Pour αj 6= 0, on a :

a−i,j(Pα,ρ) = max(bαi/αjc, 1) et a+i,j(Pα,ρ) = max(dαi/αje, 1)

Preuve. Soit x ∈ Zd et I ⊂ Z tels que la fonction K définie ci-dessous soit un
(i, j)-palier de Pα,ρ :

K =
∑
k∈I

(x+ kej, i
∗).

Supposons que I contienne un intervalle [a, b], de longueur b− a+ 1. On a alors :

Pα,ρ(x+ aej, i) = 1 ⇒ 〈x|α〉+ aαj < ρ ≤ 〈x|α〉+ aαj + αi,

Pα,ρ(x+ bej, i) = 1 ⇒ 〈x|α〉+ bαj < ρ ≤ 〈x|α〉+ bαj + αi.

On en déduit :
aαj < ρ− 〈x|α〉 ≤ bαj + αi,
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Figure 3.4 – Ce plan en escalier a des (1, 3)-paliers de taille 2 ou 3 (encadrés, à
gauche), des (1, 2)-paliers de taille 2 ou 3 (au centre) et des (3, 2)-paliers de taille 1
ou 2 (à droite). Tous les autres paliers sont de taille 1.

puis, pour αj 6= 0 :
b− a+ 1 <

αi
αj

+ 1,

ce qui majore la longueur de I. On peut donc écrire I = [a, b]. On a alors :

Pα,ρ(x+ aej, i) = 1 ⇒ 〈x|α〉+ (a− 1)αj < 〈x|α〉+ aαj < ρ,

et on en déduit :

Pα,ρ(x+ (a− 1)ej, i) = 0 ⇒ ρ > 〈x|α〉+ (a− 1)αj + αi.

De même, on montre :
ρ ≤ 〈x|α〉+ (b+ 1)αj.

Finalement, on a :

(a− 1)αj + αi < ρ− 〈x|α〉 ≤ (b+ 1)αj,

soit, pour αj 6= 0 :
b− a+ 1 >

αi
αj
− 1.

La longueur de I est donc minorée. En conclusion, on a montré :
αi
αj
− 1 < a−i,j(Pα,ρ) ≤ a+i,j(Pα,ρ) <

αi
αj

+ 1.

Le résultat annoncé en découle (le maximum venant du fait qu’un palier est tou-
jours de taille au moins 1). ut
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En particulier, cette proposition assure que, pour i et j fixés, la taille des (i, j)-
paliers prend au plus deux valeurs. Ceci généralise un résultat analogue connu pour
les droites discrètes (voir, par exemple, [61]).

3.3.3 Algorithme de Brun géométrique

On montre ici que la notion de palier définie au paragraphe précédent permet
de définir directement sur un plan en escalier de normale (1,α) une application
permettant de calculer le développement de Brun du vecteur α.

Introduisons d’abord les deux sous-ensembles de P suivants :

P∃ = {P(1,α),ρ | α ∈ [0, 1]d, ρ ∈ R} et P∀ = {P(1,0),ρ | ρ ∈ R}.

On déduit de l’équation (3.9) que ces deux ensembles peuvent aussi s’écrire :

P∃ = {P ∈ P | ∃a ∈ N∗, ∀i ∈ {1, . . . , d}, E∗1(β−1a,i )(P) ∈ P},

P∀ = {P ∈ P | ∀a ∈ N∗, ∀i ∈ {1, . . . , d}, E∗1(β−1a,i )(P) ∈ P}.

On utilise ensuite les paliers pour définir deux fonctions particulières sur P∃\P∀ :

Définition 3.20 Soit P un plan en escalier P∃\P∀. On définit :

i(P) = min
1≤i≤d

{i | max
1≤j≤d

a+j+1,i+1(P) ≤ 1} et a(P) = a−1,i(P)+1(P).

Ces fonctions vérifient alors :

Proposition 3.21 Soit α ∈ [0, 1]d\{0} et ρ ∈ R. Alors, on a :

i(P(1,α),ρ) = min{i | αi = ||α||∞} et a(P(1,α),ρ) = b||α||−1∞ c.

Preuve. D’après la proposition 3.19, a+j+1,i+1(P(1,α),ρ)) ≤ 1 assure dαj/αie ≤ 1,
donc αi ≥ αj. On en déduit la première égalité. La seconde égalité découle alors de
la proposition 3.19. ut

Exemple 3.22 Soit (1, α, β) le vecteur normal (inconnu) du plan en escalier P
de la figure 3.4. On ”lit” sur le plan P a−2,3(P) = 0 et a−3,2(P) = 1. On en déduit
i(P) = 2, puis a(P) = a−1,3(P) = 2, c’est-à-dire α < β et bβ−1c = 2.

Ainsi, bien que les fonctions a et i soient définies à partir des seuls paliers d’un
plan et non de son vecteur normal, elles donnent l’information suffisante à calculer
l’image de ce vecteur par l’application de Brun (Déf. 3.8). Ceci permet d’introduire :
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Définition 3.23 L’application de Brun géométrique, notée T̃ , est l’application dé-
finie sur un plan en escalier P ∈ P∃\P∀ par :

T̃ (P) = E∗1(β−1a(P),i(P))(P).

La proposition 3.21 et l’équation (3.9) assurent alors que T̃ est à valeurs dans
P∃. Plus précisément, on a :

Proposition 3.24 Soit α ∈ [0, 1]d\{0} et ρ ∈ R. Alors, on a :

T̃ (P(1,α),ρ) = P||α||∞(1,T (α)),ρ.

Ainsi, l’application T̃ permet de calculer le développement d’un vecteur α à par-
tir d’un plan de vecteur normal (1,α). En effet, si (an, in)n désigne le développement
de Brun de α, on a, pour tout ρ ∈ R :

an = a(T̃ n(P(1,α),ρ)) et in = i(T̃ n(P(1,α),ρ)). (3.10)

Par extension, on appelle aussi développement de Brun du plan P(1,α),ρ la suite
(an, in)n. Contrairement à un vecteur, un plan n’est pas totalement caractérisé par
son développement de Brun (à cause du paramètre ρ). La figure 3.5 illustre le calcul
du développement de Brun d’un plan en escalier.

Figure 3.5 – Applications itérées de T̃ sur un plan en escalier P (de gauche
à droite). Le développement de Brun de P est alors la suite définie par
(a(T̃ n(P)), i(T̃ n(P)))n. Ici, on obtient le même développement que celui du vec-
teur (1/19, 25/76) : on en déduit que le plan P est un plan de vecteur normal
(1, 1/19, 25/76).



Chapitre 4

Flips : des plans aux surfaces

Ce chapitre joue le rôle de charnière entre le chapitre précédent et le suivant. On
commence par rappeler la notion de surface en escalier, introduite par D. Jamet
dans [71] et on montre quelques propriétés élémentaires associées. On définit alors
la notion de flip en utilisant le formalisme introduit aux chapitres précédents. On
montre alors que toute surface en escalier peut être obtenue comme une suite de
flips effectués sur un plan en escalier (Th. 4.16). Nous avons publié ce résultat dans
l’article [3]. On introduit une nouvelle variante du flip, le pseudo-flip, qui conduit
à des résultats proches de ceux concernant les flips, mais plus simple à montrer et
suffisants pour les besoins du chapitre suivant (Th. 4.20 et 4.21). Ceci a été décrit
dans l’article [16].

4.1 Surfaces en escalier

4.1.1 Pavages canoniques de codimension un

La propriété suivante découle facilement de la définition d’un plan en escalier
(Déf. 3.1) et de son interprétation géométrique :

Proposition 4.1 Soient α ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Alors, le plan en escalier Pα,ρ est

la somme des faces dont l’interprétation géométrique est incluse dans la “tranche”
de Rd définie par :

ρ+α⊥ + [0, 1]d.

Autrement dit, un plan en escalier peut être vu comme une discrétisation par
des faces d’hypercubes d’une coupe de Rd par un espace affine de codimension 1.
On montre également (voir [20]) :

Proposition 4.2 Soit u = e1 + . . . + ed, α ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Alors, la pro-

jection orthogonale sur u⊥, notée π, est un homéomorphisme de l’interprétation
géométrique du plan en escalier Pα,ρ sur l’hyperplan u⊥.

59
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Notamment, il découle de la proposition précédente qu’en projetant l’interpréta-
tion géométrique de tout plan en escalier par π, on obtient un pavage de l’hyperplan
u⊥ par les proto-tuiles T1, . . . , Td, où Ti est le compact obtenu en projetant par π
l’interprétation géométrique de la face (0, i∗). Plus précisément, le pavage obtenu
est un pavage canonique de codimension 1, ou encore, un pavage d → d − 1 (voir
Déf. 1.9). Par exemple, la figure 3.1 peut être vue comme un pavage par trois proto-
tuiles en forme de losange (identiques à rotation d’angle 2π/3 près).

Cependant, soulignons qu’il est clair qu’on ne peut obtenir tous les pavages
canoniques de codimension 1 comme des projections de plan en escalier (de telles
projections sont très régulières, ce qui n’est pas nécessairement le cas d’un pavage
canonique). Ceci conduit à généraliser la notion de plan en escalier par celle de
surface en escalier, introduite dans [71] comme suit :

Définition 4.3 Soit u = e1 + . . . + ed. Une surface en escalier est une fonction
binaire S dont l’interprétation géométrique est homéomorphe à u⊥ par la projection
orthogonale sur u⊥, notée π. On note S l’ensemble des surface en escalier.

Un plan en escalier est donc un cas particulier de surface en escalier. La figure
4.1 représente une surface en escalier dont il est facile de se convaincre que ce n’est
pas un plan en escalier. On peut résumer ceci par la chaîne d’inclusions (strictes)
suivante :

P ⊂ S ⊂ B ⊂ F.

Figure 4.1 – Interprétation géométrique d’une surface en escalier de R3 (qui n’est
pas un plan en escalier). En projetant sur l’hyperplan (e1 + e2 + e3)

⊥, on obtient
un pavage du plan par trois types de losanges (proto-tuiles).

Intuitivement, un plan en escalier correspond aux faces d’hypercubes unités ob-
tenues en prenant une “tranche droite” de Rd (c’est le sens de la proposition 4.1)
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alors qu’une surface en escalier correspond à une “tranche courbe” de Rd. On obtient
une discrétisation de plan dans le premier cas et de surface dans le second cas.

On montre alors, en s’inspirant des travaux de Thurston dans le cas fini (voir
[108]), que tout pavage canonique de codimension 1 par les proto-tuiles T1, . . . , Td,
où Ti est le compact obtenu en projetant par π de l’interprétation géométrique de
la face (0, i∗), s’obtient comme projection par π d’une surface en escalier (unique à
translation selon u = e1 + . . . + ed près). Plus précisément si T est un tel pavage,
on définit sur les sommets de ce pavage (c’est-à-dire les sommets des tuiles) une
fonction hT à valeurs dans Zd, appelée fonction de hauteur, en posant hT (x0) = 0
pour un sommet x0 fixé (quelconque) de T et, pour tous sommets x et y de T reliés
par une arête qui est la projection d’un vecteur ei (toutes les arêtes du pavage sont
de ce type), hT (x) − hT (y) = ei. On vérifie que cette définition est cohérente par
induction sur la taille d’un cycle d’arêtes du pavage. Une preuve plus détaillée de
ceci est donnée dans [3].

4.1.2 Propriétés élémentaires

Commençons par définir les sommets d’une surface en escalier :

Définition 4.4 Soit S ∈ S une surface en escalier. Alors, l’ensemble des sommets
de S, noté V (S), est l’ensemble des sommets des faces de S, c’est-à-dire les vecteurs
entiers appartenant à l’interprétation géométrique de S.

On montre (voir, par exemple, [3]) :

Proposition 4.5 Une surface en escalier S est entièrement caractérisée par l’en-
semble V (S) de ses sommets.

La propriété suivante, plus délicate, sera souvent utile :

Proposition 4.6 Si x et y sont deux sommets distincts d’une surface en escalier,
alors x− y n’est ni strictement positif ni strictement négatif.

Preuve. Supposons que x et y soient deux sommets d’une surface en escalier S
tels que y − x > 0 (le cas y − x < 0 étant similaire). Une surface étant connexe,
il n’est pas difficile de voir qu’il existe une suite (xn)0≤n≤N de sommets de S tels
que x0 = x, xN = y et, pour tout n, xn+1 − xn = ein+1 , pour in ∈ {1, . . . , d}. On
déduit de y − x > 0 qu’on a :

{i1, . . . , iN} = {1, . . . , d}.

Considérons alors la suite croissante d’entiers (r(k))1≤k≤d, où r(k) est défini par :

r(k) = min{n | Card({i1, . . . , in}) = k}.
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On a r(k) ≥ k pour k = 1, . . . , d. Montrons que quitte à modifier la suite (xn)n, on
peut se ramener au cas où r(k) = k pour k = 1, . . . , d.
Par définition, r(1) = 1. Pour k = 2, quitte à remplacer x par xr(2)−2, qui vérifie
aussi y − xr(2)−2 > 0, on se ramène r(2) = 2.
Soit alors k ≥ 3 tel que r(k′) = k′ pour k′ < k et r(k) > k. Considérons les trois
sommets de S suivants :

xr(k)−2, xr(k)−1 = xr(k)−2 + eir(k)−1
, xr(k) = xr(k)−2 + eir(k)−1

+ eir(k) .

La définition de r(k) assure qu’on a ir(k)−1 6= ir(k). Le sommet ci-dessous est alors
le quatrième sommet d’une “sous-face” de dimension 2 d’une face de S :

xr(k)−2 + eir(k) .

En remplaçant xr(k)−1 par ce sommet, on obtient une nouvelle suite de sommets
de S reliant x0 à xN = y, et la valeur de r(k) a été décrémentée de 1 par cette
opération. En itérant, on se ramène donc à r(k) = k.
Finalement, on obtient un chemin tel que r(k) = k pour tout k = 1, . . . , d. En
particulier, de r(d) = d on déduit xd − x0 = ei1 + . . . + eid = e1 + . . . + ed, et
donc π(xd) = π(x0). Ceci montre que π n’est pas injective sur S, ce qui contredit
la définition d’une surface en escalier. Le résultat en découle. ut

Définition 4.7 La hauteur d’un vecteur x ∈ Zd est le réel h(x) = 〈x|u〉. Si x et
y sont deux vecteurs entiers tels que π(x) = π(y), on dit alors que x est au-dessus
de y si h(x) ≥ h(y) et en dessous si h(x) ≤ h(y).

En particulier, la proposition 4.6 entraîne que deux sommets distincts d’une
surface en escalier ne sont jamais l’un au-dessus de l’autre. On dit alors que x ∈
Zd est au-dessus d’une surface en escalier s’il est au-dessus d’un sommet de cette
surface, et qu’une surface en escalier est au-dessus d’une autre si chacun des sommets
de la première surface est au-dessus de la seconde surface. Comme, de plus, deux
faces distinctes ne peuvent s’intersecter que sur leurs frontières, ceci permet de
définir deux opérations simples sur les surfaces en escalier :

Définition 4.8 Soit S et S ′ deux surfaces en escalier. On note S ∧S ′ et S ∨S ′ les
surfaces en escalier dont les sommets sont respectivement définis par :

V (S ∧ S ′) = {x ∈ V (S) ∪ V (S ′) | x est en dessous de S et S ′},
V (S ∨ S ′) = {x ∈ V (S) ∪ V (S ′) | x est au-dessus de S et S ′}.

Plus intuitivement, l’interprétation géométrique de S ∧ S ′ (resp. S ∨ S ′) est ce
qu’on voit si on regarde “du dessous” (resp. “du dessus”) les interprétations géo-
métriques de S et de S ′ (représentées sur une même figure). La figure 4.2 illustre
l’opération ∧.

On introduit alors les surfaces particulière suivantes (voir Fig. 4.3) :
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Figure 4.2 – Interprétation géométrique de la surface en escalier P ∧ S, où P et
S sont les surfaces en escalier respectivement représentés par les figures 3.2 et 4.1.

Définition 4.9 Soit x = (x1, . . . , xd) ∈ Zd. Soit Ĉx et Čx les surfaces en escalier
définies par :

Ĉx =
∧

1≤i≤d

Pei,xi et Čx =
∨

1≤i≤d

Pei,xi .

Ces surfaces sont respectivement appelées coin sortant et coin rentrant.

En particulier, x est un sommet de Ĉx et Čx. De plus, on déduit de la proposition
4.6 que toute surface en escalier dont x est un sommet est à la fois au-dessus de Ĉx
et en dessous de Čx. Toute surface en escalier S vérifie donc l’équation :

S =
∨

x∈V (S)

Ĉx =
∧

x∈V (S)

Čx. (4.1)

Ceci permet d’ailleurs de montrer que la réciproque de la proposition 4.6 est vraie :
si deux vecteurs entiers x et y sont tels que x − y n’est ni strictement positif ni
strictement négatif, alors ce sont des sommets d’une surface en escalier puisque, par
exemple, la surface Ĉx ∨ Ĉy convient.

Pour conclure cette section, montrons que S est fermé dans F pour la topologie
induite par la distance dF (Déf. 2.9) :

Proposition 4.10 L’ensemble S des surfaces en escalier est fermé.

Preuve. Soit (Sn)n une suite convergente de surfaces en escalier de limite S.
Pour tout R ≥ 0, il existe N ≥ 0 tel que pour n ≥ N , Sn et S coïncident sur
BR = {(x, i) ∈ Zd × {1, . . . , d} | ||x|| ≤ R}. En particulier, π est donc un homéo-
morphisme de la restriction de S à BR sur son image, qui contient une boule de u⊥



64 CHAPITRE 4. FLIPS : DES PLANS AUX SURFACES

Figure 4.3 – Le coin sortant Ĉx (à gauche) et le coin rentrant Čx (à droite). Le
vecteur x est un sommet de ces coins, plus précisément c’est “le sommet” (au sens
usuel du terme) de chacun de ces coins.

de rayon R. Ceci valant pour tout R, on en déduit que π est un homéomorphisme
de S sur u⊥, c’est-à-dire que S est une surface en escalier. ut

A contrario, soulignons que l’ensemble des plans en escalier n’est pas fermé,
comme l’illustre la figure 4.4.

4.2 Flips

4.2.1 Flip-accessibilité

On utilise ici le formalisme des fonctions de Zd×{1, . . . , d} dans Z (c’est-à-dire
l’ensemble F) pour donner un équivalent en termes de surfaces en escalier de la
notion de flip, définie au chapitre 1. Plus précisément, on définit :

Définition 4.11 Le flip localisé en x ∈ Zd est la fonction Fx ∈ F définie par :

Fx =
d∑
i=1

(x, i∗)−
d∑
i=1

(x− ei, i∗).

On dit alors qu’on fait un flip ascendant (resp. descendant) en x sur une surface
en escalier S si on ajoute (resp. soustrait) Fx à S de telle sorte que la fonction
S ± Fx obtenue soit binaire. Comme π est clairement un homéomorphisme de
(x, 1∗)+ . . .+(x, d∗) sur (x−e1, 1∗)+ . . .+(x−ed, d∗), la fonction obtenue est alors
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Figure 4.4 – La suite de plans (P(n,1,π),0)n≥1 converge vers la surface en escalier
représentée ici, qui n’est pas un plan en escalier (mais qui peut être vue comme un
plan en escalier dégénéré).

en fait encore une surface en escalier. On en déduit que l’ensemble des surfaces en
escalier est stable par flips. Soulignons que faire un flip sur une surface en escalier
correspond bien à faire un flip classique sur le pavage canonique de codimension 1
associé cette surface en escalier (voir, par exemple, Fig. 4.5).

Figure 4.5 – Faire un flip ascendant (resp. descendant) sur une surface en escalier,
c’est ajouter (resp. retrancher) une fonction Fx de sorte à obtenir une nouvelle
surface (ici, flip ascendant de gauche à droite, descendant dans l’autre sens).

Définissons maintenant la notion de flip-accessibilité en s’inspirant de la notion
correspondante introduite sur les pavages :

Définition 4.12 Une surface en escalier S ′ est dite flip-accessible à partir d’une
surface en escalier S s’il existe une suite (Sn)n de surfaces en escalier telle que :

S0 = S, Sn+1 − Sn ∈ {±Fx | x ∈ Zd}, lim
n→∞

Sn = S ′.
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Si (Sn)n est finie, alors S ′ est dite finiment flip-accessible à partir de S.

Soulignons que cette notion de flip-accessibilité n’est pas restreinte aux suites
finies de flips, mais vaut aussi pour des suites infinies, ce qui est rendu possible
par la notion de convergence définie par la distance dF (Déf. 2.9). Il n’est pas très
difficile de voir que cette notion de flip-accessibilité est asymétrique, c’est à dire
qu’une surface peut être flip-accessible à partir d’une autre sans que la réciproque
ne soit vraie (la figure 4.6, ci-dessous, donne un exemple). Il est donc naturel de
chercher à caractériser la flip-accessibilité entre deux surfaces données. C’est à cet
effet qu’on introduit la notion d’ombre :

Définition 4.13 Soit πi la projection de Rd sur Rd−1 définie par :

πi(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd).

La ième-ombre d’une surface en escalier S est alors l’image par πi de l’interprétation
géométrique de S, notée πi(S).

Les ombres de S sont donc des sous-ensembles de Rd−1. Notons que pour tout
x ∈ Zd et tous i, j ∈ {1, . . . , d}, on a :

πi(x, j
∗) = πi(x− ej, j∗)

On en déduit que faire un flip ascendant ou descendant sur une surface en escalier
ne modifie pas ses ombres. Ceci reste valable pour un nombre fini de flips, mais pas
nécessairement pour un nombre infini de flips. En effet, on a seulement (voir aussi
Fig. 4.6) :

Proposition 4.14 Si S ′ est une surface en escalier flip-accessible à partir d’une
surface en escalier S, alors chaque ombre de S ′ est incluse dans l’ombre correspon-
dante de S.

Preuve. Un point dans une ombre de S ′ est de la forme πi(z), où z est un point de
l’interprétation géométrique de S ′. Par définition de la flip-accessibilité, pour toute
boule de taille fixée, il existe une séquence finie de flips telle que S soit transformée
en une surface en escalier qui coïncide avec S ′ sur cette boule. En particulier, en
considérant une boule contenant z, l’invariance des ombres par un nombre fini de
flips assure que πi(z) est aussi dans l’ombre πi(S). Le résultat annoncé en découle. ut

En fait, on montre que la condition nécessaire donnée par la proposition 4.14
est une condition suffisante. Commençons par le lemme suivant :

Lemme 4.15 Soit S une surface en escalier et x un vecteur entier au-dessus (resp.
en dessous) de S. Si, pour i = 1, . . . , d, πi(x) ∈ πi(S), alors la surface S∨ Ĉx (resp.
S ∧ Čx) est finiment flip-accessible à partir de S.
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Figure 4.6 – Quatre surfaces en escalier, avec une flèche d’une surface à une autre si
cette dernière est flip-accessible à partir de la première. Les ombres de ces surfaces
sont représentées (en sombre). D’après le théorème 4.16 (ci-dessous), il y a flip-
accessibilité exactement quand il y a inclusion des ombres.
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Preuve. Supposons, par exemple, que x est au-dessus de S (l’autre cas étant si-
milaire). Les hypothèses assurent que, pour i = 1, . . . , d, il existe λi ∈ N tel que
x − λiei soit un sommet de S. Introduisons le vecteur z = x − λ1e1 − . . . − λded.
On déduit alors de la proposition 4.6 et de la définition de Ĉx qu’un vecteur y au-
dessus de S et strictement en dessous de S ∨ Ĉx vérifie z ≤ y < x. En particulier,
il y a un nombre fini N de tels vecteurs. Raisonnons alors par récurrence sur N . Si
N = 0, on a S = S ∨ Ĉx et il n’y a pas besoin de faire de flips. Sinon, soit y0 le
vecteur de hauteur minimale (Déf. 4.7) parmi ceux au-dessus de S et strictement en
dessous de S ∨ Ĉx. Il n’est pas difficile de voir qu’un tel vecteur est nécessairement
un sommet de S, car sinon on pourrait le remplacer par y0 − e1 − . . . − ed, qui a
une hauteur strictement inférieure. De plus, pour i = 1, . . . , d, y0 − ei n’est pas un
sommet de S (car ce vecteur a aussi une hauteur strictement inférieure à celle de
y0). On en déduit que les sommets de S voisins de y0 sont y0+ei, pour i = 1, . . . , d,
et donc S(y0 − ei, i) = 1, pour i = 1, . . . , d. En ajoutant Fy0 à S on obtient donc
une surface S ′, qui est telle qu’il y a N − 1 vecteurs au-dessus d’elle et strictement
en dessous de S ∨ Ĉx (les N précédents moins y0). Par hypothèse de récurrence,
S∨Ĉx est finiment flip-accessible à partir de S ′, donc à partir de S avec le flip Fy0 . ut

Ainsi, le lemme précédent montre comment transformer par flips une surface en
escalier de façon à ce que la surface obtenue ait pour sommet un vecteur fixé. On
utilise alors ce résultat pour montrer :

Théorème 4.16 Une surface en escalier S ′ est flip-accessible à partir d’une sur-
face en escalier S si et seulement si chaque ombre de S ′ est incluse dans l’ombre
correspondante de S :

S flips−→ S ′ ⇔ ∀i, πi(S ′) ⊂ πi(S).

Preuve. Notons V (S ′) = {xn | n ≥ 1} de telle sorte que si xm a une norme supé-
rieure à xn, alors m ≥ n. D’après le lemme 4.15, en supposant, par exemple, que x1

est au-dessus de S, on transforme S en S ∨ Ĉx1 , qui est une surface dont x1 est un
sommet, en effectuant un nombre fini de flips. Supposons alors qu’on ait transformé
S en une surface Sn dont x1, . . . ,xn sont des sommets, en effectuant un nombre
fini de flips. Toujours d’après le lemme 4.15, en supposant, par exemple, que xn+1

est au-dessus de Sn, on transforme Sn en une surface Sn+1 = S ∨ Ĉx1 dont xn+1 est
un sommet. De plus, la preuve du lemme montre que ces flips sont tous localisés
en dessous du coin Ĉx1 . Or la proposition 4.6 assure que xn+1 n’est ni strictement
inférieur ni strictement supérieur à aucun des sommets x1, . . . ,xn. On en déduit
qu’en transformant Sn en Sn+1, aucun flip localisé en xi, avec i ≤ n, n’est fait. Donc
x1, . . . ,xn+1 sont tous des sommets de Sn+1. Par récurrence, on obtient une suite
de surfaces en escalier convergeant vers une surface qui a les mêmes sommets que
S ′ : il s’agit donc de S ′, ce qui termine la preuve. ut
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La figure 4.6 illustre ce théorème. Un cas particulier intéressant est celui des
plans en escalier. En effet, ceux-ci ont des ombres particulières :

Proposition 4.17 Un plan en escalier de P dont le vecteur a toutes ses coordon-
nées strictement positives n’a que des ombres complètes, c’est-à-dire égales à Rd−1.

Preuve. Soit P un plan en escalier de vecteur normal α > 0 et d’intercept ρ. Soit
y ∈ Rd un vecteur dont la ième coordonnée est nulle. On peut écrire y = x + z,
avec x ∈ Zd et z ∈ [0, 1]d ayant tous les deux une ième coordonnée nulle. La suite
(〈x+kei|α〉)k est strictement croissante car la ième coordonnée de α est strictement
positive. Donc il existe k tel que :

〈x+ kei|α〉 < ρ ≤ 〈x+ kei + ei|α〉,

c’est-à-dire P(x, i) = 1. En particulier, le vecteur x+kei +ei +z, dont l’image par
πi est y, appartient à l’interprétation géométrique de P (ceci découle de la définition
de l’interprétation géométrique d’une face, voir Déf. 2.5, Chap. 2). Ceci prouve que
l’ombre πi(P) est complète. ut

On déduit alors immédiatement du théorème 4.16 :

Corollaire 4.18 Si P est un plan en escalier de P dont le vecteur a toutes ses coor-
données strictement positives, alors toute surface en escalier de S est flip-accessible
à partir de P.

Par exemple, la surface en escalier de la figure 4.1 peut être obtenue en faisant
des flips sur le plan en escalier de la figure 3.1 (Chap. 3).

4.2.2 Pseudo-flip-accessibilité

La notion de flip-accessibilité introduite dans le paragraphe précédent pour les
surfaces en escalier est directement inspirée de la notion correspondante pour les
pavages. Cependant, soulignons que la définition d’un flip comme une fonction de
F (Déf. 4.11) permet de dépasser le cadre des surfaces en escalier (et donc la cor-
respondance avec les pavages). Plus précisément, on peut définir la notion suivante
de flip-accessibilité, appelée pseudo-flip-accessibilité pour la distinguer de la précé-
dente :

Définition 4.19 Une fonction E ′ ∈ F est dite pseudo-flip-accessible à partir d’une
fonction E ∈ F s’il existe une suite (En)n de fonctions de F telle que :

E0 = E , En+1 − En ∈ {±Fx | x ∈ Zd}, lim
n→∞

En = E ′.

Si (En)n est finie, alors E ′ est dite finiment pseudo-flip-accessible à partir de E.
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Soulignons qu’une surface flip-accessible à partir d’une autre surface est, a for-
tiori, pseudo-flip-accessible à partir de cette surface. La réciproque est en général
fausse, puisque le théorème suivant montre qu’il y a en fait toujours pseudo-flip-
accessibilité entre deux surfaces en escalier :

Théorème 4.20 Si S et S ′ sont deux surfaces en escalier, alors S ′ est pseudo-flip-
accessible à partir de S.

Preuve. Soit S et S ′ deux surfaces en escalier. Soit εS,S′ la fonction de Zd dans
{−1, 0, 1} définie par :

εS,S′(x) =


1 si x est au-dessus de S et strictement en dessous de S ′
−1 si x est en dessous de S et strictement au-dessus de S ′

0 sinon.

Soit alors {xn | n ≥ 1} l’ensemble des vecteurs de Zd envoyés dans {−1, 1} par
εS,S′ . On suppose que cet ensemble est indexé de telle sorte que si i ≤ j, alors xi a
une norme inférieure à xj. Ceci assure la convergence de la suite de fonction (Sn)n
définie par :

Sn = S +
∑

1≤k≤n

εS,S′(xk)Fxk .

De plus, cette suite converge vers S ′ puisque que tant qu’un point de Sn est au-
dessus (resp. en dessous) de S ′, il sera remonté (resp. descendu) par un flip (selon
le signe ±1 donné au flip par εS,S′). La surface S ′ est donc pseudo-flip-accessible à
partir de S. ut

La pseudo-flip-accessibilité est donc une notion strictement plus puissante que
celle de flip-accessibilité. On peut se demander quel intérêt a cette notion, qui semble
trop détachée d’une quelconque interprétation géométrique (puisqu’on s’autorise à
enlever ou ajouter un cube unité, ou voxel, n’importe où dans l’espace). Le théo-
rème suivant montre cependant que cette notion peut être utile pour décider si une
fonction binaire est une surface en escalier. Ce théorème sera notamment utilisé
dans la suite (Chap. 5) pour relier l’action des applications duales sur les surfaces
en escalier (Chap. 5) à leur action sur les plans en escalier (Chap. 3).

Théorème 4.21 Une fonction binaire pseudo-flip-accessible à partir d’une surface
en escalier est elle-même une surface en escalier.

Preuve. Soit B une fonction binaire pseudo-flip-accessible à partir d’une surface en
escalier S. Il existe une suite (xn, εn)n≥1 de Zd × Z telle que :

B = S + lim
N→∞

∑
1≤n≤N

εnFxn .
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On peut supposer que xi 6= xj pour i 6= j (c’est-à-dire qu’il n’y a pas de flip ajouté
puis retranché), et donc que εn = ±1 (car si un flip est fait, par exemple, 2 fois, au
moins un autre flip devra être fait au même endroit mais dans l’autre sens sinon B
ne sera pas binaire).
Fixons maintenant R ≥ 0. Il existe N ≥ 0 tel que B et S + ε1Fx1 + . . . + εNFxN
soient égales sur {(x, i) ∈ Zd×{1, . . . , d} | ||x|| ≤ R}. On peut réordonner les flips
Fx1 , . . . ,FxN de telle sorte qu’on ait :

xi ≤ xj ⇒
{
i ≤ j si εi = εj = 1,
i ≥ j si εi = εj = −1.

Montrons alors, par récurrence sur n, que la fonction Sn = S +
∑

k≤n εkFxk est
une surface en escalier pour n = 0, . . . , N . C’est vrai pour n = 0 puisque S est une
surface en escalier. Supposons que, pour n < N , Sn soit une surface en escalier. Sup-
posons aussi que εn+1 = 1 (le cas εn+1 = −1 est similaire). Si Sn+1 n’est pas binaire,
c’est que l’ajout flip Fxn+1 a donné un coefficient négatif à une face (xn+1 − ei, i∗)
ou plus grand que deux à une face (xn+1, i

∗) (ceci découle de la définition d’un flip).
Considérons le premier cas, le second étant similaire. Comme SN est binaire sur
{(x, i) ∈ Zd×{1, . . . , d} | ||x|| ≤ R}, le coefficient négatif d’une face (xn+1−ei, i∗)
devra être modifié par un flip ultérieur, mettons εn′Fxn′ , avec n

′ > n+1. Si εn′ = 1,
alors xn′ = xn+1 + ei, ce qui est impossible vu la manière dont sont ordonnés les
flips. Si εn′ = −1, alors xn′ = xn+1, ce qui est exclu car les xi sont distincts. Donc
Sn+1 est binaire. Or, une fonction binaire obtenue en ajoutant un flip à une surface
en escalier est nécessairement une surface en escalier. Donc Sn+1 est une surface en
escalier, ce qui termine la récurrence.
Finalement, la fonction B coïncide sur des boules arbitrairement grandes avec une
surface en escalier. On en déduit que B est une surface en escalier (S étant fermé). ut

En particulier, ce théorème sera utile dans le chapitre suivant pour décrire une
surface en escalier quelconque comme un ensemble de flips faits sur un plan en esca-
lier, sans se préoccuper de l’ordre dans lequel ces flips peuvent être faits. Autrement
dit, on ramène ainsi l’étude des surfaces en escalier – objets souvent complexes –
aux plans en escalier et aux flips – objets bien plus simples.
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Chapitre 5

Développement de surface en escalier

Ce chapitre est en quelque sorte l’extension du chapitre 3 au cas des surfaces
en escalier. On commence par caractériser l’action des applications duales sur les
surface en escalier. Plus précisément, nous donnons une condition nécessaire et suf-
fisante simple pour que l’image d’un plan en escalier par l’application duale d’un
morphisme soit un plan en escalier (Th. 5.3). Ce résultat a été publié dans [3] dans
le cas d’une application duale d’une substitution, puis détaillé dans [16] (soumis),
dans le cas général d’une application duale d’un morphisme. On montre ensuite
que le procédé consistant à calculer le développement d’un plan grâce à ses paliers
(voir Chap. 3) peut être étendu aux surfaces en escalier, ceci bien qu’une surface
en escalier n’ait généralement pas de vecteur normal, contrairement à un plan en
escalier. Enfin, on caractérise en termes de quasi-plans les surfaces en escalier ayant
le même développement qu’un vecteur réel donné (Th. 5.14 et 5.20). Une version
partielle de ce dernier résultat se trouve dans l’article [16].

5.1 Action des applications duales

5.1.1 Cas général

Le point clé pour étendre l’action des applications duales des plans aux sur-
faces en escaliers est la notion de flip introduite dans le chapitre 4 (Déf 4.11). Plus
précisément, la proposition suivante est fondamentale :

Proposition 5.1 Soit σ un morphisme unimodulaire. Alors, pour tout x ∈ Zd,
l’application duale E∗1(σ) envoie le flip localisé en x sur le flip localisé en M−1

σ x :

∀x ∈ Zd, E∗1(σ)(Fx) = FM−1
σ x.

Preuve. Rappelons que pour F ∈ F, on a :

E∗1(σ)(F)(y, j) =
∑

i|σ(j)=p·i·s

F(Mσy + f(p), i)−
∑

i|σ(j)=p·i-1·s

F(Mσy + f(p)− ei, i).

73
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Notons σ(j) = uε11 · · ·u
εl
l , avec, pour k = 0, . . . , l, uk ∈ {1, . . . , d} et εk = ±1.

Introduisons alors, pour k = 0, . . . , l :

rk = f(uε11 · · ·u
εk
k ).

En remarquant que f(p)− ei = f(p· i−1), on peut alors réécrire E∗1(σ)(F)(y, j) :

E∗1(σ)(F)(y, j) =
∑
εk>0

F(Mσy + rk−1, uk)−
∑
εk<0

F(Mσy + rk, uk).

Prenons maintenant pour F un flip Fx (Déf. 4.11). Notons respectivement A et B la
première et la seconde somme de l’équation ci-dessus. On aE∗1(σ)(Fx)(y, j) = A−B,
et on calcule :

A = Card{εk > 0 | Mσy + rk−1 = x} − Card{εk > 0 | Mσy + rk−1 = x− euk},

B = Card{εk < 0 | Mσy + rk = x} − Card{εk < 0 | Mσy + rk = x− euk}.
Pour εk > 0 (resp. εk < 0), on a rk−1 + euk = rk (resp. rk + euk = rk−1). Ceci
permet de réécrire A et B :

A = Card{εk > 0 | rk−1 = x−Mσy} − Card{εk > 0 | rk = x−Mσy},

B = Card{εk < 0 | rk = x−Mσy} − Card{εk < 0 | rk−1 = x−Mσy}.
On obtient alors (en regroupant les termes croisés de A et B) :

A−B = Card{εk | rk−1 = x−Mσy} − Card{εk | rk = x−Mσy}.

On en déduit :

E∗1(σ)(Fx)(y, j) = A−B =


1 si x−Mσy = r0,
−1 si x−Mσy = rl,

0 sinon.

En remarquant que r0 = 0 et rl = f(σ(j)) = Mσej, on obtient finalement :

E∗1(σ)(Fx)(y, j) =


1 si y = M−1

σ x,
−1 si y = M−1

σ x− ej,
0 sinon,

c’est-à-dire E∗1(σ)(Fx)(y, j) = FM−1
σ x(y, j). Ceci prouve le résultat annoncé. ut

Ainsi, les applications duales agissent de manière simple sur les flips : elles ne
font que les déplacer. Les résultats du chapitre 4, notamment les théorèmes 4.20 et
4.21, vont alors permettre d’étendre aux surfaces en escalier le théorème 3.4, qui
caractérise l’action des application duales sur les plans en escalier.

Nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 5.2 Soit σ un morphisme unimodulaire. S’il existe une surface en escalier
S telle que E∗1(σ)(S) soit une fonction binaire, alors il existe un vecteur α ∈ Rd

+\{0}
tel que tMσα ∈ Rd

+.

Preuve. Soit S une surface en escalier telle que E∗1(σ)(S) ∈ B. Pour tout n ∈ N,
on note Sn la fonction binaire définie par :

Sn : (x, e∗i ) 7→
{
S(x, e∗i ) si ||x|| ≤ n,
0 sinon.

Géométriquement, Sn est la restriction de S à la boule de rayon n centrée en 0.
Pour n assez grand, la taille |Sn| de Sn est strictement positive. Par ailleurs, comme
la suite (Sn)n tend vers S et que E∗1(σ) est continue sur F, la suite (E∗1(σ)(Sn))n
tend vers B. En particulier, il n’est pas difficile de voir que ceci implique, pour n
assez grand, |E∗1(σ)(Sn)| > 0. On peut donc, pour n assez grand, définir les deux
vecteurs réels positifs et non nuls suivant :

αn =
1

|Sn|
(|Sn|1, . . . , |Sn|d), βn =

1

|E∗1(σ)(Sn)|
(|E∗1(σ)(Sn)|1, . . . , |E∗1(σ)(Sn)|d).

D’après la proposition 2.12, on a alors tMσαn = λnβn, avec :

λn =
|E∗1(σ)(Sn)|
|Sn|

=
||tMσf(Sn)||1
||f(Sn)||1

≤ |||tMσ|||,

où |||tMσ||| désigne la norme d’opérateur de tMσ. Comme ||αn||1 = ||βn||1 = 1, par
compacité, on peut extraire des suites (αn)n, (βn)n et (λn)n des suites convergentes
de limites respectives α, β et λ. Par continuité de Mσ, on a encore tMσα = λβ,
avec ||α||1 = 1, ce qui termine la preuve. ut

Soulignons qu’il existe des applications duales qui n’envoient aucune surface en
escalier sur une fonction binaire. C’est, par exemple, le cas de celles associées aux
morphismes dont la matrice d’incidence est négative.

Par ailleurs, on peut remarquer que la réciproque de ce lemme est vraie. En effet,
si un vecteur α ∈ Rd

+\{0} vérifie tMσα ∈ Rd
+, alors le théorème 3.4 assure que la

surface en escalier S = Pα,0 est envoyée sur la fonction binaire E∗1(σ)(S) = PtMσα,0.

Nous pouvons maintenant donner le résultat principal de ce paragraphe, qui
étend le théorème 3.6 au cas des surfaces en escalier :

Théorème 5.3 Soit σ un morphisme unimodulaire. Si l’image par E∗1(σ) d’une sur-
face en escalier est binaire, alors c’est une surface en escalier. En d’autres termes :

E∗1(σ)(S) ∩B ⊂ S.
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Preuve. Soit S une surface en escalier telle que E∗1(σ)(S) soit binaire. D’après le
lemme 5.2, il existe donc un vecteur α ∈ Rd

+\{0} tel que tMσα ∈ Rd
+. Le théorème

4.20 permet alors d’écrire S comme une limite de flips faits sur le plan Pα,0 :

S = Pα,0 +
∑
k≥0

εkFxk ,

où, pour tout k, εk = ±1 et xk ∈ Zd. Comme E∗1(σ) est continue sur F (Prop. 2.11),
on obtient en appliquant E∗1(σ) :

E∗1(σ)(S) = E∗1(σ)(Pα,0) +
∑
k≥0

εkE
∗
1(σ)(Fxk).

D’après le théorème 3.4 et la proposition 5.1, on en déduit :

E∗1(σ)(S) = PtMσα,0 +
∑
k≥0

εkFM−1
σ xk

.

Ainsi, la fonction binaire E∗1(σ)(S) est pseudo-flip-accessible à partir du plan en
escalier PtMσα,0. C’est donc, d’après le théorème 4.21, une surface en escalier. ut

5.1.2 Cas positif

Lemme 5.4 Soit σ une substitution unimodulaire. Alors, pour toute surface en
escalier S, E∗1(σ)(S) est une fonction binaire.

Preuve. Soit S une surface en escalier. Supposons que E∗1(σ)(S) ne soit pas binaire.
Comme les faces de E∗1(σ)(S) ont des coefficients positifs, c’est qu’il existe deux faces
(x1, i

∗
1) et (x2, i

∗
2) de S dont les images se chevauchent, c’est-à-dire telles que, pour

un entier j ∈ {1, . . . , d}, on ait :

σ(j) = p1· i1· s1 = p2· i2· s2 et M−1
σ (x1 − f(p1)) = M−1

σ (x2 − f(p2)).

Notons que (x1, i
∗
1) 6= (x2, i

∗
2) entraîne p1 6= p2. Supposons, par exemple, que p2 soit

plus court que p1. On déduit donc de ce qui précède :

x1 − x2 = f(p1)− f(p2) ≥ f(i2) = ei2 .

Introduisons alors les deux vecteurs suivants :

y1 = x1 +
d∑
i=1

ei et y2 = x2 + ei2 .
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Ce sont des sommets respectivement de (x1, i
∗
1) et (x2, i

∗
2), et ils vérifient :

y1 − y2 = (x1 +
d∑
i=1

ei)− (x2 + ei2) = (x1 − x2 − ei2︸ ︷︷ ︸
≥0

) +
d∑
i=1

ei.

En d’autres termes, y1 et y2 sont des sommets de S tels que y1 − y2 a toutes ses
coordonnées strictement positives. Ceci est en contradiction avec la proposition 4.6.
On en déduit que E∗1(σ)(S) est binaire. ut

Ce lemme permet alors de déduire du théorème 5.3 le théorème suivant, qui
généralise le corollaire 3.7 dans le cas des surfaces en escalier :

Théorème 5.5 L’application duale d’une substitution unimodulaire envoie toute
surface en escalier sur une surface en escalier.

5.2 Développement de Brun d’une surface
On montre ici comment étendre aux surfaces en escalier la notion de développe-

ment de Brun d’un plan en escalier.

5.2.1 Surface cohérente

Le point clé consiste à remarquer que la notion de palier (Déf. 3.18) peut aussi
être utilisée pour les surfaces en escalier. Par exemple, la figure 5.1 représente
quelques paliers d’une surface en escalier.

Rappelons que les paliers permettent de “lire” sur un plan une information par-
tielle sur son vecteur normal (Prop. 3.19). Notamment, deux fonctions a et i ont été
définies sur les plans en escalier (Déf. 3.20), qui vérifient, pour tout α ∈ [0, 1]d\{0}
et tout ρ ∈ R (Prop. 3.21) :

i(P(1,α),ρ) = min{i | αi = ||α||∞} et a(P(1,α),ρ) = b||α||−1∞ c.

Dans le cas plus général d’une surface, il est plus difficile d’interpréter l’infor-
mation donnée par les paliers, puisque la notion même de vecteur normal perd son
sens. Cependant, en notant ici aussi respectivement a−i,j(S) et a+i,j(S) l’infimum et le
supremum des tailles des (i, j)-paliers d’une surface en escalier S, on s’aperçoit que
les formules définissant les fonctions a et i sur les plans restent valables sur presque
toutes les surfaces. Plus précisément, introduisons la notion suivante :

Définition 5.6 Une surface en escalier S est dite cohérente s’il existe un entier
i ∈ {1, . . . , d} tel que :

max
1≤j≤d

a+j+1,i+1(S) ≤ 1.
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Figure 5.1 – Cette surface en escalier a des (1, 3)-paliers de taille 2 ou 3 (encadrés,
à gauche), des (1, 2)-paliers de taille 2, 3 ou 4 (au centre) et des (3, 2)-paliers de
taille 1, 2 ou 3 (à droite).

Intuitivement, une surface est cohérente si l’on peut définir l’indice de la plus
grande coordonnée d’un éventuel vecteur normal (si jamais cette surface est plane).
On peut alors étendre les fonctions a et i sur les surfaces cohérentes :

i(S) = min
1≤i≤d

{i | max
1≤j≤d

a+j+1,i+1(S) ≤ 1} et a(S) = a−1,i(S)+1(S).

Notons qu’une surface est cohérente si et seulement si elle ne contient pas à la
fois un (i + 1, j + 1)-palier et un (j + 1, i + 1)-palier qui soient tous les deux de
taille supérieure à 2. Par exemple, on vérifie aisément que la surface en escalier
représentée sur la figure 4.1 n’est pas cohérente, alors que celle représentée sur la
figure 5.1 l’est. 1 En particulier, on en déduit qu’une surface qui n’est pas cohérente
ne peut pas être un plan, car sinon on déduirait de la proposition 3.19 que le vecteur
normal d’un tel plan aurait deux coordonnées αi+1 et αj+1 vérifiant :

αi+1 < αj+1 et αj+1 < αi+1.

Cependant, une surface cohérente n’est pas nécessairement un plan. La notion de
cohérence permet seulement de discriminer les surfaces qui sont “potentiellement
planes” de celles qui sont “clairement non planes”.

5.2.2 Algorithme de Brun géométrique

Le paragraphe précédent a montré que les fonctions a et i, initialement intro-
duites pour déduire d’un plan l’information nécessaire à calculer son développement

1. Du moins, la partie finie qui en est représentée n’exclut pas qu’elle soit cohérente.
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de Brun, sont en fait définies sur toute surface en escalier cohérente. Montrons que
cela permet de prolonger naturellement l’application T̃ (Déf. 3.23) aux surfaces.

Rappelons que T̃ a été définie (Déf. 3.23) sur le sous-ensemble P∃\P∀ de P
constitué des plans en escalier dont le vecteur normal peut s’écrire (1,α), avec
α ∈ [0, 1]d. Par analogie, on introduit les deux sous-ensembles de S suivants :

S∃ = {S ∈ S | ∃a ∈ N∗, ∀i ∈ {1, . . . , d}, E∗1(β−1a,i )(S) ∈ S},

S∀ = {S ∈ S | ∀a ∈ N∗, ∀i ∈ {1, . . . , d}, E∗1(β−1a,i )(S) ∈ S}.
On a alors :

P∃ = S∃ ∩P et P∀ = S∀ ∩P.

En particulier, P∃\P∀ est inclus dans S∃\S∀. L’application T̃ se prolonge donc
naturellement sur toute surface cohérente de S∃\S∀ en posant :

T̃ (S) = E∗1(β−1a(S),i(S))(S). (5.1)

L’intérêt de la définition initiale de l’application T̃ était de calculer le dévelop-
pement de Brun d’un plan en escalier. En particulier, cela suppose que T̃ puisse
être itérée, c’est-à-dire qu’elle envoie un plan sur un plan. Si on veut, par analogie,
calculer le développement de Brun d’une surface en escalier, il faut donc que T̃ ,
prolongée, puisse aussi être itérée, c’est-à-dire qu’elle envoie une surface sur une
surface. La proposition suivante montre que c’est bien le cas :

Proposition 5.7 L’image par T̃ d’une surface cohérente de S∃\S∀ est une surface
en escalier.

Preuve. Soit S une surface cohérente. Les entiers a(S) et i(S) sont donc bien définis.
Soit alors B la fonction binaire définie, pour tout vecteur x de Zd+1, par :

B(x, 1) = S(Ba(S),i(S)x, i(S) + 1),

B(x, i(S) + 1) = S(Ba(S),i(S)x− aei(S)+1, 1),

et, pour j /∈ {1, i(S) + 1} :

B(x, j) = S(Ba(S),i(S)x, j).

Les définitions des entiers a(S) et i(S) assurent que si S(y, i(S) + 1) = 1, alors
S(y − kei(S)+1, 1) = 1, pour k = 0, . . . , a(S)− 1 (taille minimale d’un (1, i(S) + 1)-
palier). On en déduit que l’image de B par E∗1(βa(S),i(S)) est la surface en escalier S
(voir Déf. 3.17). On en déduit :

T̃ (S) = E∗1(β−1a(S),i(S))(S) = B ∈ B.

Le théorème 5.3 permet alors de conclure que T̃ (S) est une surface en escalier. ut

On définit alors le développement de Brun d’une surface en escalier par analogie
avec le cas d’un plan en escalier :
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Définition 5.8 Le développement de Brun d’une surface en escalier S est la suite
(an, in)n≥0 définie, tant que T̃ n(S) est une surface cohérente de S∃\S∀, par :

an = a(T̃ n(S)) et in = i(T̃ n(S)).

Ce développement est dit dégénéré s’il existe n tel que T̃ n(S) /∈ S∃.

Les figures 5.2 et 5.3 illustrent ceci dans le cas de développements finis, respec-
tivement non dégénéré et dégénéré.

Figure 5.2 – Applications itérées de T̃ sur une surface en escalier (de gauche à
droite). Cette surface a le même développement de Brun que le plan de la figure
3.5, mais la dernière itération tombe dans S∀\P∀ (et n’est pas cohérente).

Figure 5.3 – Applications itérées de T̃ sur une surface en escalier (de gauche à
droite). Cette surface a également le même développement de Brun que plan de la
figure 3.5, mais la dernière itération tombe hors de S∃ (il s’agit d’un cas dégénéré).

Notons que seuls les développements finis peuvent être dégénérés, et qu’un plan
en escalier n’a jamais de développement dégénéré (car T̃ (P∃\P∀) ⊂ P∃).
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5.3 Développements communs
Rappelons qu’un plan en escalier a le même développement de Brun qu’un vec-

teur α si et seulement si ce plan admet (1,α) pour vecteur normal. Par contre, il est
plus difficile de caractériser les surfaces en escalier qui ont le même développement
de Brun qu’un vecteur donné. On s’intéresse à ce problème dans ce paragraphe, en
se restreignant au cas des développements non dégénérés (Déf. 5.8).

5.3.1 Quasi-plan en escalier

On introduit ici une classe de surfaces en escalier utile pour la suite :

Définition 5.9 Soit α ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Un quasi-plan en escalier de vecteur

normal α et d’ intercept ρ et de défaut D est une surface en escalier S de la forme :

S = Pα,ρ +
∑
x∈D

Fx,

où D est un sous-ensemble du réseau Dα,ρ défini par :

Dα,ρ = {x ∈ Zd | 〈x|α〉 = ρ}.

Dans la suite, on note S ' Pα,ρ pour signifier que S est un quasi-plan en escalier
de paramètres α et ρ (et de défaut quelconque). Un plan est un donc cas particulier
de quasi-plan. La figure 5.4 illustre cette notion.

Figure 5.4 – Un quasi-plan de paramètres α et ρ se déduit du plan Pα,ρ en
ajoutant des flips localisés dans le réseau Dα,ρ (ici de rang 2, représenté par des
points noirs).

Par ailleurs, il n’est pas difficile de montrer qu’une limite de plans est un quasi-plan :
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Proposition 5.10 Soit respectivement (αn)n et (ρn)n deux suites de Rd
+\{0} et R

de limites α 6= 0 et ρ. Si la suite (Pαn,ρn)n converge dans F, alors sa limite est un
quasi-plan en escalier de paramètres α et ρ :

lim
n→∞

Pαn,ρn ' Pα,ρ.

Notons que la convergence des paramètres d’une suite de plans n’entraîne pas la
convergence de cette suite, et que la limite d’une suite de plans n’est pas nécessai-
rement un plan. De plus, la réciproque de la proposition précédente est clairement
fausse, comme l’illustre la figure 5.5, qui représente deux quasi-plans de défauts
différents – un seul des deux étant une limite de plans.

Figure 5.5 – La limite d’une suite de plans en escalier, si elle existe, est un quasi-
plan en escalier (à gauche - les flips du défaut foncés). Inversement, un quasi-plan
en escalier qui n’est pas toujours la limite d’une suite de plans en escalier (à droite).

En outre, ajouter à un plan Pα,ρ des flips localisés dans un défaut D ⊂ Dα,ρ
ne conduit pas nécessairement à un quasi-plan : il faut en effet, par définition, que
la fonction obtenue soit une surface en escalier. La proposition suivante donne une
condition nécessaire et suffisante pour que ce soit le cas :

Proposition 5.11 Soit α ∈ Rd
+\{0}, ρ ∈ R et D ⊂ Dα,ρ. On définit Q ∈ F par :

Q = Pα,ρ +
∑
x∈D

Fx.

Alors, Q est un quasi-plan si et seulement si on a, pour tout i :

〈α|ei〉 = 0 ⇒ D ⊂ D + ei.
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Preuve. Soit (x, i) ∈ Zd × {1, . . . , d}. On calcule :

Pα,ρ(x, i) x ∈ D ? x+ ei ∈ D ? Q(x, i)
0 non non 0
0 non oui -1
0 oui non 1
0 oui oui 0
1 non non 1
1 non oui 0
1 oui non 2
1 oui oui 1

Si Q est un quasi-plan en escalier, alors c’est une fonction binaire. On a donc
bien D ⊂ D+ei, sauf éventuellement à la sixième ligne. Dans ce cas, Pα,ρ(x, i) = 1
entraîne 〈x|α〉 < ρ, et x+ei ∈ D entraîne 〈x+ei|α〉 = ρ. On en déduit que 〈α|ei〉
n’est pas nul. Inversement, si D ⊂ D + ei, alors Q est binaire, sauf éventuellement
à la deuxième ou à la septième ligne. Dans le premier cas, x + ei ∈ D entraîne
〈x+ ei|α〉 = ρ, et Pα,ρ(x, i) = 1 entraîne 〈x+ ei|α〉 ≤ ρ. On en déduit que 〈α|ei〉
est nul. Le second cas est en fait impossible, car Pα|ρ(x, i) = 1 entraîne 〈x,α〉 < ρ,
alors que x ∈ D entraîne 〈x|α〉 = ρ. On en conclut que Q est binaire. Comme Q est
pseudo-flip-accessible depuis un plan, le théorème 4.20 assure alors que c’est bien
une surface. ut

En particulier, on déduit de la proposition précédente que les (1, i)-paliers d’un
quasi-plan de vecteur normal e1 sont tous infinis (i 6= 1). En effet, si (x, 1∗) est une
face d’un quasi-plan de paramètres e1 et ρ et de défaut D, alors soit x ∈ D, auquel
cas, pour tout k ≥ 0, x− kei ∈ D, et la face (x, 1∗) fait partie du (1, i)-palier infini
définie par : ∑

k≥0

(x− kei, 1∗),

soit x /∈ D, auquel cas, pour tout k ≥ 0, x + kei /∈ D, et la face (x, 1∗) fait partie
du (1, i)-palier infini définie par :∑

k≥0

(x+ kei, 1
∗).

Ceci conduit à une nouvelle caractérisation de l’ensemble S∀ (introduit au début
du paragraphe 5.2.2) :

Proposition 5.12 L’ensemble des quasi-plans de vecteur normal e1 est égal à S∀.

Enfin, une preuve calquée sur celle du théorème 3.4 montre :

Théorème 5.13 Soit σ un morphisme unimodulaire. Si l’image par E∗1(σ) d’un
quasi-plan en escalier de paramètres α et ρ et de défaut D est binaire, alors c’est
un quasi-plan en escalier de paramètres tMσα et ρ et de défaut M−1

σ D.
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5.3.2 Une condition nécessaire

Ce paragraphe est consacré à démontrer la condition nécessaire suivante :

Théorème 5.14 Si une surface en escalier S a un développement de Brun non
dégénéré identique au développement de Brun d’un vecteur α ∈ [0, 1]d, alors S un
quasi-plan de vecteur normal (1,α).

Le cas d’un développement fini se prouve facilement. En effet, si S a un déve-
loppement de Brun non dégénéré de longueur N , alors, par définition, T̃N(S) ∈ S∀.
D’après la proposition 5.12, T̃N(S) est donc un quasi-plan de vecteur normale e1.
Le théorème 5.13 appliqué au morphisme βa1,i1 ◦ . . . ◦ βaN ,iN , où (an, in) est le déve-
loppement de S, assure alors que S (qui est une fonction binaire) est un quasi-plan
de vecteur normal (1,α).

Le cas d’un développement infini nécessite plusieurs lemmes techniques. L’idée
directrice est que, à cause de la convergence faible de l’algorithme de Brun, itérer
l’application T̃ sur une surface formée de flips ajoutés à un plan aura tendance à
concentrer ces flips. Localement, la surface deviendra donc de plus en plus “tordue”,
jusqu’à sortir de S∃, ce qui correspond à un développement dégénéré. La figure 5.3
illustre assez bien cela. Pour avoir un développement non dégénéré, une surface ne
doit donc différer d’un plan que par des flips qui “échappent” à cet effet de concen-
tration. Il s’avère qu’une telle surface est alors un quasi-plan.

Lemme 5.15 Soit x un vecteur entier ni strictement positif ni strictement négatif.
Alors, l’enveloppe convexe de {e1, . . . , ed} contient un vecteur réel orthogonal à x.

Preuve. Notons x = (x1, . . . , xd). S’il existe i tel que xi = 0, alors ei convient. Si-
non, soit i et j tels que xi > 0 et yj < 0. On vérifie que xi

|xi−xj |ej−
xj

|xi−xj |ei convient. ut

Dans ce qui suit, on note d(x,Rα) (resp. d(x,α⊥)) la distance d’un vecteur x
à la droite Rα (resp. à l’hyperplan de vecteur normal α). Le lemme suivant, soit
se voit géométriquement (en termes d’angles de cônes d’axe Rα), soit se démontre
par un calcul (voir [16]) :

Lemme 5.16 Soit x et y deux vecteurs réels orthogonaux. Alors, on a :

∀α ∈ Rd,
d(x,Rα)

d(x,α⊥)
≤ a ⇒ d(y,Rα)

d(y,α⊥)
≥ 1

a

Lemme 5.17 Soit α ∈ [0, 1]d et r ≥ 0. Alors, il existe un entier N tel que :

(n ≥ N, x ∈ S, 〈B−1n x|(1,α)〉 6= 0) ⇒ ||B−1n x|| ≥ r,

où (an, in)n≥0 est le développement de Brun de α, Bn = Ba0,i0 . . . Ban,in et S est
l’ensemble des vecteurs entiers ni strictement positifs ni strictement négatifs.
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Preuve. Introduisons le nombre réel positif suivant :

ar = min{d(y, (1,α)⊥) | y ∈ S, 〈y|(1,α)〉 6= 0, ||y|| ≤ r}.

Soulignons que les hypothèses assurent que ce nombre est non nul. Notons alors,
premièrement, que la faible convergence de l’algorithme de Brun assure qu’il existe
un entier N tel que :

(n ≥ N, u ∈ Conv({e1, . . . , ed+1})) ⇒
d(Bnu,R(1,α))

d(Bnu, (1,α)⊥)
<
ar
r
,

où Conv(A) désigne l’enveloppe convexe de A. Notons, deuxièmement, que le lemme
5.15 permet d’associer à tout vecteur x ∈ S un vecteur u ∈ Conv({e1, . . . , ed+1})
qui lui est orthogonal (en particulier, pour tout n, on a 〈B−1n x|Bnu〉 = 〈x|u〉 = 0).
Le lemme 5.16 relie alors les deux points précédents et assure :(

n ≥ N, x ∈ S, 〈B−1n x|(1,α)〉 6= 0
)
⇒ d(B−1n x,R(1,α))

d(B−1n x, (1,α)⊥)
≥ r

ar
.

Soulignons que si ||B−1n x|| ≤ r, alors on a d(B−1n x,R(1,α)) ≤ ||B−1n x|| ≤ r et
d(B−1n x, (1,α)⊥) ≥ ar. On en déduit que l’inégalité du membre droit de l’équation
ci-dessus ne peut être vérifiée que si ||B−1n x|| ≥ r. Ceci prouve le résultat annoncé. ut

On peut alors terminer la preuve du théorème 5.14 dans le cas d’un développe-
ment infini. Notons (an, in)n le développement (infini) commun à α et S. D’après
le théorème 4.20, on peut écrire, pour tout n :

T̃ n(S) = Pµ−1
n B−1

n (1,α),0 +
∑
k≥0

εk,nFxk,n ,

où µn = ||T 0(α)||∞ × . . .× ||T n(α)||∞ et Bn = Ba0,i0 . . . Ban,in . On a alors :

S = P(1,α),0 +
∑
k≥0

εk,nFB−1
n xk,n

. (5.2)

Comme deux surfaces égales à translation près ont le même développement de
Brun, on peut supposer sans restriction de généralité que 0 est un sommet de S.
On en déduit, d’après la proposition 4.6, que pour tout k et tout n, B−1n xk,n n’est
ni strictement positif ni strictement négatif. En faisant tendre n vers l’infini dans
l’équation (5.2), on déduit du lemme 5.17 qu’il existe une suite (εk)k de Z et une
suite (yk)k vérifiant, pour tout k, 〈yk|(1,α)〉 = 0, telles que S s’écrive :

S = P(1,α),0 +
∑
k≥0

εkFyk .

De plus, pour tout k, on a εk = 1 car sinon S ne serait pas binaire. Ceci montre,
selon la définition 5.9, que S est un quasi-plan de vecteur normal (1,α).

Le théorème 5.14 est donc prouvé.
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5.3.3 Caractérisation dans le cas réductible

La condition nécessaire donnée par le théorème 5.14 s’avère ne pas être suffisante,
c’est-à-dire que le développement de Brun d’un quasi-plan en escalier de vecteur nor-
mal (1,α) n’est pas toujours identique à celui du vecteur α. Ceci notamment parce
que de nombreux quasi-plans ont des développements de Brun dégénérés, comme
l’illustrent la figure 5.6 ou l’exemple 5.18.

Figure 5.6 – Deux quasi-plans de vecteur normal (1, 1/3, 2/3). Quelques itérations
de T̃ montrent que le premier (à gauche) a un développement de Brun fini identique
à celui du vecteur (1/3, 2/3), tandis que le second (à droite) a un développement
de Brun dégénéré (préfixe strict du développement de Brun de (1/3, 2/3)).

Exemple 5.18 Soit α = (
√

2 − 1, 2 −
√

2) et ρ = 0. Notons que les coordon-
nées de α sont liées sur Q. Un calcul montre que α admet le développement infini
[(1, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 1)]. Par ailleurs, on a :

D(1,
√
2−1,2−

√
2),0 = Z(e1 − e2 − e3).

Pourtant, parmi les quasi-plans de vecteur normal (1,
√

2− 1, 2−
√

2), seuls ont un
développement de Brun non dégénéré ceux dont le défaut est de la forme :

Da = {k(e1 − e2 − e3) | k ≤ a}

où a ∈ Z. En effet, si le défaut n’est pas de cette forme, on vérifie que la deuxième
itération de T̃ tombe hors de S∃. La figure 5.7 illustre cela. Notons que ceci vaut
en particulier pour un défaut de la forme :

D′a = {k(e1 − e2 − e3) | k ≥ a},

bien qu’un tel quasi-plan puisse être obtenu comme limite d’une suite de plans.
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Figure 5.7 – Un quasi-plan de vecteur normal (1,
√

2 − 1, 2 −
√

2) (à gauche -
flips du défaut foncés) peut avoir un développement de Brun dégénéré. En effet, la
troisième itération de T̃ montre que le défaut doit avoir une forme bien particulière
(à droite - flips du défaut foncés. Le flip encadré à droite est l’image du flip encadré
à gauche : son absence rendrait la fonction non binaire, donc le développement
dégénéré).

Ce problème nous a conduit à nous restreindre au cas réductible :

Définition 5.19 Un vecteur α ∈ [0, 1]d est dit réductible au rang N si le nombre
de coordonnées non nulles de TN(α) égale la dimension du Q-espace vectoriel Q[α].

Le théorème 3.13 montre que tout vecteur rationnel est réductible : le rang de ré-
ductibilité est simplement la longueur du développement (fini) de ce vecteur. Quant
à un vecteur totalement irrationnel, c’est-à-dire dont les coordonnées sont libres sur
Q, il est lui aussi réductible : le rang de réductibilité est toujours nul.

Cependant, tous les vecteurs ne sont pas réductibles. Considérons l’exemple
suivant, tiré de [23]. Soit α ∈ [0, 1]3 défini par :

α =

(
1

2− λ2
,

1− λ
2− λ2

,
λ

2− λ2

)
,

où λ est la racine réelle de X3 − 3X + 1 (λ ' 0.3473). Un calcul montre que
T 6(α) = α. Il découle de la définition de T (Déf. 3.8) qu’une coordonnée nulle
reste nulle par application de T . On en déduit que les trois coordonnées de T n(α)
sont toujours non nulles. Or la dimension du Q espace vectoriel Q[α] vaut deux (la
deuxième coordonnée de α est égale à la première moins la troisième). Donc, par
définition, α n’est pas réductible.
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Dans ce cadre, on montre alors la condition nécessaire et suffisante suivante :

Théorème 5.20 Une surface en escalier S a un développement de Brun non dégé-
néré identique au développement de Brun d’un vecteur α réductible au rang N si et
seulement si l’image de S par T̃N est un quasi-plan de vecteur normal (1, TN(α)).

Ici encore, la preuve nécessite quelques lemmes techniques. L’idée est de prouver
d’abord le cas d’un vecteur totalement irrationnel (c’est-à-dire dont les coordonnées
sont libres sur Q), puis de se ramener à ce cas grâce à l’hypothèse de réductibilité.

Le premier lemme, illustré par la figure 5.8, porte sur des paliers (Déf. 3.18) :

Lemme 5.21 Soit α un vecteur totalement irrationnel et ρ ∈ R. Supposons qu’il
existe x ∈ Zd tel que 〈x|α〉 = ρ. Alors, Pα,ρ + Fx est un quasi-plan qui, pour tout
i et tout j, a les mêmes tailles de (i, j)-paliers que Pα,ρ.

Preuve. Fixons i et j dans {1, . . . , d} et notons α = (α1, . . . , αd). Remarquons
d’abord qu’il y a deux tailles distinctes de (i, j)-paliers, car sinon on déduirait de
la proposition 3.19 que bαi/αjc = dαi/αje, c’est-à-dire αi/αj ∈ Z, ce qui est exclu.
Le palier dont la taille est décrémentée par le flip est de la forme :

a∑
k=0

(x− ei + kej, i
∗).

Comme c’est un palier de Pα,ρ, on a en particulier :

〈x− ei + aej|α〉 > ρ.

Or, on calcule :

〈x− ei + aej|α〉 = 〈x|α〉 − αi + aαj = ρ− αi + aαj.

On a donc a > αi/αj, et on déduit de la proposition 3.19 que c’est un grand palier. 2

Similairement, le palier dont la taille est incrémentée par le flip est de la forme :

a∑
k=0

(x− kej, i∗).

Comme c’est un palier de Pα,ρ, on a en particulier :

〈x− aej + ei|α〉 ≥ ρ.

2. Rappelons qu’un plan en escalier a toujours au plus deux tailles de paliers (exactement deux
dans le cas irrationnel ici étudié). On appelle naturellement “grand palier” le plus grand des deux,
et “petit palier” l’autre.
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Or, on calcule :

〈x− aej + ei|α〉 = 〈x|α〉 − aαj + αi = ρ− aαj + αi.

On a donc a ≤ αi/αj, et même a < αi/αj puisque αi/αj /∈ Z. On déduit de la
proposition 3.19 que c’est un petit palier.
Ainsi, ce flip incrémente la taille d’un petit palier et décrémente celle d’un grand
palier. On en déduit le résultat. ut

Figure 5.8 – Un quasi-plan dont le vecteur normal est totalement irrationnel a,
globalement, les mêmes tailles de paliers qu’un plan de même vecteur normal (à
gauche - l’unique flip du défaut étant foncé). C’est en général faux pour un vecteur
normal quelconque (à droite - le flip du défaut étant foncé).

Ce lemme permet de prouver la proposition suivante :

Proposition 5.22 Si α ∈ [0, 1]d est un vecteur totalement irrationnel, alors tout
quasi-plan de vecteur normal (1,α) a le même développement de Brun que α.

Preuve. Soit (an, in)n le développement (infini) de α. Soit S ' P(1,α),ρ un quasi-
plan. Comme α est, en particulier, libre sur Q, il existe au plus un vecteur x ∈ Zd
tel que 〈x|α〉 = ρ. Le défaut de S comporte donc au plus un flip. Si ce flip n’est
pas dans le défaut, alors S = P(1,α),ρ, et le résultat est acquis. Sinon, le lemme 5.21
montre que ce flip ne modifie pas, globalement, les tailles des paliers de P(1,α),ρ.
On a donc a0 = a(P(1,α),ρ) = a(S) et i0 = i(P(1,α),ρ) = i(S). Comme T (α) reste
totalement irrationnel, on en déduit le résultat par récurrence. ut

On se sert alors de cette proposition pour prouver le théorème 5.20 :
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Preuve. Si S a le même développement que α, le théorème 5.14 assure que c’est
un quasi-plan de vecteur normal (1,α), et le théorème 5.13 assure alors que T̃N(S)
est un quasi-plan de vecteur normal (1, TN(α)).
Inversement, supposons que T̃N(S) soit un quasi-plan de vecteur normal (1, TN(α)).
Le théorème 5.14 assure que S est un quasi-plan de vecteur normal (1,α). Or le
développement d’un vecteur étant unique, le fait que T̃N(S) soit un quasi-plan de
vecteur normal (1, TN(α)) montre que les développements de Brun de S et α par-
tagent les mêmes N premiers termes.
Si le développement de S est fini, alors TN(α) = 0 et T̃N(S) et donc un quasi-plan
de vecteur normal e1. En particulier, le développement de S n’est pas dégénéré.
Si le développement de S est infini, il est alors forcément non dégénéré, et α étant
réductible au rang N , on peut supposer que TN(α) s’écrit (β,0), où β est un vec-
teur totalement irrationnel. On déduit alors de la proposition 5.11 et du lemme 5.21
que T̃N(S) a, globalement, les mêmes tailles de palier que le plan de vecteur normal
(1, TN(α)). Ceci restant vrai en appliquant T̃ , on en déduit que T̃N(S) a le même
développement de Brun que TN(α). Les développements de Brun de S et α sont
donc aussi identiques à partir du (N + 1)-ème terme.
Le développement de Brun de S est donc non dégénéré et identique à celui de α. ut

En résumé, si toute surface en escalier ayant le même développement de Brun
qu’un vecteur α est nécessairement un quasi-plan de vecteur normal (1,α), seuls
certains quasi-plans de vecteur normal (1,α) ont le même développement de Brun
que le vecteur α.



Chapitre 6

Génération et reconnaissance de plan

Dans ce chapitre, nous montrons comment appliquer les résultats des chapitres
précédents en géométrie discrète, plus précisément dans le cadre des problèmes de
génération et de reconnaissance de plans discrets (rôle joué par les plans en escalier).

On commence par introduire les morceaux de plans en escalier et étudier l’action
des applications duales sur ces morceaux (paragraphe 6.1).

On expose ensuite, au paragraphe 6.2, trois procédés différents pour engendrer
un plan en escalier. Le premier consiste à itérer une application duale sur un mor-
ceau fini de plan en escalier, et à engendrer ainsi – sous certaines conditions – des
morceaux de plus en plus grands de ce plan (Th. 6.9). Ce résultat a été publié
dans [56]. Le second procédé repose sur les résultats du chapitre 5 : en itérant une
application duale adéquate sur une surface en escalier, on obtient – sous certaines
conditions – une suite de surfaces en escalier convergeant vers le plan en escalier
désiré (Th. 6.10). Enfin, le dernier procédé consiste à engendrer un plan dont le
vecteur normal a des coordonnées rationnelles à partir d’un domaine fondamen-
tal, c’est-à-dire d’un morceau de plan fini engendrant tout ce plan par périodicité.
On montre comment construire un domaine fondamental de taille minimale grâce
aux applications duales associées au développement en fraction continue du vec-
teur normal du plan que l’on veut engendrer (6.14). Ce résultat a été publié dans
[58]. Notons que ce dernier procédé peut être vu comme une généralisation multi-
dimensionnelle d’un procédé exposé dans [14] pour engendrer des droites discrètes.

En ce qui concerne la reconnaissance de plan, étudiée au paragraphe 6.3, on
décrit un algorithme qui généralise la méthode de reconnaissance de droite exposée
au chapitre 1 : on calcule le développement d’une fonction binaire et on en déduit
sa nature – plan en escalier ou non (Th. 6.25). La complexité d’un tel algorithme
est finalement discutée. Ce résultat a été publié dans [58].
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6.1 Morceau de plan et application duale
Définition 6.1 Soit P ∈ P un plan en escalier. Un morceau de P est une fonction
binaire inférieure à P. En particulier, l’interprétation géométrique d’un morceau de
plan est incluse dans celle du plan en question.

Rappelons que selon la terminologie habituelle propre aux fonctions à valeur
dans un ensemble ordonné – ce qui concerne en particulier les plans en escalier et
les fonctions binaires – une fonction est inférieure (ou supérieure) à une autre si,
en chaque point, la valeur de la première est inférieure (ou supérieure) à la valeur
de la seconde. La figure 6.1 représente un morceau de plan.

Figure 6.1 – Un morceau fini (de taille 405) du plan en escalier de la figure 3.1.

Une application duale étant définie sur tout l’ensemble F, elle est en particulier
définie sur les morceaux de plan. Cependant, si σ est un morphisme unimodulaire
quelconque, alors l’image d’un morceau de plan par E∗1(σ) comporte généralement
des faces à coefficients négatifs et n’est donc pas un morceau de plan. La suite de
ce paragraphe est dédiée à deux cas particuliers qui seront utiles par la suite.

Le premier cas particulier est celui des substitutions. On a alors :

Proposition 6.2 Soit α ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. L’application duale d’une substitution

unimodulaire σ envoie un morceau du plan en escalier Pα,ρ sur un morceau du plan
en escalier PtMσα,ρ.

Preuve. Soit B un morceau de Pα,ρ. Il est facile de voir que l’ensemble des fonctions
positives de F est stable par l’application duale d’une substitution. Le morceau B
étant positif, son image E∗1(σ)(B) l’est aussi. De même, la fonction Pα,ρ−B est posi-
tive (c’est le morceau de Pα,ρ complémentaire de B), donc son image E∗1(σ)(Pα,ρ−B)
l’est aussi. Or on a :

E∗1(σ)(Pα,ρ − B) = E∗1(σ)(Pα,ρ)− E∗1(σ)(B) = PtMσα,ρ − E
∗
1(σ)(B).
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On en déduit : 0 ≤ E∗1(σ)(B) ≤ PtMσα,ρ, ce qui prouve le résultat. ut

Notamment, en itérant une application duale de substitution sur un morceau de
plan, on obtient une suite de morceaux de plans, généralement de taille croissante
puisque chaque face est envoyée sur une combinaison linéaire à coefficients positifs
de faces (voir Fig. 6.2). Ceci explique le terme de substitution généralisée parfois
employé pour les applications duales de substitution.

Figure 6.2 – En itérant l’ application duale de substitution sur un morceau de
plan, on obtient une suite de morceaux de taille croissante (de gauche à droite).

Le second cas particulier est celui des désubstitutions, c’est-à-dire des mor-
phismes inverses d’une substitution. Introduisons d’abord la notion de σ-pavage :

Définition 6.3 Soit σ une substitution unimodulaire. Soit B une fonction binaire.
Un σ-pavage de B est un sous-ensemble E ⊂ Zd × {1, . . . , d} tel que :

B =
∑

(x,i)∈E

x+ E∗1(σ)(0, i∗).

Figure 6.3 – Fonction binaire admettant un β2,2-pavage, où β2,2 est une substitution
de Brun (Déf. 3.17, voir aussi Fig. 3.3). On peut voir ce β2,2-pavage comme un pavage
par trois types de tuiles (encadrées en noir).

La figure 6.3 illustre cette notion. Le terme pavage vient du fait que si E est
un σ-pavage d’une fonction binaire B, alors les interprétations géométriques de
x + E∗1(σ)(0, i∗), pour x ∈ E, forment un pavage de B (au sens le plus général
d’un pavage, tel que rappelé au chapitre 1). La proposition suivante montre qu’un
σ-pavage, s’il existe, est unique :



94 CHAPITRE 6. GÉNÉRATION ET RECONNAISSANCE DE PLAN

Proposition 6.4 Si σ est une substitution unimodulaire inversible, alors toute
fonction binaire admet au plus un σ-pavage.

Preuve. Supposons que B admette un σ-pavage E :

B =
∑

(x,i)∈E

x+ E∗1(σ)(0, i∗).

On calcule alors :

B =
∑

(x,i)∈E

x+ E∗1(σ)(0, i∗) =
∑

(x,i)∈E

E∗1(σ)(Mσx, i
∗) = E∗1(σ)

 ∑
(x,i)∈E

(Mσx, i
∗)

 .

On en déduit :
E∗1(σ−1)(B) =

∑
(x,i)∈E

(Mσx, i
∗).

On a donc :
(x, i) ∈ E ⇔ E∗1(σ−1)(B)(Mσx, i) = 1,

ce qui montre que E est entièrement caractérisé par B. ut

La notion de σ-pavage permet notamment de donner une caractérisation des
morceaux de plan qui se désubstituent en morceaux de plan :

Proposition 6.5 Soit σ une substitution unimodulaire inversible. L’image d’un
plan en escalier P par E∗1(σ−1) est un plan si et seulement si P est σ-pavable.
De plus, si c’est le cas, alors l’image d’un morceau B de P est un morceau de
E∗1(σ−1)(P) si et seulement si B admet un σ-pavage inclus dans celui de P.

Preuve. Supposons que E∗1(σ−1)(P) soit un plan et notons E ′ son support. 1 En
appliquant E∗1(σ), on obtient :

P =
∑

(x,i)∈E′
E∗1(σ)(x, i) =

∑
(x,i)∈E′

M−1
σ x+ E∗1(σ)(0, i),

ce qui montre que E = {(M−1
σ x, i) | (x, i) ∈ E ′} est un pavage de P . Inversement,

supposons que E soit un pavage de P . On calcule alors :

E∗1(σ−1)(P) =
∑

(x,i)∈E

M−1
σ x+ (0, i∗).

L’image de P par E∗1(σ−1) est donc binaire : le théorème 3.6 assure alors que c’est
un plan en escalier. Considérons maintenant un morceau B de P . Si son image par

1. C’est-à-dire, selon la définition 2.4, le sous-ensemble de Zd × {1, . . . , d} où ce plan (qui est
une fonction de F) ne s’annule pas.
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E∗1(σ−1) est un morceau de plan, alors son support est inclus dans le support E ′
ci-dessus. On en déduit, en appliquant E∗1(σ), un σ-pavage inclus (au sens des par-
ties de Zd × {1, . . . , d}, c.f. Déf. 6.3) dans celui de P . Inversement, si B admet un
σ-pavage inclus dans celui de P , alors on en déduit que E∗1(σ−1)(B) est inférieure à
E∗1(σ−1)(P), et en est donc un morceau. ut

Un morceau de plan peut très bien admettre un σ-pavage sans que celui-ci soit
inclus dans ce plan. Par exemple, on montre que le morceau de la figure 6.1 admet
un β2,2-pavage 2 qui n’est pas inclus dans le β2,2-pavage du plan de la figure 3.1.

6.2 Génération de plan

6.2.1 Plan substitutif

Rappelons qu’un mot est dit substitutif si c’est l’image par un morphisme d’un
mot u engendré par une substitution σ, c’est-à-dire s’écrivant :

u = lim
n→∞

σn(v),

où v un mot fini (idéalement, une simple lettre). Le mot u est alors un point fixe
de σ. Par analogie :

Définition 6.6 Un plan en escalier est dit substitutif si c’est l’image par une ap-
plication duale de morphisme d’un plan en escalier P engendré par une application
duale de substitution, c’est-à-dire s’écrivant :

P = lim
n→∞

E∗1(σ)n(B),

où B est un morceau fini de plan.

Un plan substitutif est donc l’image d’un plan point fixe. Peut-on être plus
précis ? Si l’on revient à l’analogie avec le continu introduite par la remarque 3.5,
la question de l’engendrement d’un plan revient à déterminer si, étant donné un
hyperplan réel P stable par M−1

σ , il existe une substitution unimodulaire σ et une
partie bornée B ⊂ P tels que :

P = lim
n→∞

M−n
σ B.

Il n’est alors pas difficile de montrer qu’il y a engendrement si et seulement si le
vecteur nul est dans l’intérieur de B (intérieur relatif à P ) et si P est un espace
propre dilatant de M−1

σ , c’est-à-dire que les valeurs propres de M−1
σ associée à cet

2. Voir Déf. 3.17 pour la définition de la substitution de Brun βa,i.
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espace propre ont toute un module strictement supérieur à 1.

Notons qu’un espace propre dilatant deM−1
σ est un espace propre contractant de

Mσ, c’est-à-dire que les valeurs propres de Mσ associées à cet espace ont toutes un
module strictement inférieur à 1. En particulier, si l’espace contractant est un hy-
perplan (comme c’est le cas ci-dessus) et si σ est unimodulaire, alors la valeur propre
de Mσ qui n’est pas associée à un vecteur propre de l’espace propre contractant a
nécessairement un module strictement supérieur à 1 (le produit des valeurs propres
valant 1), et réelle puisque les valeurs propres complexes d’une matrice réelle sont
deux à deux conjuguées. Il est donc naturel d’introduire la classe de substitutions
suivante :

Définition 6.7 Une substitution est dite Pisot si le spectre de sa matrice d’inci-
dence s’écrit {µ1, . . . , µk, λ} avec 0 < |µ1|, . . . , |µk| < 1 et λ > 1.

Exemple 6.8 La substitution unimodulaire σ : 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1 a pour
spectre {λ, µ, µ}, où λ ' 1.83928 et |µ| ' 0.73735. Elle est donc Pisot.

On montre alors :

Théorème 6.9 Un plan en escalier est substitutif si et seulement si c’est l’image
par une application duale de morphisme d’un plan invariant par l’application duale
d’une substitution Pisot.

La preuve de ce théorème est essentiellement une discrétisation du résultat ana-
logue dans le cas continu. Mentionnons qu’il est possible d’estimer la taille du mor-
ceau B initial (voir Déf. 6.6) en fonction du spectre deMσ. Cependant, il faut quand
même disposer d’un morceau de plan initial correct, ce qui n’est pas toujours évident
d’un point de vue pratique. Un morceau idéal serait le morceau B0 défini par :

B0 =
d∑
i=1

(−ei, e∗i ).

En effet, on vérifie facilement que ce morceau est un morceau de tout plan en esca-
lier de vecteur normal strictement positif. Malheureusement, exiger que σ soit Pisot
ne suffit alors pas toujours à ce que ce morceau engendre le plan en escalier point
fixe de E∗1(σ) (Fig. 6.4). Une caractérisation en terme de numération (condition F )
des substitutions pour lesquelles c’est le cas est donnée dans [18].

Par ailleurs, la théorie de Perron-Frobenius assure que la matrice d’incidence
d’une substitution Pisot admet un unique vecteur propre positif. On en déduit que
l’application duale d’une substitution Pisot admet un unique plan en escalier in-
variant : on parle de son point fixe. Notons qu’en ajoutant un flip à l’origine à ce
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Figure 6.4 – La substitution unimodulaire Pisot σ : 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1 et le
morceau de plan B0 engendrent tout le plan (à gauche, après quelques itérations).
Par contre, la substitution unimodulaire Pisot σ′ : 1 7→ 21, 2 7→ 13, 3 7→ 1 (qui a la
même matrice d’incidence que σ) et le morceau de plan B0 n’engendrent pas tout le
plan (au centre). Il existe cependant, d’après le théorème 6.9, un morceau de plan
fini B tel que σ′ et B engendrent tout le plan (à droite).

point fixe on obtient un autre point fixe (car ce flip n’est pas déplacé, d’après la
proposition 5.1). Cependant ce second point fixe est une surface qui n’est pas stricto
sensu un plan.

Pour finir ce paragraphe, mentionnons qu’au lieu d’engendrer un plan à partir
d’un morceau fini, on peut aussi l’engendrer à partir d’une surface en escalier. Plus
précisément, on montre (voir aussi Fig. 6.5) :

Théorème 6.10 Soit σ une substitution unimodulaire Pisot. Soit P le point fixe
de E∗1(σ). Alors, pour toute surface en escalier S, on a :

lim
n→∞

E∗1(σ)n(S) ∈ {P ,P + F0}.

En d’autres termes, itérer E∗1(σ) sur une surface en escalier fournit une suite de
surfaces convergeant vers le point fixe de E∗1(σ), avec ou sans flip à l’origine.

Preuve. Soit S ∈ S. D’après le théorème 4.20, on peut écrire :

S = P +
∑
k≥0

εkFxk ,

où, pour tout k, εk = ±1 et xk ∈ Zd. On a alors, par continuité de E∗1(σ) et d’après
la proposition 5.1 :

E∗1(σ)n(S) = P +
∑
k≥0

εkFM−nσ xk
.
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Tout vecteur x ∈ Zd\{0} peut s’écrire comme la somme d’un vecteur réel y de
l’espace dilatant deMσ et d’un vecteur réel z de l’espace contractant deMσ. L’image
par M−n

σ de y va tendre vers 0 avec n. L’image par M−n
σ de z va diverger avec n,

sauf si ce z est nul, auquel cas x est dans l’espace dilatant de Mσ. On a alors
Mσx = λx, donc λ ∈ Q puisque x et Mσ sont entiers. Ceci étant exclu, on peut
conclure :

∀x ∈ Zd\{0}, lim
n→∞

||M−n
σ x|| = +∞

Les flips FM−nσ xk
sont donc “rejetés” à l’infini, sauf éventuellement le flip F0 (qui,

lui, est stable), ce qui montre le résultat. ut

Figure 6.5 – Itérer l’application duale d’une substitution Pisot sur une surface en
escalier engendre une suite de surfaces convergeant vers le plan en escalier point fixe
de cette application duale (avec, éventuellement, un flip en plus à l’origine). Ici, on
a représenté quelques itérations pour la substitution σ : 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1 : le
plan limite est le même que sur la figure 6.4.

6.2.2 Périodes Pisot

Le paragraphe précédent a montré qu’un plan substitutif ne pouvait être en-
gendré que par une substitution Pisot. Cependant, aucun moyen n’a été donné
permettant d’obtenir une telle substitution Pisot à partir des paramètres du plan
que l’on veut construire. On montre ici que les développements de Brun apportent
une réponse partielle. Donnons d’abord une condition nécessaire algébrique de sub-
stitutivité :

Proposition 6.11 Si un plan en escalier est substitutif, alors les coordonnées de
son vecteur normal sont irrationnelles et appartiennent à une extension de corps
Q(λ), où λ est un nombre algébrique de degré d.
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Preuve. Soit Pα,ρ un plan substitutif. C’est donc l’image par l’application duale d’un
morphisme µ d’un plan Pα′,ρ′ point fixe de l’application duale d’une substitution
Pisot σ. D’après le théorème 3.4, α′ est alors un vecteur propre de la matrice tMσ :

tMσα
′ = λα′.

De, plus, il est prouvé dans [28] que le fait que σ soit Pisot entraîne que le polynôme
caractéristique deMσ est irréductible. La valeur propre λ de la matriceMσ est donc
un nombre algébrique de degré d. De plus, les coordonnées de α′ ne peuvent pas
être rationnelles car sinon λ serait lui aussi rationnel. Enfin, on a α′ ∈ Q(λ)d, et
comme α = tMµα

′, on conclut que α est un vecteur irrationnel de Q(λ)d. ut

En particulier, un plan substitutif a un vecteur normal irrationnel, dont le déve-
loppement de Brun est donc infini. Rappelons que dans le cas des fractions continues
classiques, un nombre a un développement ultimement périodique (c’est-à-dire pé-
riodique à partir d’un certain rang) si et seulement s’il est quadratique (théorème de
Lagrange). Malheureusement, si le sens direct de ce résultat s’étend sans difficulté
en dimension supérieure (en remplaçant “quadratique” par “algébrique de degré d”),
ce n’est pas le cas du sens réciproque. Examinons cependant le cas des développe-
ments de Brun ultimement périodiques.

Par ailleurs, rappelons qu’un plan substitutif est toujours l’image d’un point fixe
d’une application duale de substitution. Or, on montre :

Proposition 6.12 Si un plan en escalier a un développement de Brun ultimement
périodique, alors c’est l’image d’un point fixe d’une application duale de substitution.

Preuve. Soit Pα,ρ un plan en escalier admettant un développement de Brun (an, in)n
ultimement périodique de pré-période d et de période p, c’est-à-dire vérifiant :

∀n ≥ q, (an+p, in+p) = (an, in).

Alors, on déduit de l’équation (3.8) :

P(1,α),ρ = E∗1(βq)(P(1,T q+1(α)),ρ),

P(1,T q+1(α)),ρ = E∗1(βp)(P(1,T q+1(α)),ρ),

où βq = βaq−1,iq−1◦. . .◦βa0,i0 et βp = βaq+p−1,iq+p−1◦. . .◦βaq ,iq sont deux substitutions.
Le plan Pα,ρ est donc l’image du point fixe P(1,T q+1(α)),ρ. ut

La question est donc de savoir si la condition précédente est suffisante, c’est-à-
dire si le produit βp des matrices d’incidences des substitutions de Brun associées à
la période du développement est Pisot. C’est clairement faux en général puisqu’une
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substitution de Brun n’est pas Pisot (pour d ≥ 2). Cependant, on vérifie expérimen-
talement qu’une substitution de la forme βaq+p−1,iq+p−1 ◦ . . . ◦ βaq ,iq est généralement
Pisot si la condition suivante est vérifiée :

{iq, . . . , iq+p−1} = {1, . . . , d}.

Mais cette condition n’est pas toujours suffisante. Par exemple, pour d = 3, un
calcul montre que la matrice d’incidence de la substitution suivante (qui est une
matrice 4× 4) a une valeur propre largement dominante (λ ' 1258) et deux valeurs
propres de modules strictement inférieurs à 1, mais aussi la valeur propre 1 :

β5,3 ◦ β7,3 ◦ β1,2 ◦ β8,1 ◦ β4,1 ◦ β1,2.

Cette substitution n’est donc pas Pisot, bien qu’elle vérifie la condition ci-dessus.
Un tel contre-exemple est exclu pour d = 1, tandis que le cas d = 2 reste ouvert.

En conclusion, un plan dont le développement de Brun est ultimement pério-
dique n’est pas toujours substitutif mais “souvent” (il resterait à donner un sens
mathématique à ce “souvent” - notamment on peut se demander si c’est le cas sur
tous les réels sauf sur un ensemble de mesure nulle). Inversement, un plan substitu-
tif n’a pas nécessairement un développement ultimement périodique, ceci parce que
le théorème de Lagrange sur les développements en fraction continue ultimement
périodiques ne semble pas s’étendre aux développements de Brun.

6.2.3 Plan rationnel

On appelle rationnel un plan dont le vecteur normal s’écrit (1,α) avec α ∈ Qd,
c’est-à-dire dont le développement de Brun est fini (Th. 3.13). En particulier, il ré-
sulte de la proposition 6.11 du paragraphe précédent qu’un plan rationnel ne peut
pas être substitutif. On montre ici que ces plans peuvent cependant être facilement
engendrés, grâce à la notion de domaine fondamental.

Rappelons que si F est une fonction de F et u un vecteur de Zd, alors u + F
désigne la fonction (x, i) 7→ F(x − u, i). En particulier, si F est binaire, alors
l’interprétation géométrique de u + F se déduit de celle de F par une translation
de vecteur u. On définit alors :

Définition 6.13 Soit P un plan en escalier. Si D est un morceau fini de P et L
un réseau de Zd tels que :

P =
∑
u∈L

u+D,

alors on dit que D est un domaine fondamental de P, associé au réseau L.
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Pour des raisons de périodicité, un plan admet un domaine fondamental si et
seulement si c’est un plan rationnel. Géométriquement, un tel plan est engendré
en translatant des copies d’un domaine fondamental suivant le réseau associé. Sou-
lignons qu’un plan rationnel admet une infinité de domaines fondamentaux. Le
résultat suivant, s’inspirant d’un résultat proche donné dans [6], montre comment
construire l’un d’entre eux :

Théorème 6.14 Soit α ∈ [0, 1]d∩Qd et ρ ∈ R. Soit (an, in)0≤n≤N le développement
de Brun (fini) de α. Posons ρ′ = ρ/||Ba0,i0 × . . . × BaN ,iNe1||∞. Soit D(1,α),ρ le
morceau fini du plan en escalier P(1,α),ρ défini par :

D(1,α),ρ = E∗1(βa0,i0) ◦ . . . ◦ E∗1(βaN ,iN )(bρ′ce1, 1∗).

Alors, D(1,α),ρ est un domaine fondamental de P(1,α),ρ, associé au réseau défini par :

L(1,α),ρ = B−1a0,i0 . . . B
−1
aN ,iN

d+1∑
k=2

Zek.

Preuve. Le morceau de plan (bρ′ce1, 1∗) est un domaine fondamental du plan en
escalier P(1,0),ρ′ , associé au réseau Ze2 + . . .+Zed+1. Or, si D est un domaine fonda-
mental d’un plan Pβ,µ, associé à un réseau L, alors pour tout substitution unimo-
dulaire σ, E∗1(σ)(D) est un domaine fondamental du plan E∗1(σ)(Pβ,µ) = PtMσβ,µ,
associé au réseau M−1

σ L. Le résultat s’en déduit avec σ = βaN ,iN ◦ . . . ◦ βa0,i0 , en
remarquant de plus que, pour tout λ ∈ R∗, on a Pλβ,µ = Pβ,µ/λ. ut

Exemple 6.15 Soit α = (3/8, 5/12) ∈ [0, 1]2. Le développement de α est :(
3

8
,

5

12

)
= [(2, 2), (1, 1), (2, 2), (4, 1), (1, 2)].

Le dernier convergent de ce développement est (24, 9, 10), proportionnel à (1,α). La
figure 6.6 montre la génération du domaine fondamental D(1,3/8,5/12),0 à partir des
applications duales des substitutions de Brun associées au développement de α. Ce
domaine est la somme de 24, 9 et 10 faces, respectivement de vecteur normal e1, e2
and e3. Par ailleurs, on calcule :

L(1,3/8,5/12),0 = Z(e1 + 4e2 − 6e3) + Z(2e1 − 2e2 − 3e3).

La figure 6.7 illustre l’engendrement de P(1,3/8,5/12),0 = P(24,9,10),0 grâce à L et D.

Intuitivement, un domaine fondamental est d’autant plus pratique qu’il est pe-
tit (donc facile à stocker) et compact (pour engendrer aisément des morceaux de
plan de forme quelconque). À ce titre, il est naturel de vouloir comparer le do-
maine fondamental défini par le théorème 6.14 aux autres domaines fondamentaux
envisageables. On montre alors :
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Figure 6.6 – Génération d’un domaine fondamental du plan en escalier P(24,9,10),0

par application de E∗1(β1,2), E∗1(β4,1), E∗1(β2,2), E∗1(β1,1) et E∗1(β2,2) (de gauche à
droite).

Figure 6.7 – Des copies du domaine fondamental de la figure 6.6 translatées suivant
le réseau Z(e1 + 4e2− 6e3) +Z(2e1− 2e2− 3e3) engendrent tout le plan P(24,9,10),0.
Ce domaine est de taille minimale (Prop. 6.16, ci-dessous).
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Proposition 6.16 Le domaine fondamental D(1,α),ρ défini par le théorème 6.14 est
de taille minimale parmi l’ensemble des domaines fondamentaux du plan P(1,α),ρ.

Preuve. On déduit de la proposition 2.12 :

f(D(1,α),ρ) = Ba0,i0 . . . BaN ,iNf(ρ′e1, 1
∗) = Ba0,i0 . . . BaN ,iN (1,0).

Par ailleurs, on montre aisément par récurrence sur N que les coordonnées de
f(D(1,α),ρ) sont premières entre elles. Or, pour des raisons de périodicité, les propor-
tions de faces de chaque type sont les mêmes dans un plan que dans n’importe lequel
de ses domaines fondamentaux. Donc, si D est un domaine fondamental de P(1,α),ρ,
alors les vecteurs entiers f(D) et f(D(1,α),ρ) sont proportionnels. Les coordonnées
du second vecteur étant premières entre elles, on en déduit que f(D) = kf(D(1,α),ρ),
avec k ∈ N∗ (k = 0 étant exclu). La taille d’un domaine fondamental de P(1,α),ρ est
donc toujours un multiple de la taille de D(1,α),ρ, ce qui prouve le résultat annoncé. ut

6.3 Reconnaissance de plan
Après la génération de plan, on s’intéresse ici au problème inverse qui est celui

de la reconnaissance de plan et qui consiste à décider si une fonction binaire donnée
est un morceau de plan en escalier ou non. De plus, si c’est le cas, on veut égale-
ment déterminer l’ensemble des paramètres des plans en escalier dont cette fonction
binaire est un morceau. Il existe déjà de nombreux algorithmes pour résoudre ce
problème (voir Chap. 1) : l’objectif est ici de montrer en quoi les applications duales
et l’algorithme de Brun peuvent apporter quelque chose de nouveau.

6.3.1 Principe

Le principe général est, étant donnée une fonction binaire, d’essayer de calcu-
ler le développement de Brun d’un plan en escalier dont elle serait morceau. Plus
précisément, s’inspirant de ce qui a été fait pour les surfaces au chapitre 5, on vou-
drait prolonger la définition de l’application de Brun géométrique T̃ aux fonctions
binaires de telle sorte qu’on ait, pour tout plan en escalier P ∈ P∃\P∀ (c’est-à-dire
pour tout plan dont le vecteur normal s’écrit (1,α), avec α ∈ [0, 1]d\{0}) et pour
toute fonction binaire B :

0 ≤ B ≤ P ⇔ 0 ≤ T̃ (B) ≤ T̃ (P). (6.1)

Ainsi, si en itérant T̃ sur une fonction binaire on tombe sur un morceau d’un plan
de vecteur normal e1, on saura que la fonction binaire initiale est un morceau de
plan (dont on connaîtra en plus le développement de Brun).
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Rappelons qu’étendre la définition de T̃ aux surfaces en escalier a posé deux
problèmes. D’une part, il a fallu lire sur une surface l’information suffisante pour
déterminer quelle application duale E∗1(β−1a,i ) utiliser. C’est le rôle joué par les fonc-
tions a et i (Déf. 3.20) sous l’hypothèse de cohérence (Déf. 5.6). D’autre part, il
a fallu s’assurer que l’application duale de la substitution de Brun retenue envoie
bien une surface sur une surface (Prop. 5.7).

Il faut donc résoudre aussi ces deux problèmes dans le cas des morceaux de plan,
ce à quoi sont respectivement consacrés les deux paragraphes suivants. Avant ceci,
examinons quelques propriétés propres aux morceaux de plan. Introduisons d’abord
la notion suivante :

Définition 6.17 Soit B ∈ B une fonction binaire. L’ensemble des paramètres
acceptables de B, noté p(B), est le polytope de [0, 1]d × R défini par :

P (B) = {(α, ρ) ∈ [0, 1]d × R | B ≤ P(1,α),ρ}.

En particulier, une fonction binaire B est un morceau d’un plan de P∃ si et
seulement si P (B) est non vide. Soulignons que, dans ce cas, P (B) n’est générale-
ment pas réduit à un singleton. Autrement dit, un morceau de plan ne caractérise
pas un unique plan. Inversement, un ensemble de paramètres ne caractérise généra-
lement pas un unique morceau de plan. Plus précisément, introduisons la relation
d’équivalence suivante sur les morceaux de plan :

Définition 6.18 Deux morceaux de plan en escalier B et B′ sont dits équivalents
si, pour tout plan en escalier P, on a :

B ≤ P ⇔ B′ ≤ P .

La classe d’équivalence d’un morceau B est notée 〈B〉.

Deux morceaux de plan équivalents ont alors le même ensemble de paramètres
acceptables. Intuitivement, la classe d’équivalence d’un morceau est l’ensemble des
morceaux qui contiennent exactement la même information sur les vecteurs nor-
maux des plans dont ils sont des morceaux. Par exemple, la figure 6.8 représente
un morceau de plan équivalent à celui de la figure 6.1.

On vérifie aisément que si deux morceaux de plan sont équivalents, alors le maxi-
mum de ces deux morceaux de plan est encore un morceau de plan, équivalent aux
deux précédents (rappelons que l’interprétation géométrique du maximum de deux
fonctions binaires est l’union de leurs interprétations géométriques). On vérifie éga-
lement que la classe d’équivalence d’un morceau de plan fini ne comporte que des
morceaux finis. On en déduit que l’opération maximum confère une structure de
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Figure 6.8 – Un morceau de plan fini (de taille 786) équivalent à celui de la figure
6.1 (dont le contour est surligné). L’équivalence de ces deux morceaux peut se
montrer simplement en raisonnant sur les tailles des paliers.

semi-treillis à la classe d’équivalence 〈B〉 d’un morceau de plan B fini. Expérimen-
talement, on constate que ce supremum est très grand devant B. Par exemple, dans
le cas du morceau de la figure 6.1, un calcul sur ordinateur montre que le supremum
est formé de plus de 7000 faces (ce n’est donc pas le morceau de la figure 6.8).

Par ailleurs, le minimum de deux morceaux de plan équivalents est un morceau
de plan qui ne leur est généralement pas équivalent (intuitivement, il contient moins
d’information que ces deux plans). L’opération de minimum ne confère donc pas de
structure de treillis à une classe d’équivalence.

L’intérêt de cette relation d’équivalence est qu’elle montre qu’il existe une cer-
taine liberté pour modifier un morceau de plan donné afin d’en obtenir un équivalent
plus pratique. Comme le but est d’appliquer une application duale E∗1(β−1a,i ) bien
choisie, les morceaux βa,i-pavables sont particulièrement intéressants (Déf. 6.3, voir
aussi Prop. 6.5).

6.3.2 Reconnaissabilité

La notion de palier (Déf. 3.18) a été définie pour n’importe quelle fonction bi-
naire. En particulier, les quantités a±i,j restent définies de la même façon. Cependant,
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si B est un morceau d’un plan P , alors les a±i,j peuvent être différents pour B et P
du fait qu’un palier de B peut très bien n’être qu’un morceau d’un palier de P . Il
faut être plus précis :

Définition 6.19 Soit B une fonction binaire Considérons un (i, j)-palier de B de
la forme : ∑

k∈I

(x+ kej, i
∗),

où x est un vecteur de Zd et I un intervalle de Z. Alors, ce palier est dit fermé à
droite si I admet un maximum d tel que :

B(x+ dej, j
∗) = 1,

et il est dit fermé à gauche si I admet un minimum g tel que :

B(x+ gej − ej + ei, j
∗) = 1.

Les notions de palier fermé, ouvert, semi-ouvert ou semi-fermé à gauche ou à
droite sont calquées sur le cas des intervalles réels. La figure 6.9 illustre les divers
types de paliers d’une fonction binaire.

Figure 6.9 – Cette fonction binaire contient tous les types de (1, 3)-paliers : semi-
fermé à droite, semi-fermé à gauche, fermé et, enfin, ouvert (respectivement encadrés
de gauche à droite ; les traits en pointillés encadrant les faces qui ferment un palier).

Montrons maintenant que les paliers peuvent être utilisés pour lire sur une fonc-
tion binaire l’information nécessaire à déterminer – au cas où il s’agit d’un morceau
de plan – l’application duale E∗1(β−1a,i ) à utiliser. On se restreint aux fonctions bi-
naires reconnaissables :

Définition 6.20 Une fonction binaire B est dite reconnaissable si elle vérifie les
deux conditions suivantes. Premièrement, il doit exister i ∈ {1, . . . , d} tel que :

a+1,i+1(B) ≥ 2 et min
1≤j≤d

a+i+1,j+1(B) ≥ 2.
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On note i(B) le plus petit i vérifiant cette première condition. Deuxièmement, B
doit avoir au moins un (1, i(B) + 1)-palier fermé, le plus petit d’entre eux étant de
taille a+1,i(B)+1(B)− 1. On note a(B) cette taille.

Figure 6.10 – Une suite (Bi)1≤i≤5 croissante de fonctions binaires (de gauche à
droite). La première n’est pas reconnaissable car on a a+1,2(B1) = a+1,3(B1) = 1 ; La
deuxième vérifie a+1,3(B2) ≥ 2 mais n’est pas reconnaissable car on a a+3,2(B2) = 1. La
troisième vérifie a+1,3(B3) ≥ 2 et a+3,2(B3) ≥ 2, c’est-à-dire la première condition de
reconnaissabilité, avec i(B3) = 2. Elle n’est cependant pas reconnaissable car elle ne
possède pas de (1, 3)-palier fermé. La quatrième possède un (1, 3)-palier fermé, mais
elle n’est pas reconnaissable car ce palier est de taille a+1,3(B4) = 2. La cinquième
possède un (1, 3)-palier fermé de taille a+1,3(B5)−1 = 2. Elle est donc reconnaissable,
avec i(B5) = 2 et a(B5) = 2. C’est la seule pour laquelle on est sûr que s’il s’agit
d’un morceau d’un plan P(1,α,β), alors ce plan vérifie 1 ≥ β > α et b1/βc = 2.

La figure 6.10 illustre la notion de reconnaissabilité. Intuitivement, la première
condition assure que si B est un morceau de plan, alors la première coordonnée
de ce vecteur est plus grande que la (i(B) + 1)-ème, qui est elle même strictement
plus grande que toutes les autres. En d’autre terme, ce vecteur normal peut s’écrire
(1,α), avec α ∈ [0, 1]d et αi(B) = ||α||∞. Quant à la seconde condition, elle assure
que si B est un morceau de plan, alors ce plan a deux tailles différentes de (1, i(B+
1))-paliers, et a(B) est la plus petite de ces deux tailles. L’intérêt de cette notion
de reconnaissabilité est donc, en quelque sorte, de généraliser la proposition 3.21,
puisque la proposition 3.19 assure alors :

Proposition 6.21 Soit α ∈ [0, 1]d\{0} et ρ ∈ R. Soit B une fonction binaire
reconnaissable. Alors, si B est un morceau du plan en escalier P(1,α),ρ, on a :

i(B) = min{i | αi = ||α||∞} et a(B) = b||α||−1∞ c.

Notons que, selon les définitions précédentes, un plan n’est pas toujours re-
connaissable. C’est, par exemple, le cas d’un plan dont le vecteur normal a deux
coordonnées égales ou d’un plan dont la (i+ 1)-ème coordonnée du vecteur normal
est de la forme 1/q, q ∈ N (tous les (1, i + 1) paliers étant alors de taille q). Ce-
pendant, dans le cas d’un morceau de plan – où seulement une partie des paliers
du plan sont connus – la restriction apportée par la reconnaissabilité est nécessaire
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pour être sûr de la taille de tous les paliers du plan. En pratique, une fonction bi-
naire de taille suffisamment importante et de forme pas trop pathologique est très
souvent reconnaissable. Par exemple, notre morceau préféré (Fig. 6.1 ou 6.9) est
reconnaissable.

6.3.3 βa,i-pavabilité

Le but de ce paragraphe est de montrer comment associer effectivement à toute
fonction binaire reconnaissable B une fonction binaire B̃ telle que :

0 ≤ B ≤ P ⇔ 0 ≤ B̃ ≤ P ⇔ 0 ≤ E∗1(β−1a(B),i(B))(B̃) ≤ T̃ (P).

Alors, en posant :
T̃ (B) = E∗1(β−1a(B),i(B))(B̃),

l’application T̃ sera prolongée de sorte à vérifier l’équation (6.1), discutée au début
du paragraphe 6.3.1.

Introduisons d’abord quelques termes. Considérons un palier de la forme :∑
k∈I

(x+ kej, i
∗),

où x est un vecteur de Zd et I = [g, d] un intervalle borné de Z. On dit alors qu’on
prolonge ce palier à gauche si on lui ajoute des faces (x + kej, i

∗) pour k < g ; on
dit qu’on ferme ce palier à droite si on lui ajoute la face (x + gej, j

∗). On définit
alors trois opérations élémentaires sur les fonctions binaires de B :

Définition 6.22 Soit a ∈ N∗ et i ∈ {1, . . . , d}. On définit trois applications de B
dans B comme suit.

1. L’extension φa,i : tout (1, i + 1)-palier ouvert seulement à gauche et de taille
inférieure à a est prolongé à gauche en un palier de taille a ;

2. l’extension ψa,i : tout (1, i + 1)-palier ouvert à droite et de taille strictement
supérieure à a est fermé à droite ;

3. la réduction χi : tout (1, i+ 1)-palier ouvert seulement à droite est supprimé.

La figure 6.11 illustre ces opérations élémentaires dans le cas (a, i) = (2, 2) et la
figure 6.12 montre comment un morceau de plan est transformé par ces opérations.
On montre alors :

Proposition 6.23 Soit B une fonction binaire. Supposons B reconnaissable et no-
tons B̃ la fonction binaire obtenue après applications successives des règles φa(B),i(B),
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χ
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ψ
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Figure 6.11 – Les deux opérations d’extension φa,i et ψa,i et l’opération de ré-
duction χi, dans le cas (a, i) = (2, 2) (les traits pointillés représentant l’absence de
face).

ψa(B),i(B) et χi(B). Alors, B̃ est équivalent à B. Si, de plus, B̃ ne contient pas de
(1, i(B) + 1)-palier ouvert, alors on a, pour tout plan P ∈ P∃\P∀ :

0 ≤ B̃ ≤ P ⇔ 0 ≤ E∗1(β−1a(B),i(B))(B̃) ≤ T̃ (P).

Preuve. Soit B une fonction binaire reconnaissable. Supposons que B soit un mor-
ceau d’un plan P . Alors, tout (1, i + 1)-palier de B ouvert seulement à gauche et
de taille inférieure à a(B) est nécessairement un morceau d’un (1, i+ 1)-palier de P
fermé et de taille supérieure ou égale à a(B). On en déduit que φa(B),i(B)(B) est encore
un morceau de P . Inversement, si φa(B),i(B)(B) est un morceau de P , alors B aussi
puisque B ≤ φa(B),i(B)(B). Donc φa(B),i(B)(B) est équivalent à B. Un raisonnement
similaire montre que les opérations ψa,i et χi préservent également l’équivalence de
fonctions binaires. Ceci prouve que B̃ est équivalent à B. Supposons maintenant que
B̃ ne contienne pas de (1, i(B)+1)-palier ouvert. Il est facile de voir que la définition
des opérations φa,i, ψa,i et χi assure que B̃ est βa(B),i(B)-pavable.
Supposons alors que B̃ soit un morceau d’un plan P ∈ P∃\P∀, qui est donc βa(B),i(B)-
pavable puisque a(B) = a(P) et i(B) = i(P). Montrons alors que le pavage de B̃ est
une restriction de celui de P . C’est évident pour les faces de type j /∈ {1, i(B) + 1}.
Deux faces de types 1 et i(B) + 1 sont groupées, dans le pavage de P comme dans
celui de B̃, si et seulement si la face de type 1 appartient à un (1, i(B) + 1)-palier de
taille a(B) fermé à droite par la face de type i(B)+1. Les seules faces restantes sont
alors des faces de type 1 (une pour chaque (1, i(B) + 1)-palier de taille a(B) + 1, qui
sont forcément isolées dans le pavage de P comme dans celui de B̃). On en déduit
que le pavage de B̃ est bien une restriction de celui de P , et le résultat découle alors
de la proposition 6.5.
Inversement, si 0 ≤ E∗1(β−1a(B),i(B))(B̃) ≤ T̃ (P), alors la proposition 6.2 assure que
l’image de la fonction binaire E∗1(β−1a(B),i(B))(B̃) par l’application duale E∗1(βa(B),i(B)),
c’est-à-dire B̃, est un morceau du plan E∗1(βa(B),i(B))(T̃ (P)), c’est-à-dire de P . ut

Le problème vient donc des paliers ouverts, ce qu’on examine au paragraphe suivant.
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Figure 6.12 – Les opérations φ2,2, ψ2,2 et χ2 sont successivement effectuées sur le
morceau de la figure 6.1 (de haut en bas, les faces ajoutées ou supprimées étant
encadrées). Le morceau obtenu est équivalent au morceau initial, et il admet un
β2,2-pavage si on lui enlève les (1, 3)-paliers ouverts qu’il contient (il y en a ici trois,
situés vers la droite du morceau).
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6.3.4 Un algorithme hybride

Ce paragraphe expose un algorithme hybride de reconnaissance de plan. Le
principe général est le suivant. Étant donné une fonction binaire, on calcule son
développement de Brun tant qu’on peut lire l’information suffisante, c’est-à-dire
tant que les fonctions binaires obtenues restent reconnaissables. Comme les paliers
ouverts posent problème, on les enlève et on les garde de côté pour vérifier a pos-
teriori s’ils jouent un rôle. Quand on obtient une fonction binaire qui n’est plus
reconnaissable – on espère alors qu’elle est, en pratique, de faible taille – on utilise
un des autres algorithmes de reconnaissance de plan connus (voir Chap. 1) pour
en déterminer les paramètres acceptables. Il reste alors à remonter aux paramètres
acceptables de la fonction binaire initiale, ce qui se fait facilement grâce au déve-
loppement de Brun calculé. De plus, à chaque étape de cette remontée, on corrige
(si besoin est) l’ensemble des paramètres acceptables en tenant compte des paliers
qui ont été coupés “en descendant”, c’est-à-dire à l’étape correspondante du calcul
du développement de Brun (lignes 2 à 8 du pseudo-code donné ci-dessous).

On peut écrire plus précisément cet algorithme sous forme de pseudo-code. Soit
XReco un algorithme de reconnaissance de plan qui renvoie le polytope des pa-
ramètres acceptables de la fonction binaire passée en argument. On note B′a,i la
matrice (d+ 2)× (d+ 2) déduite de la matrice Ba,i ainsi :

B′a,i =


0

Ba,i
...
0

0 . . . 0 1

 .

Le pseudo-code suivant définit alors l’algorithme BrunReco :

BrunReco(B)
1. n ← 0 ;
2. tant que B est reconnaissable faire
3. (an, in) ← (a(B), i(B)) ;
4. calculer B̃ ;
5. Ln ← paliers ouverts de B̃ ;
6. B ← E∗1(β−1an,in)(B̃ − Ln) ;
7. n ← n+ 1 ;
8. fin tant que ;
9. P ← XReco(B) ;

10. pour k = n− 1 à k=0 faire
11. P ← B′ak,ikP ;
12. P ← P ∩ XReco(Lk) ;
13. fin pour ;
14. renvoyer P ;
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Précisons que, ligne 5, Ln est la fonction binaire définie comme étant la res-
triction de B̃ à ses paliers ouverts (ce qui n’est pas forcément très clair dans le
pseudo-code). En particulier, ligne 6, l’expression B̃ − Ln désigne une soustraction
usuelle de fonctions.

Examinons la terminaison et la correction de cet algorithme. En notant Bn la
fonction binaire obtenue à l’étape n, on a la relation :

Bn+1 = E∗1(β−1an,in)(B̃n − Ln).

La proposition suivante montre alors que l’algorithme termine toujours :

Proposition 6.24 Si Bn est reconnaissable, alors la taille de Bn+1 est strictement
inférieure à celle de Bn.

Preuve. Introduisons les notations suivantes :

f(Bn) = (x1, . . . , xd+1), f(B̃n − Ln) = (y1, . . . , yd+1), f(Bn+1) = (z1, . . . , zd+1),

où f a été définie dans la proposition 2.12. La même proposition assure alors :
z1 = yin+1,
zin+1 = y1 − anyin+1,
zj = yj.

Par ailleurs, on déduit de la définition de B̃ :
y1 = x1 + axin+1 − x′1,
yin+1 = xin+1 + 1

an+1
x′′1,

yj = xj,

où x′1 (resp. x′′1) est la somme des tailles des (1, in + 1)-paliers prolongés par φan,in
(resp. ψan,in). On calcule alors :

|Bn+1| =
d+1∑
j=1

zj =
d+1∑
j=1

xj +
1− an
an + 1

x′′1 − x′1 = |Bn|+
1− an
an + 1

x′′1 − x′1.

Comme an ≥ 1, on a |Bn+1| ≤ |Bn|, avec égalité si et seulement si x′1 = 0. Or x′1 = 0
signifie qu’il n’y a pas de (1, in + 1)-palier fermé à droite, et donc en particulier que
Bn n’est pas reconnaissable. Ceci étant exclu, on a bien |Bn+1| < |Bn|. ut

Le théorème suivant montre alors la correction de l’algorithme :

Théorème 6.25 L’algorithme RecoBrun calcule l’ensemble des paramètres accep-
tables de toute fonction binaire passée en argument.
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Preuve. On raisonne par récurrence sur le nombre d’étapes du calcul du développe-
ment de Brun, c’est-à-dire la valeur de n à la ligne 9 du pseudo-code. Si n = 0, c’est
la correction (supposée) de l’algorithme XReco qui garantit le résultat. Supposons
alors le résultat acquis au rang n. On vérifie alors :

((1,α), ρ) ∈ P (B0) ⇔ 0 ≤ B0 ≤ P(1,α),ρ

⇔ 0 ≤ B̃0 ≤ P(1,α),ρ

⇔ 0 ≤ B̃0 − L0 ≤ P(1,α),ρ et 0 ≤ L0 ≤ P(1,α),ρ

⇔ 0 ≤ B1 ≤ PB−1
a0,i0

(1,α),ρ et ((1,α), ρ) ∈ XReco(L0)

⇔ (B−1a0,i0(1,α), ρ) ∈ P (B1) et ((1,α), ρ) ∈ XReco(L0)

Le passage de la première à la deuxième ligne est justifié par l’équivalence de B0 et
B̃0 (Prop. 6.23). Le passage de la troisième à la quatrième ligne se fait en appliquant
E∗1(β−1a0,i0) et est justifié par la proposition 6.23. On en déduit donc finalement :

P (B0) = B′a0,i0P (B1) ∩ XReco(L0).

L’hypothèse de récurrence assure alors la correction de l’algorithme. ut

Pour finir ce paragraphe, discutons de la complexité de cet algorithme.

Commençons par le cœur de l’algorithme, qui est le calcul du développement de
Brun d’un éventuel vecteur normal de la fonction binaire considérée (l. 2 à 8). La
lecture du couple (an, in) se fait en temps linéaire en la taille de B (parcours des
faces), ainsi que le calcul de B̃ (applications des opérations élémentaires) et celui de
Ln (encore un parcours des faces). L’application de E∗1(β−1an,in) se fait également en
temps linéaire (temps constant l’image de chaque face). Ainsi, la boucle des lignes 3
à 7 peut être effectuée en temps linéaire. La question principale est donc le nombre
d’itérations de cette boucle.

La proposition 6.24 assure qu’il y a au plus |B| itérations, puisqu’on perd au
moins une face à chaque itération, et qu’une fonction binaire reconnaissable com-
porte au moins une face. Cependant, dans le cas où la fonction B considérée est un
morceau d’un plan en escalier P(1,α),ρ, avec α ∈ Qd, alors le nombre d’itérations est
borné par la longueur du développement de Brun de α (car un morceau d’un plan
de vecteur normal e1 n’est jamais reconnaissable). On déduit alors de la proposition
3.14 que, dans ce cas, il y a alors au plus log(d+2)/(d+1)(m(α)) itérations (rappelons
que m(α), pour α ∈ Qd, est la somme des d coordonnées de α et de leur dénomi-
nateur commun). La proposition suivante va permettre de relier cette majoration à
la taille de B :

Proposition 6.26 Soit B un morceau fini d’un plan en escalier de normale (1,α).
Si tous les sommets de B sont inclus dans un hypercube de Zd+1 de côté D ∈ N
(une boîte englobante), alors on peut supposer m(α) ≤ (d+ 1)Dd.
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Preuve. Rappelons qu’on a 0 ≤ B ≤ P(1,α),ρ si et seulement si tout sommet x de
B vérifie : ρ ≤ 〈x|(1,α)〉 < ρ + ||(1,α)||1 (Prop. 3.2). On appelle point d’appui un
sommet x tel que ρ = 〈x|(1,α)〉.
Si, pour i ∈ {2, . . . , d + 1}, B admet deux points d’appui x et y tels que xi 6= yi,
alors on calcule : αi = (x1 − y1)/(xi − yi). Donc αi s’écrit comme le quotient de
deux entiers inférieurs à D.
Sinon, on vérifie qu’on peut se ramener au cas précédent en jouant sur α et ρ.
Géométriquement, il suffit de "caler au plus haut" les hyperplans 〈x|(1,α)〉 = ρ et
〈x|(1,α)〉 = ρ+ ||α||1, c’est-à-dire de les déplacer dans la direction e1 + . . .+ ed+1

et de les pivoter de telle sorte que tous les sommets de B reste entre eux, mais avec
un maximum de points d’appui (voir Fig. 6.3.4 dans le cas d = 1).
Finalement, on se ramène à un vecteur α dont les d coordonnées sont des quotients
d’entiers inférieurs à D. En réduisant ces coordonnées au même dénominateur, qui
est inférieur à Dd, on obtient : m(α) ≤ (d+ 1)Dd. ut

Figure 6.13 – Morceau d’une droite de paramètres quelconques tenant dans une
boîte de côté D = 7 (à gauche – les deux droites parallèles épaisses délimitant la
zone possible pour les sommets de ce morceau de plan). La finitude du morceau
permet de jouer sur les paramètres (en translatant et pivotant les deux droites
parallèles) pour avoir deux points d’appui (à droite – points d’appui en gras). Le
vecteur normal s’écrit alors (1, α), où α est un quotient d’entiers inférieurs à D (ici,
α = 3/2).

Ainsi, dans le cas où B est un morceau de plan, le nombre d’itérations de la
boucle des lignes 2 à 8 est majoré par d log(d+2)/(d+1)((d+ 1)D). En particulier, si B
n’est pas trop dispersé, c’est-à-dire admet une boîte englobante de taille polynômiale
en le nombre de faces de B (sa taille), la majoration précédente est logarithmique
en la taille de B.

Cette majoration a été obtenue dans le cas où B est un morceau de plan. Mais
comme elle ne dépend que de la taille d’une boîte englobante de B, on peut la cal-
culer avant de commencer les itérations des lignes 2 à 8. Ceci permet de modifier
légèrement l’algorithme : si jamais il s’avère qu’on a fait plus d’itérations que cette
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majoration, alors on peut s’arrêter et répondre que B n’est pas un morceau de plan
(par définition de cette majoration). Ainsi, quitte à modifier légèrement l’algorithme
et en supposant B pas trop dispersé, le nombre d’itérations de la boucle des lignes 2
à 8 est logarithmique en la taille de B. Chaque boucle se faisant en temps linéaire en
la taille de B, on conclut que la complexité totale des lignes 2 à 8 est quasi-linéaire
en la taille de B.

Intéressons nous maintenant aux lignes 9 à 13, qui correspondent à la partie
“corrective” de l’algorithme (quand le développement de Brun n’a pas été terminé).
Notons que la taille totale de tous les ensembles sur lesquels on appelle XReco est
inférieure à la taille de B. Ainsi, la complexité totale des appels à XReco est infé-
rieure à la complexité de XReco lui-même (c’est-à-dire que cette hybridation ne peut
qu’améliorer la complexité de l’algorithme XReco sur lequel elle repose). Quant aux
calculs d’intersection de polytopes convexes (ligne 12), il est en général difficile d’es-
timer précisément ce facteur. On peut, par exemple, citer un résultat de Chazelle,
qui montre que l’intersection de k polytopes convexes de R3 peut être calculée en
temps O(m ln k), où m est la taille totale de ces polytopes ([32]).

Cependant, on s’attend à ce que la taille de la première fonction binaire Bn qui
ne soit plus reconnaissable, ainsi que les tailles des paliers ouverts mis de côtés (les
Lk), soient largement inférieures à la taille de B. En d’autres termes, on s’attend à
ce que le temps de calcul des lignes 9 à 13 soit petit devant celui des lignes 2 à 8.
Pour valider ceci, il resterait à faire une étude plus systématique de l’efficacité en
pratique de cet algorithme.

Enfin, on peut aussi mettre a profit la convergence faible de l’algorithme de
Brun (Prop. 3.15) pour transformer l’algorithme précédent en un algorithme de
reconnaissance approchée, qui ne calcule pas P (B), le polytope convexe des para-
mètres acceptables de B, mais un ensemble qui en est proche. En effet, P (B) est
l’image de l’ensemble P calculé par XReco (l. 9) par le produit des matrices B′ak,ik
associées au développement de Brun calculé aux lignes 2 à 8. Or la convergence
faible de l’algorithme de Brun assure justement que, quelque soit P , son image par
ce produit des matrices converge vers P (B) quand la longueur du développement
de Brun tend vers l’infini. Ici, bien sûr, le cas d’un développement infini est exclu
(B étant fini). Mais plus ce développement est long, plus l’influence de P sur P (B)
est faible (intuitivement, l’information contenue dans P est petit à petit transférée
au produit de matrices). Ainsi, on pourrait décider de négliger l’information conte-
nue dans P au delà d’une certaine longueur du développement de Brun. Au lieu de
calculer P par XReco (l. 9), on pourrait alors poser :

P ← {(α, 〈x0|(1,α)〉) | α ∈ [0, 1]d},
où x0 est un sommet (arbitrairement choisi) de B. Les lignes 10 à 13 calculeraient
alors un polytope d’autant plus proche de P (B) que le développement de Brun
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calculé aux lignes 2 à 8 serait long. Notons que si l’on cherche non pas tout le
polytope P (B) mais simplement un de ses éléments (ce qui suffit généralement), on
pourrait encore plus simplement poser :

P ← {(0, 〈x0|(1,0)〉)}.

Les lignes 10 à 13 calculeraient alors une sorte de “vecteur quasi-normal” à B.



Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, on a étudié l’action des applications duales – un type de substi-
tution particulier – sur les pavages canoniques de codimension un (plans ou surfaces
en escalier, voire fonctions binaires). On a également relié ces résultats aux frac-
tions continues multidimensionnelles, notamment dans le cadre des problèmes de
géométrie discrète que sont la génération et la reconnaissance de plan. On a ainsi
généralisé le lien entre mots, fractions continues et géométrie discrète discuté au
chapitre 1, ce qui était l’objectif principal annoncé.

Pour finir, mentionnons quelques résultats que nous avons obtenus durant cette
thèse sans les exposer dans ce document. Ces résultats peuvent être vus comme des
premiers pas de prolongements des problématiques abordées dans cette thèse.

Un premier résultat concerne la relation entre les applications duales utilisées
dans cette thèse et les deux classes de substitutions sur les pavages – géométriques
ou combinatoires – exposées au paragraphe 1.2.2. Nous avons montré, dans l’article
[57] (version longue d’un résultat présenté en conférence, voir [54]), que les appli-
cations duales de substitutions sont des substitutions combinatoires particulières.
Ceci permet, en particulier, de disposer d’une large classe d’exemples de substitu-
tions combinatoires – puisqu’il n’est généralement pas évident de définir ex nihilo de
telles substitutions. Une question qui reste alors en suspens est celle de la caracté-
risation des substitutions combinatoires pouvant être vues comme des applications
duales de substitutions. Notamment, il serait intéressant de savoir si ces substitu-
tions combinatoires particulières sont exactement celles envoyant plans et surfaces
en escalier sur, respectivement, plans et surfaces en escalier (ce qui est bien le cas
des applications duales de substitutions). Ceci permettrait de voir les applications
duales de substitutions parmi les substitutions combinatoires comme lesmorphismes
sturmiens parmi les substitutions sur les mots, puisque les morphismes sturmiens
sont les substitutions envoyant les mots sturmiens sur les mots sturmiens (voir [15]).

Un autre résultat concerne la flip-accessibilité des pavages canoniques. Nous
avons étudié au chapitre 4 la flip-accessibilité des pavages canoniques de codimen-
sion un, énonçant notamment le théorème 4.16. Dans [22], nous avons montré un
résultat analogue à ce théorème dans le cadre des pavages canoniques de dimension
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deux et de codimension quelconque. La démonstration de ce résultat est un peu plus
complexe et fait intervenir des concepts que nous n’avons pas abordés dans cette
thèse, en particulier les lignes de De Bruijn de pavages (introduites dans [39]). Ce
résultat étend au cas de pavages infinis un résultat de Kenyon, qui montre que
deux pavages canoniques de dimension deux et codimension quelconque d’un même
domaine fini sont toujours flip-accessibles (voir [73]). L’objectif général serait de
caractériser la flip-accessibilité en dimensions et codimensions quelconques.

L’objectif précédent semble difficile (voir, par exemple, les difficultés soulevées
dans [43] dans le cas de la dimension trois). Cependant, nous avons introduit au
chapitre 4 la notion de pseudo-flip-accessibilité qui semble, elle, plus facile à étudier,
tout en permettant d’obtenir des résultats utiles pour l’étude de l’action des applica-
tions duales sur les pavages canoniques (c’est-à-dire, dans le cadre de cette thèse, les
surfaces en escalier). En particulier, dans l’optique de généraliser les liens entre ap-
plications duales, pavages et fractions continues en codimensions supérieures (cette
thèse ne traitant que de la codimension un), une telle approche semble intéressante.
D’autant plus qu’on peut déjà citer quelques travaux sur les possibles définitions en
codimensions supérieures des applications duales (voir [5, 7, 50, 62]). Un objectif
plus concret serait alors, par exemple, d’engendrer le pavage de Penrose (qui peut
être vu comme une généralisation en codimension trois d’un plan en escalier) par
des applications duales, ou de déterminer si un pavage canonique donné est un pa-
vage par coupe et projection canonique (problème de reconnaissance de plan).

Pour finir, citons brièvement quelques axes de recherches envisagés, à plus long
terme. Un premier axe consisterait à définir et étudier une notion de complexité
pour les surfaces en escalier, notamment pour caractériser par leur complexité les
plans en escalier parmi les surfaces en escalier, comme on sait caractériser par leur
complexité 3 les mots sturmiens parmi les mots. Un autre axe de recherche serait
de généraliser la caractérisation des mots substitutifs en termes de mots de retour,
donnée dans [48], au cas des plans en escalier, par exemple via une notion de surface
en escalier de retour. Dans ce cadre, on pourrait notamment s’inspirer des travaux
sur les pavages de Voronoï dérivés menés dans [89]. Enfin, si la reconnaissance de
plan est un problème fondamental de la géométrie discrète, comme nous l’avons
souligné au chapitre 1, il n’en demeure pas moins que le véritable problème est celui
de la polygonalisation (ou polyédrisation), c’est-à-dire la décomposition d’objets
discrets en plusieurs morceaux de plans. Il conviendrait alors d’étudier comment
l’approche par applications duales, appliquée dans cette thèse à la reconnaissance
de plan, pourrait être adaptée à ce problème plus général.

3. en termes de nombre de facteurs distincts – voir Chap. 1
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Résumé : Cette thèse propose une extension multidimensionnelle des
liens entre mots sturmiens, fractions continues et reconnaissance de droite
discrète. Les notions principales sont celles de substitution généralisée
(ou application duale), de flip (une transformation élémentaire courante
en mécanique statistique) et de fractions continues multidimensionnelles
(algorithme de Brun). On montre notamment comment définir et calcu-
ler les développements en fraction continue de plans ou de surfaces discrets.

Mots-clefs : algorithme de Brun, applications duales, combinatoire des
mots, flips, fractions continues, génération de plan discret, géométrie dis-
crète, mécanique statistique, pavages, plans en escalier, quasi-cristaux, re-
connaissance de plan discret, substitution, surfaces en escalier.

Abstract : This thesis provides a multi-dimensional extension of connec-
tions between Sturmian words, continued fractions and discrete line
recognition. The main notions are generalized substitution (or dual
map), flip (an elementary transformation commonly used in statistical
mechanics) and multi-dimensional continued fractions (Brun’s algorithm).
In particular, we show how continued fraction expansions of discrete planes
or surfaces can be defined and computed.

Keywords : Brun’s algorithm, combinatorics of words, continued frac-
tions, digital plane generation, digital plane recognition, discrete geometry,
dual maps, flips, quasi-cristals, tilings, statistical mechanics, stepped planes,
stepped surfaces, substitutions.

Laboratoire d’Informatique, de Robotique et de Microélectronique de Montpellier,
CNRS-UMR 5506, 161 rue Ada, 34392 Montpellier - Cedex 5.
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