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1Introdu
tionLe terme générique réseau désigne une stru
ture organisée reliant d'une manière plus oumoins 
omplexe des éléments, ou sommets, distin
ts. Ainsi les réseaux d'éle
tri
ité ou d'eauvont relier les bâtiments ou villes, un réseau informatique relie des ordinateurs distants etdans un réseau so
ial les gens pourront être 
onsidérés �reliés� lorsque par exemple ils se
onnaissent. Dans le 
adre d'un réseau de transport, les éléments à relier seront les usagers,
e
i grâ
e à diverses voies de 
ommuni
ations : routes, voies ferrées, 
anaux et
.Mais 
haque type de réseau possède une logique qui lui est propre et doit être prise en
ompte pour une étude un tant soit peu poussée : la lo
alisation spatiale des sommets importepeu pour les réseaux so
iaux ou informatiques alors qu'elle est primordiale pour les réseauxde transport ou d'éle
tri
ité/eau ; l'information se duplique mais ni l'éle
tri
ité ni l'eau ; lesusagers et l'information 
her
hent des dépla
ements rapides alors que l'éle
tri
ité ou l'eau serépartissent sur le réseau selon les résistan
es ou engorgements de 
elui-
i . . . Dans 
e rapport,on s'intéresse plus spé
i�quement aux réseaux de transport. Ave
 quelques restri
tions : niles réseaux ni leur utilisation ne dépendront du temps (pas d'horaire de train ni de migrationpendulaire), et les questions de 
ongestion sont é
artées. Ce 
hoix n'ex
lut 
ertes pas l'utili-sation, plus ou moins dire
te, de résultats plus généraux ou bien propres à d'autres réseaux.Les réseaux de transport sont au 
÷ur des problèmes d'aménagement du territoire. Ene�et, leur e�
a
ité plus ou moins grande à desservir et relier entre eux les di�érents pointsdu territoire va 
onditionner le développement de 
elui-
i. Cette e�
a
ité est par ailleurssus
eptible de diminuer suite à des endommagements des réseaux : la vulnérabilité de 
eux-
is'avère don
 aussi un fa
teur important. Constru
tion ou amélioration des réseaux de trans-port doivent don
 se faire dans une optique d'e�
a
ité maximale et vulnérabilité minimale.Ce
i requiert notamment de savoir évaluer 
es notions, 
'est-à-dire de les dé�nir 
lairementet de se donner les moyens de les mesurer.La 
onstru
tion de réseaux de transport e�
a
es ou peu vulnérables est un problème peutraité en informatique théorique 
ar les 
on
epts d'e�
a
ité ou de vulnérabilité sont inévi-tablement subje
tifs. Pourtant, en supposant dé�nis formellement 
es 
on
epts, l'apport del'informatique pour élaborer des algorithmes tant d'évaluation que de 
onstru
tion pourraitêtre très pro�table. Or 
es 
on
epts de base sont souvent le sujet même d'étude d'autresdomaines s
ienti�ques, notamment des s
ien
es géographiques dans le 
adre des réseaux detransport. Aussi pourrait-il être produ
tif, et 
'est 
e que 
e rapport tente de montrer, detravailler à 
heval sur 
es deux tableaux. D'autant plus que la séparation entre re
her
heen informatique théorique et en géographie, malgré les besoins de 
ette dernière en algo-rithmique, est souvent assez grande, 
e qui 
onduit parfois à la redé
ouverte plus ou moinsheureuse de résultats déjà établis.Ce
i dit, si beau
oup d'arti
les de géographie s'intéressent à l'évaluation des réseaux, 
euxproposant une mesure formelle sont rares. Surtout, je n'ai trouvé qu'un seul arti
le, [BR97℄,
her
hant à déterminer 
e que devrait véri�er toute mesure (
e
i dans un 
ontexte de mesurede vulnérabilité de réseaux informatique). Il propose pourtant une alternative intéressanteau para
hutage d'une formule puis à sa justi�
ation sur quelques exemples. On s'inspirera de
ette démar
he pour ébau
her une ré�exion, même si elle relève plut�t de 
ompéten
es en géo-graphie qu'en informatique, sur les 
ritères d'une mesure d'e�
a
ité des réseaux de transport.Ce rapport est arti
ulé en trois parties : ré�exion sur les 
on
epts d'e�
a
ité et de vulnéra-bilité ; introdu
tion d'une mesure d'e�
a
ité parti
ulière, 
omparaison ave
 d'autres mesureset exemples d'évaluation de réseaux ; utilisation de la mesure pré
édente pour 
onstruire desréseaux : en parti
ulier on s'intéressera, pour un réseau donné, au problème de déterminationd'un sous-réseau e�
a
e à protéger en priorité.



2 1 CONCEPTS DE BASE1 Con
epts de base1.1 Modélisation des réseauxLe territoire étudié est assimilé à une partie T de R2 .Un réseau sur T est modélisé par un graphe pondéré G = (V; E; t; 
) où :� V = fS1;S2; : : : ;Sng est l'ensemble des sommets ou points d'a

ès (gares, 
arrefours. . . ) ;� E = fe1;e2; : : : ;emg � V� V est l'ensemble des arêtes (routes, voies ferrées . . . ) ;� t : E 7! R+ asso
ie à une arête son temps de par
ours ;� 
 : E 7! R+ asso
ie à une arête son 
oût (longueur par exemple).On suppose en outre 
onnue la matri
e origines-destinations �, où le 
oe�
ient �ij estla proportion de dépla
ements sur le réseau se faisant du point Si au point Sj .Notons que les dépla
ements ne se font a priori pas uniquement sur le réseau. Si parexemple le réseau 
onsidéré est un réseau routier, les usagers peuvent aussi se dépla
er àpieds pour a

èder au réseau. De plus, étant donnée la stru
ture généralement multi-é
hellesdes réseaux de transport (le réseau autoroutier a une stru
ture similaire au réseau des routesnationales mais à plus grande é
helle), il arrive souvent que le réseau auquel on s'intéresse nesoit qu'une restri
tion du réseau réel à ses axes les plus importants : il est alors 
omme dessinésur un réseau �de fond� sur lequel peuvent aussi s'e�e
tuer les dépla
ements. On 
onsidéreratrès simplement que 
es dépla
ements se font à une vitesse 
onstante vT 
ara
téristique de 
eréseau �de fond�. Si par exemple on s'intéresse au réseau routier sans les routes 
ommunales,on peut modéliser grossièrement 
elles-
i en 
onsidérant qu'elle permettent un dépla
ementà la vitesse vT = 30km/h en dehors du réseau.On distingue deux �distan
es� :� Une mesure dG sur le réseau : dG(Si;Sj) est le plus petit temps de par
ours sur le réseau 4entre deux sommets ;� Une mesure de référen
e d� : d�(P;Q) est le temps de par
ours idéal entre deux pointsquel
onques du territoire. On prendra généralement le temps de par
ours en ligne droiteà la vitesse maximale possible sur le réseau étudié.En�n, on modélise le temps d'a

ès au réseau. Les usagers sont supposés se rendre aupoint d'a

ès du réseau le plus pro
he d'eux (
e qui n'est pas for
ément le 
as : on peut parexemple préférer mar
her un peu plus pour prendre le métro à une station plus 
ommodepour le dépla
ment envisagé), aussi 
haque sommet Si �
ouvrira� la zone Vi du territoire
onstituée des points dont Si est le plus pro
he sommet 5. On dé�nit alors les quantités :�i = ZVi dT(P;Si)dP��i = ZVi d�(P;Si)dPOù dT mesure le temps de par
ours en ligne droite à vitesse vT. Ainsi �i (resp. ��i ) est letemps moyen mis par les usagers de la zone 
ouverte par Si pour joindre Si par le réseau �defond� (resp. par un réseau idéal).4. éventuellement on permet des dépla
ements sur le territoire à la vitesse vT (il peut être plus rapide,dans le 
as du métro parisien, de relier à pieds deux stations de métro !) : 
e
i revient à ajouter une arête depoids ad ho
 entre toute paire de sommets non reliés.5. Vi est le polyg�ne de Voronoï asso
ié à Si



1.2 E�
a
ité 31.2 E�
a
itéPourquoi mesurer l'e�
a
itéDé�nir - mathématiquement - une mesure d'e�
a
ité sur les réseaux de transport doitpermettre de les 
omparer, de déterminer leurs points faibles et de les améliorer ou optimiser.En fait, on peut ainsi assujettir l'étude des réseaux à un 
adre formel permettant d'adopterune démar
he rigoureuse - et on l'espère produ
tive - où la validité des résultats ne dépendraque du 
hoix initial de la mesure. Autrement dit, on 
her
he à dé�nir un 
adre subje
tifsatisfaisant dans lequel on pourra développer une théorie obje
tive 
onsistante.Dé�nir l'e�
a
itéEffi
a
e : qui produit l'effet qu'on en attend (Petit Robert).Comment formaliser 
ette dé�nition dans le 
adre des réseaux de transport? Il faudraitdé�nir 
e qu'on attend d'un réseau de transport et quanti�er dans quelle mesure un réseaudonné produit l'e�et es
ompté, 
'est-à-dire répond aux attentes. Intuitivement, 
e qu'on at-tend d'un réseau de transport est de fa
iliter le dépla
ement des usagers sur le territoire.Nous 
onviendrons i
i qu'un dépla
ement est d'autant plus fa
ile qu'il est rapide. Une étudeplus so
iologique des attentes des usagers 
onduirait sans doute à une dé�nition plus nuan
ée,mais 
elle-
i semble assez réaliste pour une première appro
he.Il faut aussi distinguer deux 
omposantes de l'e�
a
ité. La première, intrinsèque au ré-seau, ne dépendant que de la stru
ture de 
elui-
i : le dépla
ement sur le réseau. La deuxième,liée à la desserte du territoire, dépend de l'implantation (densité et répartition) des sommets :l'a

ès au réseau (Figure 1).
A

B(a)
A

B

C

D (b)Fig. 1 � En (a) l'e�
a
ité intrinsèque est bonne (A et B sont fa
iles à relier) mais la dessertemauvaise. En (b) la desserte est meilleure, mais le réseau relie mal C et D.Quel serait dans 
e 
adre un réseau idéal ? La desserte est optimale pour une densitéin�nie de sommets, et l'e�
a
ité intrinsèque pour un réseau 
omplet, 
'est-à-dire où tousles sommets sont reliés deux à deux. Malheureusement 
'est irréaliste : pour le réseau routierfrançais il faudrait transformer le pays en un gigantesque parking ! L'obje
tif sera don
 plut�tde trouver des réseaux bons oumeilleurs, 
e
i grâ
e à une mesure quanti�ant le mieux possiblel'e�
a
ité.Des 
ritères pour mesurerAvant de dé�nir une mesure d'e�
a
ité parti
ulière, il peut être intéressant de dé�nir
e que devrait véri�er toute mesure d'e�
a
ité. Cette généralisation 
entrerait vraiment laré�exion sur le 
on
ept d'e�
a
ité. Voi
i quelques 
ritères retenus pour une mesure d'e�
a
ité(tout en souhaitant que des personnes plus quali�ées dans 
e domaine poursuivent 
et essai) :1. Elle doit être à valeur dans un ensemble totalement ordonné. Ainsi on peut 
omparerentre eux deux réseaux desservant un même territoire, donner un sens à la notion de



4 1 CONCEPTS DE BASEréseau optimal et 
her
her 
omment améliorer (ou détériorer !) un réseau.2. Elle ne peut qu'augmenter si on ajoute un élément (arête ou n÷ud) au réseau. En e�etl'usager peut toujours ignorer les ajouts, auquel 
as le réseau lui rendra les mêmes ser-vi
es et sera don
 au moins aussi e�
a
e. Inversement, l'e�
a
ité ne peut que diminuersi on supprime un élément du réseau 
ar, l'usager étant supposé l'utiliser au mieux, ilne pourra qu'être gêné (et non dé
ouvrir de meilleurs itinéraires).3. Elle doit tenir 
ompte du fait que l'e�
a
ité n'est pas une notion lo
ale : une améliora-tion pon
tuelle peut très bien entraîner une détérioration à l'é
helle du réseau entier.Ainsi �gure 2, le 
arré 
entral est moins e�
a
e en (a) qu'en (b) (même réseau symétrisémais ave
 une arête en plus) ; pourtant la perte d'e�
a
ité en (b) due à l'allongementdes liaisons entre G1 et G2 peut, à l'é
helle du réseau entier, e�a
er le gain dû à l'amé-lioration (lo
ale) du 
arré 
entral.4. Elle doit être indépendante de la taille ou de la forme du territoire desservi : 
'est leréseau qui est évalué et non le territoire !5. Éventuellement, elle permet de lo
aliser les points faibles du réseau, par exemple enmesurant l'e�
a
ité d'une sous-région relativement au réseau entier (desserte lo
ale etfa
ilité à relier la sous-région au reste du réseau).
B

A C

D

G2

G1

(a) Les liaisons entre G1et G2 passent par le pontA� B.
B

A C

D

G2

G1

(b) Les liaisons entre G1et G2 doivent passer parC.Fig. 2 � Un exemple d'amélioration lo
ale mais non globale.Les deux premières 
onditions me semblent né
essaires. Les deux suivantes, plus intui-tives, ont pour but d'éviter 
ertains é
ueils plut�t que d'aider à 
onstruire une mesure. Ladernière peut être utile pour étudier les possibilités d'amélioration/détérioration du réseau.Voyons à présent 
omment le 
on
ept d'e�
a
ité permet de dé�nir 
elui de vulnérabilité.1.3 VulnérabilitéVulnérabilité et baisse d'e�
a
itéVulnérable : qui peut être fa
ilement atteint, se défend mal (Petit Robert).Dans le 
as d'un réseau de transport, �atteint� signi�e endommagé. Or il semble logiquede 
onsidérer qu'un réseau subit un dommage - à travers la rupture d'une arête ou d'unsommet - si et seulement s'il devient moins e�
a
e. Un réseau serait don
 d'autant plusvulnérable que son e�
a
ité peut être fa
ilement diminuée. Ainsi on peut déduire d'unemesure d'e�
a
ité donnée une mesure de vulnérabilité. Il reste 
ependant une di�
ulté : labaisse d'e�
a
ité (don
 la vulnérabilité) dépend de l'endommagement du réseau alors qu'onvoudrait une mesure synthétique intégrant les diverses avaries envisageables.



1.3 Vulnérabilité 5Fon
tion de vulnérabilité d'un réseauSi on quanti�e un dommage par le 
oût de la re
onstru
tion qu'il entraîne, la vulnérabilitéd'un réseau peut être représentée par une 
ourbe donnant la baisse d'e�
a
ité en fon
tion de
e 
oût de re
onstru
tion. Pourtant à 
oût �xé, la baisse d'e�
a
ité n'est pas bien dé�nie :en e�et des dommages de même 
oût peuvent a�e
ter di�éremment le réseau selon leurlo
alisation. Aussi faut-il faire un 
hoix : on peut prendre une baisse f'e�
a
ité moyenne surtous les dommages de même 
oût, ou bien prendre le maximum. . . Dans le 
adre de dommagesnaturels, une moyenne semble plus adaptée (ave
 éventuellement pour une modélisation plus�ne une pondération géographique des dommages : telle route en bord de �euve a plus de
han
e d'être inondée que 
elle-
i en haute montagne). On obtient alors des 
ourbes dutype de 
elle �gure 3. De manière générale, la 
ourbe 
roît ave
 le 
oût de re
onstru
tion etatteint un maximum pour un réseau rendu totalement ine�
a
e. Des propriétés plus pré
ises(
ontinuité, seuils . . . ) dépendent a priori du réseau étudié.

Dommages

Ben Laden Tremblement de terre

Baisse d’efficacité (%)

0

100

(cout de reconstruction)

InondationFig. 3 � Fon
tion de vulnérabilité d'un réseauComparaisons de vulnérabilitésLe défaut d'une représentation de la vulnérabilité par une 
ourbe est qu'on ne peut pastoujours 
omparer deux fon
tions. Que dire quand deux fon
tions de vulnérabilité se 
roisent?On peut en e�et très bien 
on
evoir deux réseaux tels que l'un soit moins vulnérable quel'autre pour de petits dommages, mais plus pour des dommages très importants.La �gure 4 illustre 
e
i. On se restreint à des dommages sur les arêtes entre les sommetsA et B. En 4(a), la rupture d'une seule arête (
oût 2) n'a�e
te pas l'e�
a
ité tandis que larupture de deux arêtes (
oût 4) dé
onne
te le réseau et a�e
te ainsi fortement son e�
a
ité.En 4(b), la rupture de l'arête 
entrale (
oût 1) a�e
te l'e�
a
ité puisque les liaisons entreG1 et G2 doivent se faire par des arêtes plus longues. Il faut alors rompre les deux arêtesrestantes (
oût 5 au total) pour dé
onne
ter le réseau. Les 
ourbes de vulnérabilité de 
esréseaux sont représentées �gure 4(
) : le réseau le plus vulnérable 
hange selon l'importan
edes dommages.S
enarii d'endommagement et 
ourbe de FarmerOn vient de voir qu'il est problématique de 
omparer des réseaux par
e que leur vulnéra-bilité dépend de l'importan
e des dommages. On propose i
i deux solutions envisageables.On peut n'avoir besoin d'estimer la vulnérabilité de réseaux que fa
e à des 
ir
onstan
esassez pré
ises : on 
her
hera par exemple à 
onstruire un réseau routier le moins vulnérable



6 2 LA DILATATION
G2

G1

A

B

2 2

(a) G2

G1

A

B

1 22

(b)
Dommages0

(cout de reconstruction)

100

Baisse d’efficacité (%)

21 3 4 5(
) En rouge (resp. bleu) la 
ourbe de vulnérabilité du réseau a (resp. b)Fig. 4 � Deux réseaux et leurs 
ourbes de vulnérabilitépossible aux inondations, sans se préo

uper des pannes de feux tri
olores ou des attaquesthermonu
léaires. Dans 
e 
as, plut�t que de déterminer la 
ourbe de vulnérabilité entière,on 
al
ule les baisses d'e�
a
ité 
onsé
utives à un s
enario d'endommagement pré
is : onpeut par exemple 
onsidérer la rupture de routes lo
alisées en bord de �euve pour étudier larésistan
e du réseau aux inondations.Si par 
ontre on veut une mesure de vulnérabilité synthétisant aussi bien que possiblede la résistan
e du réseau aux di�érents dommages qu'il peut subir, une moyenne pondéréesemble o�rir une solution a

eptable. À 
ette �n, on utilise 
e qui est 
onnu sous le nom de
ourbe de Farmer, à savoir la 
ourbe asso
iant à un dommage sa fréquen
e (ou probabilité)d'arriver. Dans le 
adre de notre modélisation, on asso
iera à l'ensemble des dommages de
oût x une probabilité d'o

uren
e pr(x) : on obtient une 
ourbe 
omme 
elle �gure 5. Ennotant �(x) la baisse d'e�
a
ité 
onsé
utive aux dommages de 
oût x, on dé�nit alors lavulnérabilité par : Z 10 �(x)pr(x)dx
2 La dilatationI
i nous introduirons le 
on
ept de dilatation pour mesure l'e�
a
ité des réseaux. On
ommen
era tout d'abord par donner les deux seuls indi
es déjà existant pour mesurer l'e�-
a
ité, avant de montrer quels avantages apporte la dilatation. La se
tion 2.3 donne quelquesexemples de 
al
ul de dilatation a�n de se familiariser ave
 
ette notion.



2.1 Indi
es de Shimbel et de Kansky 7
Dommages

Ben Laden Tremblement de terre

0
(cout de reconstruction)

Inondation

Fréquence

Fig. 5 � Fréquen
e d'o

uren
e des di�érents dommages2.1 Indi
es de Shimbel et de KanskyLes deux indi
es présentés 
i-dessous sont les seuls trouvés pouvant être vus 
omme desmesures d'e�
a
ité, bien que 
e lien ne semble jamais avoir été expli
itement fait, ni dansles arti
les d'origines, ni dans 
eux 
itant 
es derniers.Pour deux sommets Si et Sj , on pose �ij = dG(Si;Sj). On note �i la moyenne à i �xé des�ij et � la moyenne de tous les �ij . �i est l'a

essibilité relative du sommet Si, et � l'indi
ed'a

essibilité ou indi
e de Shimbel du réseau ([Shi53℄).À partir de �ij = (dG(Si;Sj)� d(Si;Sj))2, détour entre Si et Sj , on dé�nit de la mêmemanière �i et �. � est l'indi
e de Kansky du réseau ([Kan89℄).Un réseau est alors jugé d'autant plus e�
a
e qu'il a un faible indi
e. Ces deux indi
esprésentent 
ependant un défaut gênant : ils dépendent beau
oup du territoire. Dans le 
as duréseau routier français par exemple, l'indi
e d'a

essibilité de la ville de Brest sera naturel-lement élevé du fait de la position ex
entrée de la ville et don
 de son impli
ation dans desliaisons longues en moyenne ; 
e
i même si de nombreuses autoroutes reliaient la ville auxautres villes. L'indi
e de Kansky a

ordera la même valeur à une route presque re
tilignede 850km reliant deux villes distantes (à vol d'oiseau) de 800km et à une route sinueuse de100km entre deux villes distantes de 50km, 
e qui peut être 
ritiqué. On 
onstate aussi queplus le territoire est grand, plus l'e�
a
ité a tendan
e à être faible, même pour une stru
turede réseau (forme et densité) equivalente (Figure 6). La 
ondition 4 présentée se
tion 1.2 n'estdon
 pas véri�ée.2.2 DilatationOn dé�nit la dilatation entre deux sommets Si et Sj par :Æij = dG(Si;Sj)d�(Si;Sj)Dans la suite de 
e rapport, on se limitera à étudier l'e�
a
ité intrinsèque au réseau. Ce
i
orrespond notamment au 
as où les sommets sont des villes qui 
on
entrent tous les usagersdu réseau. La prise en 
ompte de la desserte peut se faire soit en parallèle, soit en remplaçantÆij dans tout 
e qui suit par une dilatation ~Æij ave
 pénalités (dé�nies se
tion 1.1) dé�niepar : ~Æij = �i + dG(Si;Sj) + �j��i + d(Si;Sj) + ��jComme pour les indi
es pré
édents, on dé�nit la dilatation Æi relative au sommet Si etla la dilatation moyenne Æ. On 
onsidère alors qu'un réseau est d'autant plus e�
a
e quesa dilatation moyenne est faible, 
'est-à-dire pro
he de 1 (
as du réseau idéal, in�nimentdense et reliant tous les 
ouples de sommets deux à deux). L'intérêt par rapport aux indi
es



8 2 LA DILATATIONpré
édents est de s'a�ran
hir de 
ette dépendan
e vis-à-vis du territoire. La �gure 6 montre
omment évoluent les deux indi
es pré
édents et la dilatation sur un réseau simple : une grillerégulière de n� n mailles 
arrées. Quand la grille grandit, les indi
es de Shimbel et Kanskyaugmentent, et l'e�
a
ité asso
iée tend vers 0. Par 
ontre la dilatation se stabilise (elle tendvers 4� pré
isemment) et mesure une e�
a
ité propre à la stru
ture du réseau. Par ailleurs,dans le 
as d'une ville ex
entrée sur le territoire, un réseau sera jugé e�
a
e s'il la relie bien,relativement à 
e qu'on peut attendre au vu de sa position géographique, au reste du réseau :
'est en pratique le 
as de villes 
omme Lille ou Marseille dans le 
adre du réseau routierfrançais.

Fig. 6 � Variations de l'indi
e de Shimbel (vert), de l'indi
e de Kansky (Bleu) et de ladilatation (rouge) en fon
tion du nombre n2 de sommets d'un réseau 
onstitué d'une grille
arrée régulière n� n (style Manhattan).La 
ondition 4 (se
tion 1.2) semble don
 véri�ée. Les autres 
onditions aussi, sauf le 
asde l'ajout d'un sommet : en e�et dans le 
adre d'une modélisation où l'usager se rend ausommet le plus pro
he de lui pour a

éder au réseau (et non au plus avantageux pour ledépla
ement qu'il envisage), un nouveau sommet peut drainer des usagers mais rallongerleur dépla
ement. Il faudrait pour remédier à 
ela prendre un modèle plus �n du 
hoix dusommet d'a

ès au réseau pour un usager.2.3 Exemples sur quelques réseauxRéseaux à mailles régulièresLes réseaux réguliers à mailles 
arrées ou triangulaires présentent une stru
ture pro
he de
ertains réseaux réels (réseaux routiers urbains par exemple). Malgré leur simpli
ité, établirune formule de la dilatation moyenne s'avère rapidement imprati
able. Aussi s'intéressera-t-on plut�t au 
omportement asymptotique, 
'est-à-dire pour une densité de sommets ou unetaille de réseau qui tend vers l'in�ni.On remarque pour 
es réseaux que la dilatation entre deux points A et B ne dépend quede la pente � de la droite AB : on notera Æ(�) 
ette dilatation. Pour des mailles 
arrées :Æ(�) = 
os�+ sin� ; pour des mailles triangulaires (équilatérales) : Æ(�) = 
os�+ 1p3 sin�.Si on 
onnaît alors, pour tout �, la proportion p(�) de 
ouples de sommets qui forment unedroite de pente �, on peut 
al
uler la dilatation moyenne par la formule : Æ = R �0 Æ(�)p(�)d�.



2.3 Exemples sur quelques réseaux 9En tournant le réseau d'un angle �0 (le territoire reste �xe), 
ette formule devient : Æ =R �0 Æ(�)p(� � �0)d�.Pour un réseau in�niment dense, la fon
tion p est la densité de probabilité de la pented'un segment tiré au hasard sur le territoire. Elle dépend don
 uniquement du territoire.Pour un disque par exemple, la densité sera uniforme (pentes équiprobables) valant 1� . Pourd'autres surfa
es, le 
al
ul est généralement plus di�
ile : voir en annexe page 19 pour plusde détails. Dans tous les 
as :1� Z �0 Z �0 Æ(�)p(� � �0)d�d�0 = 1� Z �0 Æ(�) Z �0 p(�� �0)d�0| {z }=1 d� = 1� Z �0 Æ(�)d�Et 
ette quantité ne dépend plus de la forme du territoire mais seulement du type de maillage.Elle vaut par exemple 4� ' 1:27 pour des mailles 
arrées et 2p3� ' 1:10 pour des maillestriangulaires. De plus, par 
ontinuité et positivité de �0 7! R �0 Æ(�)p(� � �0)d� il existe ��0tel que 1� R �0 Æ(�)p(� � ��0)d� � 1� R �0 Æ(�)d�. En 
lair : quelque soit la forme du territoire,on peut orienter (angle ��0) un réseau à mailles 
arrées (resp. triangulaires) in�niment densesur 
e territoire pour obtenir dilatation moyenne inférieure à 4� (resp. 2p3� ). Dans le 
as plusréaliste de réseaux �nis, on peut appro
her arbitrairement près 
ette dilatation et mêmel'atteindre si le territoire n'est pas isotrope (densité p non 
onstante).Notons par ailleurs que les mailles triangulaires o�rent une dilatation maximale faible : 2p3 '1:15 (p2 ' 1:41 pour les mailles 
arrées).Réseau de DelaunayLes réseaux réels ont 
ependant rarement une stru
ture aussi régulière que les réseauxpré
édents. On s'intéresse i
i à une stru
ture plus souple : la triangulation de Delaunay (voir[BY95℄ pour la dé�nition et la 
onstru
tion). En fait on s'aperçoit que beau
oup de réseauxréels ont une stru
ture très pro
he.

Fig. 7 � Dilatation sur un réseau de Delaunay de 200 points. La taille d'un disque est pro-portionnelle à la dilatation relative du sommet. La dilatation moyenne vaut 1:0539Quelques résultats théoriques ont été démontrés sur la dilatation de tels réseaux. Dans[KG89℄, il est montré que la dilatation maximale entre deux sommets d'un réseau de De-launay est inférieure à 2�3 
os �6 ' 2:42 (le fait même que la dilatation soit bornée n'est pas



10 2 LA DILATATIONtrivial). Cette majoration semble pourtant large : si Paul Chew montre dans [Che89℄ qu'onpeut atteindre des dilatations arbitrairement pro
hes de �2 ' 1:57, il n'a pas été trouvé de 
asde dilatation supérieure. Aussi peut-on espérer une borne supérieure plus petite (peut-être�2 elle-même?). De plus la dilatation moyenne (qui est 
elle qui nous intéresse) est en généralbeau
oup plus faible : des 
al
uls numériques sur des réseaux de tailles variées donnent desdilatations moyennes os
illant entre 1:05 et 1:10 6, soit très pro
he du 
as idéal du réseau
omplet (dilatation 1). Dans [BTZ98℄, il est démontré que sur un semis de sommets donnépar un pro
essus de Poisson (sommets répartis de manière homogène), la dilatation entredeux points est asymptotiquement (
'est-à-dire quand la distan
e entre les deux points tendvers l'in�ni) inférieure à 4� ' 1:27. Ainsi pour un grand réseau, la dilatation moyenne auratoutes les 
han
es d'être inférieure à 1:27.En 
on
lusion, un réseau de Delaunay a en général une dilatation moyenne faible et
onstitue une bonne approximation du réseau 
omplet, d'autant plus qu'il est planaire et
omporte relativement peu d'arêtes (
e qui le rend envisageable en pratique).Métro parisienL'exemple du métro parisien est un peu parti
ulier 
ar le réseau n'est pas vraiment 
onsti-tué d'ar
s mais de lignes : une modélisation un peu �ne doit prendre en 
ompte les temps de
orrespondan
e. Ce
i peut se faire par exemple en dé
omposant 
haque station en autant desommets qu'il y a de lignes qui se 
roisent et en reliant 
es sommets entre eux par des ar
sdont la longueur re�ètent les temps de 
orrespondan
es. Dans le 
adre de 
e simple exemplesur la dilatation on se 
ontente d'un modèle très simpli�é à temps de 
orrespondan
e nuls(voir [Gle03℄ pour un modèle plus �n).

Fig. 8 � Dilatation sur le réseau métropolitain de Paris intra-muros. La dilatation moyennevaut 1:25Réseau routier françaisLe dernier exemple est 
elui du réseau routier français restreint aux plus grandes routes(�gure 9 page 11). La distan
e de référen
e d� entre deux sommets Si et Sj est le temps de6. On a d'ailleurs vu au paragraphe pré
édent qu'on pouvait appro
her 1:10 en densi�ant su�sament unréseau de triangles équilatéraux. Or la triangulation de Delaunay a justement pour propriété d'être forméede triangles �
ompa
ts� au sens de �presque équilatéraux�.



11par
ours à vol d'oiseau et à la vitesse de 
onduite sur autoroute.

Fig. 9 � Dilatation sur le réseau routier français. La dilatation moyenne vaut 1:44Visuellement, la stru
ture est pro
he d'un réseau de Delaunay. Il pourrait d'ailleurs êtreintéressant de mesurer �l'é
art� (notion à pré
iser) entre un tel graphe et une triangulationde Delaunay. Un 
ommentaire exhaustif serait fastidieux, mais la dilatation fait in
ontesta-blement ressortir les éléments stru
turels du réseau : axes rapides (le 
ouloir rhodanien est leplus �agrant) ou régions mal desservies (Massif Central bien sûr, mais les Vosges sont aussivisibles). Il semble plus di�
ile de tirer 
es informations des indi
es de Shimbel et Kanskysur le même réseau (�gures 21 et 22 page 27). . .3 Utilisation3.1 Di�érents obje
tifsComment utiliser une mesure d'e�
a
ité et la mesure de vulnérabilité asso
iée à l'étudede réseaux réels? On peut par exemple évaluer globalement des réseaux et 
omparer nombred'entre eux. On peut aussi, dans une logique de 
artographie, utiliser des indi
es relatifs à unsommet ou une arête (on a par exemple vu la dé�nition propre à un sommet des indi
es deShimbel et de Kansky et de la dilatation) pour lo
aliser et représenter des zones 
ritiques :zones de faible e�
a
ité handi
apant le réseau ou zones dont l'endommagement provoquedes dégâts importants à une é
helle plus globale. Les �gures 7, 8 ou 9 sont un exemple de 
equi est réalisable dans 
ette voie.Dans 
e rapport, nous avons plut�t utilisé 
ette appro
he pour justi�er la validité de lamesure 
hoisie. Le fait que la �gure 9 mette en éviden
e un 
ouloir rhodanien e�
a
e estrassurant (pour les skieurs parisiens) mais peu intéressant : 
e n'est pas la dilatation quirévèle l'existen
e de l'A7, n'importe quelle 
arte Mi
helin le fait bien mieux ! Ce
i est bien



12 3 UTILISATIONsûr un exemple 
ari
atural : en pratique 
ertains travers ou parti
ularités des réseaux sontdéli
ats à mettre en éviden
e. Ainsi dans [Gle03℄, la 
artographie de di�érents indi
ateurssur le réseau du métro parisien a révélé des faits parfois inattendus : r�le prépondérant destations que l'intuition juge �se
ondaires�, mise en éviden
e de lignes �mal orientées� (é
artimportant entre la dire
tion globale du dépla
ement des usagers et 
elle de la ligne) . . .Maisune telle étude relève plus de 
ompéten
es en géographie qu'en informatique, aussi avons nous
her
hé à utiliser la dilatation pour 
réer ou modi�er des réseaux plut�t que pour interpréterses résultats et ré�é
hir à 
e qu'elle met en éviden
e dans tel réseau réel.On s'intéresse notamment aux problèmes suivants :� Construire un réseau ex-nihilo : si on se donne un semis de sommets sur lequel bâtir unréseau (
hoisir les positions de 
es sommets est un problème di�érent), on veut détermi-ner un ensemble d'ar
s relativement petit (
oût de 
onstru
tion du réseau raisonable)
onduisant à un réseau e�
a
e ;� Protéger un sous-réseau e�
a
e : à défaut de pouvoir garantir un réseau 
omplet invul-nérable, on peut 
on
entrer les e�orts de prote
tion, ou les priorités de re
onstru
tion,sur un sous-réseau aussi e�
a
e que possible. Un tel sous-réseau opérationnel assureune e�
a
ité minimale du réseau 
omplet ;� Modi�er un réseau : il peut s'agir d'étendre 
e réseau (ajout d'une ligne de métro,
onstru
tion d'une autoroute . . . ) ou de l'améliorer lo
alement (prote
tion ou remode-lage).Notons au passageque le problème de 
onstru
tion d'un réseau ex nihilo se ramène à 
eluide la re
her
he de bons sous-réseau : on peut partir du réseau 
omplet (tous les sommets sontreliés) et en déterminer un sous-réseau planaire e�
a
e. Ces problèmes ont malheureusementété peu étudiés, surtout dans le 
ontexte des réseaux de transport. La se
tion suivante présenteun état des re
her
hes en informatique autour de 
e sujet.3.2 Arbres 
ouvrants, sous-graphes et réseaux e�
a
esOn appelle Minimal Communi
ation Cost Spanning Tree (MCCST ) le problème suivant :Étant donnés un graphe G = (V; E) pondéré par w : E 7! R+� et une fon
tion de requêter : V2 7! R+� , on 
her
he un arbre 
ouvrant G0 = (V; E0), sous-graphe de G, minimisantl'évaluation : u6=vXu;v2V dG0(u;v)r(u;v)Le lien ave
 la dilatation se fait en posant 7 r(u;v) = 1n(n�1) 1d�(u;v)�uv : une solutionoptimale de MCCST est le plus e�
a
e (au sens de la dilatation moyenne) des arbres sous-réseaux du réseau initial.Malheureusement, il est démontré que le problème de dé
ision asso
ié àMCCST (existe-t-il un arbre d'évaluation inférieure à Æ?) est NP-
omplet 8. Il est don
 né
essaire de se tournervers des heuristiques pour obtenir des solutions appro
hées. Cependant il ne semble y avoirau
une heuristique garantie pour 
e problème.On dispose quand même d'un résultat intéressant, mais restreint au 
as parti
ulier d'unefon
tion de requête r 
onstante, 
'est-à-dire en fait quand l'évaluation se fait par l'indi
e deShimbel et ave
 des relations de même poids entre paires de sommets. Dans 
e 
as, [Wu98℄7. la matri
e origines/destinations est introduite se
tion 1.18. On ne sait le résoudre qu'en examinant exhaustivement les (trop) nombreuses possibilités pour trouverune solution, 
e qui dépasse très vite les 
apa
ités des ordinateurs quand la taille des données augmente. Deplus les problèmes NP-
omplets sont liés : un algorithme e�
a
e pour l'un le serait pour tous. Mais au
unalgorithme n'a été trouvé en 30 ans pour un seul des milliers de 
es problèmes. . .



3.2 Arbres 
ouvrants, sous-graphes et réseaux e�
a
es 13donne un algorithme polyn�mial d'approximation. Plus pré
isement, l'algorithme 
al
ule une(1 + ")-approximation 9 en un temps O�n2d 2" e�2�. L'algorithme e�e
tue une re
her
he ex-haustive sur une famille d'arbres aussi adaptée que possible (
hoix non trivial !) : les k-stars,arbres ayant moins de k sommets de degré 2 ou plus. Plus le paramètre k est grand, plus lenombre d'arbres examinés, don
 la qualité de l'approximation mais aussi le temps de 
al
ul,le sont aussi.Mais le problème MCCST, même sans se limiter à une fon
tion de requête 
onstante, nes'intéresse qu'à un ensemble de solutions réduit par rapport à 
e qu'on 
her
he dans le 
adred'appli
ations réelles. En e�et le 
ritère 
ru
ial pour un sous-réseau e�
a
e n'est pas d'êtreun arbre, mais plut�t d'avoir un 
oût faible (longueur totale des arêtes) : la re
her
he doitporter sur les sous-graphes 
ouvrant le graphe initial.Dans 
ette voie, les travaux les plus intéressants semblent être 
eux sur les k-spanners.Un sous-graphe 
ouvrant G0 est un k-spanner d'un graphe G = (V; E) si :8(u;v) 2 V2; dG0 (u;v)dG(u;v) � kC'est à dire si la dilatation maximale (ave
 pour distan
e de référen
e la distan
e induite parle graphe initial G) est inférieure à k. Le problème du sparsest k-spanner est de trouver unk-spanner (k est donné) le plus é
onomique (soit en nombre d'arêtes soit en longueur totaledes arêtes). Ce problème est NP-
omplet, même pour des 
lasses parti
ulières de graphes(bipartis, planaires, triangulations . . . ). [Kor99℄ montre aussi que même l'approximation endeçà d'un 
ertain fa
teur d'erreur est un problème NP-
omplet. On peut 
ependant 
iter[ADDJ93℄, qui propose un algorithme polyn�mial pour trouver un 2k + 1-spanner ayantmoins de ndn 1k e arêtes. De plus le poids total du sous-graphe ainsi trouvé est à un fa
teurO�nO( 1k )� de 
elui de l'arbre 
ouvrant de poids minimum : on a une 
ertaine garantie surle 
oût. Cependant un k-spanner ne majore que la dilatation maximale, or si la dilatationmoyenne est pro
he de k (qui est typiquement un entier supérieur à 2) le graphe obtenu estpeu intéressant en pratique. Il faudrait don
 pré
iser la qualité des résultats au regard dela dilatation moyenne. Idéalement, il faudrait aussi intégrer les pondérations de la matri
eorigines/destinations. Notons en�n que les re
her
hes sur les k-spanners portent plut�t sur laminimisation du 
oût à e�
a
ité majorée, alors que dans le 
adre de 
onstru
tion ou prote
-tion sele
tive dans les réseaux de transports, la 
ondition d'e�
a
ité semble prépondéranteet il peut être préférable de 
her
her le réseau le plus e�
a
e à 
oût �xé,.Ainsi la re
her
he de sous-réseaux, dans le 
as général ou dans le 
as où on se limite àdes arbres, est di�
ile. Serait-il possible de trouver une 
lasse de graphes, un peu dans l'idéedes k-stars de [Wu98℄, ayant de bonnes propriétés de dilatation? On pense notamment auxtriangulations (
elle de Delaunay par exemple) vu leurs bonnes propriétés (voir se
tion 2.3).Dans [Epp96℄, deux problèmes ouverts sont d'ailleurs posés à 
e sujet :� Une triangulation de dilatation minimale est-elle 
onstru
tible en temps polyn�mial?� Quelle est la pire dilatation de la triangulation de dilatation minimale?En 
on
lusion, de nombreuses re
her
hes ont été menées sur des problèmes pro
hes de
eux posés en 3.1, mais elles ne permettent pas en
ore d'obtenir des résultats satisfaisant enpratique, en parti
ulier par des heuristiques adaptées et performantes.9. 
'est-à-dire que le ratio entre les indi
es de Shimbel de l'arbre obtenu et de l'arbre optimal (dont parailleurs on ne sait rien) est inférieur à 1 + "



14 3 UTILISATION3.3 Sous-réseaux renfor
ésProblématiqueLa prévention des risques majeurs est une préo

upation importante des ministères del'Environnement et de l'Équipement. Dans le 
ontexte des réseaux de transport, les pertur-bations induites par des dommages potentiels ont 
onduit à mener un rapport d'évaluationsur la prote
tion des réseaux. Un des obje
tifs de 
e travail est permettre d'extraire des ré-seaux prioritaires, 
'est-à-dire des sous-réseaux renfor
és supposés être fon
tionnels en toutes
ir
onstan
es et garantir un servi
e minimum en 
as de 
rise. De tels réseaux pourraient êtreutilisés par les se
ours lors d'endommagements des infrastru
tures (ou par l'armée pour a
he-miner la paille en 
as de 
ani
ule ayant fait fondre le ma
adam des routes). Le 
as é
héant,
es sous-réseaux seraient aussi re
onstruits en priorité.Ce projet 
orrespond exa
tement au problème de détermination de sous-réseaux e�
a
eset é
onomiques déjà évoqué. Le problème de dé
ision asso
ié (Minimal Communi
ation CostSpanning Subgraph) est formalisé page 20, et on montre qu'il est NP-
omplet. Le besoin desolutions, mêmes appro
hées, 
onduit don
 à 
her
her des heuristiques.Au passage, la détermination d'un tel réseau dépend dire
tement de la mesure d'e�
a
itéretenue. Elle est aussi liée, peut être plus subtilement, à la notion de vulnérabilité exposéese
tion 1.3 : les zones du réseau non retenues pour le réseau de 
rise sont a priori les moinsvulnérables, i.e. 
elles dont la suppression ne diminue pas trop l'e�
a
ité globale. Inverse-ment, le réseau de 
rise 
on
entre-t-il les zones vulnérables? Mieux 
erner 
es 
orrélationsainsi que la stru
ture générale des points vulnérables pourrait 
onduire à des heuristiquesplus rapides pour 
onstruire les sous-réseaux re
her
hés.Un algorithme gloutonLes résultats qui seront présentés 
i-dessous ont été obtenus par un algorithme de typeglouton, i.e. qui fon
tionne par étape, en optimisant simplement le passage d'une étape à lasuivante mais sans stratégie d'optimisation à long terme. I
i le passage d'une étape à l'autrese fait en déterminant l'arête dont la suppression augmenterait le moins la dilatation, puis ensupprimant e�e
tivement 
ette arête. On donne page 21 un algorithme en O(mn(n+m lnn))pour déterminer 
ette arête 10 . En supposant de plus m = O(n), 
e qui est le 
as en pratique(le degré de ses 
arrefours ne 
roît pas ave
 la taille d'un réseau), on obtient �nalement unalgorithme en O(n4 lnn).Bien évidemment les 
ritères de séle
tion de l'arête à supprimer peuvent varier à l'in�ni :on peut supprimer l'arête minimisant n'importe quelle fon
tion du 
oût de 
ette arête et del'augmentation de dilatation que sa suppression entraîne (mais il vaut mieux 
hoisir raisonna-blement la fon
tion en question !). I
i on veut privilégier la 
onstru
tion d'un réseau e�
a
e,aussi le 
oût n'intervient pas dans le 
hoix de l'arête à supprimer.La non-optimalité de l'algorithme glouton ne saute pas aux yeux, mais on donne, page 21,un exemple de réseau où la solution retenue par 
et algorithme n'est pas la meilleure. Ce
idit, la dilatation obtenue par le glouton dans 
et exemple est à un fa
teur 1:22 de l'optimale,
e qui n'est pas ridi
ule pour un algorithme en O(n4 lnn) 11. Bien sûr 
e n'est qu'un exemple :il faudrait savoir si l'erreur des solutions obtenues par le glouton est en général majorée. Sioui, quelle garantie peut-on obtenir sur l'heuristique? Si non, il faut 
onstruire un réseaugénérique pour lequel l'heuristique donne une solution arbitrairement loin de l'optimale. Cetravail reste à faire.Il faut 
ependant re
onnaître à un algorithme par étape un avantage pour la résolution duproblème qui nous o

upe. En e�et, il y a deux 
ontraintes sur le sous-réseau à obtenir : bonne10. n (resp. m) est le nombre de sommets (resp. d'arêtes) du graphe11. à titre de 
omparaison, l'algorithme de [Wu98℄ donne en temps O(n4) une 1:66-approximation



3.3 Sous-réseaux renfor
és 15e�
a
ité et faible 
oût. En éliminant progressivement des arêtes, on augmente la dilatation eton diminue le 
oût, de sorte qu'un intervenant humain peut obtenir, à tâtons, un 
ompromisdilatation/
oût qui lui semble optimal.RésultatsOn présente pour �nir une appli
ation de l'algorithme glouton pré
édent sur une grille àmailles 
arrées et sur le réseau routier français.Le réseau à mailles 
arrées met en éviden
e un phénomène de hiérar
hisation : les arêtessont �tées de telle sorte que la stru
ture initial revienne à plus grande é
helle (mailles doublesen 11(
) par exemple). La �gure 12(b) montre les variations de la dilatation au fur et à me-sure qu'on enlève les arêtes.

Fig. 10 � Sous-réseau 
onstitué de 24% (en terme de longueur totale de routes) du réseau
omplet pour une augmentation de dilatation moyenne de 11%.Cette hiérar
hisation a aussi lieu sur le réseau routier français. Elle est naturellementfa
ilitée par la hiérar
hisation initiale du réseau (autoroutes ou routes). La �gure 10 présenteun sous-réseau intermédiaire entre le réseau initial et le dernier sous-réseau 
onnexe (arbre
ouvrant). Pour une diminution de 76% de la longueur totale des routes, il limite l'augmenta-tion de la dilatation moyenne à 11% (elle passe de 1:442 à 1:603). L'é
art-type des dilatationsrelatives aux sommets augmente par 
ontre plus (0:164 au lieu de O:101 soit 62% d'augmen-tation), 
e qui traduit un a

roissement de inégalités sur le territoire. . . Continuer à élaguer
e réseau ne s'avère pas for
ément judi
ieux : l'arbre obtenu juste avant de dé
onne
ter leréseau diminue 
ertes de 78% la longueur des routes du réseau initial, mais augmente de 48%la dilatation moyenne et de 350% l'é
art-type : la dégradation du réseau n'est pas du toutlinéaire en la diminution des 
oûts (voir �gure 12(a)).
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(a) m = 420 ; Æ = 1:267 ; � = 0:008 (b) m = 308 ; Æ = 1:288 ; � = 0:023

(
) m = 260 ; Æ = 1:360 ; � = 0:068 (d) m = 242 ; Æ = 1:421 ; � = 0:095

(e) m = 230 ; Æ = 1:608 ; � = 0:170 (f) m = 224 ; Æ = 1:856 ; � = 0:219Fig. 11 � Étapes de séle
tion d'un sous-réseau d'une grille à mailles 
arrées.On donne le nombre d'arête m, la moyenne Æ et l'é
art-type � des dilatations des sommets.
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(a) Lors de l'extra
tion sur une grille 15� 15 (�gure 11)

(b) Lors de l'extra
tion sur le réseau routier françaisFig. 12 � Variations de la dilatation maximale (rouge), de la dilatation moyenne (bleu) etde l'é
art-type (noir) en fon
tion de la longueur totale des arêtes enlevées par l'algorithmeglouton.



18 3 UTILISATIONCon
lusionL'obje
tif initial du stage était très général : s'intéresser à l'évaluation des réseaux detransport, notamment dans un 
ontexte de risques. Il m'a alors semblé naturel de 
her
herà quanti�er la vulnérabilité des réseaux. Pourtant les re
her
hes bibliographiques e�e
tuées(dans le 
adre de réseaux quel
onques) ont 
onduit à des arti
les soit très généraux et loind'être appli
ables, soit au 
ontraire trop restreints : études de mesures parti
ulières ayant unrapport plus ou moins dire
t, mais jamais vraiment expli
ité, ave
 les questions de vulné-rabilité ou d'e�
a
ité (indi
es de Kansky et Shimbel par exemple). J'ai don
 été amené àtenter de dé�nir 
e qu'est un réseau vulnérable, et à 
ette �n à d'abord dé�nir 
e qu'est unréseau e�
a
e. Cette partie, plus �géographique�, prête sans doute le �an
 aux 
ritiques despé
ialistes, mais 
'est une bonne 
hose si 
ela peut 
onduire à 
ombler le vide d'arti
les à 
esujet . . .On a ensuite proposé une mesure d'e�
a
ité parti
ulière basée sur la dilatation.en s'atta-
hant à montrer qu'elle semble 
orrespondre plus que les mesures existantes à notre per
eptionexpérimentale de l'e�
a
ité d'un réseau et qu'elle répond plut�t bien à la notion d'e�
a
itédéveloppée auparavant. Ce dernier point impose à une 
ritique valable de pré
iser ou modi�erles 
ritères d'une mesure d'e�
a
ité donnés en première partie et de montrer que la dilatationne les satisfait plus.On a alors pu envisager de trouver des réseaux e�
a
es pour 
ette mesure. On s'est en par-ti
ulier intéressé au problème, répondant à une demande réelle, de déterminer un sous-réseaue�
a
e d'un réseau donné. Malheureusement 
'est un problème di�
ile (la NP-
omplétudedu problème formalisé est démontrée) et les re
her
hes a
tuelles en informatique ne semblepas o�rir d'algorithmes d'approximation rapides et performants. On a proposé un algorithmequi a l'avantage de fournir des solutions, qui de plus semblent assez bonnes. Mais on n'a par
ontre pas pu déterminer des bornes sur la qualité des approximations dans les pires 
as.Le 
adre peu exploré et assez large du stage a permis de soulever beau
oup de questions, des'intéresser à 
ertaines sans pouvoir toujours aller au bout et d'en négliger d'autres. Parmi lespoints importants dont il faudrait poursuivre l'étude, il y a bien sûr le problème de dé�nitionet formalisation des 
on
epts d'e�
a
ité et vulnérabilité.On peut aussi re
entrer plus l'étude sur la vulnérabilité des réseaux : l'e�
a
ité o

upeune grande partie du rapport, même si on a 
her
hé à dé�nir la vulnérabilité et si la prote
tionde sous-réseaux e�
a
es est aussi liée à la vulnérabilité. Autour des 
ourbes de vulnérabi-lité (se
tion 1.3), on peut 
her
her à obtenir 
elles de réseaux (réels ou types) ou étudierd'éventuels phénomènes de seuil (brusque augmentation de rapidité au-delà d'un 
ertain ni-veau d'endommagement). Un autre phénomène juste entrevu et non exposé i
i est 
elui des�reports de vulnérabilité� : 
omment l'endommagement d'un réseau en un point vulnérableredistribue les dépla
ements et dé�ni ainsi de nouveaux points vulnérable?D'un point de vue plus informatique, 
omment obtenir des algorithmes d'approximationperformants pour le problème de la détermination d'un sous-réseau e�
a
e? Peut être parune démar
he similaire à 
elle de [Wu98℄ ave
 les k-stars (se
tion 3.2) : trouver une 
lasserestreinte de sous-réseaux approximant assez bien (
e
i étant à quanti�er) l'optimum et 
hoisirexhaustivement parmi 
es sous-réseaux le meilleur.Mais la di�
ulté de 
e stage et de ses éventuelles suites tient peut être surtout à 
e qu'ils'atta
he à résoudre des problèmes pratiques dont les obje
tifs ne sont 
ependant pas toujours
lairement dé�nis. . .



19A AnnexeA.1 Densité angulaire d'une surfa
eOn dé�nit la densité angulaire pS d'une partie S de R2 par la densité de probabilité de lapente d'un segment dé�ni par deux points tirés au hasard sur S.Plaçons nous dans le 
as de surfa
es raisonnables, notamment à 
ontours dérivables saufpeut-être en un nombre �ni de points. Ave
 les notations de la �gure 13 : si on �xe un point(x;y) sur une surfa
e S, la probabilité qu'un deuxième point tiré au hasard sur S dé�nisse unepente entre � et �+ d� est proportionelle à l'aire de la surfa
e grisée. Cette dernière vaut (àl'ordre 1 en d�, pour peu qu'on ne tombe pas sur un 
oin du 
ontour) : �(p(x;y)2+q(x;y)2)d�2� .En sommant pour (x;y) 2 S, on obtient un terme de la forme f(�)d�. La densité angulairepS est alors proportionelle à f .
α

α

p(x,y)

q(x,y)

(x,y)

d

Fig. 13 � Cal
ul de la densité angulaire d'une surfa
e S� pour un disque, on obtient une densité angulaire 
onstante (pas d'angle favorisé).� pour un triangle équilatéral :8� 2 h0;�3 i ; pS(�) = � 1�p3 
os(�) + sin(�)�3On étend pS à [0;�℄ par �3 -périodi
ité (Figure 14).� pour un 
arré : 8� 2 h0;�4 i ; pS(�) = �2� tan(�)
os(�)2On étend pS à [0;�℄ par symétrie d'axe � = �4 et par �2 -périodi
ité (Figure 15).� pour une surfa
e quel
onque, on se 
ontente en général d'appro
her le résultat par unpro
essus de Monte-Carlo.

Fig. 14 � Densité angulaire d'un triangle équilatéral (un des 
�tés dé�nit la pente nulle).Maxima en k �3 , minima en �6 + k �3 .
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Fig. 15 � Densité angulaire d'un 
arré (un des 
�tés dé�nit la pente nulle).Maxima en k �4 , premier minimum en ar
tan 13 .A.2 Un résultat de NP-
omplétudeOn appelle Minimal Communi
ation Cost Spanning Subgraph (MCCSS ) le problème sui-vant :Étant donnés deux réels stri
tements positifs 
 et Æ, un graphe G = (V; E) pondéré parw : E 7! R+� et une fon
tion de requête r : V2 7! R+� , existe-t-il un sous-graphe G0 = (V; E0)de G tel que : Xe2E0 w(e) � 
 (Condition de 
oût)u6=vXu;v2VW (u;v)r(u;v) � Æ (Condition d'e�
a
ité)Où W (u;v) est le minimum des poids des 
hemins de G0 reliant u et v.Montrons par rédu
tion à MCCST la NP-
omplétude de 
e problème.Véri�er qu'un sous-graphe donné est solution de MCCSS se fait 
lairement en temps poly-n�mial : MCCSS est dans NP.Soit alors une instan
e (Æ; G = (V; E); w; r) de MCCST. On pose :K = Xe2Ew(e)~w(e) = w(e) +K
 = KjVj~Æ = Æ +K0� u6=vXu;v2V r(u;v)1AMontrons qu'une solution G0 du problème MCCSS d'instan
e (
; ~Æ; G; ~w; r) est solution deMCCST.G0 est 
onnexe sinon pour deux sommets u et v non reliés, ~W (u;v) = 1 
e qu'ex
lut lasatisfa
tion de la 
ondition d'e�
a
ité de MCCSS. De plus, G0 ne peut avoir stri
tementplus de jVj � 1 arêtes, 
ar 
omme ~w(e) > K, on aurait un poids total des arêtes stri
tementsupérieur à 
 = KjVj, 
e qu'ex
lut la 
ondition de 
oût. G0 est don
 un arbre.Par ailleurs, pour u 6= v on a ~W (u;v) �W (u;v) +K, d'où :~Æ �X ~W (u;v)r(u;v) �XW (u;v)r(u;v) +KX r(u;v)Comme ~Æ = Æ +KP r(u;v), on a PW (u;v)r(u;v) � Æ et G0 est don
 solution de MCCST.



A.3 Exemple de non-optimalité de l'algorithme glouton 21De plus l'instan
e de MCCSS ainsi dé�nie se 
al
ule en temps polyn�mial et est de taillepolyn�miale en la taille de l'instan
e de départ. MCCST n'est don
 pas plus di�
ile queMCCSS : trouver une solution pour MCCSS en temps polyn�mial permet de le faire pourMCCST. Comme MCCST est NP-
omplet, MCCSS l'est aussi.A.3 Exemple de non-optimalité de l'algorithme gloutonOn expose i
i un exemple de réseau pour lequel la stratégie gloutonne (
onsistant à en-lever à 
haque étape l'arête dont la supression augmente le moins la dilatation) ne 
onduitpas à la meilleure solution pour le problème du sous-graphe e�
a
e.Considérons le réseau 
onstitué d'un triangle équilatéral de 
�té p3 et de son 
entre degravité relié aux sommets du triangle (par des segments de longueur 1 don
). Ce réseau est
elui numéroté 1 �gure 16. Cette même �gure présente les di�érentes stratégies pour élaguerle réseau (on représente par un seul réseau toutes ses variantes obtenues par symétrie ourotation).

4

1

2 3

5 6 7

111098Fig. 16 � Di�érentes stratégies de séle
tion d'un sous-réseauOn suppose de plus que les relations entre les sommets du triangle ont un poids q, tandisque les liaisons entre le 
entre de gravité et 
es mêmes sommets n'ont qu'un poids 1 (si onne veut se passer de la matri
e origines/destinations, on peut imaginer que les trois sommetsdu triangle sont eux-mêmes des réseaux de plusieurs sommets).
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ulons alors la dilatation moyenne (en fon
tion de q et pour q = 12) et le 
oût (enterme de longueur totale d'arêtes) des réseaux de la �gure 16 :réseau (3q + 3)Æ(q) Æ(12) 
oût1 3q + 3 1:0000 3 + 3p3 ' 8:22 2q(1 + 1p3 ) + 3 1:0476 3 + 2p3 ' 6:53 3q + 3 +p3 1:0444 2 + 3p3 ' 7:24 q(1 + 4p3 ) + 3 1:0952 3 +p3 ' 4:75 2q(1 + 1p3 ) + 3 +p3 1:0920 2 + 2p3 ' 5:56 4q + 3 +p3 1:3521 2 + 2p3 ' 5:57 3q + 3 + 2p3 1:0888 1 + 3p3 ' 6:28 2p3q + 3 1:1428 39 2q(1 + 2p3 ) + 3 +p3 1:4473 2 +p3 ' 3:710 4q + 3 + 3p3 1:4409 1 + 2p3 ' 4:511 4q + 3 + 2p3 1:3965 1 + 2p3 ' 4:5La valeur q = 12 a été 
hoisie à dessein : 
'est en e�et au delà de 
ette valeur qu'on observeune plus petite dilatation pour le réseau 3 que pour le 2. Si on exé
ute alors l'algorithmeglouton (ave
 un 
oût maximal de 5 par exemple) les réseaux su

essivements obtenus serontles réseaux 1, 3, 7 et 11. Pourtant passer par les réseaux 1, 2, 4 et 8 (don
 une stratégiealternative) 
onduit à une solution meilleure (le réseau 8 a une dilatation plus faible que le11). Ce
i prouve la non-optimalité de l'algorithme glouton.A.4 Minimiser l'augmentation de dilatationSoit un graphe G = (V; E) pondéré par w : E 7! R+� . Pour E0 � E, on note dE0 la distan
esur le graphe (V; E0) et ÆE0 la dilatation moyenne. On veut déterminer l'arête e� 2 E dont lasuppression augmente le moins la dilatation moyenne, i.e. telle queÆE�fe�g = mine2E ÆE�fegOn pose n = jVj et m = jEj.Un algorithme en O(mn(n+m lnn))L'algorithme de Dijkstra implémenté par tas de Fibona

i (voir [CLR92℄) 
al
ule enO(n + m lnn) les distan
es d'un sommet donné aux autres sommets. En répétant 
e 
al-
ul pour tous les sommets, on obtient les plus 
ourtes distan
es entre paires de sommetsdu graphe en temps O(n(n +m lnn)), puis on en déduit la dilatation en temps 0(n2), 
e quin'augmente pas la 
omplexité.On détermine alors simplement l'arête e� minimisant l'augmentation de dilatation : ilsu�t, pour 
ha
une des m arêtes, de supprimer la supprimer du graphe, de 
al
uler ladilatation, de restaurer l'arête et de passer à la suivante. L'algorithme est 
lairement enO(mn(n+m lnn)).Le même algorithme un peu amélioréLe gros défaut de l'algorithme pré
édent est de 
al
uler un nombre e�arant de fois lamême 
hose. D'une part seule une partie des sommets voient leur distan
e a�e
tée par larupture d'un arête (il faut qu'ils n'aient qu'un unique plus 
ourt 
hemin, passant par 
ettearête). Don
 il est super�u de relan
e Dijkstra sur tous les sommets après la rupture d'unearête : on peut déterminer en O(n) les sommets auxquels on peut se restreindre. D'autre part,lorsqu'une arête est supprimée, les plus 
ourts 
hemins qui passaient par 
ette arête vont être



A.4 Minimiser l'augmentation de dilatation 23redistribués sur le graphe. Mais intuitivement, et la pratique le 
on�rme, seule une partie desarêtes restantes va être traversée par 
es nouveaux plus 
ourts 
hemins. Aussi lorsque onaura déterminé l'arête e�, on détermine les arêtes qui ré
upèrent des plus 
ourts 
hemins lorsde la rupture de e� (
e qui se fait en O(mn2), i.e. sans augmenter la 
omplexité) : lors del'étape suivante on pourra se limiter à re
al
uler l'augmentation de dilatation pour la rupturede 
es seules arêtes (pour les autres arêtes, avoir 
assé e� n'a pas 
hangé l'augmentation dedilatation que leur propre rupture pouvait induire).Ces améliorations ne 
hangent pas la 
omplexité asymptotique, ou du moins nous n'avonspas trouvé de bornes intéressantes, pour des réseaux quel
onques, du nombre de sommets etd'arêtes 
on
ernés.Un algorithme en O(mn3)On présente i
i un algorithme qui, bien que la majoration obtenue sur sa 
omplexité soitmoins bonne que pour l'algorithme pré
édent, s'exé
ute en pratique beau
oup plus rapide-ment.La 
onstation qui l'a inspiré est la suivante : quand une arête 
asse, les nouveaux plus
ourts 
hemins sont souvent redistribués de la même manière sur le graphe, 
'est-à-dire queseules quelques arêtes, jouant en quelque sorte le r�le de 
elle supprimée, vont 
analiser 
esplus 
ourts 
hemins. Nous allons formaliser 
e
i.Pour une arête AB, on note SA l'ensemble des sommets tels que tout plus 
ourt 
heminentre un de 
es sommets et le sommet B passe par A. L'ensemble SB est dé�ni symétrique-ment. Si un plus 
ourt 
hemin de P à Q passe par l'arête AB (�gure 17(a)), sa restri
tionde P à B est un plus 
ourt 
hemin : si un 
hemin plus 
ourt reliait P à B (�gure 17(b)), ilse prolongerait en un 
hemin de P à Q plus 
ourt (�gure 17(
)). C'est don
 que P est dansSA. Symétriquement, Q est dans SB . Ainsi les 
ouples de SA � SB sont 
eux a�e
tés (i.e. ladistan
e entre les deux sommets 
hange) par la rupture de l'arête AB.
BA

Q

P

(a) BA

Q

P

(b) BA

Q

P

(
)Fig. 17 � Cara
térisation des ensembles SA et SBOn appelle séparateur de SA et SB un ensemble S de sommets 12 disjoint de SA et SB ettel que tout plus 
ourt 
hemin entre SA et SB passe par un de 
es sommets.On a alors la propriété intéressante suivante : si la distan
e entre deux sommets P et Q estmodi�ée par la rupture de l'arête AB, alors P 2 SA et Q 2 SB (ou l'inverse), et la nouvelledistan
e entre 
es sommets est la longueur d'un plus 
ourt 
hemin passant par un sommet Rde S. De plus, 
omme R =2 SA [ SB , les distan
es dE(P; R) et dE(R; Q) ne sont pas a�e
téespar la rupture de AB. On a don
 en fait :dE�fABg(P; Q) = minR2S (dE(P; R) + dE(R; Q))12. En vérité, on est parfois obligé de prendre un �bi-sommet� (deux sommets reliés par une arête du graphe)à 
heval sur SA et SB lorsque 
es deux ensembles sont adja
ents (il y a des arêtes dire
tes entre eux). Sinonquelques 
as pathologiques empê
hent de réutiliser les plus 
ourtes distan
es déjà 
onnues. Si vous n'avezrien 
ompris 
'est normal : il faudrait une bonne page pour expliquer 
e détail obs
ur et sans grand intérêt.



24 A ANNEXEL'algorithme pro
ède alors ainsi pour 
al
uler l'augmentation de dilatation en 
as derupture de l'arête AB :1. il détermine SA et SB en temps O(n) en remarquant : P 2 SA , d(P;B) = d(P;A) +d(A;B) ;2. il 
hoisi S : l'adja
en
e de SA par exemple se 
al
ule en temps O(mn) ;3. Re
al
ule la distan
e au sein des 
ouples de SA � SB ave
 la formule du minimum surS pré
édente en temps jSAjjSB jjSj = O(n3).Comme il y a O(m) arêtes à examiner ainsi, on a bien la 
omplexité annon
ée.Comparaison pratique des algorithmesOn appelera dans la suite algorithme 1 
elui en O(mn(n + m lnn)) (ave
 améliorationsur le nombre d'arêtes 
onsidérées) et algortihme 2 
elui en O(mn3). La �gure 18 représentel'évolution du temps de 
al
ul à 
haque étape du glouton.

Fig. 18 � Comparaison des temps de 
al
ul à 
haque étape du glouton (en rouge l'algorithme1, en bleu le 2)La �gure 19 montre, dans le 
as de l'algorithme 1, la 
orrélation (normale !) entre le tempsde 
al
ul d'une étape et le nombre restreint d'arêtes que l'algorithme 
onsidère à 
ette étape.La �gure 20 montre une 
orrélation plus surprenante entre le temps de 
al
ul d'une étapeet le plus petit 
ardinal des ensembles SA et SA. Je n'ai pas eu le temps de 
her
her à
omprendre d'où venait 
ette 
orrélation, alors que vu la 
omplexité de l'algorithme une
orrélation du temps de 
al
ul ave
 le produit jSAjjSB jjSj semble plus logique (mais ellen'existe pas). Ce
i dit, 
omme 
et algorithme est en pratique plus rapide que l'algorithme 1malgré une borne de 
omplexité moindre, peut-être est-
e un espoir d'améliorer 
ette borne. . .
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(a) 
orrélation globale bonne (0:85)

(b) 
orrélation lo
ale très forte (0:98 sur 100 arêtes)Fig. 19 � algorithme 1 : 
orrélation entre temps de 
al
ul (rouge) et nombre d'arêtes 
onsi-dérées (bleu)
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(a) 
orrélation globale forte (0:93)

(b) 
orrélation lo
ale moyenne (0:63 sur 100 arêtes)Fig. 20 � algorithme 2 : 
orrélation entre temps de 
al
ul (bleu) et min(jSAj;jSAj) (vert)
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es de Shimbel et Kansky sur le réseau routier français 27A.5 Indi
es de Shimbel et Kansky sur le réseau routier français

Fig. 21 � Indi
e de Shimbel.
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Fig. 22 � Indi
e de Kansky.
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