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atomes ou variable propositionnelle : des énoncés dont nous
ne cherchons pas pas connaitre la structure interne.
Notés p, g, r, s, .. ..
connecteurs : les connecteurs —, <, =, V, A, ...
@ un atome
@ si A est une formule, A est une formule
o si Aet B sont des formules A« B, A— B,
AV B et AN B sont des formules
o formule vide notée [J, et définie par (a A —a)

formule

littéral : positif = atome et littéral négatif = négation d'un
atome
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On associe a chaque connecteur (unaire, binaire) une fonction
booléenne qui permet de calculer la v. v. d’'une formule dont ce
connecteur est le connecteur principal, a partir de la v.v. de ses
sous-formules A et B.
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@ Valuation : a chaque variable propositionnelle de la formule,
on associe une valeur de vérité {t, f}.

@ Interprétation d'une formule : une valuation pour les variables
prop. de la formule. Par abus de language, on liste parfois
pour décrire une interprétation / uniquement les variables
prop. qui ont pour valeur t dans /. Notation /(p) (resp.

I(F)) : la valeur de vérité de la variable p (resp. de la formule
F) dans I'interprétation /

Programmation Logique - Ch. 1 Résolution en logique propositionnelle.

o Satisfiabilité (|=). Soit F une formule et / une interprétation
de F. On définit la relation de satisfiabilité (/ |= F) par :

o F est une variable V : [ |= F ssi i(V) = ¢

o F est une formule de la forme =G : [ |= F ssi i(G) = f

@ F est une formule de la forme GV H : | |= F ssi i(G) =t ou
i(H)=t
F est une formule de la forme G A H, | |= F ssi I(G) =t et
I(H) =t
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alilée
modele / est un modele pour une formule si / |= F. | est un
modele pour un ensemble de formules F;,1 </ < nsi
pour tout /i | |= F;
conséquence logique La formule F est conséquence logique de la
formule G (noté G |= F) si pour tout / tel que
I'l=Galors | |= F
@ Une formule est satisfiable si il existe au moins
une interprétation / telle / |= F. Une formule est
dite insatisfiable s'il n'existe aucun / telle que
I'E=F.
@ Une formule qui est vraie pour toute
interprétation / est une tautologie. On dit aussi
qu'elle est valide. Notation : |= F.

satisfiabilité
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@ Soit F et G deux formules quelconques. F est logiquement
équivalente 3 G, noté F=Gssi Fl=Get G F.
e F=GssiEF—G
@ Quelques équivalences utiles
Q@F—->G=F—=GAG—F
Q@ F—-G=-FVG
@ ~(FAG)=-FV~Get~(FVG)=-FA-G (loi de Morgan)
@ ——F = F (loi de double négation)
Q@ FV(GAH)=(FVG)A(FVH)et
FA(GVH) = (FAG)V (F AH) (distributivité de V sur A et
vice versa)
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@ Théoreme de déduction : Fi,...,
(FLA...F, — G) est valide

@ Soit G une formule quelconque. Si E est un ensemble
insatisfiable de formules, alors G est conséquence logique de E

Fn |= G ssi

@ Si G est valide, G est conséquence logique d'un ensemble
quelconque de formules

@ Soit E un ensemble de formules et G une formule, E |= G ssi
E,—G est insatisfiable.

Programmation Logique - Ch. 1 Résolution en logique propositionnelle.

@ Méthodes algorithmiques pour décider automatiquement et
aussi efficacement que possible de la satisfiabilité d'un
ensemble de formules.

@ Un systeme de preuve est défini par un ensemble de regles
(dites régles d'inférence) a appliquer “mécaniquement”, en ne
tenant compte que de la syntaxe des formules traitées.

@ Notation :

Py P2
C
ol P; et P sont les prémisses du séquent et C sa conclusion.
@ Regle du modus ponens :
A—B A
B

Programmation Logique - Ch. 1 Résolution en logique propositionnelle




Ingénieurs, >

On note classiquement + la notion de dérivation par un systeme
d'inférence.

Correction Un systeme d'inférence est correct si, pour toute regle
du systeme, la formule conclusion est conséquence
logique de sa formule prémisse (de la conjonction de
ses formules prémisses) : |- est correcte si .

Complétude Un systeme d'inférence est complet s'il suffit a
prouver toute formule valide : pour toute formule F
telle que = F, alors = F.
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Utilisation des équivalences vues au transparent 11.
© Eliminer les — et les < : application des équivalences 1 et 2
@ Limiter la portée des négations (faire “descendre” les

négations) : application des équivalences 3 et 4
© Mettre sous forme clausale : application des équivalences 5

Notes :

@ Pour une formule f donnée, il existe plusieurs f’ telles que
f=f"etf en FNC.

o La taille de ' peut croftre (exponentiellement)
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Littéral : formule atomique ou négation d'une formule
atomique
Clause : formule de la forme /; V...V [, ou chaque /; est un
littéral
FNC : formule de la forme Dy A... A Dy ot k > 0 et
chaque D; est une clause
Conjonction élémentaire : formule de la forme 4 A ... A I, ot
chaque /; est un littéral
FND : formule de la forme C; V...V Cx ol k > 0 et
chaque G; est une conjonction élémentaires
Toute formule admet une forme normale conjonctive
et disjonctive qui lui est logiquement équivalente
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(p—(a= M) A(r e s) =
PV (g =) A (7 — ) A(r ) =
PV((g= A= a)A(r—s)A(os —r) =
PV (=g ) A
—pV((mgnr)v
(=pV =gV r)A(=pVrVag)A(-rV-os)A(sVr)
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3 ) . ) . Deux regles d'inférence :
Méthode de démonstration par réfutation. @ Résolution. Soient C; et C, deux clauses, soit p un littéral.
GVp GV -p
R=GVG
On appelle R la résolvante de Gy V pet GV —p

@ Ensemble de formules insatisfiable : un ensemble de formules
{Fi},1 <i < nest insatifiable ssi il n’existe aucun modele M
tel que pour tout i, M |= F.

o Principe de déduction : une formule G est conséquence
logique d'un ensemble de formules F = {F;,1 < i < n} ssi
F UG est insatisfiable. Cvpvp

Cvp

@ Factorisation. Soient C une clause et p une littéral
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Soient E un ensemble de clauses et ¢ une clause. Une dérivation
par résolution de c a partir des hypothéses E est une suite de S={pVvqVri-pVvqVri-qVr-r}
clause ry, ..., r, telles que pour tout /, 1 </ <n:
erekE
pvaqVvr -pVaqVvr
qVvq\Vr
qVvr

o il existe un j < i tel que Tj par factorisation
i

ri ry . .
’ka par résolution (r; est
i

appelé résolvante de r; et rj [w]

o il existe j, k < i tels que

o Une réfutation de E est une dérivation par résolution de [J &
partir des hypotheses de E
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Correction Soient A, B et C des clauses.
{AVC,BV~C}=AVB

Non complétude |l existe une théorie clausale F et une clause C
telle que F |= C, mais il n'existe pas de dérivation
par résolution de C a partir de F.

Complétude pour la réfutation Un ensemble de formules F est
insatisfiable ssi on peut dériver la clause vide OJ de F
par résolution. Si F |= C, il existe une réfutation a
partir de F U -C.
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@ La résolution unitaire n’est pas compléte par réfutation pour
les théories clausales quelconques. Exemple :
{aVb;—aVb;aV—b;—aV-b}

o La résolution unitaire est compléte par réfutation pour les
ensembles de clauses de Horn. Exemple : {a; c;~aV b;—bV c}
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Clauses de Horn une clause comprenant au plus un littéral
positif.
Résolution unitaire au moins un des deux parents est unitaire

4 LVl
(0 L—Lv=t

Stratégie de résolution @ Si [J est dans F alors F est
insatisfiable

@ Sinon, choisir une clause C et p une clause
unitaire positive et C contient —p

@ Calculer la résolvante R de p et C

@ Remplacer dans F C par R
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