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Résumé
L’objectif de cette étude est, en appliquant la combinatoire des algèbres (de Hopf) de shuffle

et de stuffle, de trouver toutes les relations (image et noyau) entre les sommes harmoniques et les
polylogarithmes en les multiindices negatifs. Ces sommes sont indexèes par des mots ys1 . . . ysr
dans un monoide ( ce monoide est généré par l’alphabet {yk}k≥1),

H−ys1
...ysr

(N) =
∑

N≥n1>...>nr>0

ns1
1 . . . nsr

r , (1)

Li−ys1
...ysr

(z) =
∑

n1>n2>...>nr>0

ns1
1 . . . nsr

r zn1 , (2)

où r,N ∈ N+ et z ∈ C tel que |z |< 1.

1. D’abord, nous avons trouvé que les sommes harmoniques satisfont à H−u v = H−u H−v
où u, v ∈ Y ∗. Si on note P−w(z) =

∑
N≥0 H−w(N)zN alors les P−• sont des caractères de

(k〈Y 〉, , 1) à valeurs dans l’algèbre de Hadamard C[[z]].

2. Ensuite, nous donnons des résultats sur les polylogarithmes de cette famille. Nous
construisons un produit > : k〈Y 〉 ⊗ k〈Y 〉 → kY (k = Q) tel que

Li−u Li−v = Li−u>v;u, v ∈ Y ∗. (3)

En particulier, nous construisons une forme générale de polynômes Eulériens {A−ys
(z) :=

As(z)}s≥0), telle que pour chaque w := ys1 ...ysr ∈ Y ∗, A−w(z) soit défini par

A−ys1 ...ysr
(z) :=

s1∑
i=0

(
s1
i

)
A−yi

(z)A−y(s1+s2−i)ys3 ...ysr
(z).

3. Enfin, poursuivant cet objectif, nous construisons les morphismes

H−• : (C 〈Y 〉 )→ (C{H−w}w∈Y ∗ ,×), w 7→ H−w ,

P−• : (C 〈Y 〉 , )→ (C{P−w}w∈Y ∗ ,�), w 7→ P−w ,

Li−• : (C 〈Y 〉 ,>)→ (C{Li−w}w∈Y ∗ ,×), w 7→ Li−w ,

A−• : (C 〈Y 〉 ,>)→ (C{A−w}w∈Y ∗ ,×), w 7→ A−w .

où ker(H−• ) = ker(Li−• ) = ker(A−• ) = ker(P−• ). De plus, par la définition de > et un lemme
très général sur les projecteurs, on peut conclure que

{w − w>1∗Y }|w|≥2

est une base de ker Li−• .
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