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Sous-shifts de type fini et pavages

Un alphabet fini :
T = (|

Des motifs interdits en nombre
fini : La famille peut également ne
pas étre finie, 'espace généré

7={ |
., I est alors un sous-shift.

Sous-shift de Type Fini (SFT):
'ensemble configurations
évitant . On note A’z :

+-{ N )
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Dynamique Symbolique : Origins

Les sous-shifts ont été introduits en dimension 1 :
e ¢:I =TI estunsystéme dynamique.
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Dynamique Symbolique 1d

En dimension 1, les SFTs sont bien compris :

Un SFT de dimension 1 peut étre représenté par un graphe.
Les points sont alors les marches biinfinies sur ce graphe.

Par exemple :

/‘.\
T = (MM
F = (I . \@}

Savoir si un SFT est non-vide revient a trouver un cycle dans
ce graphe.

Un SFT non-vide contient donc toujours un point périodique.
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Sous-shifts sofiques

Les graphes permettent de représenter plus que les sous-shifts
de type fini.

Les sous-shifts sofiques sont les projections de SFTs par une
fonc

/’\—//\\/\/’\__l
o

Remarque Les projections locales sont appelées fonctions de
factorisation.
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Sous-shifts sofiques
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Conjugaison

Quelle est la bonne notion d’'isomorphisme entre
sous-shifts ?
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Conjugaison

Quelle est la bonne notion d'isomorphisme entre
sous-shifts ?

Une fonction de conjugaison est une projection locale
réversible localement.

Quand [a projection n‘est pas réversible, c’est une fonction de

factorisation
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(In)Décidabilité de la conjugaison

Est-ce qu’on peut décider si deux SFTs sont conjugués ?
e Le probleme est indécidable en dimension 2.
e Le probleme est décidable en dimension 1 sur IN.

e Le probléme est ouvert en dimension 1 sur Z.
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En dimension d > 2, rien n‘est simple

Théoréme [Berger 1964] Etant donné F en entrée, savoir si il
existe un pavage dans X est indécidable.
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En dimension d > 2, rien n‘est simple
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En dimension d > 2, rien n‘est simple

Théoréme [Berger 1964] Etant donné F en entrée, savoir si il
existe un pavage dans Xr est indécidable.

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
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En dimension d > 2, rien n‘est simple
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En dimension d > 2, rien n'est simple




Invariants de conjugaison

Définition Un invariant de conjugaison est un objet associé
a un SFT qui est le méme pour deux SFTs conjugués.

Ils permettent de prouver que deux SFTs ne sont pas
conjugués.

Invariants classiques :
e Entropie : mesure de la croissance du nombre de motifs
[Hochman & Meyerovitch 2010]
e Nombre de points périodiques
e Groupe d’automorphismes
Invariants moins classiques :
e Degré Medvedev [Simpson 2012]
e Degrés Turing

Groupe fondamental projectif
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1. Complexité algorithmique de la
conjugaison et de la factorisation

2. Périodicité
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Hiérarchie de problémes indécidables

Définition Un probléme P C N est 1) si il .
existe une machine de Turing M totale telle X

AN

/!

que N
/!

N

A

neP s Vmy,Am,,...,0Om,, M(n,my,...,m,)
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Hiérarchie de problémes indécidables

Définition Un probléme P C N est 3! siil .
existe une machine de Turing M totale telle X

AN

/!

que N
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N

A

neP s dmy,Vm,,...,0Om,, M(n,my,...,m,)
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Hiérarchie de problémes indécidables

° ):(1): les ensembles récursivement
énumérables

° I—I?: les ensembles co-récursivement
énumeérables

énumérables en prenant un ensemble
1_[2_1 en oracle.

e I10: les ensembles co-récursivement ‘\:(1)
énumérables en 22_1.

AN

/

e 20: les ensembles récursivement AN
/

AN

A

1. Complexité algorithmique de la conjugaison et de la factorisation 9/28



Hiérarchie de problémes indécidables

Définition Un probléme est complet pour \
une classe si il permet de résoudre tous les
problémes de cette classe. /
Exemples de problémes complets: ):(2)
° ‘\:(1) : arrét d’'une machine de Turing (HP) \

° Hg : savoir si une machine de Turing
s’arréte sur toutes les entrées (TOT) /
A

° Eg : Une machine de Turing ne s’arréte
pas uniquement sur un nombre fini
d’entrées (COFIN)

1. Complexité algorithmique de la conjugaison et de la factorisation 9/28



Complexité de la conjugaison

Théoréme [Jeandel & V.] Etant donné deux SFTs X, Y savoir si
X est conjugué a Y est Z?-complet.

Le théoréme est également vrai pour X fixé.

Idée de preuve :
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Complexité de la conjugaison

Théoréme [Jeandel & V.] Etant donné deux SFTs X, Y savoir si
X est conjugué a Y est E(l)-complet.

Le théoréme est également vrai pour X fixé.
Idée de preuve :

La conjugaison est E(l) :

IF, G, (E(X) C Y)A(G(Y) S X)A(Fo G =idyx)A(GoF =idy)
H/_/
b b3 b b

b1

e On devine deux fonctions F et G.

e On vérifie qu’il s’agit bien de fonctions de conjugaison.

1. Complexité algorithmique de la conjugaison et de la factorisation
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Complexité de la conjugaison

Théoréme [Jeandel & V.] Etant donné deux SFTs X, Y savoir si
X est conjugué a Y est E(l)-complet.

Le théoréme est également vrai pour X fixé.
Idée de preuve :

La conjugaison est Z?—dure, réduction a partir de SFT vide :

Rps un SFT vide ssi M s’arréte.

n plus grand que le nombre de couleurs de X.

?
X =X URy x{0,...,n}%’
Si Ry est vide, alors X et X LI Ry x {0,...,11}Zz sont égaux.

Sinon X et X LI Ry % {O,...,n}ZZ ne sont pas conjugués.
O
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Complexité de la conjugaison (Sofiques)

Théoréme [Jeandel & V.] Etant donnés deux sous-shifts
sofiques en entrée, savoir si ils sont conjugués est
Zg—complet.

Savoir si F(X) C Y devient Hg.

1. Complexité algorithmique de la conjugaison et de la factorisation 11/28



Complexité de la conjugaison (Sofiques)

Théoréme [Jeandel & V.] Etant donnés deux sous-shifts
sofiques en entrée, savoir si ils sont conjugués est
Zg—complet.

X)CY de

>

112
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Complexité de la conjugaison (Sofiques)

Théoréme [Jeandel & V.] Etant donnés deux sous-shifts
sofiques en entrée, savoir si ils sont conjugués est
Zg—complet.
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Complexité de la factorisation

Théoréme [Jeandel & V.] Etant donnés deux SFTs X, Y, savoir
si X se factorise sur Y est Zg—complet.

Théoréme [Jeandel & V.] Etant donnés deux sous-shifts
sofiques X, Y, savoir si X se factorise sur Y est Zg-complet.

1. Complexité algorithmique de la conjugaison et de la factorisation 12/28



1. Complexité algorithmique de la
conjugaison et de la factorisation

2. Périodicité

3. Degrés Turing des SFTs



x est périodique de période n
Si 0y, (x) = x pour tout 1 <i <d.

Un seul motif carré qui est
répété partout.

Descriptible par une
information finie.

Période : le plus petit n € IN".
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Ensembles de périodes

On note Py l'ensemble des périodes de X.

r={Em

#-{a 8

]-GDX].—
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Ensembles de périodes

On note Py l'ensemble des périodes de X.

T = (om)
f={|E,-,Dj}

Px, =1{2}

Uniquement des damiers

2. Périodicité 14/28



Ensembles de périodes

On note Py l'ensemble des périodes de X.

[Berger 1964] Il existe un SFT
A ne contenant aucun point
périodique.

[Berger 1964]
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Ensembles de périodes

On note Py l'ensemble des périodes de X.

g ral o Il N =]
famimran] [aaimran] [auamrns] [auamens]
= s g mn i  p ma [ma B i s am g mu By o
P i e
fad Eull AFad iaTMF=s Ea1l IFa fai a1l BFad sl Fa: Ea1l I sl
|=Raxmaan) |=Banman) =By mnsa) =Ry mai)
|mim i ) m i |mis S gy ma
a1l Mls amsll IEEs1ll=Ssl ISl e sl s ss]
[aass Erun] [amed wun] [amniEenal [amsd iwmal
| R s gy B R w i B I {muER g A us )
L b
fa EulMilas il IFss Gu1 P as s TMNFs: Sx M us cul IFai Gu] BN s ia
|=Eammean ) |mEsmmean |=aammesa) =R ammnsE]
B 1964] Il exist SFT SSREAN|INSNSBSRIE=SS=cSlcSSats
g ol el lraliral s
. [amimran] [amiamran] [eaammras] ezl
Ane contenant aucun point e I R R B
r 1
fas Eull MFas il IFss a1l IFaaiall MFsiEs] i1l IS Ga1l IFas il
P . |Saan Easa |Saan e =By masa) =Ry sasa]
périodique. oL s e M s
g el sl iRl e =]
[awsd run] [auud irun] [ausi rual [aued irus]
== Eu ] s = = e g = =y ER fy usen gy = s g gy ne
R S s B e i
[ud BT ad ia 1M Tas Ea TN [ai T ad ia 1M Tas Ex TN i
|mEsmmaan ) | =B ammaan ) | =B ammaaa) =B ammaai]
| e gy m | e gy e e

[Robinson 1971]
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Ensembles de périodes

On note Py l'ensemble des périodes de X.

Et de nombreux autres :
[Knuth 1968]

Anderaa & Lewis 1974]
Kari 1996]

Ollinger 2008]

A ne contenant aucun point
Poupet 2010]

[
[
[Berger 1964] Il existe un SFT [
périodique. [

2. Périodicité 14/28



Ensembles de périodes

On note Py l'ensemble des périodes de X.

L'ensemble des périodes est un invariant de conjugaison.

2. Périodicité 14/28



Que peut-on dire de Py ?

Théoréme [Gurevich & Koryakov 1972] Savoir si Px est vide
indécidable.
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Que peut-on dire de Py ?

Théoréme [Gurevich & Koryakov 1972] Savoir si Px est vide
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Preuve : En dimension 2, deviner un motif n x n et vérifier les
contraintes.
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Que peut-on dire de Py ?

Théoréme [Gurevich & Koryakov 1972] Savoir si Py est vide
indécidable.

Théoréme Etant donné 1, on peut décider si il existe une
configuration de période n en temps NE, quand 7 est codé en
binaire.

Preuve : En dimension 2, deviner un motif n x n et vérifier les
contraintes. Se fait en temps n? non-déterministe.

NE = [Jyen NTIME(2K) : Langages reconnus en temps

exponentiel linéaire. NE = NP = (N NTIME(#¥), la classe
NP sur langages codés en unaire.
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Quels ensembles peut-on réaliser ?

Théoréme [Jeandel & V.] Pour tout langage L € NE, on peut
construire un SFT X dont les périodes sont exactement L.

Remarque X n’est pas nécessairement de dimension 2.
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Idée de la preuve. Sqit L un langage de NTIME (n) :
g | ° = ]

|
f |
|
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Idée de la preuve. Sqit L un langage de NTIME (n) :

| |
|
|
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Quels ensembles peut-on réaliser ?

Théoréme [Jeandel & V.] Pour tout langage L € NE, on peut
construire un SFT X dont les périodes sont exactement L.

Remarque X n’est pas
N

nécessairement de dimension 2.
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Quels ensembles peut-on réaliser ?

Théoréme [Jeandel & V.] Pour tout langage L € NE, on peut
construire un SFT X dont les périodes sont exactement L.

Remarque X n’est pas nécessairement de dimension 2.

Idée de la preuve. Soit L un langage de NTIME  (n) :

[ 0 1 1 0 0 i ! 0 0 1 1

1 1 0 0 0 0 1 1

1 1 0 0 0 0 1 1
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Quels ensembles peut-on réaliser ?

Théoréme [Jeandel & V.] Pour tout langage L € NE, on peut

construire un SFT X dont les périodes sont exactement L.

16/28

Remarque X n’est pas nécessairement de dimension 2.
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Quels ensembles peut-on réaliser ?

Théoréme [Jeandel & V.] Pour tout langage L € NE, on peut
construire un SFT X dont les périodes sont exactement L.

Remarque X n’est pas nécessairement de dimension 2.
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Quels ensembles peut-on réaliser ?

Théoréme [Jeandel & V.] Pour tout langage L € NE, on peut
construire un SFT X dont les périodes sont exactement L.

Remarque X n’est pas nécessairement de dimension 2.

Théoréme [Jeandel & V.] Les ensembles de périodes sont
exactement les langages de NE.
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Comptons !

Soit ]2 x (1) la fonction qui compte le nombre de
configurations de période n de X.

Théoréme ) x est un invariant de conjugaison.

Théoréme [Jeandel & V.] Pour toute fonction f : IN* — IN,

f e #E & il existe un SFT X tel que Ny = f

#E : Fonctions de comptage du nombre de chemins acceptants des machines
de Turing de NE.

2. Périodicité
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Périodicité horizontale

On peut définir une autre notion de périodicité en dimension 2 :

Définition Une configuration est périodique horizontalement
si il existe n tel que 0y, (x) = x.

Théoréme L'ensemble Dé‘( des
périodes horizontales est invariant
par conjugaison.

B b B
Théoréme [Jeandel & V.| Les ensembles de périodes

horizontales de SFTs sont exactement les langages de
NSPACE/ (n).
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1. Complexité algorithmique de la
conjugaison et de la factorisation

2. Périodicité

3. Degrés Turing des SFTs



Degrés Turing

e x <1y s’il existe f récursive prenant y comme oracle et
calculant x.

e x=rysix<rypetx=>ry.

e Un degré Turing est la classe d'équivalence pour la
relation =r. On note deg x le degré de x.

Le degré le plus simple est 0 : les suites calculables.
e Degré Turing d’'une configuration.

e Ensemble de degrés Turing d'un sous-shift.

L'ensemble des degrés Turing d'un SFT est un invariant de
conjugaison.
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SFTs et Calculabilité

S € {0,1}N est effectivement clos si c’est l'ensemble des
oracles sur lesquels une machine de Turing M donnée ne
s’arréte pas.

Vse{0,1})N, seS e M

. 2
Xr est un sous-ensemble effectivement clos de X7Z':
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SFTs
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Degrés Turing des SFTs

Théoréme [Jeandel & V.] Pour tout effectivement clos, il existe
un SFT ayant le méme ensemble de degrés Turing, a 0 prés.
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Degrés Turing des SFTs

Théoréme [Jeandel & V.] Pour tout effectivement clos, il existe
un SFT ayant le méme ensemble de degrés Turing, a 0 prés.

Théoréme [Jeandel & V.] Pour toute classe H? S, il existe F et
C Cc X7 un ensemble récursif de points récursifs tel que :

(X\C) /z> B S

e On quotiente par les translatvb

e Isomorphisme récursif:
Il existe une fonction bijective, récursive f :S — §’, avec

f~!récursive.

3. Degrés Turing des SFTs
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Classes I1) et SFTs

é@ 0,0

1,0 1,1 0,1 0,1 0,0 1,0

1,0 1,1 @ 1,1 0,0 0,1 0,0 1,0

1,0 1,1 1,1 0,0 0,1 0,0 1,0

1,0 TT@ 0,1 0,0 0,1 0,0 1,0

1,0 @ 0,1 0,1 0,0 0,1 0,0 1,0
ZM»@ 0,0l 01| 01| o0l 01| 00| 10
L~ _

Il faut faire apparaitre la tuile de début de calcul.

3. Degrés Turing des SFTs
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Preuve

e On a besoin d’'une trame en forme de grille pour mettre du
calcul.

e On a besoin d'un coin pour commencer le calcul.

e Les configurations sans calcul doivent étre récursives
(donc dénombrables).

On ne peut pas réutiliser la construction de Robinson.
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Preuve

e On a besoin d’'une trame en forme de grille pour mettre du
calcul.

e On a besoin d'un coin pour commencer le calcul.

e Les configurations sans calcul doivent étre récursives
(donc dénombrables).

On ne peut pas réutiliser la construction de Robinson.

Probléme. Certains points ne contiendront pas de calcul
valide.
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Une seule configuration ot mettre du calcul.

3. Degrés Turing des SFTs
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Degrés Turing

Théoréme [Jeandel & V.] Pour tout ensemble effectivement
clos S, il existe F et C C X un ensemble récursif de points
récursifs tel que :

(Xr\C)/z? = S

Corollaire Pour tout ensemble effectivement clos, il existe un
SFT ayant le méme ensemble de degrés Turing, a 0 prés.

Remarque Les SFTs ont quasiment les mémes structures
calculatoires que les ensembles effectivement clos.
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Degrés Turing

Théoréme [Jockusch & Soare 1972] Il existe des ensembles
effectivement clos dont tous les membres sont
incomparables.

Théoréme [Jeandel & V.] Tout SFT ne contenant aucune
configuration calculable contient un cone de degrés Turing.

Conséquence : Il existe des ensembles effectivement clos qui
ne peuvent étre récursivement isomorphes a aucun SFT.

Un céne de degrés Turing est un degré Turing et tous les degrés qui lui sont

supérieurs.
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Minimalité et degrés Turing

Définition Un sous-shift minimal est un sous-shift dont
toutes les configurations ont les mémes motifs.

Théoréme [Jeandel & V.] Tout sous-shift minimal non
périodique contient un cone de degrés Turing.

Théoréme [Hochman & V.] Il existe des sous-shift minimaux
avec deux cones distincts.
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