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Automates acycliques
Enumération : ADFA
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Automates finis déterministes acycliques

Soit X un alphabet de k symboles.

Un automate acyclique & n états sur X : (i, A, d)

o ic[n] un étfatinitial,

« AcC[n] unensemble d’'états terminaux,

e d:[NxX—[nu{d} une fonction de transition
telle que

vge[n],vwext, §*(q,w)#aq.

ou () est un état absorbant et §* est la fonction de transition étendue
aux mots.
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Automates finis déterministes acycliques (2)
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Automates finis déterministes acycliques (2)
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Enumération : ADFA

Comment calculer Ai(n) : nombre d’ADFA a n états avec #¥ = k

Construction combinatoire: (i, A, §)

A(n) = #nbi x #nb A x #nbd
— n x 2" x T(n)

Comment calculer Ti(n) ? LISKOVETS, 2003
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LISKOVETS, 2003

Sources: S={qgeln | Vreln,VYaeX, 4&r,a)#qg}

Principe: s := #S

o« Découpage: ¢ x p
J-B. PRIEZ (LRL)

S

o Enumérer: ¢:SxE s [M\SU{B} ~  (n—s+ 1)

L.LEN.
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LISKOVETS, 2003 (2)

Théoreme:
4 s—1 n ks
T = (-0 () (0= s+ e T - 9
s=1

avec T¢(0) = 1.

Cas particulier : J. KUNG & C. YAN, 2003

n

P(x;n) = (=) (:) x(n=s+1)°P(x;n—5s)

s=1

ou x : N — N croissante.

Bijection: Fct° de fransitions +— Fct® de parking généralisées
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Bijection ?

17

Fonction de parking généralisée
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Fonctions de parking généralisées
Fonction de parking
Généralisation
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Fonction de parking
KONHEIM et WEISS, 1966

Objet combinatoire : modélise les tables de hachage

f:[n — Ny felle que #71([K]) > Kk
pour tout k € [n].

Intéréts:
arbres enracinés (étiquettés),
séqguences de PrUfer,
arrangement d’hyperplans
conjecture n!

Fonctions de parking de [3]: F[3]

111,112,121,211,122,212,221,113,131,311,
123,132,312,213,231, 321
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Fonction de parking généralisée

STANLEY et PITMAN, 2002; KUNG et YAN, 2003.

x-fonction de parking : Soit x : N. — N croissante.

f:ln] =N, teleque  #f "([x(k)]) >k
pour tout k € [n].
Exemple: F,[2] avec x:ms m?
11,12,21,13,31, 14,41

Noftation: F, ~ Fppe
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Intuition

Soit = : N, — N croissante.

Soit F une  -fonction de parking :

J.-B. PRIEZ (L.R.L.) Fonctions de parking généralisées L.I.LPN. 12/ 42



Fonction de parking généralisée (2)

Définition équivalente: P. et VIRMAUX, 2015

(Q)ien, s€équence de sous-ensembles disjoints de [n]

telle que
> #Q >k, pourtout keln].
]:mz [2] .

(20 - 1-), (V2[-]-), C[T]-]-),
(f-121-), @-11-), AF-1-12), @ -[-11)

avec & :=f'({i})
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Représentation graphique

Soit (&) :==(2|-[13|-|-||-|:| ) une Fye-structure sur [3].

SRR CSERCSTIR CSTIR ST S

i, 3
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Bijection ADFA (non-initiaux)-fonctions de parking
Ordre linéaire
Division en facteurs
Alphabet
Fonction de parking — Automate
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Objectif

Expliciter la bijection:

()
. S ={5}, &u={6},
& = {4}, &7 = {2},
& = {3}, & ={1}.

ADFA (non-initiaux) (A, §) sur un alphabet & k symboles
!

2m¥-fonctions de parking
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Ordre linéaire

Soit (&) une 2m*-fonction de parking de [n)].

Ordre <4: pour tout r, s € [n],

re@cetse Q. aveck<k

r<gs <
r<s

Exemple: (3] - (12| |- |- 4] -|-]-)

D<g3<ql<g2<q4d
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Division en facteurs

Soit (&) une 2m*-fonction de parking sur [n].

([ | & - [6ho | onyr |-+ | Ehan | Qanyr| )
——

F F2 Fs

Facteurs: Fi:=(Q) avec 2-(i—1Nk+1<j <2 i
ou ieln].

Propriétés:

(F) = 2(% = (i= 1)),
ik — (i — 1)k : le nombre de fonctions

v:¥ — | ou #l=i

pour lesquelles JaeXxX telleque v(a)=I.
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Division en facteurs (2)

Soit (&) une 2m“-fonction de parking sur [n] muni de I'ordre < :

D <qg O <qg 2 <q "~ <q On

(|| &) | ox | &y |+ | Shan | &gyt | -+)
———

F F F3
> 2 >
| | |
{0} {0, a0} {0, a0, a0}
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Alphabet

Soit X := {ay, 3, a3, -+, Ak} un alphabet de k symboles.
Ordre: (fixé)

Q) <z O <y - <y Q.
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Ordre <,

Soit (&) une 2mX-parking function sur [n] et soit

D:=0Qo<qg <qgP<qg- <q0n-

Ordre sur les fonctions <, : pour tout facteur F; = (&),
v:¥—={qy --,g_1},ou 3FJa tg v(a)=qg ;
ordre lexicographique :

Vi 14 1% v3 ce l/,-k_(,'_])k_] V,’k_(,’_])k
vi(an) Q | QO | 9 Qi-1 Qi-1
v(@®@) | @0 | G | % Qi Qi1

v(ak=1) || Q@ | a1 | @ Qi—1 Qi-1
vi(Qk) | Qi=1 | Qi=1 | Qi Qi-2 Qi
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Fonction de parking — Automate

Soit 0:=qy<qg q <q -+ <q 9n l'ordre linéaire associé & (Qy).

« (F) ol F=(Q) avec 2(i—T)k<j<2 et ielnl
« pour tout £, on considére (1)

Etats terminaux

A= U &

h pair

Fonction de tfransition:

0 (q, G) — 1/1(’)(0) avec g e QQ(,‘k_H')_] U QQ(/'“+])
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Fonction de parking — Automate (2)
Soit ¥ = {a, b}.

Soit (&) une 2m?-fonction de parking sur [3].

F F F3
20 ]| 3) A
Q :=<
SI= T ) e
, o ooalofol2|2fef2(1|1]1
Fonction de transition: bloll2lel201]1]0]2]|1

Ordre linéagire: § <q2 <q 1<q3

Facteurs: (Fy, Fp, F3)

Etats terminaux: A := {1}
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Théoréme

Bijection entre les 2m*-fonctions de parking
et
les ADFA (non-inifiaux) sur un alphabet de k symboles.
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Automates minimaux
Co-accessibilité
Simplicité
Automate étendu
Conclusion



Co-accessibilité
Soit (A, §) un ADFA (non-initial).
Co-accessible:

vge[n],3w e x*, (g, w) € A.

\ a
a b

e
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Oui mais. ..
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Co-accessibilité (2)

Soit (&) une 2m*-fonction de parking.
Soit © I'’ADFA (non-initial) associé.
Propriété: Soit gde F, = (&, &), on a

0(g,a)=10 Vaex.
Conséquence: Si &, = () alors © est coaccessible.
Théoreme:

ADFA (n-i) co-accessibles ~ 2mK—1-fonctions de parking



Co-accessibilité (3)

Les 13 2m? — 1-fonctions de parking sur [2] et les ADFA coaccessibles

11

Q20111110 = o™

Q20111 1) = e e < @)
(12011 1) = v irys s vy« @111 -1-1-)

Q-1 12011-) = e < @)

(11120 1) = sy vy < @I 11114 1)
(111 121) = vatives®, v ® « @1-1-1-1-11]-)
111 12) = vty vty < (211111 -1+ 11)



Simplicité
Saoit (A, ) un ADFA (non-initial).

Language droit :

Lg={wex" | é(qw)eA}

~ Simple: (A X) estsimple ssi Lg# Ly
pour tous g, q’ € [n] distincts.

RO b N\, /
23 X

v
14
»
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Et I'aspect simple ?

(Q;) S ‘7:2m371 [5] avec @) = {2}, Q= {l > 3}, & = {4} et Qo= {5}
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Simplicité (2)

Soit © ADFA (n-i) coacessible associé a (&)).
Théoreme:

O simple ssi #&;, <1, Vi € [n].

Propriété: Le nombre d’ADFA (n-i) coaccessible et simple

5m) = 321 Seln 1) (" D1 )

i=1

L.LPN.
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Accessibilité
Soit (i, A, §) un ADFA.

Accessible :
Vge[n], Iwe X", (ibw)=qg.
3 :

Automates minimaux

J.-B. PRIEZ (L.R.I)

LIRN.
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Minimalité

Automate minimal :

accessible,
(i, A, 6) minimal Ssi co-accessible,
simple.



Accessibilité

Soit © := (A, ¢) (co-accessible et simple).

Partie accessible: ©¥

Propriété:si © co-accessible et simple alors ©(@) minimal.



Automate étendu

Complémentaire de ©“ ; 64

J.-B. PRIEZ (LR.I.) Automates minimaux LLPN.  36/42




Automate étendu (2)

Un aufomate étendu a n états sur X : (A, T, 6)
AcC[n] unensemble états ferminaux,
T un ensemble d’(extra-)états absorbants,
d:[NxEX—[Nu{d}uT une fcte de tfransition étendue
telle que § acyclique.

Liskovet (2003):

n

Te(n, 1) =Y (=1)*" (’;) (2(n —s+ 1+ T)k> STe(n—s,1)

s=1

= P(Xa n)
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Automate étendu (3)

Soit A == (A, T, ).
« co-accessible ssi 30 co-accessible et 3g tq A= 69
o simple ssi 3O simple et 3g tqg A=06

Greffe: Soient
o A := (A, T,¢) un automate étendu co-accessible et simple,
° ©:=(i,A’,8) un ADFA minimal ou T est I'ensemble des états.




Automate étendu avec contraintes

Soient A := (A, T,5) et © := (i, A", ¢).

Greffe:
A co-accessible et simple,
+ © minimall
A - © co-accessible et simple ?
Lemme:

A - © est co-accessible et simple
Ssi
si geAespeA alors dq# (p.

pour tout g de A et tout p de ©.
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Théoreme S-1

Soit © = (i, A, ¢) ADFA minimal.

Automates étendus avec contrainte © :

S®) = { A co-accessible et simple | A - © co-accessible et simple }

Formule d’énumération:

Si(n, 1) = zn:(—1)"‘] Se(n—i,1) <2(ﬂ— i+1+ T)"i— 1—t—(n- ,')>

i=1



Théoréme

ou
» Sk(n, 1) le nombre d’ADFA étendu de n états, t extra-&états
et r+ 1 contraintes,
o M,(1) le nombre d’ADFA minimaux de t états

et k le nombre de symbole de 1.
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Conclusion

Bijection explicite :

* Fomx +— ADFA (ni)

o Fomk.g +— ADFA (ni) co-accessible

o Fomr Simple  +—  ADFA (ni) co-accessible et simple
Généralisable:

Fo(matyk-1-t simple <+ ADFA étendu co-accessible et simple
avec confraintes

Enumération: ADFA minimaux

n

NSe(n,0) =" S(n, t) My(t)
t=1
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