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This is AsyRec, A Maple package
accompanying Doron Zeilberger's article:

It finds the asymptotics of solutions of (homog.) linear recurrence
equations with polynomial coefficients, using the Birkhoff-Trjitzinsky

i method .
> recop = (N+2)"2*N2- (7*n"2+21*n+16) *N- 8* (n+1) *2;
recop:=(n—|—2)2N2—(7}12—|-21n—i—16)N—8(n—i—l)2

> AsyC(recop, n, N, 5, [2, 10], 1000):
0.36755259694786136634,

8,1(1_1 12+13Jr 14+ 115)
3n 27p 81n 243 1 2187 n
n

(Wimp & Zeilberger 1985, Zeilberger 2008-2009)



| > with(gfun):
> with(NumGfun);
[ abs_with_RootOf, analytic_continuation,

bound_diffeq, bound_diffeq_tail,

> evaldiffeq(diff(y(z),2)=y(2), y

2.7182818284590452353602874713526624977.

_ 830007520449338265602976067371132007-

bound_ratpoly, bound_rec, bound_rec_tail,
diffeqtoproc, dominant_root, evaldiffeq,
fnth_term, make_waksman_proc,
needed_terms, transition_matrix|

(z), 1, 10000);

572470936999595749669676277240766303
535475945713821785251664274274663919
320030599218174135966290435729003342
952605956307381323286279434907632338
298807531952510190115738341879307021
540891499348841675092447614606680822
648001684774118537423454424371075390
777449920695517027618386062613313845




ama 2 @

42926;412573422447765584177886171737*
265462085498294498946787350929581652
632072258992368768457017823038096567
883112289305809140572610865884845873
101658151167533327674887014829167419
701512559782572707406431808601428149
024146780472327597684269633935773542
930186739439716388611764209004068663
398856841681003872389214483176070116
684503887212364367043314091155733280
182977988736590916659612402021778558
854876176161989370794380056663364884
365089144805571039765214696027662583
599051987042300179465536789 _C,

bound_diffeq_tail ({(1+zA2)*diff(y

(2),2)-1, y(0) = 0}, y(2), n);

500000009001 (n|z|—n—1) |7"
1000000000000 UZ|—'1)2

— ]
Mooy 7870 [Tomer 015 [N o




\ http://algo.inria.fr/libraries/ (LGPL)

[4 B.Salvy and P. Zimmermann. Gfun: a Maple package
for the manipulation of generating and holonomic
functions in one variable. 1994.


http://algo.inria.fr/libraries/
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[> diffeq := randomdiffeq(3, 2):



diffeq == {(

[> diffeq :
T Tzt ¢z

random di ffeq(3, 2);

13 8 7 2

30 15 30

y(Z)) +(

43

60

49
%60 ?



> diffeq := randomdiffeq(3, 2):

. 13 8 7
dzﬁ‘eq:—{(m-i-152+3022)y(z)+(-20+302

L2 (d 449
122)(dzy(z))+( 60 T 60 °
d2

—izz) diy(z) 7(0) =0, D(») (0) = ==, D () (0) =
5 47 ’ ’ 30°

_ 43

60

[> evaldiffeq(diffeq, y(z), (1+)/5, 40);



> diffeq := randomdiffeq(3, 2):
e (13 8 T > S99 .29
diffeq : {(304-15 z+ 3Oz)y(z)+( 20-1-302

1oy (d B W
_122)(¢ym)+( 60 T 60 °

112 (& 117

T30 Z) [ & ()] +'( 2 "30°

3

—%zz) [;123 (z)],yw)—o,D(y)(m—370,D<2)(y>(0)—
_ 43

60

> evaldiffeq(diffeq, y(z), (1+)/5, 40):
0.04485557487767843131893308147593 11548663
+0.0199048983021280530504789772581099788282 1




|:> eval diffeq(diffeq, y(z), 1/5, 1000000);



|:> eval diffeq(diffeq, y(z), 1/5, 1000000);
(29 min plus tard...)



> eval di ffeq(diffeq, y(z), 1/5, 1000000);
0.033253281257567506772459381920024394391065961347292863\

13611785593075654371610784719859620906805710762776061\
659938447939182979419761886206505366910821 79149605904\
31080482988558239935175505111768194891591 740446771304\
74730251896359727561534310095807343639273056518962333\
97217595138842309884016425632431029577130431472108646\
ORARRT1RA7R7R24N2429734RRK15R4414126NKR2277719114R0RRN\

97933258259972366466573219602501650218139747781157348\
78322628655747195818205282428148240800376913561455564\
29598794491231828039584256430669932365880956101 719727\
33806130243940574539991121877851105270752378138422728\
76176859592508040781771637205060431902227437673286901\
71292574098466950906705927590030494460150099288210121\
868701569




générale

automatique

garantie
asymptotiquement rapide

Evaluation numérique






arctan(x)

@ ®® User:Geek3



(1+2)y/(2) + 229/ (2) =, i

y(0) =0, y(0)=1 — B (arg)



5 .
o (1+10)




y'(z1)

: _\iT—' - -
y(z1) | |1 0,5705170238- - - + 0, 2200896807 .. .1
0 0,7288378766 - -- — 0, 2065997130...1



T

y(z1)] _ [1 0,5705170238 - - + 0, 2200896807 . .. 1] [(0)
y(z1)| ~ |0 0,7288378766 - —0,2065997130....i] [/ (0)



il -

e :

- // . \

et I \‘22 \1

EE 2y

-1 i1,/

._\iT—f -

y(z1)] _ [1 0,5705170238 - - - + 0, 2200896807 ...
y'(z1)| — |0 0,7288378766 - —0,2065997130. ..
y(z2)] 1 0,3656231471- -+ 0, 3290407483 ...
y'(z2)| — |0 0,7515011402- - - — 0, 0792619810. ..



T S .\_(1 +i)
et 1// ; 8 2D \\1 ::
:/ :\ \\ Z1\\1 J ,
_]. ‘\\ \\ \\\_/’I_lr/i
: _\iT— - -
y(z1)] _ [1 0,5705170238 - - - + 0, 2200896807 ...
y'(z1)| — |0 0,7288378766 - —0,2065997130. ..
y(z)] [1 0,3656231471-- -+ 0,3290407483 ...
y'(z2)| — |0 0,7515011402- - - — 0, 0792619810. ..



e Schroeppel (1972) — Points particuliers

e Brent (1976) — Fonctions particulieres, points
quelconques

e Chudnovsky & Chudnovsky (1986-1988) — Méthode
générale, esquisse points singuliers réguliers

e van der Hoeven (1999, 2001) — Algorithme complet
avec bornes



Théoréme (Chudnovsky?)

Soit y solution d"une équation différentielle linéaire a
coefficients polynomiaux. Soit z un point de la surface de
Riemann de y.

On peut calculer y(z) a 27" preés en

o(M (n : (logn)3>>

opérations binaires.



Théoréme (Chudnovsky?, van der Hoeven)

Soit y solution d"une équation différentielle linéaire a
coefficients polynomiaux. Soit z un point de la surface de
Riemann de y.

On peut calculer y(z) a 27" preés en

O(M(n - (log7)®(logn)? - log log n))

opérations binaires.



Théoréme (Chudnovsky?, van der Hoeven, M.)

Soit y solution d"une équation différentielle linéaire a
coefficients polynomiaux. Soit z un point de la surface de
Riemann de y.

On peut calculer y(z) a 27" preés en

O(M(n-W(logn)z-lo n>>

opérations binaires.









Bornes symboliques
e Lisibles (presque !)

e Asymptotiquement
Parametres fines

K, & ...€ QouQ tq.

Yu] < 10 - @(n) Bornes numériques

e Approx. stres des
Outils : méthode des parametres
séries majorantes + analyse o Plus rapide (pas
asymptotique élémentaire d’algébriques)
(M. & Salvy 2010)

Idée: Replacer y par une fonction simple qui la “domine”






@Y'(2) + 2y (2) + (22 = ) y(2)

0 point singulier

régulier irrégulier
pour toute solution y, croissance non-poly.
IN tq y(z) = O(1/]zY) en 1/|z| possible
quand z — 0 quand z — 0

_ logz
oz

V2

ex. : y(z) =zV%, y(z) ex. : y(z) = e



Théoreme (Fuchs, 1866)

Si 0 est un point singulier régulier d'une équation
différentielle linéaire a coefficients analytiques, celle-ci
admet pour un certain voisinage D de 0 une base de
solutions de la forme

z)‘(yo(z) +y1(z)logz+ - - +yi(z) logtz), z € D\ {0}

ou A € C et les y; sont analytiques sur D.



=Y y? L(Sy%m) - (ya) = 0
nez
(finie) gk
y(z) =Y, Y L(S, ' n+Sk) - (yux) =0

ner+7Z k=0






Y



Y










e Wimp et Zeilberger (1985), Zeilberger (2008) —
Meéthode de Birkhoff-Trjitzinsky (heuristique)

e Flajolet et Puech (1986) — Prolongement analytique
numérique pour l'asymptotique

e Banderier, Chern et Hwang (WIP ?) — Calcul de
constantes de connection par resommation



Analyse de singularité (Flajolet, Odlyzko)

asymptotique de y(z) = 4z en ses singularités
ymptotiq y y g
n

transfert mécanique

asymptotique de (y,) a I'infini



This is AsyRec, A Maple package
accompanying Doron Zeilberger's article:

It finds the asymptotics of solutions of (homog.) linear recurrence
equations with polynomial coefficients, using the Birkhoff-Trjitzinsky

i method .
> recop = (N+2)"2*N2- (7*n"2+21*n+16) *N- 8* (n+1) *2;
recop:=(n—|—2)2N2—(7}12—|-21n—i—16)N—8(n—i—l)2

> AsyC(recop, n, N, 5, [2, 10], 1000):
0.36755259694786136634,

8,1(1_1 12+13Jr 14+ 115)
3n 27p 81n 243 1 2187 n
n

(Wimp & Zeilberger 1985, Zeilberger 2008-2009)



h<d NumGfun en bref

e Prolongement analytique numérique multiprécision
général — garanti — automatique — rapide

e Bornes fines
suites — séries majorantes — restes de séries

.~ Code disponible
http://algo.inria.fr/libraries/ (GNU LGPL)

Perspectives

Points singuliers réguliers avec garanties
Asymptotique automatique

Aller (plus) vite

Moins de dépendance a Maple
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