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Structure de données:
EDL à coeff. polynomiaux
+ conditions initiales
(fonctions D-finies)











• précision arbitraire
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This is AsyRec, A Maple package
accompanying Doron Zeilberger's  article: 

It finds the asymptotics of solutions of (homog.) linear recurrence
equations with polynomial coefficients, using the Birkhoff-Trjitzinsky

 method . 

recop := (n+2)^2*N^2-(7*n^2+21*n+16)*N-8*(n+1)^2;

AsyC(recop, n, N, 5, [2, 10], 1000);

(Wimp & Zeilberger 1985, Zeilberger 2008-2009)
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evaldiffeq(diffeq, y(z), 1/5, 1000000);



evaldiffeq(diffeq, y(z), 1/5, 1000000);

(29 min plus tard...)



evaldiffeq(diffeq, y(z), 1/5, 1000000);
0.033253281257567506772459381920024394391065961347292863\

13611785593075654371610784719859620906805710762776061\
65993844793918297941976188620650536691082179149605904\
31080482988558239935175505111768194891591740446771304\
74730251896359727561534310095807343639273056518962333\
97217595138842309884016425632431029577130431472108646\
95485154767624024297343851584414126056237771911489680\
26289509252686858337069866133346038696063467770079464\
23793769334215707119644538485739388372810868177762129\
01784600118622729147813707829342117525209888943065337\
26972367497116876498287888861889557722016069455958343\
15597352793232157609405233101565233798189504803715509\
46500588378565734380347029332982325622519743380771106\
35571694259878339037633637145306973306770132147249421\
36332609890929423710894594854345271233737260891462923\
73524554664027534719771049035144234265666183000284767\
65681358348970156323526757442009345487677442469341051\
83033191447913108250155757693325398991039483210567940\
622050536638591678647211268239107044086823234

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

91978355545108701341630122303181773572979177512459474\
11802770569243648485840574849335000809039978014283347\
83834183935794205518200474256397350496130385201144264\
31980824517190136636295083619294706827698732558496185\
08632238640985285966232958268956112308773925224868327\
59519276639077527658779659028353478890541392029458006\
77601415327254297104512766589667041638996611077050830\
17013996701374152837854699185076689166908317738995600\
00719885192042834117253187467247091903902248193130740\
94063040761908159116732921207253181291015377525734372\
05509484532048820354492196207899092297835016482545364\
22792170885349084502996506880995288284920240316714157\
77792991140280926093417416090474356164879215339073327\
88709624876183615996731244026153032977921805520130373\
05197620037820842937951382070580964474273736688752091\
60011447011076321167040295389981714328835752937083609\
97933258259972366466573219602501650218139747781157348\
78322628655747195818205282428148240800376913561455564\
29598794491231828039584256430669932365880956101719727\
33806130243940574539991121877851105270752378138422728\
76176859592508040781771637205060431902227437673286901\
71292574098466950906705927590030494460150099288210121\
868701569



Évaluation numérique

générale
automatique
garantie
asymptotiquement rapide
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• Schroeppel (1972) – Points particuliers

• Brent (1976) – Fonctions particulières, points
quelconques

• Chudnovsky & Chudnovsky (1986-1988) – Méthode
générale, esquisse points singuliers réguliers

• van der Hoeven (1999, 2001) – Algorithme complet
avec bornes



Théorème (Chudnovsky2)
Soit y solution d’une équation différentielle linéaire à
coefficients polynomiaux. Soit z un point de la surface de
Riemann de y.

On peut calculer y(z) à 2−n près en

O
(

M
(

n · (log n)3
))

opérations binaires.
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Paramètres
κ, α, . . .∈ Q ou Q̄ t.q.

|yn| 6 n!κ · αn · ϕ(n)

Outils : méthode des
séries majorantes + analyse
asymptotique élémentaire
(M. & Salvy 2010)

Bornes symboliques
• Lisibles (presque !)
• Asymptotiquement

fines

Bornes numériques
• Approx. sûres des

paramètres
• Plus rapide (pas

d’algébriques)

Idée: Replacer y par une fonction simple qui la “domine”





0 point singulier

z2 y′′(z) + z y′(z) + (z2 − ν2) y(z)

pour toute solution y,
∃N tq y(z) = O(1/|z|N)

quand z → 0

ex. : y(z) = z
√

2, y(z) =
log z

z

croissance non-poly.
en 1/|z| possible
quand z → 0

ex. : y(z) = e1/z

régulier irrégulier



Théorème (Fuchs, 1866)
Si 0 est un point singulier régulier d’une équation
différentielle linéaire à coefficients analytiques, celle-ci
admet pour un certain voisinage D de 0 une base de
solutions de la forme

zλ
(
y0(z) + y1(z) log z + · · ·+ yt(z) logt z

)
, z ∈ D \ {0}

où λ ∈ C et les yi sont analytiques sur D.
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dz

)
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y(z) = ∑
n∈Z

yn zn L(S−1
n , n) · (yn) = 0

y(z) = ∑
n∈λ+Z

(finie)

∑
k>0

yn
logk z

k!
zn L(S−1

n , n + Sk) · (yn,k) = 0
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• Wimp et Zeilberger (1985), Zeilberger (2008) –
Méthode de Birkhoff-Trjitzinsky (heuristique)

• Flajolet et Puech (1986) – Prolongement analytique
numérique pour l’asymptotique

• Banderier, Chern et Hwang (WIP ?) – Calcul de
constantes de connection par resommation



Analyse de singularité (Flajolet, Odlyzko)

asymptotique de y(z) = ∑
n

ynzn en ses singularités

asymptotique de (yn) à l’infini

transfert mécanique



This is AsyRec, A Maple package
accompanying Doron Zeilberger's  article: 

It finds the asymptotics of solutions of (homog.) linear recurrence
equations with polynomial coefficients, using the Birkhoff-Trjitzinsky

 method . 

recop := (n+2)^2*N^2-(7*n^2+21*n+16)*N-8*(n+1)^2;

AsyC(recop, n, N, 5, [2, 10], 1000);

(Wimp & Zeilberger 1985, Zeilberger 2008-2009)



NumGfun en bref
• Prolongement analytique numérique multiprécision

général – garanti – automatique – rapide
• Bornes fines

suites – séries majorantes – restes de séries

Code disponible
http://algo.inria.fr/libraries/ (GNU LGPL)

Perspectives
• Points singuliers réguliers avec garanties
• Asymptotique automatique
• Aller (plus) vite
• Moins de dépendance à Maple

http://algo.inria.fr/libraries/
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Merci !
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