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Introduction

Objectif : présenter des familles de suites déterministes tres
simples algorithmiquement, partageant certaines propriétés avec des
suites i.i.d. de symboles.
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Introduction

Objectif : présenter des familles de suites déterministes tres
simples algorithmiquement, partageant certaines propriétés avec des
suites i.i.d. de symboles.

Plus précisément :
@ On considérera des suites automatiques : suites dont les
termes peuvent &tres générés par un automate fini.

@ On s'intéressera aux corrélations discrétes d’ordre 2 de ces
suites : répartition asymptotique des valeurs (up, Up4,) quand
n tend vers l'infini, pour chaque r fixé.
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Suites automatiques et suites block-additives

@ Suites automatiques et suites block-additives
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Suites automatiques et suites block-additives

Soit A un alphabet fini, et kK > 1 un entier.

Une suite (un)nen est k-automatique s'il existe un automate fini

tel qu'en entrant les chiffres de n en base k dans I'automate, |'état
d'arrivée obtenu permet de déterminer u,,.

Exemple 1 : suite de Prouhet-Thue-Morse

0 si I'écriture binaire de n comporte un nombre pair de 1,
up = _
1 sinon.

start —

1
Premiers termes : 0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1,0...
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Suites automatiques et suites block-additives

Exemple 2 : puissances de 2

{1 si n est une puissance de 2,
up, =

0 sinon.

start —

Premiers termes : 0,1,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0...
Exemple 3 : suite de pliage de papier

Premiers termes : 0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0...

Iréne Marcovici Corrélations de certaines suites automatiques



Suites automatiques et suites block-additives

Exemple 4 : suite de Rudin-Shapiro

1 si nb impair de blocs 11 dans la décomp. binaire de n,
u, =
! 0 sinon.

Exemple : [187], = 10111011, u1g7 = 1.

0
1
0
1 1
1
0 @
0

Premiers termes : 0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,1,1,0,1...
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Suites automatiques et suites block-additives

Définition par morphisme

Une suite (up)nen est k-automatique si c'est le point fixe d'un
morphisme k-uniforme, ou |'image par une projection lettre a lettre
d'un tel point fixe.

Suite de Prouhet-Thue-Morse

0 si I'écriture binaire de n comporte un nombre pair de 1,
u, =
! 1 sinon.

Morphisme : ¢ : 0+ 01,1+ 10

©}(0) =01
©%(0) = 0110
©3(0) = 01101001

Premiers termes : 0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,1,1,0...

Iréne Marcovici Corrélations de certaines suites automatiques



Suites automatiques et suites block-additives

Suite de pliage de papier

Morphisme : ¢ : a+> ab, b+ cb,c — ad,d — cd

¢'(a) = ab
©?(a) = abcb
©3(a) = abcbadcb

Projection : p(a) = p(b) =0, p(c) = p(d) =1
Premiers termes : 0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0...
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Suites automatiques et suites block-additives

Autres caractérisations équivalentes
@ La suite u est k-automatique ssi
son k-noyau Ny (u) est fini.

JEAN-PAUL ALLOUCHE & JEFFREY SHALLIT

Nic() = {(Uging)nz0 1 1> 0,0 < j < k'}

@ Si p est premier et A =Fpm la
suite u est p-automatique ssi la
série u(X) =Y 2 o un X" est
algébrique sur Fpm.

more inormtion - . combidge org 9780521823326
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Suites automatiques et suites block-additives

Pour k > 1 un entier, on note X = {0,...,k —1}.
Soit G un groupe fini abélien (souvent, G = Zy).

Définition
Soit f: Xy x £y — G telle que f(0,0) = 0.

La suite u = (up)nen € G est block-additive en base k de
fonction de poids f si pour n = ). x;k', on a

Uy — Z f(xis Xit1)-

i€EN
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Suites automatiques et suites block-additives

Pour k > 1 un entier, on note X = {0,...,k —1}.

Soit G un groupe fini abélien (souvent, G = Zy).

Définition

Soit f: Xk x Xy — G telle que 7(0,0) = 0.

La suite u = (up)nen € G est block-additive en base k de
fonction de poids f si pour n =Y, xik', on a

Uy — Zf(xiaxi+1)-

i€EN

@ Toute suite block-additive est k-automatique.

@ Les suites de Prouhet-Thue-Morse et de Rudin-Shapiro sont
block-additives.

@ Pour p premier, on dit que la suite block-additive de fonction
de poids f(i,j) = ij (mod p) est une suite de Rudin-Shapiro
généralisée.
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Corrélations discrétes

© Correélations discrétes
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Corrélations discrétes

Ann. Fourier, Grenoble
37, 2 (1987), 115-138

UNE NOUVELLE PROPRIETE
DES SUITES DE RUDIN-SHAPIRO

par Martine QUEFFELEC

Introduction.

L’existence d’une transformation ergodique a spectre de Lebesgue, de
multiplicité finie, était un probléme ouvert, il y a peu de temps encore, alors
que I'on savait construire de telles transformations a spectre singulier, de
multiplicitt m donnée a I'avance. J. Mathew et M. G. Nadkarni[11]
construisirent alors, a I'aide d’un produit croisé, une transformation
ergodique, dont la partie continue du spectre est de Lebesgue, de
multiplicité 2.

La suite de Rudin-Shapiro est une suite a coefficients valant 1 ou — 1,
dont la mesure de corrélation se trouve étre la mesure de Lebesgue du
cercle. A la suite de I'étude spectrale des systémes dynamiques définis par
substitution ou automate, nous avons pu établir cette nouvelle propriété de
la suite de Rudin-Shapiro :

THEOREME 2. — La partie continue du spectre de la suite de Rudin-
Shapiro est de type Lebesgue de multiplicité 2,

en désignant plus briévement par spectre de la suite de Rudin-Shapiro, le
spectre du shift, dans le systéme dynamique uniquement ergodique associé
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Corrélations discrétes

@ Bounds for the discrete correlation of infinite sequences on k
symbols and generalized Rudin-Shapiro sequences.
E. Grant, J. Shallit et T. Stoll. Acta Arithmetica 2009.

e Discrete correlation of order 2 of generalized Rudin-Shapiro
sequences on alphabets of arbitrary size.
P.A. Tahay. Uniform Distribution Theory, 2020.
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Corrélations discrétes

@ Bounds for the discrete correlation of infinite sequences on k
symbols and generalized Rudin-Shapiro sequences.
E. Grant, J. Shallit et T. Stoll. Acta Arithmetica 2009.

e Discrete correlation of order 2 of generalized Rudin-Shapiro
sequences on alphabets of arbitrary size.
P.A. Tahay. Uniform Distribution Theory, 2020.

Pour les suites de Rudin-Shapiro généralisées, pour tout r > 1,
.1 1
lim N card {n efo,N—-1]:u, = un+,} = E

N—oo
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Corrélations discrétes

@ Bounds for the discrete correlation of infinite sequences on k
symbols and generalized Rudin-Shapiro sequences.
E. Grant, J. Shallit et T. Stoll. Acta Arithmetica 2009.

e Discrete correlation of order 2 of generalized Rudin-Shapiro
sequences on alphabets of arbitrary size.
P.A. Tahay. Uniform Distribution Theory, 2020.

Pour les suites de Rudin-Shapiro généralisées, pour tout r > 1,
.1 1
lim N card {n efo,N—-1]:u, = un+,} = E

N—oo

Technique : estimées de sommes d'exponentielles.
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Corrélations discrétes

phoi— flu) 1 fi(n)
= v( ) Z v(*(!l\:n + M) —(‘N:H_\))E‘( )
u=0 p 0<n<N P P
Pl flu) 1 fa(n)
+ ) i-(r ¢ ) D 7‘-(;(_1,94 Y M4 ﬂ',m))g-("i“ )
u=p —i 0<n<N
with X L
filn) =g (u+in+M)—g"(u,n) for 0<u<p*—1—1,
and

fo) =g (u+i—p"n+M+1)—g*(u,n) for p* —i<u<p’—1.

For the sake of simplicity, here and later on, we do not write down the de-
pendency on u of these functions. Thus

|p* -1 P |
| flu) 1 i ke \ ) Wyl
Se 3 e (b M +i) — b <
I i( ) i(lu(n\p n+u+p +1) Hp H+JH)):

| u=0 P 0<n<N
p*—1—i p*

) 1 f

J
= e :

Let _f-l and _f-g be two functions such that

[y (M, fi)l =  max |y (M. fi)|
0 pE—1—i

and
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Corrélations discrétes

...pourquoi ¢a marche 7

Condition de différence : si i # j, alors pour tout g € G,
k

card {h €Ty : (i h) — f(j, h) = g} — 17
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Corrélations discrétes

...pourquoi ¢a marche 7

Condition de différence : si i # j, alors pour tout g € G,

. . k
card {h € T4 : (i, h) — F(j, h) = g = e

Autrement dit, la matrice de poids est une matrice de différence :
quand on regarde la différence entre 2 lignes, chaque valeur
apparait le méme nombre de fois.

Exemple : suite de Rudin-Shapiro généralisée avec p = 3

0
0
0

00
1 2
21

Si k = p", on peut facilement construire au moins une matrice de
différence de taille k a valeurs dans Zy.
Si k > 4 est un entier pair, ce n'est pas possible...
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Corrélations discrétes

Mais il existe d'autres exemples de matrices de différence !

00000O0O0

(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 001122
(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) 010212
(0,0) (1,0) (1,1) (0,1) 012021
(0,0) (1,1) (0,1) (1,0) 021201
022110
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Corrélations discrétes

Mais il existe d'autres exemples de matrices de différence !

00000O0O0
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 001122
(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) 010212
(0,0) (1,0) (1,1) (0,1) 012021
(0,0) (1,1) (0,1) (1,0) 021201

022110

La classification des matrices de différences est un probléme
difficile.
@ Orthogonal arrays. Springer Series in Statistics.
A. S. Hedayat, N. J. A. Sloane, J. Stufken. Springer-Verlag,
1999.

o Classification of difference matrices and complex Hadamard
matrices.
P. H. J. Lampio. PhD thesis, Aalto University, 2015.
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Corrélations discrétes

Expérimentalement, on observe un résultat plus fort...

Pour tout (i,j) € G2, pour tout r > 1,

) 1 ..
Jim 5 card {n € [0, N 1 : (un,tn1) = ()} = 15

Iréne Marcovici Corrélations de certaines suites automatiques



Corrélations discrétes

Expérimentalement, on observe un résultat plus fort...

Pour tout (i,j) € G2, pour tout r > 1,

.1 ..
Jim 5 card {n € [0, N 1 : (un,tn1) = ()} = 15

Exemple : suite de Rudin-Shapiro généralisée avec p = 3
00001202100012021000020110200001202
111120102122212002100001 2...
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Corrélations discrétes

On fixe 'écart r, et on écrit n et n+ r en base k.
On note ¢, le dernier indice ou il y a une différence.

[n]k: Xo X1 1 Xep, Xep4+1 Xep42
[n+rlk= Yo y1 - Yoo Xeptl Xept2
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Corrélations discrétes

On fixe 'écart r, et on écrit n et n+ r en base k.
On note ¢, le dernier indice ou il y a une différence.

[n]k: Xo X1 1 Xep, Xep4+1 Xep42
[n+rlk= Yo y1 - Yoo Xeptl Xept2

On appelle fibre de n I'ensemble :

F(n)={x x1 - X 0 Xep+2 Xen+3 s
X0 X1 o X, 1 Xep+2  Xep+3
X0 X1 ottt X, 2 X422 Xept3
X0 X1 0 Xe, k=1 Xe42 Xept3 vt )
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Corrélations discrétes

On considére le /éme nombre de la fibre, noté n;.

Nilk = X0 X1 - Xe, | Xept2 Xeot3
[ni+rlk= Yo y1 " Yoo | Xept2 Xcpt3
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On considére le /éme nombre de la fibre, noté n;.

Nilk = X0 X1 - Xe, | Xept2 Xeot3

[ni+rlk= Yo y1 " Yoo | Xept2 Xcpt3

up, = C + f(xc,, 1) + (i, Xc,+2)
Upi+r = '+ f()’cna i) + f(ivxcn+2)'
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Corrélations discrétes

On considére le /éme nombre de la fibre, noté n;.

Nilk = X0 X1 - Xe, | Xept2 Xeot3
[ni+rlk= Yo y1 " Yoo | Xept2 Xcpt3
On a
up, = C + f(xc,, 1) + (i, Xc,+2)
Upi+r = C/ + f()/c,,, I) + f(i,ch+2).
Donc

Upj+r — Up; = C" + f(ye,, i) — f(xe,, i)

D’'aprés la condition de différence, quand i varie, up, 1, — u,, prend
chaque valeur de G le méme nombre de fois.

En particulier, au sein d'une fibre, on a aussi souvent up, 1, = up,
que Up,+r = Up, + g, pour chaque g € G.
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Corrélations discrétes

Si on fixe un entier N grand par rapport a r, pour la plupart des
entiers n € [0, N — 1], F(n) C [0, N — 1].

[Nl =a0 a1 -+ agy—1a,, 00 ---
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Corrélations discrétes

Si on fixe un entier N grand par rapport a r, pour la plupart des
entiers n € [0, N — 1], F(n) C [0, N — 1].

[Nl =a0 a1 -+ agy—1a,, 00 ---

[k =x0Xx1 -+ xey—2 @ &, 00 -
—_—

~—~
y<kNTl—r <agy
_J / / / O 0
[n+rlk=xx - X2 a a,
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Corrélations discrétes

Si on fixe un entier N grand par rapport a r, pour la plupart des
entiers n € [0, N — 1], F(n) C [0, N — 1].

[Nl =a0 a1 -+ agy—1a,, 00 ---

[k =x0Xx1 -+ xey—2 @ &, 00 -
—_—

~—~
y<kNTl—r <agy
_J / / / O 0
[n+rlk=xx - X2 a a,

/
[Nk =x0x1 -+ Xgp—3 @ apy—1 Ay 00 -+
—_———
y<ktN=2_p <agy-1

I / /
[n+r]k:XOX1 Tt Xgy—3 @ a@/\/fl aeNOO
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Corrélations discrétes

Au final, le nombre d'entiers n € [0, N — 1] tels que
F(n) C[0,N —1] est > N — rk? — r ko, (N).

Théoréme [M.-Stoll-Tahay, arXiv 2020]

On pose m = k/|G|. Sous la condition de différence, pour tout

geé,
N

card{nE [0,N—1]: u,,+,—u,,:g} > @—wrk—ﬁrak(N)
N
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Corrélations discrétes

Théoréme [M.-Stoll-Tahay, arXiv 2020]

Sous la condition de différence, pour tout (i,j) € G2,

1

T 1 . -
I\Illnooﬁ card {n € [[Oa N — 1]] : (Una Un+r) = (/,J)} = W

Idée de la preuve : soit n € [0, k2N*L — 1] tel que xy.1 = o, i.e.

n=my kNt o kN + my, avec my, mp € [0, kN — 1]

(Una Un+r) = (”km1+aa ”km1+a) + (uakN+m27 ’—’akN+m2+r)-

@ Pour my choisi unif. au hasard, la distrib. de ugm,+q tend vers
la disitrib. unif. dans G

@ Pour m» choisi unif. au hasard, la distrib. de
UnkN 4 mptr — UakN 1 m, tend vers la disitrib. unif. dans G
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Dimension supérieure

© Dimension supérieure
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Dimension supérieure

En dimension d, on définit une suite block-additive
d . ) :
U= (u,,h,.,,,,d)(nlv__.’,,d)eNd € GY a I'aide d'une fonction de poids

0 0
f:Tdx¥d - G telle que f I =0.
0 0
x} xt
Upy,...ong = Z f ) = Z f(X;,X;+1).
ieN Xid XidH ieN

Condition de différence : si i # j, alors pour tout g € G,

k

d.e(i py_ £ py— ol K
card{hezk.f(l,h) f(,h) g} G’

Sous cette condition, mémes résultats d'équidistribution des
couples (U, uni,), pour un vecteur r € N9\ {(0,...,0}.
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Dimension supérieure

Exemples pour k =2, d =2, G = Z».

Exemple

Matrice de poids (ordre lexicographique sur ¥3) :

01 1 1
1 011
1 101
1 110
436 = 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0
[48]2 = 0 O 0 0 1 1 0 0 0 0 o .-
U436,48 = o+1+14+14+0+1+14+0+ 1+ 0+ - =0 (mod2)
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Dimension supérieure

Matrice Termes dans 0,27 — 1]?

Termes dans 0,20 — 1]

HKHRO
HHOR
HOKRKR
=N
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Dimension supérieure

Matrice Termes dans [0,27 — 1] | Termes dans [0,2° — 1]

cooo
HOoOrO
HKHOO
oOHKHO
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Dimension supérieure

Matrice Termes dans [0,27 — 1] | Termes dans [0,2° — 1]

cooo
HKHOO
HOKO
oOHKHO

, oy
e
S

Fc % TR TR B TE,
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Dimension supérieure

Matrice Termes dans [0,27 — 1]2 | Termes dans [0, 2% — 1]?

cocoo
HOoOrRO
RrooRr
O O K K

]
E
R

s
gt .,;:

A
R
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Dimension supérieure

Perspectives...
@ Suites block-additives avec des blocs de taille L ?
Condition de différence : si i # j, alors pour tout

(XQ, e ,XL,1) S Zi_2, et g € G,
card{h €y f(i7X2,. 5 .,X[_,l,h) — f(_j,Xz,. oy XL—1, h) = g} =
Exemple :

Osix=y=z

k=2,G =17y L=3, f(x,y,z):{ _
1 sinon.
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Dimension supérieure

Perspectives...

@ Suites block-additives avec des blocs de taille L ?

Condition de différence : si i # j, alors pour tout
(XQ, e ,XL,1) S Zi_2, et g € G,

card{h €y f(I.7X2,...,X[_,1,h) — f(_j,X27...,XL,1,h) :g} =

Exemple :
Osix=y==z
k=2,G =12, L=3, f(x,y,z) = _ y
1 sinon.
@ Pour £ > 3, peut-on construire une suite block-additive ayant
les mé&mes corrélations d'ordre £ qu'une suite i.i.d. uniforme de
symboles 7
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Dimension supérieure

e Discrete correlations of order 2 of generalised Rudin-Shapiro
sequences: a combinatorial approach.
Avec Thomas Stoll et Pierre-Adrien Tahay. arXiv, 2020.

Iréne Marcovici Corrélations de certaines suites automatiques



Dimension supérieure

e Discrete correlations of order 2 of generalised Rudin-Shapiro
sequences: a combinatorial approach.
Avec Thomas Stoll et Pierre-Adrien Tahay. arXiv, 2020.

@ Bijections between walks inside a triangular domain and
Motzkin paths of bounded amplitude.
Avec Julien Courtiel et Andrew Elvey Price. arXiv, 2020.
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