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GRAPHES ISORADIAUX

» Un graphe G est isoradial s'il est planaire et s’il peut étre plongé
dans le plan de sorte que toutes ses faces soient inscrites dans un
cercle de rayon 1 et que les centres des cercles soient a l'intérieur
des faces (Duffin-Mercat-Kenyon).
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GRAPHE DE LOSANGES ASSOCIE, ANGLES

» On prend les centres des cercles circonscrits.
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» On relie les centres des cercles aux sommets du graphe G.
= Graphe de losanges associé G°.
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GRAPHE DE LOSANGES ASSOCIE, ANGLES

» On associe a chaque aréte e, le demi-angle 6, du losange
rrrrr spondant.




ANALYSE COMPLEXE DISCRETE

» Soit f une fonction définie sur les sommets de G et G*.

» Elle est holomorphe discrete si, pour tout losange xwyz,

fO)=F0) _ fw) = f(2)

y—x w-—2z
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MECANIQUE STATISTIQUE SUR LES GRAPHES ISORADIAUX

» Graphe isoradial G = (V, E), fini.

» Ensemble de configurations sur G : C(G).



MECANIQUE STATISTIQUE SUR LES GRAPHES ISORADIAUX

» Parametres :

Fonction de poids w positive sur les arétes / les sommets

w dépend des angles (0g)ecE ‘

» A une configuration C, on associe une énergie &,/(C).

» Probabilité de Boltzmann sur les configurations :

—-Ew(C)

VCeC@G). PQC)= ﬁ

ot Z(G,w) = Y e O estla fonction de partition.
CeC(G)



MODELE Z-INVARIANT (BAXTER)

» Transformation A — Y préserve lisoradialité.
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MODELE Z-INVARIANT

X3 X3

» Décomposition de la fonction de partition sur les configurations
possibles en Xi, Xg, X3.

» Le modele est Z-invariant (Baxter) s’il existe une constante C,
telle que pour toute configuration au bord C(xy, X2, X3):

Z(Gy, w, C(x1, X2,%3)) = C Z(Gp, w, C(X1, X2, X3)).

» Conséquences :
= Probabilités non-affectées par les transformations locales du
graphe
= Expression pour les probabilités qui ne dépend que de la
géométrie locale du graphe.



MODELE D’ISING Z-INVARIANT

» Graphe isoradial fini G.
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» Une configuration de spins o associe a chaque sommet X du
graphe G un spin oy € {-1,1}.

= C(G) = {-1,1}V = ensemble des configurations de spins.



MODELE D’ISING Z-INVARIANT

» Constantes de couplage J = (J(0e))ecE-

» Energie d'une configuration de spins : (o) = - 3 J(e)oy0oy.
e=xyeE

» Probabilité de Boltzmann dTsing :
)

Voe(-11}V, Pring(0) = =—r—,
fsine ZIsing(Ga J)

ol Ziing(G,)) = X e €@ est la fonction de partition.
oe(-1,1V



MODELE D’ISING Z-INVARIANT SUR LES GRAPHES ISORADIAUX

» Baxter : Le modele d’Ising est Z-invariant si

1 1+ sn(%@elk)
YeekE, J(Be) = §log |’ k €[0,1).
cn( ZE 6 k)
. _ 3 1 L o \ ere \
K fo —md‘r : intégrale elliptique complete de 1°° espece.
» sn, cn : fonctions elliptiques de Jacobi.
1 1+ sin6
»Sik=0:VeecE, J() = = log| ———=].
2 cos O
» Le modele est critique (ILi / Duminil-Copin - Cimasoni),
invariant conforme (Chelkak - Smirnov).

» Expression locale pour les probabilités du modele de dimeres
correspondant (Boutillier - dT).

» k # 0 : travaux en cours (Boutillier - dT - Raschel).



LE LLAPLACIEN SUR LES GRAPHES PLANAIRES CRITIQUES

(KENYON)

» Graphe isoradial infini G.

» Conductances : p = (tan(fe))ecE-

v

Soit A le Laplacien discret sur G représenté par la matrice A :

p(Oxy) St X~y
Yx,y eV, AXY) =q-2yxplyy) six=y
0 sinon.

Le Laplacien A est un opérateur de CV dans CV, tel que :

v

VFeTY, (AN = D AKYIFY) = ) pBy)(f(Y) = FO0).

yeV y~X

» La restriction a G d’'une fonction holomorphe discrete est
harmonique discrete.



LLAPLACIEN SUR LES GRAPHES PLANAIRES CRITIQUES (KENYON)

» La fonction de Green G est l'inverse du Laplacien : AG = Id.

» Fonction exponentielle discrete (Mercat) :

Exp : V* x V°®x C — C. Soit x,y € V°.

Chemin dans E° : X =X(,...,X, =,
_(A+ )

Expy. x;,, (D) = A= am)

n—1

Expy (1) = l_[ EXij,xjH(/l)-
j=1

TaEOREME (KENYON)
La fonction de Green G admet l'expression explicite suivante :

1
¥x,yeV, GXYy)=-— 9§Expx y(/1) log(A) dA,
8n2i J, :

o y est un contour dans C, contenant les poles de Expy .



LIEN AVEC LA MECANIQUE STATISTIQUE : ARBRES COUVRANTS

» On suppose G fini.
» Un arbre couvrant de G : sous-ensemble d’arétes touchant tous

les sommets du graphe, connexe et ne contenant pas de cycle.

= T(G) = ensemble des arbres couvrants de G.

» Probabilité de Boltzmann des arbres :

vTe T(G)’ IP>arbre(T) - ETT—(’E;H;;‘



LIEN AVEC LA MECANIQUE STATISTIQUE : ARBRES COUVRANTS

THEOREME (KIRCHHOFF)
Zarvre(G, p) = det A(r),
ot AV est la matrice A dont on a enlevé la ligne et la colonne

correspondant & un sommet I.

THEOREME (BURTON - PEMANTLE)
Pour tout sous-ensemble d’arétes {eq,...,e,} de G :

Parbre(€1, - - ., €k) = det[(H(e;, €j))1<ij<k]s

oi H est la matrice dimpédance de transfert. Les coefficients sont des
différences de fonctions de Green.

» Résultats de Kenyon donne formule locale pour Pyyre €t pour
I’énergie libre quand le graphe est infini.



Z-INVARIANCE POUR LES ARBRES COUVRANTS

Décomposer Z,mre(G, p) sur les configurations possibles en Xi, Xg, X3 :
> X1, X9, X3 sont connectés a r.
> X;,X; sont connectés a r, X, ne lest pas.
> X; est connecté a I, X;, Xk ne le sont pas.

Aucun des sommets n’est connecté a r.

v



Z-INVARIANCE POUR LES ARBRES COUVRANTS

Exemple : Xi, X2, X3 sont connectés a r

| | Cy | Ca |
(X1, X2, X3} | X p(6r) 1
{xi, X;} PO 2k P(6r)) 2ok P(5 — 0r)
{xi} 15, (60) Yo Meser3 —60)
{0} 0 0

LEMME
Le modele des arbres couvrants muni des conductances p = (tan(6g))ecE
est Z-invariant.



EN DEHORS DU POINT CRITIQUE ? LAPLACIEN MASSIQUE

> Soit k € [0,1) (le module elliptique), K = V1—k2, fs = 2£6,.

» On définit les conductances et les masses sur G :
Ve €E, p(be) = sc(be | k)

n B 2 n _
Vx eV, mi(x) = ; Al ~ (K ~ E) - ; p(@k).

» E= fog V1 - k2sintdr : intégrale elliptique comp. de 2" espece.
> A(ulk) = =5 E(iulk’).
» E(ulk) = fou dn?(vlk)dv : Fonction epsilon de Jacobi.



FAMILLE DE LLAPLACIENS MASSIQUES

» Soit k € [0,1).
Soit G un graphe isoradial infini, muni des poids p, m?.

» Soit A™® e Laplacien massique sur G représenté par la matrice :

P(Bxy) st X~y
VxyeV, A"y =1-m*x) - Ty xpBy) six=y
0 sinon.

» Le Laplacien massique A™X est un opérateur :

VFeC, ("N = ) plxy)(FY) = FO0) + mPf (0.

y~X

» La fonction de Green massique G™® est linverse du Laplacien
massique : AMOGMR = 1.



FONCTION EXPONENTIELLE DISCRETE MASSIQUE

» Fonction exponentielle discrete massique. Soit T(k) = C/(4KZ +i4K'Z).

Exp(-|k) : V° x V° x T(k) — C. Soit x,y € V°.
Chemin dans E° : x =Xy,...,X, =,

u—aj
2

Exp,, (ulk) = —i\/l?sc(u(—,].), Us =

Xj+1
n—1

Expy k) = [ | Expy s k).
j=1

LEMME
La fonction exponentielle discrete massique est bien définie, i.e., indépendante
du choix de chemin de x a y.

ProrosiTiON
Pour tout u € T(k), pour tout y € V, la fonction Exp. ,,(ulk) € CcVest
harmonique massique : A™ Exp.,,(ulk) = 0.



EXPRESSION LOCALE POUR LA FONCTION DE GREEN MASSIQUE

THEOREME
Pour tous sommets X,y du graphe G,

k’
G"Vxy) = =1 b HO Bxpy ko
Yxy

olL yx, est le contour ci-dessous, H(ulk) = ﬁ{ + K7,Z(u/2|k) et Z est la
fonction zeta de Jacobi.

—9K 42K’ “’%< 2K 9K 4+ 9iK’

A

) o

A

<

A

—2K *oik"—K* K — 2iK’

Tore T(k), contour d’intégration v, ,. Les carrés blancs sont les poles de
Expx,y( - k), le carré noir est le pole de H.



IDEE DE LA PREUVE, CONSEQUENCES

Idée de la preuve (Kenyon)
» Montrer que Vx,y € V, A"MOG™0(x,y) = 5(x, y).

» Si x #Y, déformer les contours en un contour commun et utiliser
le fait que les fonctions exponentielles sont dans le noyau de A™.

» Si x =y, Calcul explicite de résidus. Utiliser le saut de la
fonction H sur le tore T(k).

Conséquences
» Localité.
» Formule asymptotique pour G™¥(x,y), lorsque |x — y| — .

» Calculs explicites.



EXEMPLE DE CALCUL

Soit x,y voisins dans G, alors :
x y Expyy (1) = —(K')* sc(ug) sc(up).

1% 2
6"k, y) = & 95 H(u) sc(ug) sc(ug)du

= (ki)z 9§H(u)sc = sc(
din J, 2

_ H@K +20) - H2K)  K'K
B sc(6) "~ rdn(d)
_H@0) K dn(d)
" sc@)

6
)du, (changement de variables)

, (résidus en 2K, 2K + 20, 2iK"

, (formules d’addition pour H).



FORMULE LOCALE POUR LES FORETS COUVRANTES

» Une forét couvrante de G : sous-ensemble d’arétes touchant tous
les sommets du graphe, tel que chaque composante connexe est

un arbre enraciné.
o P/\

= F(G) = ensemble des foréts couvrantes de G.
» Probabilité de Boltzmann des foréts :

HTCF,Tenraciné en X(HeeT P(Qe))mz(x)
Zforet(G’ P> m2) ‘
» Expression explicite pour une mesure sur les foréts couvrantes
d’'un graphe isoradial infini, périodique ou non, obtenue comme
limite faible des mesures sur une exhaustion.

VFe ST(G)’ Pforet(F) =



Z-INVARIANCE POUR LES FORETS COUVRANTES

Cy

Ca

{x1,X2.X3}

{xi-%;}

m?(xo)+23_, p(6p)

PO Lk PO |+m2 (x0)p O+
m2oq[ 23, p0p+m2(xp) |
T3 (O +m%(x0) T g p(0)+

Zeai M 0Pz Zerciin PO ]+
m2 (e lm2 0 )p(0))+m (x))p(B)) 1+
[Mesi mep] [23., pEp+m2x)]
[22 o m? o | [T2, o@D ] +m? xg) 23 m2 (i) T (64
23 [Nz m2 o) |p@0[ Zewi p60) ]+

m200) 23 [ Mg m2xp) o0+

[12, meg ][22 pr+m2ixp)]

1

S ek PK=0p)+m 2 (xp)

Z?=1 [Ty 20 PK=6pr )+

ez "llzw)[zﬁ iy PE0) |+ T m'2xp)

[£2, m200)|[£3, Mesiptic-00)]+
Z?Zl[ﬂ[ﬂ "1,2()(()] [Z#[/J(K—(?[)]*'

79
l_l?=1 m ()




Z-INVARIANCE POUR LES FORETS COUVRANTES

THEOREME
Pour tout k € [0,1), le modele des foréts couvrantes muni des poids
p,m?, est Z-invariant.

» Lorsque k = 0, p(0e) = tan(6e), m?*(x) = 0 : cas critique.



S1 LE GRAPHE G EST Z?-PERIODIQUE

» Graphe isoradial, infini, Z2-périodique, G.
» Exhaustion torique du graphe G : G, = G/nZ?.

L’énergie libre est : )
f(k) = = lim — 10g Zroret(Gin» o, m°).
n—oo p

THEOREME

L’énergie libre est égale a :

Oe
fk) = V1IS(K) + Z ([) —4H' (2w) log sc(w)dw + 2H(20e) log sc(Be) | -

eck;

Lorsque k = 0, on retrouve le résultat de Kenyon.



TRANSITION DE PHASE

ProrosiTioN
Lorsque k — 0,

£k) = £(0) - k21g<k>[' N

6€E1

olr f(0) est I'énergie libre des arbres couvrants.

+ O(K%).



St LE GRAPHE G EST ZZ—P]:ERIODIQUE . COURBE SPECTRALE.

v

Domaine fondamental : Gj.

1
Z,z

v

A™(z,w) : matrice du Laplacien massique sur Gj, avec poids

1 1
Z, ana w*

» Polynome caractéristique : Pam(z,w) = det A™(z, w).
» Courbe spectrale du Laplacien massique : {z,w € C? : Pan(z,w) = 0}.

THEOREME
Pour tout k € (0,1), la courbe spectrale du Laplacien massique est une courbe
de Harnack de genre 1.



