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Définitions  Les objets

Généralisation des polyominos (141) en dimension d+1
Généralisation des partitions planes (2+1) en changeant les contraintes

Classes particuliéres obtenues par superposition de plateaux

Structure algébrique pour les séries génératrices
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Définitions  Les objets

Empilements connexes et finis de cubes unité en dimension 2+1, définis a
translation prés et caractérisés par :

@ volume v : nombre de cubes

@ hauteur h : plus grande valeur de la premiére coordonnée
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Définitions  Les objets

Empilements connexes et finis de cubes unité en dimension 2+1, définis a
translation prés et caractérisés par :

@ volume v : nombre de cubes
@ hauteur h : plus grande valeur de la premiére coordonnée
Notions de

@ convexité (anti)-horizontale : intersection avec tout plan horizontal
— polyomino convexe par lignes (resp. colonnes)

@ convexité (anti)-verticale : intersection avec tout plan vertical

— polyomino convexe par colonnes (resp. par lignes)

@ direction : toute case peut étre atteinte a partir de la racine « sans
retour en arriére »
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Définitions  Les objets

Un plateau est un parallélépipéde de hauteur 1. ﬁ

Empilements de plateaux avec contraintes variables :

@ pyramides :

© si la racine du plateau inférieur est (0,0, 0),
ses autres cases sont (0, b, c) avec b,c >0
@ si (a,b,c) appartient au plateau (a + 1)
(a > 0), (a —1,b,¢) appartient au plateau a

@ espaliers :

e pyramide dont tous les plateaux contiennent
(,0,0)
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Définitions  Enumération

Nombres de pyramides en fonction du volume (A229914 sur I'OEIS) :

1,3,7,16,33,63, 117, 202, 344, 566, 908, 1419

v Ho b A B &

P 5
$ ®» 9 § § & 4 8

Nombres d’espaliers (A229915 sur I'OEIS) :

1,3,5,10,14, 26,34, 57, 76, 116, 150, 227

=i 8L & 5 0 § §
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Définitions  La convolution

Série génératrice d'objets de volumes vy, ..., vy :

— suite de coefficients ay, . .,

SI A = (anlwuznh)nl,__,’nhzl et B = (bn17~-~7nh)n17__.7nh21’

on note C'= A % B la convolution multivariée de A et B définie par :

Cny,..onp = E Umy,...ompOp1 ..o -
np=mipi1

np=mppp

— Structure d’algébre commutative.
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Définitions  La convolution

Série génératrice d'objets de volumes vy, ..., vy :

— suite de coefficients a,,

SI A = (anlwuznh)nl,_,,’nhzl et B = (bn17~~~7nh)n17__7nh21’

on note C'= A % B la convolution multivariée de A et B définie par :

Cny,..onp = E Umy,...ompOp1 ..o -
np=mipi1

np=mppp

— Structure d'algébre commutative. Que peut-on dire des séries
génératrices 7
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Définitions  La convolution

Série génératrice ordinaire et série génératrice de Dirichlet multivariée de
A= (ay,,. v,):

D _ any,..np,
SA(517-"aSh) = E ol neh
1 ..My

ni,...,np>1

On a

n n
SA*B(.%‘l,...,SL'h)Z E anl,...,nhSB(xll,---;mhh):SA*SB
Ny np>1

Sj}:;*B(sl, ceySp) = Sg(sl, ceeySh) ng’(sl, ey Sh)-
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Définitions  La convolution

Morphisme entre SGO et SGD (~ transformation de Mellin) :

D] (s) = F(l) /0 T ey e e

D [Sasl (5) =D bn Eak SR (s) - SB(s)

n>1 k>1

D L .. L
(x1...2pClxy, ..., 2], %) < ( Séries de Dirichlet multivariées, -)
On s'intéresse a la sous-algébre engendrée par les suites de la forme

Apy > >0y, >1
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C lution et E ération Espaliers et partitions d'entiers

Deux projections :

= =

il -

Ay(E) = {(a,b,0), (a,b,c) € E} Az(E) = {(a,0,¢), (a,b,c) € E}

Multivolume mv(FE) : suite des volumes de ses plateaux — partition

FE) désigne I'ensemble des espaliers de multivolume A
Ordre sur I'ensemble des partitions de hauteur h :

A= p& JE € E, such that A\, (E) = A
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Convolution et Enumération Transformation de Lambert multivariée

Transformation de Lambert de la suite ( Zan mprs
n>1

Généralisation : Transformation de Lambert multivariée
On note A = (1), >...>m;, >1, de série génératrice

I1...Th
(1—21)(1 —x122) ... (L —21...28)

On appelle transformation de Lambert multivariée de (ay,),, la suite
Tr(A) = Ax A= (a®)

(convolution de A avec A).
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Convolution et Enumération Transformation de Lambert multivariée

En fait,

an1,...,nh - Amy,...,my

(m1,ecmp)=2(n1,..mp)

avec (rappel) :

(my,...,mp) =X (n1,...,np) < il existe un espalier

@ de hauteur h,
o de volume nq +--- +ny

@ dont une projection est donnée par (mq,...,mp).
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Convolution et Enumération Transformation de Lambert multivariée

Si X\ et \ sont deux partitions de méme longueur, on construit un espalier
exx € By N

Soit ny, ., (v1>--+ > wp) le nombre d’espaliers de hauteur h et volume
v+ -+
Alors

TL(A) = A*z = (nilwnﬂ’h)mZmth J
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Convolution et Enumération Une autre transformation

Soit [0 = ((n1 —ng+1)...(np—1 fthrl))

de série génératrice

ni>>np>1

S (—na 1) (e — g D) =
ny>--2>np>1

T1...Th
(1 —2)?2(1 —zm0)?. . (=2 oxp)?2(1 — 21 ... )

On définit :
TD(A) =0OxA= (aD h)”1>“'2”h21'

L ) 2
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Convolution et Enumération Une autre transformation

On a To(A) = (a)

nl,...,nh) avec

a[l — QT
N1see3Mh M1, Mp

(ma,...,mp)2(n1,..mp)

avec des coefficients

N1y
(0% =
mi,...,Mp

Amy,...,mp,

entiers positifs.
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Convolution et Enumération Une autre transformation

Les pyramides de hauteur h sont en bijection avec les paires de pyramides
de hauteur h en dimension 141 (partitions).

Si P est la pyramide correspondant & la paire (A, \'), alors

mv(P) = (MAL -, An})

Nombre de (141)-pyramides de type A : (A1 — Ao+ 1) ... (A1 — A+ 1)

Soit nb, 4, (v1 > -+ > v) le nombre de pyramides de hauteur h et
volume vy + -+ + vp.

Alors

Th(@O) =0* = (n?

vlv"vvh)mZ“'thzl
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Convolution et Enumération Une autre transformation

D’oul les séries génératrices :

56(3}1,. . .,.Th;h> =

)3 o
(1 —a2") (L —ay'ay?) - (1 —ayt -

nh
x
e >ng 21 n')
EP(x1,...,xp;h) =
Z (i —na+1)---(np—1 —np + L)ai* - ap”

—op)2(] M 2)2 (] — ™M P IN2( L
ny>->n>1 (]‘ Ty ) (]' L1 Ty ) (]' Ty LTh_1 ) (1 Ty Ty, )
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Récurrences et Asymptotiques Récurrences

Le nombre N b d’espaliers de hauteur h, volume v dont le dernier

plateau a pour volume i x j est donné par la récurrence :

[ . [
i jho = Z Z Nita,j+bh—1,0—ij

ixjxh—v j(h(i+a)—a)—v
0sesT—n;  0SSTGra G-
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Récurrences et Asymptotiques Récurrences

Le nombre N b d’espaliers de hauteur h, volume v dont le dernier

plateau a pour volume i x j est donné par la récurrence :

[ . [
i jho = Z Z Nita,j+bh—1,0—ij

ixjxh—v j(h(i+a)—a)—v
0sesT—n;  0SSTGra G-

< triangle comptant les espaliers par volume et hauteur : Sloane A227925

1

2 1

2 2 1

3 4 2 1

2 5 4 2 1

4 8 7 4 21
2 8 10 7 4 2 1
4 13 14 12 7 4 2 1
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Récurrences et Asymptotiques Récurrences

Le nombre nf ,,  d’espaliers de hauteur h, volume v dont le dernier

plateau a pour volume i x j est donné par la récurrence :

€ . €
N jho = E E Nita,j+bh—1,v—ij

ixjxh—v j(h(ita)—a)—v
OsesT—ny; 0t GraG-n

< triangle comptant les espaliers par volume et hauteur : Sloane A227925

Relation du méme type pour les pyramides :

P _ P
T jhw = Z Z (@+ 1)+ 1)1t h—1.0-i
ixjxh—v j(h(ita)—a)—v
R e DL vy (s y

— triangle comptant les pyramides par volume et hauteur :
Sloane A227926
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Récurrences et Asymptotiques  Asymptotique

lim 7 "&¢(z, h) = 2.(x) existe.

h—o00

En fait, 2.(x) = série génératrice des quasi-espaliers : polycubes obtenus a
partir d'un espalier en retirant la colonne (x,0,0), comptés par volume.

2,4,7,12,18, 29,42, 61,87, 122, 167, 229

<3 Sloane A230118
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Récurrences et Asymptotiques  Asymptotique

~ . —h pp _ x .
De méme, hh_)rgox EP(x, h) 1= + 2,(x) existe.

En fait, 2,(x) série génératrice des quasi-pyramides : polycubes obtenus a
partir d'une pyramide en retirant une colonne de hauteur maximale,
comptés par volume.

3,9,23,47,91,169, 291,494, 815, 1295, 2043, 3155, 4775

<3 Sloane A230119
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Récurrences et Asymptotiques  Asymptotique

X

De méme, lim 2 "&P(z,h) = N + 2,(x) existe.

h—o00 -

En fait, 2,(x) série génératrice des quasi-pyramides : polycubes obtenus a
partir d'une pyramide en retirant une colonne de hauteur maximale,
comptés par volume.

Pourquoi 1 7 Ne pas compter deux fois la quasi-pyramide obtenue a
— X

partir de

et
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Généralisations d>2

Généralisation a la dimension d+1 : empilements connexes et finis de
d-cubes unité, définis a translation prés et caractérisés par :

@ volume v : nombre de cubes

@ hauteur h : plus grande valeur de la premiére coordonnée
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Généralisations d>2

Généralisation a la dimension d+1 : empilements connexes et finis de
d-cubes unité, définis a translation prés et caractérisés par :

@ volume v : nombre de cubes

@ hauteur h : plus grande valeur de la premiére coordonnée

@ d-polycube dirigé : toute case peut &tre atteinte a partir de la racine
par une suite de mouvements positifs
o d-parallélépipéde : d-polycube P tel que,
pour un certain (ng,--- ,ng) € N%,
si0<ar<ng 1<k<d, alors (a1, -+ ,aq) € P

@ d-plateau : d-polycube de hauteur 1 tel que sa base est un
(d — 1)-parallélépipéde
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Généralisations d>2

Intérét de la convolution :
Puissance de convolution — Changement de dimension

< série génératrice du nombre d’espaliers de hauteur h et volumes
v1,...,Un en dimension d 4+ 1 est donnée par

ES(hyv1,. .. op;x) = A(x)
< série génératrice du nombre de pyramides :

EP (b, ... up;x) = O%(x).
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Généralisations Un exemple

Polycubes plateau dirigés : empilement de plateaux dont chaque cellule
peut &tre atteinte par une suite de pas positifs N, E et en avant.

En bijection avec les paires de polyominos horizontalement connexes
dirigés.

=El < 4 ~ l===
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Généralisations Un exemple

Fonction nombre de diviseurs 7(n), 7(x) la série génératrice

correspondante.
k

T(x)zzlka.

k>1

Si P, ;, = nombre de polycubes plateaux de hauteur h et volume v, alors

( )

pk
1—pk
E>1
Z P'Uyhpvth = - ktpk
vl 1- Z (1 — pk)2
k>1
. tr(p)
t Y Pop'th = ———
SOl Zh ’L},hp 1 _ tp T/(p)
v
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Généralisations Un exemple

Nombre de polycubes plateaux dirigés de hauteur 3 en dimension 141 avec
volumes n1,m2 et N3 1 any nymy

Série génératrice correspondante : T'(z,y, z)

En fait, an, nyns = ning, donc

TYZ
T _ 2 : ni,n2 N3 _ )
(.I,y, Z) n].,n/Q$ y z (1 _:B)Q(l _y)2(1_z)

ni,n2,ng>1
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Généralisations Un exemple

Nombre de polycubes plateaux dirigés de hauteur 3 en dimension 141 avec
volumes n1,m2 et N3 1 any nymy

Série génératrice correspondante : T'(z,y, z)

En fait, an, nyns = ning, donc

xYz
(1-2)2(1-y)*(1—2)

T(z,y,2) = E ningx ™y 2" =

ni,n2,ng>1

Par convolution, on obtient la série génératrice en dimension 241 :
mi1 ,Mm2 M3\ __
E mimsa T(I‘ 'Y ) % ) -
mi,ma,m3>1

mo Zmz

™y
D (e (L (=r)

mi,mg,mz>1
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Généralisations Un exemple

Si z =y = z = p (pas de détail des volumes),

pml +ma+ma

2 e e = )

mi,mz,mz>1

p" p
an Zlfpn

n>1
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Généralisations Un exemple

En itérant
pm1+-~~+mk+1
Z mip...Mg41 (1 pml) (1_ )2(1_pmk-+1)

mi,...;Mg412>1

ORI I D ppe

n>1 n>1
Pour une hauteur quelconque, on obtient donc

k
n

S (Sl ) (S5

k>0 \n>1 n>1
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Généralisations Un exemple

En itérant

S om

pWh4~~+ﬂnk+1

M+ m _ 2 Mg
g1 21 (1=pm)2.. (1 —pme)2(1 — pma+r)
k
p'I’L
Sl (S
n>1 n>1
Pour une hauteur quelconque, on obtient donc
2
p
k tz 1 _pk
p" i k>1 \/
DA X g e |2 = —
I—pn ktp
k>0 \n>1 n>1 1— Z —
= (1-p")
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Généralisations d=2—>d=3

Objet a 2 dimensions : ensemble fini de paires (x € N,y € Z)
Soient &, 0" deux objets a deux dimensions. On construit un objet a trois
dimensions :

G(0,0") = {(w,y,z), (x,y) € O, (z,2) € ﬁ’}
e niveau (L;(0) ={(i,y,2) € O}),

e hauteur (max {7, L;(0) # 0}),

e multivolume (suite des cardinaux des niveaux) :

mv(¥4(0,0") = |vivy, . . ., Umin(h,h’)U;nin(h,h’)]

Objets simples : V1 <i < h, L;(0) #0
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Généralisations d=2—>d=3

Soient deux familles A = UA“ et B= U B,, d’'objets simples
u u

@ a deux dimensions

@ graduées par le multivolume

o telles que tous les A, B, sont finis.
On pose ay,...v), = #A[v17---wh}'

Alors
Y(A,B) = {g(ﬁ, 0",0e A, 0 € Bu}

@ ne contient que des objets simples de taille h
@ est gradué par le multivolume
o vérifie

G - (#G[vh.--,vh,})vl,... =AxB
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Généralisations  Polynomialité des coefficients

Série génératrice de Dirichlet des nfv1,---7vh](d) : Z(s1,...,s,)% avec
Q? 1
e(81,...,8n) = Z Lo
v 2> >1 h
(polyzétas larges).

Série génératrice de Dirichlet des nfvlwvh} (d) : Z)(s1,...,54)" avec

P B (v —va+1)...(vp—1 —vp + 1)
o(S1,...,80) = E o -
Uy .. Uh
vy 2221
M. Deneufchatel (Université de Rouen) Polycubes et convolution 11/03/2014
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Généralisations  Polynomialité des coefficients

On a, pourt =e,p,

ok k

S (Zilsr o)) = Zilsr, o) og (2 (s, )
%(817”'75h) = 1+'§p;(817"'78h)

avec

- 3 (*)
‘%(Sla"'vsh): 51 Sh
o2 ’Ul . .Uh
vy> S >1
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Généralisations  Polynomialité des coefficients

Par conséquent

9" ( (cx)

e (Zsn o)) = Y

odk T T vfl .. .vflh
vy > >1

donc n'fvl v;}(d) est un polynéme en d de degré au plus log,(v1).

De plus,
deg(nf2k717_,_71] (d) =k

donc

Les nombres
e nf(d) de (d + 1)-espaliers de volume v et
e nh(d) de (d + 1)-pyramides de volume v
sont des polynémes en d de degré |log,(v)].

M. Deneufchatel (Université de Rouen) Polycubes et convolution 11/03/2014
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Fonction de Mdbius de |'ordre de projection

Plan

© Fonction de Mobius de I'ordre de projection
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Fonction de Mdbius de |'ordre de projection

(mi,...,mp) 2 (n1,...,np) < il existe un espalier

@ de hauteur h,
o de volume nq +--- +ny
@ dont une projection est donnée par (mq,...,mp).

Généralise I'ordre de division sur les entiers ;
(d,...,d) X (n,...,n) si et seulement si d|n.

Propriétés remarquables de la fonction de M&bius associée.

M. Deneufchatel (Université de Rouen) Polycubes et convolution 11/03/2014
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Fonction de Mdbius de |'ordre de projection Propriétés a deux parts

° MQ((L 1)7 (n7n)) = /~L2((17 1)7 (nv 1)) = :U’(n) )
o 112((1,1), (p,m)) = —1 pour p premier et p > m ;

o 12((1,1), (pg,n)) =21 —1

P, q sont premiers,
si n est le produit de k entiers premiers distincts,

D,q>n;

: . in>m?
e Sin, m sont premiers, p?((1,1), (n? m?)) = { g ! Zin_onm ’
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Fonction de Mdbius de |'ordre de projection Propriétés générales

Lien avec les séries de Dirichlet :

Z p (1), (0 k. k)
ki---kpq

=np(n) ;
n>k1>ko>->ky
Suppression de parts :
o pF((1,..., 1), (my,...,m1, ... ,mg, ..., M) =
pt((1,...,1), (my,...,me)) ;
@ Si p est premier, ukﬂ((l, D) (nay e e Dy M, e M)

= p (1), (0, p)
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Fonction de Mdbius de |'ordre de projection Propriétés générales

Lien avec les séries de Dirichlet :

MH((l,...,l),(n,k’l,...,kg)) _ .
3 P =nu(n) ;

n>ki1>ko>- 2>k

Suppression de parts :
o pF((1,..., 1), (my,...,m1, ... ,mg, ..., M) =
pt((1,...,1), (my,...,me)) ;
@ Si p est premier, ukﬂ((l,...,l), (N1, e e s My Dy Mt 1y -+ -y ME))

= (A, 1), (s, D)
@ Si p est premier et m un entier dont le plus grand facteur propre est
<Dp,

@ De plus,
uk,((l,...,1),(n1,...,ng,m,...,p,ng_,_l,...,nk)) =
— (1, 1), (0, g, mp)).
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Conclusion

Perspectives 1/2

@ Fabriquer des familles de polycubes a partir d'objets a deux
dimensions.

o Attention : ¢ (Py, P») nest pas nécessairement un polycube si P; et
P, sont des polyominos !
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Conclusion

Perspectives 1/2

@ Fabriquer des familles de polycubes a partir d'objets & deux
dimensions.

e Attention : ¢ (P1, P») nest pas nécessairement un polycube si P; et
P sont des polyominos!

@ Formules obtenues avec notre méthode : énumération mais la
combinatoire n’est pas exposée et semble intéressante (lien avec
d’autres objets / nombres)

o Utilisation de la statistique du volume du dernier plateau — équations
fonctionnelles 7

@ « Canyons » et nombre d'or. ..
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Conclusion
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Caracterisation :

@ si (a,b,c) appartient a P, alors (a — 1,b,¢) € P (for a > 1);

@ pour tout b, c tel que (a,b,c) € P, a = mbz}x{(a, b',c)} ou

a =max{(a,b,)}.
C/

1 Cc __ C A
Sing =3, ", représente le nombre de canyons de volume v,

c v 10_2*\/51)
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